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Anotace

Tato prace se zaméfuje na rizné algoritmy pro feSeni soustav linedrnich rovnic. Cilem
prace je porovnat jednotlivé algoritmy z hlediska typa Uloh, které mohou fesit a také
z hlediska narokl na pamét’ a vypocetni ¢as.
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Zakladni pojmy
Prvek matice — a;;, pfipadné a; ;
Prvek lezici na i-tém fadku v j-tém sloupci matice A.

Prvek vektoru — b;
I-ty prvek vektoru b.

Dolni trojuhelnikova matice — L
Matice, jejiz prvky nad hlavni diagonalou jsou rovny nule (/;; = 0, pro i < j).

Dolni striktné trojuhelnikova matice — L*
Podobné jako dolni trojuhelnikovd matice, ale ma nulové prvky i na hlavni diagonale
(l;j =0, proi <)).

Jednotkova matice
Jednotkova matice I ma prvky na hlavni diagonéle rovny jedné, a vSechny ostatni prvky
nulové. Plati podminky

e [;=1proi=0,1,.., min(m—1,n—1) a zaroven
. il-j:Oproiqtj,i:0,___,n—1,j:()'___'m_1).

Horni trojuhelnikova matice — U
Matice, ktera ma vSechny prvky pod dolni diagonalou rovny nule (u;; = 0, pro i > j).

Horni striktné trojihelnikova matice — U”
Podobné jako horni trojihelnikova matice, ale navic jesté s nulovymi prvky na diagonéle
(u;j =0, pro i =j).

Hodnost matice
Pocet vzajemné linearné nezavislych radkul, ptipadné sloupcti, matice.

V trojuhelnikové matice je to pocet nenulovych prvki na hlavni diagonéle.

Numericka stabilita

Numericky nestabilni algoritmus se vyznacuje tim, Ze relativn¢ malé chyby v jednotlivych
krocich zplsobi tak velké chyby ve vysledku, Ze se neda povazovat za piesny. Numericky
stabilni algoritmus je pravy opak.

Ortogonalni matice
Ortogonalni matice je takova matice, jejiz inverzni i transponovana matice jsou shodné,
plati A- AT = 1.

Regulirni matice
Ctvercova matice, jejiz hodnost je rovna poctu tadki, respektive sloupct.



Ridka matice
Ridka matice je takova matice, kterd ma vétSinu prvkt rovnou 0. Udava se také definice, ze
fidka matice ma maximalné 5 % nenulovych prvki.

Singularni matice
Matice, jejiz hodnost je mensi neZ mensi z poctu fadka a sloupct této matice.

Spektralni polomér matice
Spektralni polomér matice je v absolutni hodnoté nejvyssi ze vSech vlastnich ¢isel dané
matice. Znaci se symbolem g(4).

Symetricka pozitivné definitni matice
Matice, ktera je symetricka (A = A7), a zaroven viechny jeji vlastni &isla jsou kladna.

r wr

Vlastni Cislo matice
Vlastni Cislo matice je takové ¢islo A, pro které plati, ze A-u = A-u, kde u je tzv. vlastni
vektor matice a A je vlastni ¢islo pfidruzené k tomuto vektoru.

Vlastni vektor matice
Vlastni vektor matice A je takovy vektor, jehoz smér se po aplikaci transformace A
nezméni.
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Uvod

Soustavy linedrnich rovnice se vyskytuji v nejriznéjSich oborech matematiky.
Typicky je lze nalézt linedrni algebte, analytické geometrii, fyzice, ekonomii, chemii a v
nekterych oblastech opera¢niho vyzkumu, napft. v linedrnim programovani.

Obecnym pozadavkem vSech algoritmil pro feseni soustav linearnich rovnic je, aby
matice koeficientd byla regulérni.

Pii volbé konkrétniho algoritmu feSeni soustavy je nutné piihlédnout k rade
faktord, napf.:

e typ matice (obecna, symetrickd, pozitivné definitni, pasova, atd.),
e predpodminénost soustavy,

e pocet rovnic,

e kolik se bude fesit rovnic se stejnou matici,

e pozadovana piesnost.

Jednotlivé algoritmy se lii v

e pamétové narocnosti,
e Casove slozitosti,
e pfesnosti.

Cilem mé bakalafské prace je srovnat jednotlivé metody pro feSeni soustav
linearnich rovnic z hlediska jejich pouzitelnosti pro riizné typy uloh a jejich Casové a
pamét'ové narocnosti.

Vzhledem k mému oboru nebudu podrobné probirat teorii jednotlivych metod.
SpiSe bych se chtél zaméfit na jejich aplikace a konkrétni implementaci pomoci
programovaciho jazyka — nebudu probirat v§echny mozné typy predpodminovacich matic,
rovinnych rotaci, atd.

12



1 Pfimé metody

Mezi pfimé metody pro vypocet soustav linedrnich rovnic lze zatadit napiiklad
Gaussovu eliminacni metodu a jeji varianty. NejzndméjSimi variantami Gaussovy
elimina¢ni metody jsou napft. trojuhelnikovy rozklad, Choleského rozklad a dalsi.

Diky jednoduchosti téchto algoritmil jsou vhodné pro ru¢ni pocitani.

Velkou nevyhodou téchto metod je jejich rychlost, obecné dosahuji asymptotické
slozitosti 0(n®). Na druhou stranu tyto algoritmy mivaji nizké pamétové naroky, vétsina
algoritml si vystaci jen s vlastni matici a nckolika malo ulozenymi vysledky vypocti
(VITASEK, 1987). Dali vyhodou je, Ze upravenou matici soustavy lze pouZit opakované
pro rizné tvary vektoru pravych stran.

1.1 Gaussovaeliminace

Gaussova eliminace je algoritmus, ktery danou matici pievede na horni
trojuhelnikovou matici, pfipadné diagonalni matici.

Mezi piednosti této metody patii jeji univerzalnost. Metodou lze vypocitat

e soustavu linearnich rovnic,
e inverzni matici,
e determinant.

Algoritmus
M¢jme maticové zapsanou soustavu rovnic:

(0) (0) (0) ) 1 4.0

aj; Q3 Qi3 0 Qi | by
(0) (0) 0) ) | .(0)

© Ay Qpp Gy - Gyp 1Dy
AV = (0) (0) (0) 0) 0
Q31 Az QAzz - A3y bg )

.0 :0 :O . . .
a1(11) aglz) a5l3) e aggg br(LO)

Tuto matici se snazime prevést na matici

(n-1) (n-1) (n-1) (n-1) -
aor,lo a07,11 a01,12 a07,ln—1 b(()n 2
P BRI R It o i
A = (n-1) (n-1) |, (n-1)
0 0 a21,12 - a27,ln—1 by" ’
. . H ‘. ( _:1) (T;_l)/
Vo o 0 b

a to pomoci takovych tprav, aby se nezménilo feSeni soustavy.
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Cely algoritmus v pseudokodu vypada nasledujicim zplisobem:

1. krok:prok =0,..,n—1
2. krok: kdyz al¥ = 0
3.krok:prol=k+1,..,n—1
4. krok: kdyz agﬁ) =0
prohod’ tadky k al matice A
prohod’ prvky k a [ vektoru b
5. krok: kdyz al¥ = 0
metoda selze z diivodu singularnosti matice
6. krok:proi=k+1,..,n—1

7. krok:proj=1i,..,n—1
®)

(k41) _ () _ % . (k)

ij = 4 _‘7;;2 Ay

a(k)

D) _ 00 _ G ()
8. krok: b "1 = b — 25 . pik).

kk

a

Pokud by byl &len a'¥)

v nékterém kroku nulovy, tak pouzijeme operaci zdména
radkil, ptipadné sloupci. Ackoli obé operace jsou ekvivalentni, ¢astéji se pouziva zaména
radkl. Pfi operaci nestaci prohodit pfisluSné fadky matice A, ale musi byt prohozeny i
pfislusné prvky vektoru b. Pokud se nam nepodaii ani tak ziskat nenulové a,(cl,cc), zZnamena

to, ze matice je singularni a tim paddem ma dand soustava rovnic nekone¢né mnoho feseni
(KOLDA, a dalsi, 2004), (VITASEK, 1987).

A nakonec postupné od konce dopocitdime hodnoty vektoru x pomoci algoritmu:

1. krok:proi=n-—1,...,0

—_1 (-1 n (i-1)
Xy =D (ai,n+1_ j=i+1(aij xj))-

it

Piiklad
Vzhledem k tomu, Ze je tato metoda vhodna i pro ruéni pocitani, tak bych rad uvedl
i kompletni ptiklad.

M¢jme soustavu rovnic

x1+2x2_ x3=9,
X1 +x,+x3= 3,
le_xZ_X3=6.

Ptipadné mize byt vyjadiena maticove jako:

1 2 -1 X1 9
1 1 1) . (xz = ( 3|
2 -1 -1 X3 6

14



Nasledujicimi kroky ptfevedeme matici A na horni trojihelnikovou matici.

1 2 -119
(1 1 1 3)
2 -1 -11l6
1 2 -1 9
0 -1 2| —6
0 -5 11-12
1 2 =1 9
0 -1 2|—6
0 0 -9118

Tuto soustavu mizeme téz zapsat jako

X1+ 2x,— x3=9
_xz + ZX3 = _6
—9x; =18

V poslednim kroku postupné od konce vypocitavame hodnoty koeficientt vektoru x.

—9x; =18
X3 =—2
—X,+ 2x3=—6
—xX,—4 =-6
—Xy = —2
Xy =2

Vysledek mizeme zapsat jako

3
X = 2 |
-2
Vlastnosti

Metoda ma jedinou podminku konvergence, a to regularnost matice A.

Vyhodou metody je, Ze nepotiebuje zadné dalsi misto v paméti, vSechny operace se
provadi pifimo na matici 4.

Nevyhodu této metody je asymptoticka slozitost 0(n3) a nizka numericka stabilita.

15



1.2 Choleskéhorozklad

Choleského rozklad je prvni metoda trojuhelnikového rozkladu matic, kterou ve své
praci popisi.

Metoda rozklada matici 4 na soucin
A=L-LT.

Jak 1ze z tohohle vzorce zpozorovat, tak metoda ma oproti jinym mensi naroky na
pamét’, sta¢i v paméti ulozit jen jednu trojuhelnikovou matici. Bohuzel z toho plyne 1
nevyhoda — algoritmus vyzaduje symetrickou, pozitivné definitni matici, tudiz ho nelze
pouzit na libovolnou matici A (VITASEK, 1987), (WEISSTEIN, 2011).

Algoritmus
V prvnim kroku se musi vypocitat koeficienty matice L, napt. pomoci nasledujiciho
algoritmu:

1. krok:proi =0,...,n—1

i-1;2
Qi — Zj:l lij

2. krok:proj=1i,..,n—1
1 i
Lij= i (aij = Zasa b Lire)-

Jakmile podle téchto vzorct spocitame koeficienty matice L, mizeme uz snadno
dopocitat koeficienty vektoru x, a to podle vztahti

L-y=ba
LT - x=y,
coz mizeme piepsat do nasledujiciho algoritmu:
1. krok:proi =0,...,n—1
1 —
Vi T (bi - ;’:11lij'.Vj)
2. krok:proi =n-—1,...,0.
— 1 n
Xi = l_u (J’i - Zj=i+1 lji ' xj)-
Vlastnosti

Metoda ma opét asymptotickou slozitost O(n3), ale s relativné malou
asymptotickou konstantou, protoze vnitini cykly maji maly pocet opakovani.

Co se tyce narokii na pamét’, algoritmu stac¢i ukladat do paméti pouze jednu
trojuhelnikovou matici, coz pii vhodné implementaci miize uSetfit t¢émét 50 % potiebné
paméti.
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Jak 1ze z ptedchozich dvou odstavct vycist, algoritmus je veelku nenaro¢ny, ale na
druhou stranu umoznuje fesit pouze soustavy rovnic s SPD matici A.

1.3 LU rozklad

LU rozklad je dalsi metoda, kterd je zaloZena na trojuhelnikovém rozkladu, a to na
takovém, Ze plati vztah

A=L-U.

Na rozdil od Choleského rozkladu si zde nevysta¢ime uz s jedinou trojuhelnikovou matici
(VITASEK, 1987), (WEISSTEIN, 2011).

Algoritmus
Existuji rizné metody, jak rozloZit matici A na matice L a U. Nejcastéji se pouziva
tzv. Croutova metoda, kterou lze vyjadfit algoritmem:
1. krok:pror =0,..,n—1
2. krok:proi =0,..,r—1

Ujr = Q4 — g;ll(lis ) usr)
3.krok:proi=r,..,n—1

1 i-1
lir = u_rr ) (air — Yoz lise usr)-

Jakmile spocitame koeficienty matic L a U, tak uz mizeme pokraCovat v podstate
stejnymi vzorci jako v Choleského dekompozici, a to:

L-y=ba
U-x=1y,
resp.
1. krok:proi =0,...,n—1
Vi L i j=1°%1j y]
2. krok:proi =n-—1,...,0.
1
Xi = i (Yi - ?=i+1lji ' xj)-
Vlastnosti

Metoda mé témét stejné vlastnosti jako Choleského rozklad. Na rozdil od néj pro
konvergenci nevyzaduje SPD, ale na druhou stranu ma vyssi pamét'ové naroky. Také je

wewr

1.4 LUP rozklad

LUP rozklad je velmi podobny LU rozkladu, ale matici A dekomponujeme na
matice L, U a P, tak, zZe plati
P-A=L-U,

17



kde P je tzv. permutacni matice, kterd ma v kazdém tadku a sloupci pouze jeden nenulovy
prvek. Zavedeni matice P umoziiuje vyhnout se déleni nulou a malymi Cisly, coz zvySuje
numerickou stabilitu této metody (VITASEK, 1987), (WEISSTEIN, 2011)..

Mezi nejznaméjsi algoritmy pro LUP rozklad patii

e Doolitlova metodaa
e Croutovametoda (kde U = I —horni trojuhelnikova matice je jednotkova).

Algoritmus

Algoritmus je ve své dalsi ¢asti velice podobny LU rozkladu, s tim rozdilem, ze
polozky vektoru y se pocitaji ze vztaht:
c=P-b
1. krok:proi =0, ...,i — 1

Yi =¢i— Z}:i lij- ).

‘Vlastnosti

Metoda ma témet shodné vlastnosti jako LU rozklad, ale za cenu mirného zvyseni
pamétovych narokli (matici P Ize ulozit jako pole o rozméru n) poskytuje mnohem vyssi
numerickou stabilitu, a tim i pfesnost vysledki.

1.5 QR rozklad

Cilem této metody je rozlozit matici A na ortogondlni matici Q@ a horni
trojuhelnikovou matici R tak, aby platilo:

A=Q"R
Existuje n¢kolik algoritmt rozkladu, mezi nejznamé;jsi patii

e Gram-Schmidtova metoda,
e Householderova transformace,
e (Givensova rotace.

v

metodach nalezne ¢tenaf napt. v (WEISSTEIN, 2011).

Poté co madme vypocitané matice Q a R miZeme uz snadno vypocitat napf.
determinant matice A, ale pro feSeni soustavy linearnich rovnic pouzijeme nasledujici
substituci:

A-x=b=Q-R-x=b=R-x=Q"-b=R-x=c.
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Vzhledem k faktu, Ze R je horni trojuhelnikova matice, miZzeme slozky vektoru x
dopocitat podobné jako v Gaussové elimina¢ni metod¢ pomoci vzorce:

1. krok:proi=n-1,...,0

= (¢;— 3" +1(rij- x;)) (GANDER, 1980), (WEISSTEIN, 2011).

X; =
l
Tii

Vlastnosti
Z hlediska casové narocnosti zavisi rychlost algoritmu pfevazné na zvolené metodé
dekompozice. Obecné Ize fici, ze ¢asova slozitost je piiblizng 0(n3).

Co se tyCe paméti, tak algoritmus potfebuje uloZit v paméti navic matice Q a R.

Vyhoda oproti Gaussoveé eliminacni metodé je vyssi numericka stabilita, a takeé to,
ze existuje modifikace pro obdélnikové matice.
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2 Stacionarniiteraéni metody

Iteracni metody se od piimych metod liSi tim, Ze nedavaji presné vysledky po
urcitém poctu krokli. Namisto toho kazdy pribeh iteraéniho algoritmu vezme vysledek
z ptedchoziho kroku, a ten zptesni. Pocet krokii zavidi na pozadované piesnosti, ale mize
byt omezen i jinak — napf. maximalnim poctem iteraci.

U iteracnich metod musi byt splnéna tzv. podminka konvergence.
Pokud neni potteba piesny vysledek, jsou iteraéni metody oproti piimym mnohem
rychlejsi.

Itera¢ni metody pro feSeni soustav linearnich rovnic jsou zalozeny na vztahu
xV=pg.xO+c-p, i=01,..,
kde B a C jsou takové matice, ze plati
B+C-A=1.
Nutnou a postacujici podminkou konvergence je, aby platilo o(B) < 1, tedy aby spektralni
polomér matice B byl mensi nez 1.

Jednotlivé metody se li§i pouze volbou matice B (VITASEK, 1987).
2.1 Jacobihometoda
V této metodé volime matice B a € nésledujicim zpisobem:
B=-D1-(L*+U"a
C=D""

Algoritmus:
Vlastni vypocetni algoritmus mizeme zjednodusit pouze na nasledujici kratky kus
pseudokodu:

1. krok:proi = 0,1, ...
2. krok:proj=0,..,n—1

(+v _ 1 | j-1 0 n )
X Y by = Xk=1 %k "X~ = Die=jr1 G " Xi )-

Vlastnosti
Metoda miize byt velmi rychla 1 velmi pomald, zélezi, jakou pozadujeme piesnost.
Obecné se da Fici, e plati asymptoticka slozitost 0(n®).

Metoda pottebuje v paméti udrzovat slozky vektoru @ tak i 0D, coz je sice
nevyhoda, ale nijak velkd, vektory jsou oproti maticim nendro¢né na pameét’.

Pozadavky na vstupni matici jsou jako u vétSiny ostatnich metod — regularni matice
A. Dalsim pozadavkem je, aby byla 1 matice D regularni, nicméné pokud je matice A
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regularni, lze toto zafidit vhodnou permutaci tadkd, respektive sloupcii matice A
(VITASEK, 1987).

2.2 Gauss-Seidelova metoda

Tato metoda je velmi podobna Jacobiho metodé. Jedinou vyhodou je, Ze si

nemusime pamatovat vSechny slozky vektoru x®. V této metod& volime matice B a €
takto:

B=(-D+L)1-U*a
C=D+L)"

Algoritmus:
Vlastni algoritmus je opé€tjednoduchy, zapsany v pseudokodu vypada nasledujicim
zpisobem:

1. krok:proi = 0,1, ...
2. krokproj=0,..,n—1

(i+1) 1 (i+1) ()
xj aj; ( Zk 1%k " X Zn—]+1 ik X )
Vlastnosti

Metoda ma témeft stejné vlastnosti jako Jacobiho metoda, jedind vyhoda je o néco
mensi pamétova naro¢nost, stadi si pamatovat jen jeden vektor x (VITASEK, 1987).

2.3 Superrelaxaénimetoda

Tato metoda se fadi mezi relaxa¢ni metody. Vychazi z predchozi Gauss-Seidelovy
metody. Jako matice B a C se voli

B=D+w L)' [-0- U +(1—-w) Dla
=D +L)"
V rovnicich se noveé objevuje parametr w. Parametr w je tzv. relaxacni faktor a voli
se zrozsahu (0;2). Jeho pfesna hodnota zavidi na konkrétnim typu matice 4 a jejim

spektralnim poloméru. Parametr w zvyS$uje rychlost konvergence metody (VITASEK,
1987).

Algoritmus
Vlastni algoritmus je opét jednoduchy:

1. krok:proi = 0,1, ...
2. krok: proj =0,. -1
(+1) _ @i+1) @ @
X ( Zk 1k X~ LRmjer G X )+ (1-w-x".

a”
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Vlastnosti

Superrelaxaéni metoda je pouze modifikaci Gauss-Seidelovy metody, a tudiz ma
témer stejné vlastnosti, s vyjimkou rychlosti konvergence, kterd je mnohem vyssi.
Nicmén¢ k Casové slozitosti by bylo nutné jeste pficist vypocet faktoru w.
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3 Projektivnimetody

Nejvétsi nevyhoda vSech predchozich metod je, Ze ke své funkci potiebuji operace
nad maticemi. VétSina algoritmil, jako napf. s¢itani a od¢itdni matic, ma nepfiznivou
asymptotickou slozitost 0(n?). Nasobeni matic dle definice ma dokonce asymptotickou
slozitost 0(n®). Ackoli pro nasobeni existuji i rychlejsi algoritmy (Strassentiv algoritmus
s ¢asovou slozitosti pfiblizné 0(n?*8) a nejrychlejdi zatim znamy Coppersmith-
Winogradiiv algoritmus se slozitosti 0(n?37)) (HRIC), pro linearni systémy o fadové
stovkéach rovnic by byly klasické algoritmy stale nepouzitelné.

Proto bych chtél se v této ¢asti prace zaméfit hlavné na metody vyuzivajici hledani
feSeni v Krylovové podprostoru. Kryloviiv podprostor se da vyjadiit jako mnozina vektort:

K.(A,b) ={b,A-b, A*-b,...,A""1-b}.

Vyhoda pti vyuziti Krylovova podprostoru je vyhnuti se nasobeni matic — nasobi se
pouze vektory s maticemi, coZ je oproti nasobeni dvou matic podstatné rychlejsi operace
(slozitost O (n?)) (BARRET, a dalsi, 1994).

3.1 CGM - metoda sdruzenych gradientu

Metoda patii mezi jednu z nejjednodussich, ale bohuZzel je v zékladni formé
pouzitelnd pouze pro symetrické pozitivné definitni matice. Nicméné existuji metody, které
libovolnou regularni matici dokazi pfevést na symetrickou pozitivné definitni matici.
Nejjednodussi zpisob je pievést rovnici A-x =b na AT - A-x = AT - b. BohuZel tento
postup ma nevyhodu v tom, Ze rychlost konvergence metody zavidi na koeficientech
matice A (BARRET, a dalsi, 1994).

Pokud A je SPD, potom feSeni soustavy rovnic je jedinym bodem, ve kterém ma
funkce

1
F(x)=§-xT-A-x—xT-b

minimum. Tato metoda se snazi vyhledat toto minimum (CERNA, 2010).

Zda uz je vysledek dostate¢né ptesny lze poznat z vektoru rezidui r. Plati, Ze ¢im
mensi reziduum (resp. jeho norma), tim je vysledek pfesnéjsi. Pokud |[r]|, = 0, pak je
vysledek presny. Tato poucka plati i u nasledujicich metod (BARRET, a dalsi, 1994).
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Algoritmus
Na zacatku je potieba piedat algoritmu matici A, vektor b a vektor x — odhad
feSeni, ktery nejcastéji byva nulovy. Nasleduje popis algoritmu:

p© =0 — p_ 4. 40
1. krok:proi = 0,1, ...

)
A= 0T 450
x(l+1) — x(l) _l_ a- v(l)

zkontroluji ¢+
pOT . 4.+
B=- 2 OT 4O

pU+D) — pG+1) 4 B @

, a pokud uz je dostatecné malé, mohu algoritmus ukoncit

Vlastnosti

Algoritmus je velmi rychly, Ize dokazat, ze po n krocich vede k pfesnému feSeni
(pokud se nedopoustime zaokrouhlovacich chyb). Z toho vyplyva vyhodna asymptoticka
sloZitost 0(n?).

Z hlediska pamétové naro¢nostije potieba navic uchovavat v paméti vektory r a v
o velikosti n.

Dalsi nevyhoda je, ze metoda potiebuje SPD matici A4, jinak nezkonverguje.
3.2 BiCGM - metoda bikonjugovanych gradientt

BiCGM je jeden z odvozenych algoritmii od metody sdruzenych gradientd.
Vyhodou je, ze umi feSit i nesymetrické linearni systémy, ale pro urit¢ kombinace
koeficientli matic mize selhat. Tomu se lze v urcitych ptipadech vyhnout restartem metody
tésn¢ pred krokem, ve kterém selze. V ostatnich ptipadech je potteba sahnout po jinych
metodach — napt. GMRES (BARRET, a dalsi, 1994).

V pitipadé symetrickych soustav dava stejné vysledky jako CGM, ale za cenu
zhruba dvakrat vyssi asymptotické konstanty (BARRET, a dalsi, 1994).

Tato metoda vyuziva predpodminovaci matici. Nejcastéji se pouziva velmi
jednoducha Jacobiho pfedpodminiovaci matice. Plati, Ze
M=D""
Vypocitat inverzni matici k diagonalni matici je snadné, protoze staci spocitat prevracené
hodnoty ¢isel k ¢islim nachézejicich se na diagonale, neboli
1.krok: proi =0,..,n—1
my; = d;t.
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Algoritmus
Algoritmus pro svou spravnou funkci potfebuje stejné parametry jako metoda
CGM. Pseudokod ma nésledujici podobu:

O Zp_ 4. O
r~© = 7@ 3~ © maze byt zvoleno i jinak)
1. krok:proi = 0,1,...

vyfes M - z(~D = (-1

vytes M7 -z~ (-1 = p~(-1)
_ G007 L p=-1)

Qi1

2. krok: kdyz o;_; =0
metoda selze

3. krok: kdyzi =1
p(i) = 71
p~® = 7~G=D

4. krok: jinak
B = Qi-1

Qi—2
p(i) =z 4 B .p(i—l)
p~(l) = 7z~ 4 B p~(l—1)

q® =4-p®

q~(l) — AT . p~(l)
_ Qi—

@ = p~(i)T.1q(i)

2O = xED 4 g p®

zkontroluji r® a pokud uz je dostate¢né mal¢, mohu algoritmus ukoncit.

V této a nasledujici metod¢ se objevuje funkce nazvana ,,vyte§ M -x = b*. Pro
diagonalni predpodmiiiovaci matici M se jedné o nasledujici algoritmus:

1. krok:proi =1,...,n
X; = b; - my;.

Projiné ptfedpodminovaci matice je algoritmus jiny.

Vlastnosti

Metoda ma oproti CGM témét dvakrat vétsi asymptotickou konstantu. Tento
problém se da z velké ¢asti potlacit na vice procesorovych systémech, protoze hodnoty
jednotlivych dvojic vektora (napf. x® a xN(i)) Ize pocitat paralelné.

Stejn¢ tak pamét'ova narocnost je oproti CGM mnohem vyssi.
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3.3 GMRES — metoda minimalizace rezidui

GMRES je dalsi z projektivnich metod, kterou bych chtél popsat ve své bakalaiské
praci. Metoda je relativné nova, byla objevena Y. Saadem and M. H. Schultzem v roce
1986. Existuji 2 verze tohoto algoritmu — restartovany a nerestartovany. Nize uvedeny
algoritmus je restartovany, ale volbou dostatetné velkého m ho lze snadno pfevést na
nerestartovany. Restartovand verze se pouziva z divodu snizeni pamét'ovych narokt, ale
pokud je koeficient m piili§ maly, pak metoda nemusi zkonvergovat. Je dokazano, ze
metoda zkonvertuje v méné nez n krocich (BARRET, a dalsi, 1994).

Algoritmus
vyiteSM-r=b—A-x
1. krok:proj =0,1, ...

© __T
v Il

so =1Irll;
2. krok:proi =0,1,...,m—1
vyteS M - w = A-v®
3. krok:prok =0,1,..., 10
hii = w - v®

w=w-—h,; v®

hi+1,i = ||w||2
pU+1) — w
hit,i

4. krok: pro k =0, ...,i — 1
pouzij rovinnou rotaci J, na hyy4 ;

sestav rovinnou rotaci J; z hodnot h;; a hyy4;

pouZij rovinnou rotaci J; na hy; a hyyq ;

pouzij rovinnou rotaci J; na s; a S;44

pokud s;,4 je dostate¢né malé, pak aktualizuj feSeni a ukonci
aktualizuj feSeni
vyieSsM-r=b—A-x
pokud [|r||, je dostate¢né malé, pak ukong¢i.
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V hlavnim kodu algoritmu je pouzito n€kolik podprogrami, které si zaslouzi
vysvétlit. Nejdiive rovinné rotace — pouzil jsem z divodu jednoduchosti Givensovu rotaci,
ktera se generuje nasledujicim zplisobem z hodnot dx a dy:

1. krok: kdyzdy = 0
c=1
s=0
2. krok: jinak kdyz |dy| > |dx|
1

_dx
T ay
C=p-*s
3. krok: jinak
_dy
T ax
_ 1
C—sz
S=p-cC.

Spocitané parametry ¢ a s jsou pouzity v nasledujicim podprogramu, ktery pouzije danou
rotaci na koeficienty matice:

t=c-dx+s-dy
dy=—s-dx+c-dy
dx =t.

Posledni podprogram, ktery neni rozepsany v hlavnim algoritmu je ,,aktualizuj
feSeni. Pseudokdd metody vypada nasledovné:

y=Ss
l. krok:proi =n,...0
2. krok:proj=i—1,..,0
Vi =¥ — hji -y
3.krok:proi =0,...,n
x=x+v®.y,
Vlastnosti

vvvvvv

vhodna pro jakékoliv typy tloh.
Asymptotické sloZitost je pfiblizné 0(n?). Sice na prvni pohled se mize zdat, ze
pii jedné aktualizaci se dostavame az k O(n%), ale tato ¢ast kodu probéhne za celou dobu

jen jednou, takze se pfili§ vyrazné¢ neprojevuje na celkové asymptotické slozitosti
algoritmu.
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Nevyhoda metody je velkd nadro¢nost na pomocnou pamét’. Je potieba navic ulozit
Hessenbergovu matici H, predpodminovaci matici M, az m rotaci J a nékolik vektord.
Mnozstvi pouzité paméti lze omezit volbou relativné malého koeficientu m, ktery udava
pocet iteraci, po kterych se metoda restartuje, ale ten nesmi byt zas pfili§ maly, jinak by
metoda nezkonvergovala.
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4 Prakticka cast

Cilem praktické Casti mé bakalafské prace bylo vytvotfeni aplikace pro feSeni
soustav linearnich rovnic pomoci projektivnich metod.

4.1 Uvod do modernich programovacich jazyku

V prvni fadé jsem musel zvolit vhodny programovaci jazyk. Dle svych znalosti
nabitych pfed i béhem jsem si vyty¢€il nékolik boda, které by mél dany programovaci jazyk
splilovat:

e objektové orientovany programovaci jazyk,
e programovaci jazyk by mél mit silny Framework, ktery poskytuje zakladni
funkcionalitu.

Objektové orientovany programovaci jazyk

OOP je moderni, v soucasné dob¢ nejpouzivanéjsi ptistup programovani. Vznikl
v 70. letech jako nastupce tehdy Siroce pouzivaného strukturdlniho programovani
(typickym zéstupcem strukturalnich jazykua je klasické C). V OOP se jednotlivé objekty
redlného svéta reprezentuji tiidami', resp. objekty’. OOP, na rozdil od strukturalniho
programovani, zapouzdfuje data a metody” s nimi pracujici do jediného celku (DARENA,
© 2004).

Nejznaméjsi objektoveé jazyky jsou:

o (C++,

o CH#,

e Java,

e adalsi...

vvvvvv

e zapouzdieni,
e dédiCnost,
e polymorfismus.

! Ttida je predpis, ktery urCuje, jaké ma mit dany modelovany objekt vlastnosti (napf. kniha ma vlastnosti
autor, nazev, ...)

% Objekt je instance tiidy (objekt uZ je konkrétni kniha s konkrétnim nazvem, autorem, ...)

? Metoda je konkrétni funkcionalita (napt. kniha by m&la metody ,,otevii knihu®, ,piejdi na stranku<, ...)
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Framework

Spousta komponent jednotlivych programii je stejna. VétSina programti ma grafické
uzivatelské rozhrani, vyuziva kolekce, ... Cilem frameworku je poskytnout kvalitni
implementaci zékladnich komponent programu. Mezi nejznaméjsi frameworky patfi:

o QT (C+),
e Swing, AWT (Java),
e _NET (C#, Visual Basic).

4.2 Pozadavky na aplikaci
Pozadavky, které jsem si vytyCil pro mnou implementovanou aplikaci:

e aplikace by méla mit jak grafickou verzi, tak verzi ovladanou z ptikazové fadky,
e aplikace by méla mit vstupy a vystupy vyhradné¢ ve formatu textovych soubort.

4.3 Volba programovaciho jazyka

Vzhledem k mym zkuSenostem jsem nakonec vybral 2 kandidaty jako
implementacni jazyky a to:

e Javua
o (CH++.

Ackoli Java ma nékolik nevyhod oproti C++ (napf. chybéjici pretéZovani operatort,

wevr

zvolil pravé Javu.

Java nema zadnou vlastni knihovnu pro praci s maticemi, tak jsem mél 2 moznosti

vvvvv

Knihovna 3. strany mé nékolik vyhod:

e jenepravdépodobné, Ze by algoritmy obsahovaly velky pocet chyb,
e algoritmy jsou s nejvetsi pravdépodobnosti kvalitn€ optimalizované.

Pro Javu existuje n€kolik knihoven pro praci s maticemi. Mezi nejznamé;jsi patfi:

e MTJ— Matrix Toolkit for Java <http://code.google.com/p/matrix-toolkits-java/>,
e JAMA — A Java Matrix Package <http://math.nist.gov/javanumerics/jama/>,
e Colt <http://acs.lbl.gov/software/colt/>.

Nakonec jsem zvolil knthovnu MTJ, ato hlavné kvili jeji komplexnosti.
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7 wr

4.4 Metody ulozeni fidkych matic v paméti

4.41 Dvojrozmérné pole
Tento format ulozeni matice v paméti je jeden z nejjednodussich. Format je
znazornén na ilustracnim obrazku 10brazek 1.

0 1 n
0| — | ag | %1 || Aom
1| — a0 @11 ]| n
| m| _>|am0| am1| "'|amn|

Obriazek 1 — Reprezentace matice jako dvourozmérné pole

Mezi vyhody tohoto formatu patii nizky pfistupovy Cas ke konkrétnimu c¢lenu
matice. Pole jsou v paméti souvislé bloky dat s pevné stanovenou délkou prvku, takze
adresa konkrétniho prvku se zjisti pfictenim koeficientu i k adrese prvniho prvku matice A,
naslednou dereferenci a k takto ziskané hodnoté se pficte koeficient j a dereferenci se ziska
vlastni hodnota prvku a;;. Operace jsou to velmi rychl¢, navic jejich pocet a rychlost je

zcela nezavisly na velikosti matice. Asymptotickd slozitost pfistupu je O (1).

Rychlost piistupu je vyvazena tou nevyhodou, Ze tento format neumi vyuzit fidkost
matice. Pro uloZeni matice o rozmérech m X n je potiebam - n - 0, kde o je velikost prvku
matice, nejéastéji 4 nebo 8 bajtil. To pro matici o rozméru napt. 10° x 10° dava dohromady
minimalng 4 - 10" B = 40 GB = 37,25 GiB potiebné pamsti.

4.4.2 Dalsiformaty

Vsechny dalsi formaty byly objeveny z diivodu Gspory mista pro ulozeni fidkych
matic. NejCastéji se vyskytuji implementace typu pole x seznam nebo pole x mapa. Na
ilustracnim obrazku 20brazek 2 je vidét piiklad takové struktury.

0 _)|0:a00 A

[m]— o [moa]

Obrazek 2 — UloZeni fidké matice v paméti

Tento format je vhodny hlavné pro fidké matice z divodu, ze u kazdého prvku musi
byt jesté ulozen celoCiselny index. Opét uvedu priklad. M&me tidkou matici o rozméru
10° x 10° s 5 % nenulovych prvki. Velikost indexu i vlastniho prvku vezméme 4 B. To
nam dava potiebu paméti (4 +4) - 10°- 10°- 0,05=4 - 10° B = 4 GB = 3,73 GiB paméti.
V tomto konkrétnim ptipad¢ jsou pamét'ove naroky oproti piedchozimu formatu piiblizné
0 90 % nizsi.

Bohuzel snizené naroky na pamét jsou vykoupeny zvySenou asymptotickou
slozitosti pristupu k prvku. V nejhorS$im piipadé¢ pii implementaci nesetiidény
seznam X nesetiidény seznam je asymptoticka slozitost az O (n?). Vzhledem k &etnosti této
operace je tato implementace nepouzitelna.
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Mnohem lepsi vysledky davé implementace pole x mapa. Nebudu se zabyvat
konkrétni vnitini implementaci mapy, dilezité je pouze to, Ze pro piistup k prvku mapy
podle indexu se pouZiva binarni vyhledavani s asymptotickou slozitosti O(log,n), kde n
neni rozmér matice, ale mnohem mensi pocet prvkl v matici. Pfistup k prvku pole ma
konstantni asymptotickou slozitost 0(1), to ndim dava celkovou asymptotickou sloZitost
0(log,n) — napt. pro projiti 10> prvki je potieba pouze 17 operaci.

ra¥4

4.5 Metody ulozeni fidkych matic do souboru

V této kapitole se nebudu zabyvat otdzkami, zda je vyhodnéjsi textovy soubor,
binarni soubor, nebo postup uklddani do souboru poskytovany vys$Sim programovacim
jazykem (serializace). Spi$ bych na tomto misté chtél probrat formaty textovych soubord.

4.5.1 Formatdvourozmérného pole

Tento format je podobny formétu uloZeni do paméti popsanému v kapitole 4.4.1,
s tim rozdilem, ze si zachovéava si své nevyhody a ztraci své prednosti, Cteni vétSiho
souboru bude trvat déle nez ¢teni mensiho. Format je uveden na obrazku 30Obrazek 3.

m n

Qoo 0 0
0 ay; - apy
0 0 Amn

Obriazek 3 — UloZeni dvojrozmérného pole do souboru
Formét je pouzitelny pouze pro malé¢ nebo husté matice.

4.5.2 Harwell-Boeingtlv format

Harwell-Boeing je vcelku oblibeny format souboru pro ulozeni matic. Vystupni
soubor je velmi maly, ale vlastni format je relativné slozity. Mezi dalSi nevyhody patii, Ze
je uzpusoben pro programovaci jazyk Fortran, ktery jiz v dnesni dob¢ neni tak vyznamny.

Format souboru popisi jen strucné, podrobné informace ¢tenat najde v (National
Institute of Standards and Technology, 2011). Prvni ¢tyfi, resp. pét fadkl je hlavicka
souboru, kterd udava informace o vlastni matice, pfipadné 1 informaci o vektoru pravych
stran. Na nasledujicich fadcich jsou potom uvedeny jednotlivé prvky matice (National
Institute of Standards and Technology, 2011).

4.5.3 Formatkoordinatu

m n 4

0 0 ay
1 1 aq
1 n aqy
m N App

Obrazek 4 — Format koordinata
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Tento format patii mezi nejjednodussi. Jak je ukazano na obrazku 4, v prvnim
fadku je uveden pocet fadki, pocet sloupci a pocet nenulovych hodnot v matici. Na
kazdém dalSim tadku je uvedeno vzdy cislo fadku, Cislo sloupce a hodnota, a to pro kazdy
nenulovy prvek matice. Mezi vyhody patii i to, ze soubor nemusi byt sefazeny.

Vystupni souboru je oproti Harwell-Boeingové formatu asi o 30 % veEtsi, nicméné
pokud se na vysledny soubor pouzije n¢jaky standartni komprimacni algoritmus (napf. zip
apod.), pak jsou soubory zhruba stejné velké. Dalsi nevyhodou je, zZe nedokaze efektivné
ulozit symetrickou matici (National Institute of Standards and Technology, 2011).

4.5.4 Matrix marketformat
Na zacatku souboru jsou hlavicky zacinajici znakem ,,%".

Prvni fadek souboru ma nasledujici tvar:
$%MatrixMarket <struktura> <formét> <typ hodnot> <symetricnost>.

Kde
e struktura‘“znaci jaky typ struktury je ulozen v souboru. Muize nabyvat hodnot:
o matrix nebo
o vector,
e  format“znaci, jak jsou hodnoty ulozeny v souboru, a mize byt:
o coordinate (shodné s formatem popsanym v kapitole 4.5.3) nebo
o array (shodné s formatem uvedenym v kapitole 4.5.1),
e typ hodnot* mtze nabyvat jednu z nésledujicich hodnot:
real,
complex,
integer,
o pattern,
e anakonec ,,symetricnost* znaci typ symetri¢nosti matice, mize nabyvat hodnot:
o general (nesymetricka),
o symetric (symetricka),
o skew-symetric (zaporn€ symetricka (a;; = —a;),
o

o O O

hermitian (koeficienty a;; a a;; jsou komplexn¢ sdruzené).

V hlavicce jesté¢ mohou byt komentate, vzdy za znakem ,,% (National Institute of
Standards and Technology, 2011).

Po hlavi¢ce nésleduji vlastni data matice ve shodném formatu, jako bylo uvedeno
v kapitolach 4.5.1 resp. 4.5.3.

Format odstranuje nevyhody pfedchoziho, a zanechava si jeho vyhody.
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Zaveér

Cilem teoretické Casti této bakalaiské prace bylo srovnat nékteré zndmé algoritmy
pro feSeni soustav linedrnich rovnic. Nejprve jsem se zaméfil na ptimé metody, pokracoval
jsem stacionarnimi iteraénimi metodami a v posledni fad¢ jsem zhodnotil nékteré
projektivni iteraéni metody. Neda se jednoduse fici, kterd z téchto metod je nejlepsi,
vyhody a nevyhody jsem rozebral v diskuzi v pfisluSnych kapitolach.

Obecné¢ by se dalo fici, ze pro malé soustavy rovnic je jedno, jaké metody
pouzijeme, rozdily ve vypocetnim Case a potiebné paméti budou minimalni. U velkych
nefidkych systémut bych doporucoval pouziti iteracnich stacionarnich metod, a u fidkych
systému zas projektivni metody, které plné¢ umoziuji vyuzit fidkosti.

Cilem praktické ¢asti bylo vytvofeni aplikace pro feSeni soustav linearnich rovnic
projektivnimi metodami. V textu jsem opét uvedl diskuzi jaky pouzit systém pro ulozeni
matice v paméti a v souboru. UZivatelska ptirucka aplikace je uvedena v ptiloze. Zdrojové
kody aplikace v jazyce Java jsou ulozeny na prfilozeném disku CD.
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Prilohy
Priloha A — Uzivatelska prirucka

Na obrazku 5 je vidét grafické rozhrani aplikace.

#

[£| Projektivni metody feseni soustav linear... E@éj

= | |petoca]

Myni vyberte soubor 5 vektorem B, Povaleny jsou pouze soubory s
koncovkou tet. pfesny format souboru je opét spedfikovan v
textove Sasti prace.

s ] [

Obriazek 5 — Grafické rozhrani aplikace

Rozhrani programu je feSeno formou pravodce.

Po tisku tlacitka ,,Nacist* se zobrazi dialogové okno pro vybér souboru. Povolené
formaty souborl jsou popsany v kapitolach 4.5.3 a 4.5.4. Pokud bude soubor uspésné
nacten, pritvodce piejde do dalsiho kroku. Jednotlivé kroky jsou blize popsany piimo
v aplikaci.

Funkce tlacitek ,,Zpét* a ,,Konec* je zfejma z nazvu.
Aplikace ma irozhrani ovladané z piikazové tadky. Jednotlivé parametry jsou:

e -7 zobrazi tuto napoveédu

e -a<cesta k souborus matici A>,

e -b <cesta k souborus vektorem b>,
e -x <cesta k souborus vektorem x>,

e -m <metoda>, kde metoda miize byt jednou z nasledujicich hodnot:
o cg
o bicg,
o gmres.

Pokud neni nékterd hodnota zadana spravné, je spusténa graficka verze aplikace.



Priloha B — Obsah prilozeného CD

V adresaii ,,Aplikace* se nachazi prakticka ¢ast mé bakalatské prace — aplikace pro feseni

uloh projektivnimi metodami.
V adresafi ,,Zdrojovy kod* se nachazi projekt pro vyvojové studio Netbeans,
V adresaii ,,Matice* se nachazi piiklady matic pro vyse uvedenou aplikaci.

V adresafi ,, Teoreticka ¢ast“ se nachazi tento dokument ve formatech Microsoft Word
2007 (docx) a pdf.



