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ANOTACE

Bakalarska prace se zabyva tvorbou vyukové aplikace pro vybrané oblasti linearni algebry
v jazyce Java. V prvni ¢asti této prace jsou predstavena vybrand témata a typy uloh z linearni
algebry. Také jsou popsany moznosti feSeni téchto uloh. V dalsi Casti prace je proveden navrh
vyukové aplikace. Aplikace umoziiuje generovani uloh z vybranych oblasti linedrni algebry,
které jsou vhodné pro procvicovani. Tyto ulohy jsou nasledn€ vypocteny a je mozné zobrazit

jednotlivé kroky vypoctu simulujici postup lidského fesitele.

KLICOVA SLOVA

vyukova aplikace, linearni algebra, matice, Java, soustava linearnich rovnic, determinant
TITLE

Educational application for linear algebra

ANNOTATION

This bachelor thesis deals with the creation of an educational application in Java for selected
areas of linear algebra. The first part of this work summarizes selected topics and types of
exercises from linear algebra. There are also described possible solutions of these exercises.
The second part of the thesis explains design of the application. The application enables to
generate exercises from the selected areas of linear algebra which are suitable for practice.
These exercises are calculated by the application and its user can view particular steps of the

solution, simulating calculation procedure of a human solver.
KEYWORDS

educational application, linear algebra, matrix, Java, system of linear equations, determinant
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UvVOD

Linearni algebra je jednou ze zakladnich disciplin matematiky, ktera se vénuje vektoram,
vektorovym prostorim, soustavam linearnich rovnic a linearnim transformacim, a je nedilnou
soucasti mnoha veédnich obori. V IT nalezne §iroké uplatnéni napfiklad v pocitacové grafice ¢i

algoritmizaci.

Autor si zvolil dané téma, protoze se o oblast linearni algebry zajima, pfedeviim pak o jeji
uplatnéni pfi feSeni algoritmickych problému. Autor je také aktivni pii douCovani studentu, a

vystupy této prace budou pfi této ¢innosti velmi uzitecné.

Cilem této prace je vytvortit vyukovou aplikaci pro vybrané oblasti linearni algebry. Jedna se o
desktopovou aplikaci vytvofenou v jazyce Java, ktera umoziiuje generovat piiklady razné
slozitosti, a pro tyto priklady vypocitat feSeni a animovat elementarni kroky vypoctu tak, aby
byl simulovan postup lidského fesitele. Aplikace klade velky diraz na to, aby byly
vygenerované piiklady vhodné k procvi¢ovani. To znamena, ze vysledky piikladu jsou ve
veétsing piipadech celoCiselné a v prib&hu vypoctu neni obvykle potieba pracovat s velkymi ani

desetinnymi ¢isly.

Teoretickd Cast se zaméfuje na predstaveni vybranych témat z linearni algebry, ktera jsou
obsazena ve vysledné aplikaci. Jsou zde popsany nejen potifebné teoretické zéaklady, ale 1

jednotlivé typy uloh a mozné postupy jejich feseni.

Soucasti teoretické Casti je také predstaveni navrhu vysledné aplikace. Tato Cast se zaméfuje na
popis pouzitych knihoven, datovych struktur a také logiky vSech hlavnich Casti aplikace. Dale
je predstaveno ovladani a nastaveni dilezitych komponent vysledné aplikace, jako je generator

piikladi nebo modul pro simulaci vypoctu lidskym feSitelem.

Tato bakalaf'ska prace vyuziva metodu analyzy pro ureni dalezitych oblasti linearni algebry,
které jsou nasledn€ popisovany. Dal§i metodou, kterou tato prace vyuziva, je metoda
komparace pro vybrani nejvhodnéjsiho zpusobu feSeni danych problému, které je nasledné

implementovano v aplikaci.
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1 ZAKLADNI POJMY LINEARNIi ALGEBRY

V této kapitole budou predstaveny zékladni stavebni kameny linearni algebry. Bez znalosti a
porozumeéni téchto zakladu je velice obtizné, ne-li pfimo nemozné, spravné pochopit pojmy a

postupy feSeni v dalsich kapitolach.

1.1  Matice
Necht' X je neprazdna mnozina prvki nebo Cisel a zaroveni m, n jsou pfirozena Cisla. Matici

typu m X n nad mnozinou X potom rozumime obdélnikové schéma

A1 A2 Qim
21 Gz =+ OQom

. . N . ’
An1 Onz  *° Onm

kde a;; € X pro kazdé i = 1,..,n a kazdé¢ j=1,..,m. Takovou matici potom znaCime
(@ij)mxn nebo jednoduseji (a;;). O prvcich matice potom fikame, Ze kazdy prvek a;; stoji na

misté ij. [2], [5]
Hlavni diagonala je oznaceni pro posloupnost prvka matice aq1, 2, .., App.
Vedlejsi diagonala oznacuje posloupnost prvkll a1, Gp_q 2, ..., Gqp,

1.1.1 Zakladni typy matic
Pokud se m = n, tedy matice obsahuje stejny pocet fadku a sloupct, tak ji oznaujeme jako
¢tvercovou matici fadu n. V opaném piipadé pouzivame termin obdélnikova matice. Ptiklad

ctvercové matice (vlevo) a obdélnikové matice (vpravo):

1 2 3 1 2
(45 ¢)s 4
7 8 9 5 6

Nulova matice je takova matice, ve které kazdy prvek a;; = 0. Pfiklad nulové matice:

0 0O
0 0O
0 0O

Jednotkova matice je ¢tvercova matice, ve které jsou vSechny prvky hlavni diagonaly rovné 1
a vSechny ostatni prvky jsou nulové neboli pro kazdé¢ i,j = 1,.,n, i#j je a;; =0 a
a_ii = 1. Obvykle se jednotkova matice oznacuje pismenem F nebo /, resp. E, nebo I, kden je

rozmér matice. Priklad jednotkové matice /5:
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1 0 0
01 0
0 01

Diagonalni (téz skalarni) matice je Ctvercova matice, ktera obsahuje nenulové prvky pouze na
hlavni diagonale neboli pro kazdé i,j = 1,.,n, i#j je a;; =0 a a; =c €R. Ztéto

podminky nevyplyva, jaké prvky maji byt na hlavni diagonale, takze na ni mohou byt i nuly.

3 00 1 0 O
01 0,10 0 O
0 0 5 0 01

Horni trojuhelnikova matice je takova matice, jejiz prvky pod hlavni diagonalou jsou nulové,

Ptiklady diagonalnich matic:

neboli pro kazdé i,j = 1,..,n, i > j je a;; = 0. Piiklad horni trojahelnikové matice:

1 2 0
(0 7 3)
0 0 5

Dolni trojuhelnikova matice je definovana velmi podobné jako horni trojuhelnikova matice.
Rozdil je v tom, Ze dolni trojihelnikova matice obsahuje nulové prvky nad hlavni diagonalou.

Matematicky zapis je nasledujici: pro kazdé ij =1,..,n, i <j je a;; = 0. Piiklad horni

7.0 0
(1 2 0
8 5 1

Schodovita matice je takova matice, ve které kazdy radek zaina vétSim poctem nul nez radek

trojuhelnikové matice:

ptedchozi. Pokud matice obsahuje nulové fadky a ty jsou umisténé az pod vSemi nenulovymi,
pak je i1 tato matice povazovana za schodovitou. Zvlastnimi typy této matice jsou i nulova,
jednotkova, diagonalni a horni trojuhelnikova matice. Taktéz libovolna matice obsahujici pouze

jeden tadek je schodovita. Piiklady schodovitych matic:

3 7 6 1 1 2 0
0 8 7 2,10 7 3
0 0 0 5 0 0 5

Transponovana matice k matici 4 (znaéi se A7) je takova matice typu m X n, pro kterou plati
AT = (bji), kde pro kazdé i=1,..,.n j=1,..,m je by = a; To znamena, Ze

transponovana matice k pivodni matici vznikne ,,vzajemnym prohozenim® fadka a sloupcu,

14



které maji stejny index (prohozenim prvniho fadku a prvniho sloupce, druhého fadku a druhého

sloupce, ...). Ptiklad transpozice matice A:

3 7 6 1
, AT=[2 8 7 2

1 4 1 5

_ oy W
NN 0N
Ul = b =

Symetricka matice je Ctvercova matice, jejiz transponovana matice je totozna s pavodni matici:
A = AT. Matematicky zapsano: pro kazdé i,j = 1,..,n je a;j = a;;. Disledkem je symetrie

matice podle hlavni diagonaly. Ptiklad symetrické matice:

1 2 0
(2 4 3)
0 3 5

Antisymetrick4 matice je takova matice, pro niz plati A = —A”, neboli prokazdé i,j =1, ...,n
je a;; = —ay;. Pro splnéni této podminky je nezbytné, aby vSechny prvky na hlavni diagonale

byly nulové. [1], [3], [5]. Ptiklad antisymetrické matice:
0 2 -4
-2 0 1
4 -1 0

Aritmetickym vektorem (zkracené vektorem) rozumime usporadanou n-tici realnych Cisel

1.2 Aritmeticky vektor

(ay,ay, ..., ay,). Cislaa;,i € {1, ...,n} nazyvame soufadnice vektoru. Cislo n oznatuje rozmér
neboli dimenzi vektoru. Vektor, ktery ma dimenzi 1, se oznauje jako skalar. Alternativng 1ze
vektor definovat jako matici, jejiz poCet fadku nebo sloupct je roven jedné. Vektory se obvykle

zapisuji do sloupce a pro oznaCeni vektoru se pouzivaji mald pismena abecedy se Sipkou nad

a;
> :
X = :

an

Vektor lze psat i v fadku, operace prevedeni vektoru z fadkového na sloupcovy (i naopak) se

pismenem.

nazyva transpozice.
5 T
x=(ay, .., a,)

V dalSich Castech této prace budou vektory zapisované v fadkové podobé bez znaka Sipky nad

pismenem oznacujicim nazev vektoru a bez znaménka transpozice, tedy napt. x = (1,2, 3).
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Vektor libovolné dimenze, jehoz vSechny prvky se rovnaji 0, se nazyva nulovy vektor. [2], [8]

1.3  Grupa

Libovolnd mnozina G, na které je definovana binarni operace ,,Q‘ se nazyva grupa, jestlize pro

tuto operaci plati:

a. asociativni zakon — pro kazdé a,b,c € Gplati (a ® b) K c= a® (b Q ¢),

b. existence neutralniho nebo jednotkového prvku — existuje e € G takové, ze pro kazdé
a€Gplatia@e=eQa =a,

c. existence inverzniho prvku — pro kazdé a € G existuje x € G, pro které plati
a@ x=xQa=ce,

d. komutativni zdkon —prokazdé a,b € Gplatia @ b = b K a.

Posledni pravidlo neni povinné, pokud plati, tak hovotfime o komutativni grupé. Na pocest

norského matematika Nielse Abela se komutativni grupa nékdy téz oznacuje jako Abelova

grupa.

Priklady: Mnozina R s operaci s¢itani, mnozina R \ {0} s operaci nasobeni, dvouprvkova

mnozina {1, —1}. [1], [9]

1.4 Téleso

Libovolna alesponl dvouprvkova mnozina T se dvéma binarnimi operacemi ,,+, |- se nazyva

2

téleso, pokud spliiuje nasledujici podminky:

a. asociativita s¢itani — pro libovolné prvky a, b, ¢ € T plati
(a+b) +c=a+ (b+o),

b. komutativita s¢itani — pro libovolné prvky a,b € T platia + b = b + a,

c. existence nulového prvku — existuje prvek 0O € T takovy, ze pro kazdé a € T plati
a+0=a,

d. existence opacného prvku — pro kazdé a € T existuje —a € T, pro které plati
a+ (—a) =0,

e. asociativita nasobeni — pro libovolné prvky a, b, ¢ € T plati
(a-b)-c=a- (b o),

f existence jednotkového prvku — existuje prvek 1 € Taplatia: 1 = a,

g. existence inverzniho prvku — pro kazdé a € T, a # 0 existuje a~! € T, pro které
platta-a™! =1,

h. distributivita — pro libovolné prvky a,b,c € Tplatia: (b+ ¢) = a*b+ b-c,
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i. netrivialita — nulovy prvek # jednotkovy prvek,

j. komutativita nasobeni — pro libovolné prvky a,b € T platia:b = b - a.
Posledni podminka neni povinnd, pokud je splnéna, nazyvame téleso komutativni. [1], [4]

Muzeme si v§imnout, Ze nékteré podminky jsou velice podobné podminkam definujicim grupu.
Diky nim je mozné definici t€lesa zna¢n€ zkratit. Mnozina T se dvéma binarnimi operacemi

LT, . se nazyva téleso, jestlize

a. T soperaci .+ je komutativni grupa,
b. T\ {0} s operaci ,,- je grupa,

c. Operace ,,+“ a , - spliyji distributivni zdkon — pro libovolné prvky a, b, c € T plati

a-(b+c)=a-b+b-c.
Pokud je T \ {0} s operaci ,,- komutativni grupa, pak hovofime o komutativnim télese.

Ptiklady: Mnoziny vSech racionélnich, celych 1 komplexnich ¢isel se standardnim scitanim i
nasobenim jsou komutativni télesa. Mnoziny piirozenych ani celych Cisel se standardnim

sCitanim 1 nasobenim nejsou télesa. [4]

1.5 Vektorovy prostor

Necht' T je t€leso a V je mnozina s binarni operaci sCitani, které ozna¢ime symbolem ,.+“. Musi
existovat zobrazeni kartézského soucinu T X V do mnoziny V. Pro dvojici prvkia ETav € V
piifazuje toto zobrazeni prvek, ktery zna¢ime a - v nebo av. O tomto pfifazeni hovotime jako
0 nasobeni prvkd mnoziny V prvky mnoziny T a znafime ho symbolem ,-“. Prvky télesa T
budeme oznacovat jako skalary a prvky mnoziny V jako vektory. Dale musi platit nasledujici

podminky:

a. Asociativni zakon s¢itani vektort — pro libovolné prvky u, v,w € V plati
(u+v)y +w=u+ (v+w),

b. komutativni zakon s¢itani vektor — pro libovolné prvky u, v € V plati
u+v =v+u,

c. existence nulového vektoru — existuje prvek o,u € V aplatiu + o0 = u,

d. existence opacného vektoru — pro kazdé u € V existuje —u € V, pro které plati
u+ (—u)=o,

e. distributivita nasobeni vektort skalarem — pro libovolné prvky u,v € Vaa €T

platia-(u+v)=a-u+a-c),
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. distributivita nasobeni skalari vektorem — pro libovolné prvkyu € Vaa,b €T
plati(a+b)-u=a-u+b-u,

g. asociativita nadsobeni vektoru skalary — pro libovolné prvky u € V aa, b € T plati
(a+b)-u=a-(b-u),

h. existence jednotkového vektoru — existuje prvek 1,u € V plati 1-u = u.

Pti splnéni vSech téchto podminek fikame, ze V je vektorovy prostor nad télesem 7. Skalary
obvykle zna¢ime pismeny ze zaCatku a vektory z konce abecedy. Nasobeni vektoru skalary

vzdy zapisujeme tak, aby byly skalary vlevo a vektory vpravo. [1]
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2 VYBRANE KAPITOLY LINEARNI ALGEBRY

2.1 Gaussova metoda FeSeni soustav linearnich rovnic
S nekterymi pripady soustav linearnich rovnic a jejich feSenim se pravdépodobné kazdy z nas
setkal jiz na stfedni Skole. Gaussova elimina¢ni metoda je jednou z nejpouzivanéjSich metod

pro feSeni obecnych soustav linearnich rovnic.

2.1.1 Definice soustavy linearnich rovnic
Soustavou n linearnich rovnic, kterd méd m neznamych nad télesem T, se rozumi soustava

linearnich rovnic ve tvaru

A11X1 T QX2 T+ AyXim = Y1
Ax1X1 + AgpXp + o+ dopXin = Y2
N ’

Ap1X1 + ApaXpy + o+ ApuinXm = Yn

kde a;; € T nazyvame koeficienty a yy,y5, ..., ¥n € T nazyvame absolutnimi Cleny. Resenim
takovéto soustavy je uspotadana n-tice (Xq, X, ..., Xy prvkl télesa T, pro které plati vSechny

vySe uvedené vztahy.

Z této soustavy rovnic lze vytvorit matici soustavy, resp. rozsifenou matici soustavy:

aijp A1z 0 Aym aijp A2 0 Aym | V1
Azr Gz - Oam a1 dzp - dam|YV2

: : .. : resp. : : .. : :
Apn1 Apz = Opm An1 QAnz  * Aum|Yn

Svisla ¢ara oddélyjici sloupec absolutnich Clent v rozsifené matici neni povinna, ale pro lepsi

orientaci se obvykle uvadi. Matici soustavy oznacujeme A a roz§ifenou matici A|b. [1], [5]

2.1.2 Homogenni soustavy linearnich rovnic

Soustava linearnich rovnic
a11x1 + a12x2 + + alnxn = 0
Ap1X1 + ApoXy + -+ Appx, =0

kde a;; € T, se oznacuje jako homogenni soustava k linearnich rovnic o n neznamych nad T

Soustava linearnich rovnic se tedy nazyva homogenni, pokud je vektor pravych stran roven

nulovému vektoru. V ostatnich pfipadech se soustava nazyva nehomogenni. [5]
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2.1.3 Ekvivalentni upravy soustavy rovnic
Je dana soustava linearnich rovnic nad télesem 7. Nasledujici operace jsou ekvivalentnimi

upravami této soustavy:

a. libovolna zmeéna potadi rovnic,
b. vynasobeni kterékoliv rovnice nenulovym Cislem z T,

c. pficteni jakéhokoli nadsobku rovnice k jiné rovnici (nasobek je z T).

Pii provadéni ekvivalentnich Uprav neni nutné pracovat s celou soustavou rovnic, mnohem
vyhodngjsi je pracovat pouze s rozSifenou matici soustavy. Pfi praci s rozSifenou matici
soustavy se misto rovnic pracuje se fadky matice. Takové operace se potom nazyvaji fadkové
elementarni upravy. Vyse uvedené Upravy jsou poté jesté doplnény o vypusténi nulového radku

matice.[5]

2.1.4 Gaussuv elimina¢ni algoritmus
1) Je déana soustava rovnic.
2) Tuto soustavu pievedeme do podoby rozsifené matice soustavy.
3) Postupné pomoci fadkovych elementarnich uprav vytvoiime matici ve schodovitém

tvaru.

Muzeme si v§imnout, ze pomoci tohoto algoritmu ziskame matici ve schodovitém tvaru, ale
feSeni soustavy rovnic neziskame. To musime dopocitat jinym zpusobem. Nez zacneme pocitat
feSeni soustavy, je ovSem vhodné ovéfit jeji feSitelnost. To se provadi pomoci Frobeniovy véty
popsané v nasledujici kapitole (2.1.5). Nejbéznéj§imi zptsoby vypoctu feSeni jsou Gauss-
Jordanova eliminace, které se budeme vénovat v podkapitole 2.1.6, a postupné dosazeni

proménnych.

Metoda postupného dosazeni je velice jednoducha, pokud existuje jen jedno feseni soustavy.
V piipadg, ze je feSeni nekone¢n€ mnoho, uréime nékteré proménné jako parametry, se kterymi
dale pracujeme jako s Cisly. PoCet parametra se rovna poctu proménnych dané soustavy rovnic

minus poc¢tu fadka schodovité matice. Parametr je libovolné Cislo € T. [5]

2.1.5 Hodnost matice a Frobeniova véta
Frobeniova véta je velmi znama a dulezita véta, ktera se tyka reSitelnosti soustav linearnich

rovnic. Pro jeji vysvétleni je ovSem dulezité chapat pojem hodnost matice.

Hodnost matice je pocet linearné nezavislych radka nebo sloupct matice. Lze dokazat, Ze pocet
linearné nezavislych radku i sloupct bude stejny (Dukaz viz [1]). Prozatim ov§em nevime, co
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to je linearni nezavislost. Tomuto tématu se budeme vénovat pozdéji (viz podkapitola 2.2). Pro
ur¢eni hodnosti matice nam postaci védet, ze je-li matice ve schodovitém tvaru, pak hodnost
matice je rovna poctu jejich nenulovych fadki. Hodnost matice A budeme oznacovat jako r(A)

nebo rank(A). [1], [5]

Frobeniova véta tika, ze soustava linearnich rovnic (nad T) je feSitelna prave tehdy, kdyz je
hodnost matice této soustavy rovnic rovna hodnosti roz§ifené matice téze soustavy, neboli musi

platit rovnost rank(A) = rank(A|b). [5], [8]

Muzeme si vSimnout, Ze Frobeniova véta nam nefika nic o poctu feSeni dané soustavy rovnic.

Pro zjednoduseni se vSak tato problematika k Frobeniovée vété ptipojuje.

Soustava ma prave jedno teSeni, pokud hodnost matice soustavy je rovna poctu proménnych
soustavy. Soustava ma nekone¢né mnoho feseni, pokud hodnost matice soustavy je mensi nez

pocet proménnych této soustavy. [7]

Pokud je soustava rovnic homogenni (vektor pravych stran je roven nulovému vektoru), je vzdy
feitelna. Existuje-li pravé jedno tfeSeni, pak je jim n-tice x; = 0,x, =0, ...,x, = 0. Toto
feSeni nazyvame trividlni. U homogennich soustav tedy existuje bud’ pouze trivialni feSeni,

nebo maji nekonecné mnoho feSeni [5]

2.1.6 Gauss-Jordanova eliminace
Gauss-Jordanova eliminace je roz§ifeni Gaussova eliminacniho algoritmu, pfevadi rozsifenou
matici do tzv. redukovaného radkove odstupniovaného tvaru. Matice je v redukovaném tfadkove

odstupiiovaném tvaru, jestlize:

a. jeve schodovitém tvaru,
b. kazdy pivot (prvni nenulovy prvek v fadku) se rovna 1,

c. vSechny prvky nad kazdym pivotem (prvky ve stejném sloupci) se rovnaji 0.

Takova matice vypada takto:

1 0 0]¢€
0 1 0f€z
0 0 11én

Z takové matice jiz rovnou vycteme feseni (x; = e; proi = 1,2, ...,n). V pfipadé€, Ze ma matice
nekone¢né¢ mnoho feSeni, tak proménné, které jsou parametry, nalezneme ve sloupcich

neobsahujicich zadného pivota. [6]
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Nyni si nadzorn¢ ukdzeme vypocet soustavy rovnic pomoci Gaussovy elimina¢ni metody a
dokonceni feseni jak pomoci postupného dosazeni proménnych, tak i pomoci Gauss-Jordanovy

eliminace.

2.1.7 Priklady:

Piiklad 1: Reste nasledujici soustavu rovnic (nad R):

x+2y+3z=2
2x =2y +z=0
3x —6y—z=5
Refeni: PrepiSeme soustavu rovnic do rozsifené matice, a pomoci fadkovych elementarnich

uprav dostaneme matici do schodovitého tvaru.

1 2 32 1 2 32 1 2 3|2
(2 -2 10)~(0 -6 -5 —4) ~(0 -6 =5 —4) ~
3 -6 1I5 3 -6 115 0 —-12 -101-1
1 2 32
~(0 —6 —5—4)
0 O 0r7

Nyni si mizeme vS§imnout, ze na poslednim fadku upravené matice jsou vSechny koeficienty
nulové a absolutni ¢len se nerovna nule. To znamena, Ze hodnost matice soustavy se nerovna
hodnosti matice rozsifené soustavy neboli rank(A) # rank(A|b). To podle Frobeniovy véty
znamena, ze dana soustava rovnic nema reseni.
Priklad 2: Reste nasledujici soustavu rovnic (nad R):
x—2y+z=0
2x+2y—3z=-3
—3x+3y+2z=9

Resime stejné jako predchozi piiklad:

1 -2 1]0 1 -2 1]0 1 -2 170
(2 2 —3—3)~(0 6 —5—3)~(0 6 —5—3)~
-3 3 219 -3 3 219 0 -3 -=5I9
1 -2 1]0 1 -2 170
~(0 6 -5 —3) ~ (0 6 -5 —3)
0 O 5115 0 O 113

Matice je ve schodovitém tvaru a vidime, Ze rank(A) = rank(A|b) = n, kde n je pocet

proménnych dané soustavy. To podle Frobeniovy véty znamena, ze soustava je feSitelnd a ma
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prave jedno feseni. Mame nékolik moznosti, jak toto feSeni ziskat. Bud’ pouzijeme postupné
dosazeni proménnych, nebo vyuzijeme principu Gauss-Jordanovy eliminace a budeme
pokraCovat v fadkovych elementéarnich apravach.
Dokonceni feSeni postupnym dosazenim promeénnych:
x—2y+z=0 x—2y=-3 x=1x=1
6y —5z=-3 ~ 6y =12 ~ y=2y=
z=3 z=3 z=3z=3

Dokonceni feSeni pomoci Gauss-Jordanovy eliminacni metody:

1 -2 1]0 1 -2 1|0 1 -2 0]-3 1 0 0
0o 6 o0f12)~{0 1 o0f2)~{0 1 02 ]~|0 1 O
3 0 0 113 0 0 1I3 0 0 1

0 0 1
Tato soustava ma tedy jediné feSeni, a to (1, 2, 3).

1
2
3
Piiklad 3: Reste nasledujici soustavu rovnic (nad R):

2x+3y—3z=2
—x—-2y+3z=1

x+3z=7
Reseni:

2 3 =312 2 3 =3]2 2 3 =32
-1 -2 3{1]~10 -1 3|4)~|10 -1 3|4 ]~
1 0 317 1 0 317 0 -3 9112

2 3 -=3]2 2 3 _32

0 -1 34~(0 1 3|4)

0 O 010

Matice je ve schodovitém tvaru a vidime, Ze rank(A) = rank(A|b) < n, kde n je pocet
proménnych dané soustavy. To podle Frobeniovy véty znamena, ze soustava je feSitelnd a ma

nekone¢né mnoho feseni.
Dokonceni feSeni pomoci dosazeni proménnych:

Ur¢ime promeénnou z jako parametr ¢ € R. Tento parametr postupné dosadime do ostatnich
rovnic a dokoncime feSeni
2x+3y—3z=2 2x+3y—3t=2 2x+3y=2+3t

-1ly+3z=4 ~ —1ly+3t=4 ~ y=—4+3t ~
z=1 z=1 z=1
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2x —12+9t =2 +3t x=7-3t
y=—4+3t ~ y=—-4+3t
z=t z=t

Dokonceni feSeni pomoci Gauss-Jordanovy eliminace:
2 3 =32 2 3 =312 2 0 614 1 0 3|7
(0 -1 3 |4) (0 1 -3 —4) (o 1 —3|_4)~ (o 1 —3|—4)
Treti sloupec upravené matice neobsahuje pivot, proto je urCen za parametr, takze mizeme
rovnou vycist feSeni z = t, y = —4 + 3t,z = 7 — 3t, kde t € R. Nezapomeneme, Ze v matici

jsou parametry na levé strané, proto se u nich pii prepisu do feSeni se zmeni znaménko.

2.2 Linearni kombinace, zavislost a nezavislost vektoru

Pojem linearni zavislosti a nezavislosti vektord z vektorového prostoru ma v linearni algebie
zasadni dulezitost, jelikoz je vyuzit v celé fad€ dalSich definic a vét. Pti definici téchto pojma

se vyuziva terminu linearni kombinace vektort, ktery si objasnime v nasledujici kapitole.

2.2.1 Linearni kombinace vektoru
Necht V je vektorovy prostor nad telesem T, vq,Vy, ...,V jsou vektory prostoru V a
a, az, ..., a4y jsou prvky télesa prostoru T. Linearni kombinaci vektortu vy, v, ..., v potom

rozumime vektor
avq + a,v, i aAgVg.

Alternativné lze tento vektor zapsat pomoci sumy:

a;v;

-

i=1

Prvky aq,as,,...,a; potom nazyvame koeficienty. Jestlize se pocCet vektori rovna nule
(neboli k = 0), potom takovou kombinaci nazyvame prazdna. Prazdnad kombinace je rovna
nulovému vektoru. Jestlize kombinace neni prazdna ( k > 1), potom v piipad¢, ze jsou vSechny
koeficienty nulové ( a; = a, = --- = a; = 0), hovofime o trivialni linearni kombinaci (takovy
vektor je opét nulovy). V opa¢ném piipadé, tedy kdyz alesponi jeden z koeficientt a4, a,, ..., ax

je nenulovy, tak takovou kombinaci nazyvame netrivialni. [1], [9]

2.2.2 Linearni zavislost a nezavislost
Necht' V je vektorovy prostor nad t€lesem T a vq, V5, ..., Vx je mnozina vektort prostoru V.

Mnozina vektorli vq, v, ..., Uy je linearné zavisla, pokud je mozno nektery vektor této skupiny
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vyjadfit jako linearni kombinaci ostatnich vektora. Alternativné lze fici, Ze mnozina vektoru je
linearné zavisla, pokud existuje netrivialni linearni kombinace téchto vektora (v4, vy, ..., Vi),
ktera je rovna nulovému vektoru. Podle definic linearni kombinace mizeme fict, Ze mnozina
vektort vy, vy, ..., Vi je linearné zavisla, jestlize existuji realna Cisla aq, a5, ..., @y takova, zZe

alespoti jedno z nich je nenulové, a zaroven plati rovnice
avq + a,v, + -+ aAg Vi = 0.
Mnozinu vektort nazyvame linearné nezavislou, pokud neni linearné zavisla. [1], [9]

Obvykle se misto formulace mnozina vektord vy, v, ..., Vg je linearné€ zavisla ¢i nezavisla
pouziva kratsi formulace, a to vektory vy, v,, ..., Uy jsou zavislé €i nezavislé. Pti pouzivani této
formulace je potieba si uvédomit, co je mysleno. Rozhodné se tim nemysli, Ze jednotlivé
vektory jsou linearné zavislé/nezavislé (napt. v, je linearn€ nezavisly, v, je linearné zavisly

atd.), ale vzdy je mySlena vlastnost celé mnoziny vektort. [9]

Nyni si uvedeme nékolik faktt tykajicich se této problematiky. Dukazy nasledujicich tvrzeni
lze snadno odvodit z pfedeslych definic. Prazdnd mnozina je linearn€ nezévisla. Jestlize
mnozina vektort obsahuje nulovy vektor, je linearné zavisla. Jednoprvkova mnozina {v}, je
linearn€ nezavisla, pokud je v nenulovy vektor. Jestlize je néktery vektor mnoziny vy, vy, ..., Vg
nasobkem jiného vektoru, pak je mnozina linedrn¢ zavisla. Neplati to ale naopak. I mnozina
V1, V3, ..., Uy takova, ze zadny vektor neni nasobkem jiného, muze byt linearné zavisla. Kazda
podmnozina linedrné nezavislé mnoziny je linearn¢€ nezavisla. Kazda ,,nadmnozina“ linearne
zavislé mnoziny je linearné zavisla. Nadmnozinou je myslena mnozina obsahujici vSechny
vektory pavodni mnoziny a libovolny pocet dalSich vektort ze stejného vektorového prostoru.

[11, [8]

2.2.3 Priklady
Priklad 1: Urcete, zda je vektor u = (5, 2, —4) linearni kombinaci vektora v = (2,0, —1),
w= (—-1,-48)ax =(1,4,1).

Reseni: Pokud je vektor u linearni kombinaci vektort v, w a x, pak musi platit rovnice
alv + a2W + a3x =Uu
Dosazenim do této rovnice ziskdme rovnici ve tvaru

a;(2,0,—1) + a,(—1,-4,8) + as(1,4,1) = (5,2,—4)
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Tuto rovnici mizeme pomoci nasobeni vektorl skalarem a scitani vektord upravit do

nasledujici podoby:
(Zal - az + a3, _4‘a2 + 4‘a3, _1a1 + 8a2 + ag) - (5, 2, _4‘)

Dva vektory se rovnaji, pokud se rovnaji jejich slozky. V tom piipad¢ je mozné rovnici piepsat
do této soustavy rovnic:
2a1 - az + a3 = 5
_4‘a2 + 4‘a3 = 2
—a1 + 8a2 + a3 = _4‘

Nyni vyfeSime tuto soustavu rovnic napf. pomoci Gaussovy elimina¢ni metody (viz
podkapitola 2.1). Tato soustava rovnic mé pouze jedno feSeni, ato a; = 4,a, = =9, a; = 1.
To, Ze je soustava feSitelna, znamena, ze vektor u je linearni kombinaci vektord v,w,a x,

konkrétné [9]
u=4v —9w +xresp. (52,—4) =4(2,0,—1) —9(—-1,—4,8) + (1,4, 1).

Piiklad 2: Urcete, zda je vektor u = (0,5,2) linearni kombinaci vektord v = (—4,5,0),
w= (=512)ax=(1,4,-2).

Reseni: Resime obdobné jako piedchozi piiklad. Pokud je vektor u linearni kombinaci vektord

v, w a x, pak musi platit rovnice
av+aw+azx =u
Dosazenim a naslednymi upravami této rovnice dostaneme soustavu rovnic ve tvaru
—4a; —5a;, +a; =0
5a, +a,+4a; =5

2a2 _2a3 = 2

ReSenim této soustavy rovnic pomoci Gaussovy elimina¢ni metody dostaneme rozsifenou

2
-4
41

ktera podle Frobeniovy véty (viz podkapitola 2.1.5) nemé feSeni. To znamend, ze vektor u neni

matici soustavy ve tvaru

4 5 -1
0 21 -21

0 o 0

linearni kombinaci vektori v, w a x.
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Priklad 3: Urcete, zdajsou vektory x = (2,1,2), y = (—6,—3,4) az = (—2,—1,1) linearné
zavislé.
Reseni: Z definice je ziejmé, e musi platit nasledujici rovnice:

alx + azy + agz =0

Provedenim stejnych Uprav jako v predchozich prikladech dostaneme nasledujici homogenni
soustavu rovnic:
2a1 - 6a2 - 2a3 = 0
a1 - 3a2 - a3 = 0
2a1+4‘a2+a3 = 0
Tuto soustavu vyfe§ime napf. pomoci Gaussovy eliminaéni metody. ReSeni této soustavy je
a; =—t/2,a, =t, a3 =0, kde t € R. Byly nalezeny nenulové koeficienty ivodni rovnice,

tudiz jsou vektory x, y, z linearn€ zavislé.

Vyse uvedené feseni je spravné, ale je mozné si ho 1 vyrazné zkratit. Jelikoz je dané soustava
rovnic homogenni a my nepotfebujeme znat jeji kompletni feSeni, vystacime si i s pouhym
veédomim, zda existuji néjaka nenulova feseni této soustavy. Tyto podminky jsou uvedeny
v podkapitole 2.1.5. V prubéhu feSeni této soustavy pomoci Gaussovy elimina¢ni metody do

stavu
(1 3 1 0)
2 4 110
Je zfejmé, ze hodnost této matice je maximalne dve€, ale neznamé jsou tfi. Z vlastnosti

homogennich soustav rovnic a Frobeniovy véty tedy plyne, ze dana soustava ma i nenulova

feSeni, a mizeme tedy fict, ze vektory x, y, Z jsou linearn€ zavislé.

Piiklad 4: Urcete, zda jsou vektory x = (—3,1,1), y = (1,2,0) az = (—4, 2,2) linearné

zavislé.
Reseni: Opét musi platit rovnice

a1x +a,y +azz =o,
ze které Upravami ziskdme nasledujici soustavu rovnic:

_3a1+a2_4‘a3:0
a1+2a2+2a3:0
a1+2a3:0
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Soustavu rovnic budeme fesit pomoci Gaussovy elimina¢ni metody, dokud nedostaneme matici

0
0
0

Z této matice je zfejmé, ze jeji hodnost je rovna po¢tu proménnych (ob€ hodnoty se rovnaji 3).

ve schodovitém tvaru.

3 -1 4
0o 7 2

0 0 2

Muzeme tedy prohlasit, ze dana soustava ma pouze trivialni feSeni, takze neexistuje zadné

nenulové feSeni puvodni rovnice, a tudiz jsou vektory linearné nezavislé.

2.3 Determinanty

Determinant je Cislo, které urCitym zpusobem charakterizuje ¢tvercovou matici. Toto Cislo je
velmi vyznamné, setkame se s nim nejen v mnoha oblastech linearni algebry, ale 1 v dalSich
matematickych disciplinach. Pro definici determinantu je vSak tfeba rozumét permutacim.

Proto se tomuto pojmu budeme vénovat v néasledujici podkapitole. [9]

2.3.1 Permutace

Necht M je libovolna kone€na mnozina o n prvcich. Permutaci mnoziny M rozumime kazdé
vz4jemné jednoznacné zobrazeni (bijekci) mnoziny M na mnozinu M Jinymi slovy permutaci
prvkd mnoziny M rozumime uspotfadanou n-tici prvki mnoziny M, ve které se zadny prvek
neopakuje. Celkovy pocet permutaci na mnoziné M, kde n je poCet prvki mnoziny, je n! [1],

[]

Pti vySetfovani permutaci neni dilezité, jak oznac¢ime prvky mnoziny M. Proto muzeme bez

ujmy na obecnosti predpokladat, ze M = {1,2, ..., n}, kde n je libovolné ptirozené Cislo. [1]

Permutaci P mnoziny M obvykle zapisujeme tabulkou, kdy do horniho tadku napiSeme
v libovolném poradi prvky mnoziny M a pod kazdy prvek m € M napiseme jeho obraz. Ten
budeme znacit P(m). [1] Piiklad permutace P péti prvka:
(1 2 3 4 5_/51 4 3 2
P_(B 1 5 4 2)_(2 3 45 1)

Permutace mnoziny M skladame jako zobrazeni, slozenim permutaci vznikne opét permutace.
Slozeni permutaci P a Q zna¢ime QP a kazdému Cislu i € M piitazujeme ¢islo Q(P(i)).
Reknéme, Ze P a Q jsou permutace mnoziny M = {1,2,3,4, 5}

SR FE PRSI ER S
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12345)

12345)
1 2 4 5 3

o = 15 3 2 4

PQ =(

Z ptikladu je patrné, ze skladani permutaci neni komutativni. Pfesto 1ze nalézt permutace P a
Q mnoziny M takové, ze PQ = QP. Takové permutace potom oznacujeme jako zaménné ¢i

komutujici. [1], [8]

Specialnim typem permutace je identicka permutace. Pro tuto permutaci plati P(m) = m pro

kazdé m € M. Priklad identické permutace na M = {1, 2, 3,4}:
(1 2 3 4)
1 2 3 4
Ke kazdé permutaci mnoziny M existuje inverzni permutace. Ta se obvykle oznaduje P~1.

Slozenim puvodni a inverzni permutace ziskame identickou permutaci. [1] Mé&me

al a2 cee an
potom inverzni permutace k P je
-1 _ a da; - adu
=1 W)

Nyni bych rad upozornil na velmi podobné nazvany termin, kterym je inverze permutace. Tyto
terminy neoznacCuji stejné skuteCnosti, a proto je dulezité je vzajemné nezaménovat. Inverzi
permutace P rozumime kazdou dvouprvkovou mnozinu {i, j}, pro kterou plati i < j a zaroven
P(i) > P(j). Permutaci P nazyvame sudou (lichou), pokud obsahuje sudy (lichy) po¢et inverzi.

Identickd permutace neobsahuje Zadnou inverzi, a proto je suda [1]

Celkovy pocet inverzi permutace snadno spocitame z tabulkového zapisu tak, ze pro kazdy
prvek zkontrolujeme jeho obraz, jestlize je obraz vétsi nez prvek, potom k celkovému poctu

inverzi pficteme jejich rozdil.

S inverzemi permutace Uzce souvisi znaménko neboli signum permutace, které znacime sgn P.

To je definovano rovnosti
sgn P = (—=1)"P,

Kde in P je pocCet vSech inverzi permutace P. Z této rovnosti je patrné, ze jestlize je permutace

P suda, pak sgn P = 1, jestlize je licha, potom sgn P = —1.[1], [9]
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Dalsim specifickym typem permutace je transpozice. Permutace T mnoziny M se nazyva
transpozice, jestlize existuji indexy i,j € M a zaroven i # j takové, ze T(i) =ja T(j) =i.

Dale musi platit T(k) = k pro vSechna k € M \ {i,j} Tabulkovy zapis této permutace je:
1 2 e i e e om
r= <1 2 e e e n)
jedna se tedy o identickou permutaci, ve které jsou pouze dva prvky navzajem prohozené.

M¢jme permutaci P n prvkové mnoziny M. Permutaci P’, kterou dostaneme vzajemnym
prohozenim dvou prvkd permutace P, nazyvame transpozici permutace P. Provedenim
transpozice se zméni znaménko permutace (dikaz viz [5])

- <a1 a, a; aj an>’ - <a1 a, aj a; an>'

P’ mizeme také symbolicky zapsat jako slozeni permutaci TP, kde T je pfislu§na transpozice.
Z tohoto zapisu je ziejmé, ze libovolnou permutaci miizeme ziskat slozenim kone¢ného poctu

transpozic. [5], [10]

2.3.2 Definice a vlastnosti determinanti
Necht A je ¢tvercova matice fadu n nad R. Determinant matice A znaCime det A a definujeme

ho rovnosti

detA = Z sgnP-ay; ay;, - an;, -

P=(l1, Iz, Iny

Podle uvedeného vzorce se sCita pies vSechny permutace n prvkd, je to tedy soucet n! soucint.

Jako fad determinantu oznaCujeme fad puvodni matice. Determinant také nékdy znacime

zapisem
ajp Q12 - Aip
a1 dzz - dap
An1 Anz  **° Qpp

Obzvlasté ve spojeni s vySe uvedenym zapisem muze slovo determinant nabyvat i trochu jiny
smysl. Maze se jim oznaCovat samotna matice, ze které je determinant pocitan. V tomto smyslu

potom hovotime o prvcich, fadcich, sloupcich ¢i hlavni a vedlejsi diagonale. [1], [9]

Vypocet determinantu podle definice je zjevné slozity a zdlouhavy proces. Takovy vypocet ma

smysl pro matice, jejichz fad neni v&tsi nez 3. Jiz pro matice ¢tvrtého fadu dle definice existuje
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41 neboli 24 s¢itanct. Pokud toto Cislo jesté nékoho neodrazuje, pak mizeme uvést napt. matice
desatého radu. Pro n€ uz by bylo potieba spocitat a secist 10! neboli 3 628 800 deseticlennych
soucintl.

Nize je uveden vypocet determinantu pro matici prvniho, resp. druhého radu:

ajp- Qg2

=ay,' Ay — Ay a
sy a22| 11" Q22 — Q12" A2g

la;il = a;;  resp. |

Vypocet determinantu matice tfetiho fadu jiz neni tak trivialni, ale existuje pravidlo, podle
kterého je jeho vypocet pomérné rychly. Toto pravidlo se jmenuje Sarrusovo a budeme se mu

veénovat v samostatné podkapitole. [5]

Nyni si uvedeme né¢kolik zakladnich vlastnosti determinantt, které vyuzijeme pfi vypoctech
determinanta vyssich rada:
a. determinant matice, ktera obsahuje nulovy fadek, je roven nule,
b. determinant matice, kterd obsahuje dva shodné fadky, je roven nule,
c. determinant jakékoliv trojuhelnikové matice je roven soucinu vSech prvkd na hlavni
diagonale,
d. determinanty navzajem transponovanych matic se rovnaji,
e. vynasobime-li fadek matice A Cislem ¢ € R, potom determinant vzniklé matice se rovna
c-detA,
f pficteme-li k fadku matice libovolny nasobek jiného radku téze matice, determinant se
nezmeni,
g. prohodime-li v matici 4 libovolné dva fadky, potom determinant vzniklé¢ matice je
roven — det A,

h. Jestlize je A maticefadun a c € R \ {0}, potom det(cA) = c™ - detA.

U vSech téchto vlastnosti 1ze bez zmeény vlastnosti uvazovat misto fadka sloupce. [1] Dukazy

téchto tvrzeni se nebudeme zabyvat, ale jsou k dispozici v [1].

2.3.3 Vypocet determinantu s vyuzitim Gaussovy eliminace

Vratme se k vlastnostem determinantu z predchozi podkapitoly, pfedevsim k vlastnosti ¢. Ta
nam fika, ze je velice jednoduché vypocitat determinant trojuhelnikové matice. My jiz ovSem
zname metodu, diky které efektivné prevedeme libovolnou Etvercovou matici na horni
trojahelnikovou (eventueln€ schodovitou s nulovymi fadky). Tato metoda se nazyva Gaussova

eliminace (viz podkapitola 2.1.4).
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Je ovSem dulezité nezapominat, ze nékteré fadkové elementarni Gpravy méni hodnotu
determinantu matice. Tyto zmény je vhodné psat pfed upravenou matici, aby nebyly
zapomenuty. Pro pfipomenuti uved'me zmény determinantu, které nastavaji pfi provadéni
fadkovych elementarnich Gprav. Prohozenim fadka se zméni znaménko determinantu (vlastnost
g). Vynasobenim tfadku nenulovym Cislem o zvétsi vysledny determinant a-krat (vlastnost e).
Pro ziskani determinantu ptivodni matice je potfeba vysledny determinant vydélit Cislem a.
Pricteni libovolného nasobku radku k fadku jinému determinant nezméni (vlastnost f). Déle je
vhodné pfipomenout, ze algoritmus 1ze ukoncit 1 diive, pokud najdeme dva shodné fadky, resp.
nulovy fadek (vlastnost a resp. b). V tom pfipadné je determinant matice roven nule. [9 s. 45—

46]

2.3.4 Sarrusovo pravidlo
Vratme se k vypoctu determinantu pro matice tfetiho fadu. Ten se podle definice vypocte
nasledovné:

A1 Q12 Q13

a;; Az A3
a3y dzp; O3z

= 011022033 T Az1032013 + A31A12023 —

— (130330371 — Qp3033011 — d330d1207q

Tento vzorec je jiz pomémé dlouhy a hife zapamatovatelny. Sarrusovo pravidlo je potom
mnemotechnicka pomucka, ktera nam slouzi pro snadné rozepsani vypoctu takového

determinantu.

Podle tohoto pravidla k matici ptipiSeme jako Ctvrty a paty rfadek jeji prvni a druhy fadek. Poté
vytvofime sou€in prvkid na hlavni diagonale, dale vytvofime souciny z prvku v rovnobéznych
liniich s hlavni diagonalou a tyto tfi souiny seCteme. Poté vytvofime souCiny z prvkd na
vedlejsi diagonale a na jejich dvou rovnobéznych liniich. Tyto souCiny odecitame. [1], [9]

Situaci 1épe popisuje obrazek 1.
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Obrazek 1 — Sarrusovo pravidlo. Zdroj vlastni

Po ziskani praxe ani neni nutné uvazované tadky opravdu prepisovat. Déle je dobré

poznamenat, ze Sarrusovo pravidlo je mozné obdobn¢ formulovat i pomoci sloupct matice.

2.3.5 Priklady

Priklad 1: Uréete determinant matice 4

4 2 =2
A=11 -1 -2
-1 1 3

Reseni: Jelikoz A je matice tfetiho fadu, mizeme pouzit Sarrusovo pravidlo i Gaussovu

eliminaci. Nejprve si ukazeme feSeni pomoci Sarrusova pravidla:

4 2 =2
1 -1 -2
-1 1 3
4 2 =2
1 -1 -2

PrepiSeme prvni dva radky matice jako Ctvrty a paty fadek. Nyni vezmeme prvky na hlavni
diagonale a ud€lame z nich soucin. Totéz opakujeme pro dveé rovnobézné linie pod ni. Tyto
souciny seCteme a obdobné vytvofime souciny z prvka hlavni diagonaly a linii pod ni, které

odecCteme.
detA=4-(-1)-3+1-1-(-2)+(-1)-2-(-2)—
—-(-2)-(-D)-(-)H)—-(-2)-1-4-3-2-1
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Nyni uz jen dopocitame vysledek:
detA=-12-24+4+2+8—-6=-6

Zkusme jest€ vypocitat ten samy determinant pomoci Gaussovy eliminace:

4 2 =2 1 -1 -2 1 -1 -2 1 -1 -2
1 -1 -2|~—-14 2 =2[{~—-|0 6 6| ~—10 6 6
-1 1 3 -1 1 3 -1 1 3 0 O 1

Ted jiz pouze vytvorime soucin ze vSech prvku na hlavni diagonale a koeficientu vzniklého

upravami matice.
detA=-1-1-6-1=-6
Priklad 2: Urcete determinant matice A
2 8 -2 1
-1 6 -4 3
0 -4 2 -3
-1 -6 2 =2

Reseni:

Jelikoz se jedna o matici Ctvrtého fadu, vyuzijeme metodu vypoctu pomoci Gaussovy

eliminace.
2 8 -2 1 2 8 -2 1 2 8 -2 1
-1 6 -4 3| _|[-1 6 -4 3| _1llo 20 -10 7| _
0 -4 2 -3 o -4 2 =3 210 -4 2 -3
-1 -6 2 -2 0 -12 6 -5 0 -12 6 -5
2 8 -2 1 2 8 -2 1 2 8 -2 1
1o 20 -10 7| _ 1fo 20 -10 7| _1]0o 20 —-10 7
20 -4 2 -3 100 o o0 -8 100 0 0 -8
0o 0 0 4 00 0 4 00 0 0

Upravena matice obsahuje nulovy fadek, proto det A = 0.

2.4 Inverzni matice

Dftive nez zatneme definovat inverzni matice, je vhodné znat pojem regularni, resp. singularni
matice. Necht A je Ctvercova matice fadu n. Matice A se nazyva regularni, jestlize
rank(A) = n. To znamena, ze vSechny fadky i sloupce regularni matice jsou linearné

nezavislé. Alternativné lze regularni matici definovat podle determinantu. Matice A se nazyva
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regularni, jestlize det A # 0. V ptipadé€, ze rank(4) < n, resp. det A = 0, matice se nazyva

singularni. [5], [9]

Necht’ A je ¢tvercova matice fadu n nad R. Inverzni matice k matici A, kterou budeme znacit

A~ je takova matice, pro kterou plati nasledujici rovnost:
AATL =A"1A =1

Inverzni matice ovSem neexistuje pro vSechny ¢tvercové matice. Lze dokazat, ze inverzni
matice existuje pouze pro regularni matice (dukaz viz [5]). Dale plati, Ze pokud inverzni matice
existuje, tak je urena jednoznacng, tedy ke kazdé matici existuje maximaln€ jedna matice

inverzni.[1], [5], [8]

Pro urceni inverzni matice (pfipadn€ dokédzani neexistence inverzni matice) k matici 4 je
vhodné vyuzit Gauss-Jordantiv eliminacni algoritmus (viz podkapitola 2.1.6). K matici A
piipiSeme na pravou stranu jednotkovou matici, a potom provadime standardni fadkové upravy.
Pracujeme tedy s fadky o délce 2n, kde n je fad matice A. Pokud narazime na levé strané na
nulovy tadek, potom muzeme vypocet ukoncit, jelikoz vime, Ze matice je singularni, a tudiz

k ni neexistuje inverzni matice. Postup vypoctu si nazorn€ ukazeme na prikladech. [9]

2.4.1 Priklady

Priklad 1: Uréete inverzni matici k matici A
1 1 2
A=[0 —4 5
1 0 3

Nejprve vytvorime rozsifenou matici — k matici A pfipiSeme na pravou stranu jednotkovou

Reseni:
matici odpovidajiciho fadu.

1 1 2
A=[0 -4 5

1 0 3

1 0 O
0 1 0
0 01

Nyni za¢neme provadét radkové elementérni upravy:

1 1 2|]1 0 O 1 1 211 0 O 1 1 2
0 -4 50 1 0J~[0 -4 50 1 OJ~[0 -4 5

1 0 310 0 1 0 -1 11-1 0 1 0O 0 -1

1 0 O
0O 1 0]~

-4 -1 4
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1 1 2;1 0 O 1 1 211 0 0 1 1 2|11 0 O
~(0 -4 50 1 0)~(0 -4 0|-20 -4 20)~(0 1 05 1 —5)~
0O 0 114 1 -4 0 0 11 4 1 -4 0 0 14 1 -4
1 1 0-7 -2 8 1 0 0]-12 -3 13
~(0 1 0|5 1 -5 ~(0 1 0] 5 1 -5
0 0 114 1 -4 0O 0 114 -1 -4

Na pravé strané jiz vidime vyslednou inverzni matici k matici A.
-12 -3 13
Al=[ 5 1 -5
4 -1 -4

Priklad 2: Uréete inverzni matici k matici A
-8 -2 -1
A= 0 0 4
-4 -1 1

Postupujeme stejné jako v pfedchozim prikladu:

-8 -2 -1|]1 0 O -8 -2 -1
O 0 40 1 0/~ 0 O 4

-4 -1 110 0 1 0O 0 3

Reseni:

1 0 O -8 -2 -1
0O 10)J]~{0 0 4

1 0 O
01 O
-1 0 2 O 0 0

4 3 -8

V posledni matici vidime na levé stran¢ nulovy radek, takze matice A je singularni a neexistuje

k ni inverzni matice.

2.5 Vlastni ¢isla a vektory
Necht A je &tvercova matice nad t&lesem T'. Jako charakteristickou matici matice A oznatujeme

matici A — Al, kde matice Al je jednotkova matice vynasobena proménnou A. Jestlize A je

matice fadu n, potom charakteristicka matice k matici 4 je:

a;; — A Y) A1n
a Aoy — A -+ a
A== "0 T2 : o
An1 An2 o App — A

Charakteristickym polynomem matice A potom rozumime determinant jeji charakteristické
matice neboli det(A — Al). Kofeny tohoto polynomu nazyvame vlastni ¢isla matice. Z této
definice vyplyva, Ze i matice obsahujici pouze realna Cisla mohou mit komplexni vlastni Cisla.
Jelikoz polynomy mohou mit vicenasobné koteny, tak nasobnost tohoto kofene budeme

oznaCovat jako nasobnost vlastniho Cisla. Dal§im Casto vyuzivanym pojmem je spektrum
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matice. Jako spektrum matice A oznaCujeme soubor utvoreny ze vSech vlastnich Cisel matice

A, priCemz kazdé vlastni Cislo se v ném vyskytuje prave tolikrat, jaka je jeho nasobnost. [1]

Necht' ¢islo A € C je vlastnim Cislem ¢tvercové matice A fadu n. Vektor x € C™, x # 0 se

nazyva vlastni vektor matice A (pfislusny vlastnimu Cislu 4), jestlize plati rovnost
AxT = AxT.

Z vys$e uvedené rovnosti plyne, ze (A — Al)x = o. Jelikoz podle definice se x # o, tak uvedena
rovnice musi mit nenulova feSeni. Z toho vyplyva, ze matice A — Al musi byt singularni. Jelikoz
je matice A — Al singularni, pak mé vySe uvedend rovnice dle Frobeniovy véty nekonecné

mnoho feSeni, a tudiz ke kazdému vlastnimu Cislu existuje nekone¢né€ mnoho vlastnich vektoru.

[]

Nize je uvedeno nékolik zajimavych vlastnosti vlastnich Cisel a vektori. Pro dukazy téchto

tvrzeni viz [1].

a. Cislo 0 je vlastnim &slem matice A pouze pokud je matice A singularni.

b. Pokud je a vlastni Cislo matice A a x prislusny vlastni vektor, potom pro kazdé ¢islo
k € N plati, ze a® je vlastni &islo matice A* a x je piislusny vlastni vektor.

c. Matice AB a BA maji stejna vlastni Cisla.

d. Necht A je regularni matice nad 7. Pokud je ¢islo a € T vlastnim ¢islem matice A,
potom &islo a™! je vlastnim &islem matice A~1. Vektory piisluiné témto &islim jsou
pro ob& matice totozné.

e. VsSechna vlastni Cisla realné symetrické matice jsou realna.

f. Necht A je matice nad télesem T. Jsou-li X;,...,X; mnoZiny linearné nezavislych
vektorQ piislusné vlastnim ¢islim matice A, potom je mnozina vektord X = X; U - U

X} linearn€ nezavisla.

K vypoctu vlastnich ¢isel se vyuziva vySe uvedenych vztaha a definic, muzeme tedy rovnou

pfistoupit k praktickym ukazkam vypoctu.

2.5.1 Priklady

Priklad 1: Urcete vlastni ¢isla a vektory matice A
_ (5 =2
A= (_2 5 )
Reseni:
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Nejprve vytvorime charakteristickou matici matice A.

A—2] = (5—/1 —2)

-2 5-1
Z této matice urCime charakteristicky polynom vypoc¢tenim determinantu podle definice.
det(A—AD=GB-2)G-1)—4=212-101+21
Nyni vypocitame koteny charakteristického polynomu:
A2—101+21=0
A-3)1-7)=0

Z této rovnice vyplyva, ze 44 =3 a A, = 7. Nyni vypocitame jednotlivé vlastni vektory.
Nejprve uréime vlastni vektory prislu§né vlastnimu Cislu 3. To ud€lame tak, ze vlastni ¢islo 3

dosadime do rovnice (A — A)x = o:

5-3 =210 2 =2/10 2 =210

( -2 5- 3|0) (—2 2 |0) (0 0 |0) @ -10)
Mnozina vlastnich vektora ptislusnych vlastnimu ¢islu 3 je: {t - (1, 1)}, kde t € R
Nyni dopocitame vlastni vektory piislu§né Cislu 7:
5—-7 =210 -2 =210 2 210

CL s~ S~ G ol ~a 1o

Mnozina vlastnich vektora pfislu$nych vlastnimu Cislu 7 je: {t(—1,1)}, kde t € R.

Priklad 2: Urcete vlastni ¢isla a vektory matice A
-3 3 -1
A=[-2 4 -2
-7 5 -1

Nejprve vytvorime charakteristickou matici matice A.

-3-1 3 -1
A—Al = -2 4—2 -2

-7 5 -1-2

Reseni:

Nyni vytvotime charakteristicky polynom vypoctenim determinantu charakteristické rovnice.

K vypoctu determinantu vyuzijeme naptiklad Sarrusovo pravidlo.
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det(A— A = (=3 = D4 —D(=1 =) + (=2) - 5(=1) + (=7) - 3(=2) —
—-D@ -V —(=2):5(-3-4) - (—-1-21)-3(-2)

det(A—A)=—-22+131+12+10+42—-28+71—30—101— 6 — 64
det(A—A) =—-23+41 =213 - 44
Nyni vypocitame vlastni ¢isla neboli kofeny charakteristického polynomu:
AB—41=0
AMA2—4)=0
AA+2)(A-2)=0

Vlastni Cisla matice A jsou tedy 0, 2 a —2. Nyni zbyva dopocitat vlastni vektory matice.

0y /-3 3 -10 /-3 3 -1J0 -3 3 -1)0

o)~ 0 6 —4f0o)~{0 6 -4ao)]~{0 6 —40)~
o/ \-7 5 -1lo o -6 4lo 0o 0 olo

N(—3 3 —10)

o 3 -2lo

Mnozina vlastnich vektora pro A = 0: {t G,%, 1)}, kdet € R.

ProA =0:

-3 3 -1
-2 4 -2

-7 5 -1

ProA = 2:

—-3-2 3 -1
-2 4-2 -2

-7 5 -1-2

0 -5 3 -1
O] ~|-2 2 -2

0 -7 5 =3

0 -5 3 -1
oOj]~1 0 4 -8
0 -7 5 =3

5 3 —1|0 5 3 10
~{ 0 4 -80 N(o 1 —20)
0 4 -slo

0
0]~
0

Mnozina vlastnich vektord pro A = 2: {t(1,2,1)}, kde t € R.

ProA = —-2:
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0 -1 3 -1]0 -1 3 -1
-2 442 -2 0)~(—2 6 —20)~(0 0 0
-7 5 -1+ 210 -7 5 110 -7 5 1

o o P Y I (R ey

Mnozina vlastnich vektora pro A = —2: {t G,%, 1)}, kdet € R.

(—3 +2 3 -1

0
0] ~
0
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3 UZIVATELSKA DOKUMENTACE APLIKACE

3.1 Instalace a spuSténi

Aplikaci neni nutné instalovat. Pro spusténi aplikace staCi spustit LinearAlgebra.exe.
Alternativné 1ze spustit aplikaci z ptikazového ftadku pomoci piikazu java -jar
LinearAlgebra.jar. Pro spusténi aplikace je nutné mit nainstalované JRE (Java Runtime

Environment) alespoti ve verzi 1.8.

#  Vyukova aplikace pro lineami algebru C=ra X

Typ pfikladu:

Soustavy rovnic =

Pocet prikladi: 1 =
I Rozsah hodnot 10 :
Pocet proménmych: 3 :
f y
Vypotitejte danou soustavu rovnic. V piipadé, Ze ma dana soustava jediné fedeni, pouZijte Gauss-Jordanowu
metodu, jinak poufijte Gaussovu eliminaci.
2r—3y=-5
Sr+6y—9z=1
—6x+5y+2:=35
Zobrazit vysledek Zobrazit postup fedeni
p S
Generuj

Obrazek 2 — Aplikace po spusténi. Zdroj vlastni.

3.2 Pouziti aplikace
Aplikace obsahuje pouze jediné okno. To je rozdéleno do dvou cCasti. V levé ¢asti se nachazi
komponenty pro ovladani generatoru prikladi. Nahote se nachazi combo box, kterym muazeme

vybrat, jaky typ prikladu chceme vygenerovat. Obsahuje tyto hodnoty:

e soustavy rovnic,

e determinant,

e inverzni matice,

e Sarrusovo pravidlo,

e vlastni Cisla a vektory,
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e linearni kombinace vektoru,

e linearni zavislost vektoru.

Pod timto combo boxem se nachazi spinner, kterym uréujeme pocet vygenerovanych piikladu.
Muze obsahovat cela Cisla v rozsahu od 1 do 10, pficemz 1 je vychozi hodnota. Dale se zde
nachazi spinner, kterym ovladame maximalni absolutni hodnoty v zadanich generovanych
piikladd. To znamena, ze pokud je tento spinner nastaven napf. na hodnotu 10, potom zadani
piiklada obsahuji hodnoty od -10 do 10. Rozsah hodnot tohoto spinneru je od 5 do 15, vychozi
hodnota je 10. Pro vSechny typy piikladd kromé Sarrusova pravidla objevime jesté jeden
spinner. Ten nam podle typu piikladu urCuje velikost matice, pocet proménnych ¢ pocet
vektort. Rozsah hodnot spinneru je od 2 do 5 (u typu vlastni ¢isla a vektory do 4), vychozi
hodnota je 3. Ve spodni ¢asti této sekce se jesté nachazi tlacitko generuj, kterym vygenerujeme

ptiklady podle nastaveni. Veskeré komponenty maji popisky, takze ovladani je velice intuitivni.

' R
Vypocitejte danou soustavu rovnic. V pfipadé, £ ma dana soustava jediné feseni Fijte Gauss-Jordanov
Vypoditejte danou soustavu rovnic. V pfipadé&, Ze ma dana soustava jediné feSeni, pouijte Gauss-Jordanovu
metodu, jinak poudijte Gaussovu eliminaci.

2r—3y=-5
5r+ 6y — Qz =1
—6x + 3y =35
Zobrazit wysledek Zobrazit postup feseni
L. ”

Obrazek 3 — Priklad se zobrazenym vysledkem. Zdroj vlastni.

V pravé Casti aplikace se zobrazuji vygenerované piiklady nebo jednotlivé kroky feSeni dané¢ho
piikladu. Kazdy piiklad obsahuje v horni €asti text zadani, v pravé Casti konkrétni soustavu
rovnic nebo matici ¢i vektory zadani. V levé dolni €asti se nachézi tlaitko na zobrazeni nebo
skryti vysledku piikladu. Reseni piikladu se potom vyskytuje nad timto tladitkem. V pravé
dolni ¢asti se nachazi tlacitko pro zobrazeni postupu feseni. Kliknutim na toto tlacitko skryjeme
vSechny vygenerované priklady a zobrazime toto zadani jako prvni krok feSeni ptikladu.
Zaroven se ve spodni Casti objevi lista obsahujici dve az tfi tlacitka. V levé Casti se nachazi
tlacitko krok zpét. Timto tlalitkem skryjeme posledni krok. V pfipad€, ze je zobrazen pouze
jeden krok (zadanti), tak se toto tlacitko nezobrazuje. V prostiedni ¢asti je vzdy tlacitko zavrit
reseni. Timto tlacitkem skryjeme feSeni piikladu i1 ovladaci li§tu a zobrazime diive
vygenerované piiklady. V pravé Casti se nachazi tlacitko dalsi krok, které nam odhali dalsi krok

postupu feSeni daného prikladu. Tento krok se zobrazi pod predchozi. V pfipadé, Ze je krokt
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vice, nez se jich vejde na obrazovku, objevi se na pravé stran¢ posuvnik umozujici prochéazet

celé feSeni. V prfipad¢, ze jsou zobrazeny vSechny kroky feSeni, tlalitko dalsi krok se skryje.

# Vjukovs aplikace pro lineami algebru [F=rEnS)
Typ pifkladu: 2 —3 0 -5
; 5 6 -9 1
Soustavy rovnic -
—6 5 2 5
Poéet piikladi: 1 = \ J
K 3. fadku pficteme 3nasobek 1. fadku.
‘ Rozsah hodnot 10 :
. 2 -3 0| -5
Pocet proménnych: 2 = 5 6 _qg 1
g 4 2 | =10
\ »,
Vydélime 3. fadek Cislem -2,
2 3 0|5
5 6 -9|1
T (] |
L8 >,
's ™
Od 2nasobku 2. fadku odeéteme Snasobek 1. fadku.
2 3 0 —5
0 27 -—18]| 27
0 =il
s
Generuj

Krok zpét Zavfit fedeni Dalsi krok

Obrazek 4 — Aplikace zobrazujici postup feseni prikladu. Zdroj vlastni.
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4 PROGRAMATORSKA DOKUMENTACE APLIKACE

4.1 Pouzité technologie

Tato aplikace je vytvofena v programovacim jazyce Java, pro tvorbu grafiky byla pouzita
knihovna JavaFX. Prousnadnéni prace s maticemi byla vyuzita knihovna EJML (Efficient Java
Matrix Library). Pro prehledné zobrazeni matic a vektort je pouzita knihovna JLaTeXMath
v kombinaci s komponentou LatexView. Spustitelny exe soubor byl vytvofen pomoci nastroje

Launchdj.

4.1.1 Java

Java je objektove orientovany jazyk vyvinuty spoleCnosti Sun Microsystems v roce 1995. Od
roku 2010 patii prava spolecnosti Oracle Corporation. Jedna se o jeden z nejoblibenéjsich a
nejrozsirenéjsich programovacich jazykd na svété. Jedna se o multiplatformni jazyk, ktery ke
svému béhu potrebuje pouze JVM (Java Virtual Machine). Prace vyuziva verzi Java SE 8
(Standard Edition). Tuto vezri Javy implementuji dva hlavni produkty: JRE 8 (Java SE Runtime
Environment) slouzici k bezproblémovému behu veskerych aplikaci vytvorenych v této verzi
jazyka a JDK 8 (Java SE Development Kit), ktery obsahuje veSkeré komponenty JRE 8, ke

kterym piidava néstroje pro vyvoj aplikaci. Pro vice informaci viz [12].

4.1.2 JavaFX

JavaFX je knihovna grafickych a multimedialnich balickd umoznujicich tvorbu grafického
uzivatelského rozhrani pro platformu Java. Tato knihovna nahrazuje jiz zastaralé grafické
knihovny jako jsou AWT (Abstract Window Toolkit) nebo Swing. Tato knihovna je soucasti

Javy SE ve verzich 7 az 11. Pro vice informaci navstivte oficiadlni dokumentaci [13].

4.1.3 EJML

EJML je knihovna pro linearni algebru a snadnou manipulaci se vSemi druhy matic. Tato
knihovna byla vyvinuta v roce 2014 Peterem Abelesem. V praci je pouzita verze 0.39, ktera
byla vydana 7. 4. 2020. Pro vice informaci navstivte oficidlni stranky projektu Chyba! N

enalezen zdroj odkazu..

4.1.4 JLaTeXMath
JLaTeXMath je knihovna, jejimz ucelem je zobrazovani matematickych formuli zapsanych
v LaTeXu. Tato knihovna vznikla jiz v roce 2009. V praci je pouzita aktualné posledni verze

1.0.7 z 18. 4. 2018. Pro vice informaci navstivte stranku projektu [15].
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4.1.5 LatexView

LatexView je upravena komponenta pro JavulF'X, ktera slouzi ke snadnému renderovani textu a
matematickych formuli zapsanych pomoci La7eXu. K tomu vyuziva knihovnu JLaTeXMath.
Komponentu vyvinul Egor Makarenko v roce 2019. V praci je pouzita ve verzi 0.6.1 z 24. 6.

2019. Pro vice informaci navstivte stranku projektu [16].

4.1.6 Launchd4j

Launch4j je multiplatformni bezplatny nastroj pro zabaleni spustitelnych jar soubort do
formatu exe, ktery lze snadno spoustét na platformné Windows. Tento nastroj byl napsan
v jazyce Java a je velice maly (pouze 35 kB), ale poskytuje velikou fadu nastaveni vytvatfeného
exe souboru. Tento nastroj je vyvijen jiz od roku 2003, posledni verze 3.12 pochézi z roku 2018.
V praci byla pouzita prave tato verze. Pro vice informaci navstivte webové stranky projektu

[17].

4.2 Architektura aplikace

Aplikace striktn€ odd€luje vypocetni Cast a grafickou ¢ast. Z tohoto divodu obsahuje dva

hlavni bali¢ky: gui a exercise.

4.2.1 Balicek gui
Tento balicek obsahuje veskeré komponenty potiebné ke spravnému zobrazovani piiklada.
Tento balicek obsahuje tfidu Main, pomoci které se aplikace spousti, a balicky mainWindow,

exercises, solution a formatStep.

Bali¢ek mainWindow obsahuje soubor Mainwindow.fxml, ktery obsahuje definici hlavniho

okna, a jeho controller, ktery se nazyva MainWindow Controller .

Balic¢ky exercises a solution obsahuji podobné jako balicek mainWindow dva soubory na

zobrazeni a ovladani jednotlivych pfiklada, resp. jednotlivych krokt daného prikladu.

Bali¢ek formatStep obsahuje rozhrani [Formatter, které zapouzdiuje tfidy formatter pro
jednotlivé typy piiklada. Tyto tfidy formatuji jednotlivé kroky priklada do La7eX formuli, diky
¢emuz jsou jednotlivé priklady zobrazeny v prehledném forméatu. Tyto tfidy jsou vytvoreny
podle navrhového vzoru singlefon. V balicku se dale nachazi pomocna tiida FormatterUtil,
kterd obsahuje statické metody pro usnadnéni tvorby La7eX formuli. Posledni tfidou tohoto
balicku je FormatterFactory. Tato tfida obsahuje jedinou statickou metodu getFormatter, ktera

pfijima typ ptikladu a vraci odpovidajici formatter.
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4.2.2 Balicek exercise

Tento balicek je daleko obsahlejsi nez bali¢ek gui. Obsahuje veskeré tridy potfebné pro

generovani a feSeni jednotlivych prikladi. Tento balicek celkem obsahuje dalSich 7 balicka, 3
rozhrani, dvé abstraktni tfidy,

Ctyfi normdlni tfidy a jeden vycCet. Vztahy mezi témito
komponentami obrazek 5.

. «interface» steps .
DetStep —|> MatrixStep > IStep Solutionlterator
c'reateé L «interface»
e creates ISolutionlterator
e "‘ creates
) ,‘
«interface» \
ISolver
«interface»
‘q WV ’ IExercise
DeterminantSolver MatrixSelver J “\\

DeterminantExercise

MatrixExercise

InversionSolver

£\

CombinationSolver

InversionExercise

DependencySolver

CombinationExercise

SarrusSolver

DependencyExercise

EigenSolver

SarrusExercise

ParametricSolver

EigenExercise

GEMSolver

GEMExercise

Obrazek 5 — UML diagram tfid balicku gem. Zdroj vlastni
Jednotlivé balicky, které se jmenuji determinant, eigen, gem, inversion, vector, sarrus a utils,
obsahuyji tidy, jejichz nazvy konli slovy exercise, factory nebo solver. Tyto tiidy udrzuji
informace o piikladech, vytvareji priklady a fesi je. Jak to tyto tiidy dé€laji, bude vysvétleno
v dalsich podkapitolach. Vyjimkami jsou balicky determinant, ktery kromé téchto tfid obsahuje

jeste ttidu DeterminantStep, déale balicek gem, ktery obsahuje baliCky inversion a vector, a
posledni vyjimkou je balicek wufils.
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Bali¢ek utils obsahuje tii statické tiidy, které se nazyvaji Gemerator, MathFunctions a
StringCreator. Ttida Generator obsahuje funkce pro generovani riznych druhti matic a vektort
potiebnych pro tvorbu piikladt. Tiida MathFuctions obsahuje dva druhy metod, Prvni
kategorie metod vytvaii hluboké kopie matic a vektoru, piipadné je prevadi do jiného formatu.
Druhou kategorii jsou metody, které provadi néjakou matematickou operaci, napt. seCteni radku
matice. Oba druhy metod jsou vyuzivany pii tvorbé feSeni jednotlivych prikladi. Trida
StringCreator obsahuje metody pro vytvofeni popisu nékterych krok vypoctu, vétSinou
z davodu slozitého tvoreni popisku, které by znacné znepiehlednilo kod jednotlivych fesitelt

prikladu.

Balicek exercise dale obsahuje tfidy Fraction resp. ParametricFraction. Tyto ttidy zastupuji
zlomek, resp. zlomek s parametrem. Tiida ParametricFraction je potomkem tiidy Fraction.
V téchto tiidach jsou definovany metody pro standardni operace se zlomky, jako je napf.
sCitani, nasobeni ¢i absolutni hodnota zlomku. Tyto tfidy jsou vyuzivany z divodu piehledného
zobrazovani. V pfipade ru¢niho vypoctu libovolného ptikladu na papir také pouzivame zlomky

namisto desetinnych Cisel.

Dalsi dulezitou komponentou tohoto balicku je vycCet s nazvem 7ype. Ten definuje typy

prikladd, kterym se tato aplikace vénuje.

Ostatni tfidy tohoto balicku jsou vyuzivany pro udrzeni a predavani informaci o ptikladech ¢i
jejich krocich. Vyjimkou je pouze tfida MatrixSolver vénujici se vypoctim piikladi. VSechny

tyto ttidy si popiSeme v dalSich podkapitolach.

4.3 Uchovavini a predavani prikladi

4.3.1 Uchovavani jednotlivych kroku

Pro uchovavani jednotlivych krokt kazdého piikladu se vyuzivaji tfidy implementujici rozhrani
1Step. Toto rozhrani slouzi hlavné k zapouzdfeni jednotlivych kroku a pfedani informaci o nich

do tfid v balicku gui. Obsahuje pouze tii metody.

Prvni metoda se nazyva getData. Tato metoda nema zadné parametry a predava nam konkrétni
matematicky vyraz. Pro skryti implementace a sjednoceni manipulace pfedava tyto informace
ve form¢ Stringu. Dal§i metoda nese nazev getkxplanation a ma stejnou signaturu jako
predchozi metoda. Tato metoda slouzi k predani popisu daného kroku. Posledni metodou je
metoda getSize, ktera vraci integer. Slouzi k pfedani informace o poctu sloupcti daného kroku.

Tato informace usnadriuje nastaveni velikosti jednotlivych kroku a ptikladi pfi zobrazeni.
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Ttidy implementujici toto rozhrani jsou dve€: MatrixStep a DeterminantStep. Tiida MatrixStep
uchovava informace o jednotlivych matematickych vyrazech ve formé dvourozmérného pole
zlomku (tfida Fraction). Kromé konstruktor a vySe uvedenych metod obsahuje jesté metodu
getMatrix, kterd predava informace o daném vyrazu v nezménéné podobé (na rozdil od metody
getData). Tato metoda se vyuziva pii vytvafeni feSeni prikladi. Trida DeterminantStep dédi ze
tiidy MatrixStep. Kromé vySe uvedenych atributi a metod obsahuje jesté informaci o

multiplikatu ve forme zlomku a metodu pro jeho vraceni.

4.3.2 Prochazeni jednotlivych kroku reSeni
O prochazeni jednotlivych krokd feSeni se stara tiida implementujici rozhrani ISolutionlterator.
Jedna se o klasicky iterator, ktery umoznuje prachod vpred i zpét. Obsahuje Ctyfi metody

typické pro iteratory.

Tyto metody se nazyvaji hasNextStep resp. hasPreviousStep, které informuji o existenci dalsiho
resp. predchoziho prvku. Déle potom metody nextStep resp. previousStep, které vraci dalsi resp.
predchozi prvek (tfida implementujici rozhrani /Step) a posouvaji ukazatel aktualniho prvku.

V piipad€ neexistence prvku tyto metody vyhazuji vyjimku NoSuchFlementException.

Ttida implementujici toto rozhrani je pouze jedna, nazyva se Solutionlterator. Slouzi

k iterovani jednotlivych kroki, které obdrzi ve formé listu.

4.3.3 Uchovavani kompletnich p¥ikladu

Pro uchovavani a predavani informaci o celych ptrikladech véetné kompletniho feSeni se staraji
tfidy implementujici rozhrani /Exercise. Toto rozhrani ptedepisuje hned n€kolik metod. Jako
prvni uved'me metodu get7askText, ktera vraci popis zadani. Dal§imi metodami jsou get7ask a
getSolution, které vraci zadani, resp. vysledek ptikladu jako instanci typu IStep. Dale Obsahuje
metodu getFullSolution, ktera vraci vSechny kroky feSeni piikladu ve formé instance typu
1Solutionlterator. Dal§i metodou je gefType, ktera vraci typ daného piikladu. Posledni metou
je getSize, ktera slouzi k pfedani maxima rozmérii zadani a feSeni z divodu usnadnéni

formatovani aplikace v balicku gui.

Toto rozhrani casteCn€ implementuje abstraktni tfida MatrixExercise, ktera uchovava
informace o zadani jako instanci typu MatrixStep a informace o feSiteli jako instanci typu
MatrixSolver. Z této tiidy potom dédi jednotlivé tfidy reprezentujici konkrétni typ prikladu.
Témito tfidami jsou GEMEXxercise, Eigenkxercise, InversionExercise, CombinationEXxercise,
DependencyFxercise a Sarruskxercise. Tyto tiidy jsou si navzajem velice podobné, lisi se

pouze ve vytvateni konkrétniho fesitele a navratové hodnoté metody get7ype.
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Dalsi tfida implementujici rozhrani /Exercise je ttida DeterminantExercise. Tato tfida je opét
velice podobnd piredchozim, ale informace o =zadani uchovavd jako instanci typu

DeterminantStep, a proto nemuze deédit ze tiidy MatrixExercise.

4.4 ReSeni jednotlivych p¥ikladi

Pro feSeni piikladd jsou vyuZzivany tiidy implementujici rozhrani ISolver. Toto rozhrani
predepisuje pouze dv€ metody. Prvni znich je metoda getSolution, ktera vraci vysledek
piikladu jako instanci typu IStep. Druha metoda se nazyva getFullSolution a vraci vSechny

kroky teSeni jako List /Stepii.

Toto rozhrani implementuje abstraktni tfida MatrixSolver, ktera slouzi jako pomocna tiida pro
vSechny typy prikladl vyuzivajici MatrixStep pro uchovani informaci o jednotlivych krocich.
Tato tfida uchovava informace o vSech krocich daného feSeni ve formé listu, dale uchovava
matematicky vyraz posledniho vypocteného kroku feseni ve formé dvourozmémého pole
zlomkt a kone¢né feSeni prikladu jako instanci tfidy MatrixStep. Tato tiida obsahuje kromé
metod definovanych rozhranim dvé chranéné metody pro snadné pridavani jednotlivych krokt
(metoda addStep) a volani jiného feSitele v prubéhu feSeni (metoda callAnotherSolver).
Posledni metodou je vefejna metoda getMaxAbsNumberInSolution, ktera, jak nazev napovida,
vraci informaci o velikosti nejvétsiho prvku vyskytujiciho se v prubéhu feseni. Tato metoda se

vyuziva pii generovani vhodnych zadani ptiklada.

4.4.1 ReSeni soustav rovnic

Pro feSeni soustav rovnic se vyuziva titida GEMSolver, které je potomkem tiidy MatrixSolver.
Tato tiida je velice dulezita, jelikoz se vyuziva pii feSeni i dalSich typu piikladu. Tiida obsahuje
kromé& zdédénych metod dalsi tii vefejné metody. Jimi jsou metody isSolvable a isRegular,
které informuji o feSitelnosti soustavy, resp. o tom, zda je matice soustavy regularni, a
getSolvedVariables, kterad vraci vyfeSené proménné ve form€ hashmapy. Tyto metody maji

vyuziti hlavn€ pfi zavolani tohoto feSitele jinymi.

Hlavni metodou této tfidy je ovSem privatni metoda makeSolution, kterd se stard o vytvoreni
kompletniho feSeni a je zavoldna jiz v konstruktoru. Tato metoda nejprve piepiSe soustavu
rovnic do rozsifené matice soustavy, v pripad¢, ze jiz dostaneme matici soustavy, tak je tento
krok vynechan. Dale se projdou vsSechny fadky této matice. VSechny nulové tadky jsou
vyskrtnuty, a pokud mé fadek nejveétsi spolecny délitel veétsi nez jedna, tak je dany fadek timto

Cislem vydélen.
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Dale jsou provadény jednotlivé fadkové elementarni Upravy pro vytvofeni schodovité matice.

Zpusob feseni zobrazuje nasledujici kod:

for (int i = 0; i < lastMatrix.length; i++) {

removeAllIdenticalRows () ;
switchZeroFromPivot (i) ;
if (!solwvable) return;
int column = MathFunctions.findFirstNonZeroFraction(lastMatrix([i]):;
for (int j = i+l; j < lastMatrix.length; j++) {

int[] rows = new int[2];

if (!solvable) {

return;

}
if (lastMatrix.length > 1 &&
MathFunctions. findLcmRowsByColumn (lastMatrix, i,
column, true, rows)) {
if (createSteps(rows[0], rows[l], column)) {

J==:
}

}

V nasledujicim textu jsou popsany dulezité Casti algoritmu. Proménna column nam ftika, ve
kterém sloupci se nachazi pivot. Vnoteny for cyklus prochédzi vSechny tadky pod pivotem.
Metoda findLcmRowsByColumn vyhledava nejvhodnéjsi fadky pro vynulovani prvku pod
pivotem, Tyto fadky jsou vybirany tak, aby bylo nutné co neyméné nasobit. Metoda nevraci tyto
fadky, ale informaci, zda pod pivotem jesté existuje nenulovy prvek. Indexy téchto fadka uklada
do pole v parametru (v nasem piipad¢€ pole rows). Metoda createSteps potom provede potiebné
kroky k vynulovani daného prvku. Déle zkontroluje, zda neni fadek nulovy nebo ho neni
vhodné vydélit. Metoda vraci boolean, aby v pfipade vyskrtnuti fadku nebyl dalsi tadek

preskocen.

Nyni mame schodovitou matici soustavy a potfebujeme dokoncit feSeni. V pfipade, ze ma
matice pouze jedno feSeni, pokracCuje algoritmus v fadkovych elementarnich upravach, coz
znamena, ze provadi Gauss-Jordanovu eliminaci. Algoritmus je velice podobny predeslému
algoritmu, proto zde neni uveden. Jesté pred provadénim tohoto algoritmu je zkontrolovano,
zda se nejednd o homogenni soustavu rovnic. V takovém ptipadé se algoritmus neprovadi a je

rovnou urc¢en vysledek (vSechny proménné se rovnaji nule).

Pokud ma soustava rovnic nekone¢n€ mnoho feSeni, je zavolana tiida parametricSolver. Tato
tfida je také potomkem ttidy MatrixSolver a obsahuje metodu getSolvedVariables, ktera ma
stejny ucel jako v ptfipade GEMSolveru. O vypoCet feSeni se stard metoda

makeParametricSolution, kterd je velice jednoducha.
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private void makeParametricSolution() {
rewriteToEquations () ;
solveVars () ;
for (int 1 = 0
addParamet
solveVars (

; 1 < eliminatedLinesCount; i++) {
er i)y
)

’

Metoda rewriteToLquations, prevadi rozSifenou matici soustavy zpét na rovnice. Metoda
solveVars projde vSechny rovnice a odhali jiz vyfeSené proménné. Tyto proménné poté dosadi
do ostatnich rovnic a prevede Cisla a parametry na pravé strany. Tento postup se opakuje, dokud
lze vyftesit libovolnou proménnou. Metoda addParameter dosazuje za posledni nevyfesenou
proménnou. Hodnota eliminatedl.inesCount udava rozdil mezi poftem rovnic a poctem
proménnych. Tim je zajisténo dosazeni spravného poctu parametra a korektni vyfeseni rovnice.
Na zavér je dualezité podotknout, Ze uvedeny algoritmus funguje pouze pro matice ve

schodovitém tvaru.

4.4.2 Vypocet inverzni matice
Ttida starajici se o vypocet inverzni matice se nazyva InversionSolver. Tato tfida je potomkem
tridy MatrixSolver a neobsahuje zadné dalsi verejné metody. O vytvoreni feSeni se stara privatni

metoda makeSolution.

private void makeSolution() {
createExtendedMatrix () ;
GEMSolver solver = new GEMSolver (solution, lastMatrix.length);
callAnotherSolver (solver) ;

if (solver.isRegular()){

Fraction[][] newMatrix =
MathFunctions.cloneZ2DArray(lastMatrix,lastMatrix.length,
lastMatrix.length, 0, lastMatrix.length);

addStep (new MatrixStep (newMatrix, "Na pravé strané nam vznikla

inverzni matice k puvodni matici. Pro p¥ehlednost odstranime
jednotkovou matici na levé strané"));
lelse |

Fraction[] zero = new Fraction[] {new Fraction(0)};

addStep (new MatrixStep(zero,1,1, "k zadané matici neexistuje

inverzni matice"));

Metoda createExtendedMatrix ptida k matici na pravou stranu odpovidajici jednotkovou
matici. Poté je zavolan GEMSolver, ktery se stara o cely vypocet. Nakonec je jiz pouze vypsan
vysledek. Jelikoz se o cely vypocet starda GEMSolver, tak se cely bali¢ek inversion nachazi

v balicku gem.
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4.4.3 Vypocet linearni kombinace vektoru
O urcent, zda je néjaky vektor linearni kombinaci ostatnich, se stard ttida CombinationSolver .
Tato tfida opét dédi ze tiidy MatrixSolver a neobsahuje zadné dalsi vefejné metody. O vypocet

se stara privatni metoda makeSolution.

private void makeSolution () {
removeVectorNames () ;
GEMSolver solver = new GEMSolver (solution, 1);
callAnotherSolver (solver) ;
finishSolution(solver);

}

Jelikoz se opét o vetsinu vypoctu starda GEMSolver, tak je balicek obsahujici tuto tfidu

umistén v bali¢ku gem.

4.4.4 Vypocet linearni zavislosti vektoru

Ttida fesici linearni zavislost vektort se nazyva DependencySolver. Jedna se o dal§iho potomka
tiidy MatrixSolver. JelikoZ jsou témata linearni kombinace a linearni zavislost vektord velmi
podobna, je velice podobné i feSeni téchto prikladi. O vypocCet se stejné€ jako v pfipadé

CombinationSolveru stara metoda makeSolution.

private void makeSolution () {
removeVectorNames () ;
GEMSolver solver = new GEMSolver (solution, 1);
callAnotherSolver (solver) ;
List<Fraction> variables =
finishSolution(variables) ;

rewriteToEquations (solver) ;

}
Rozdil v feSeni je pouze v odlisném vyjadieni vysledku. Jelikoz si jsou obé témata tak podobna,

nachazeji se ve stejném balicku nesouci nazev vector.

4.4.5 Vypocet vlastnich ¢isel a vektoru

Pro vypocet vlastnich Cisel a vektora slouzi tiida EigenSolver. Jedna se o dalsi tfidu dédici
z tiidy MatrixSolver. Ttida opét neobsahuje zadné vetrejné metody. Zvlastnosti této tridy je, ze
vlastni Cisla jsou obdrzena v konstruktoru, nejsou tedy pocitdna touto tfidou. Ta pouze
zobrazuje postup, jak je lze ziskat, a pocita odpovidajici vlastni vektory. O vytvoteni feSeni se

opét stara privatni metoda makeSolution.

private void makeSolution () {
addLambdas () ;
if (createPolynom()) {
rewriteToPolynoms () ;
} else {
polynomFromSolution () ;
}
createCharacteristicEquation() ;
solveEquation () ;
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for (Double eigenValue : nonDuplicateEigenNumbers) {
findVector (eigenValue) ;

}

finishSolution () ;

}

Metoda addlLambdas vytvoiri zpuvodni matice charakteristickou matici. Metoda
createPolynom vytvoii mezikrok vypoctu determinantu charakteristické matice, ale pouze
v pfipadg, zZe je fad matice mens$i nez 4. Metody rewriteToPolynoms a polynoml'romSolution
nevytvaii zadny krok vypoctu, pouze vytvaii polynom, ze kterého potom lze snadno vytvorit
charakteristickou rovnici. O to se stara metoda createCharacteristicl.quation. Metoda
solveEquation slouzi k vypisu kofenl charakteristické rovnice. Jak jiz bylo zminéno, tato
metoda kofeny nepocita, ale pouze vypisuje. Metoda findVector pocita vlastni vektory prislusné
danému vlastnimu ¢islu. K vypoctu je vyuzivan GEMSolver. Posledni metoda finishSolution uz

pouze vypisuje kompletni vysledky.

4.4.6 Vypocet determinantu pomoci Sarrusova pravidla
Pro vypocet determinantu pomoci Sarrusova pravidla existuje tfida SarrusSolver. Je to posledni
tfida dédici z MatrixSolveru. Vypada velmi podobné jako predchozi tfidy fesici priklady. O

vypocet se stard privatni metoda makeSolution.

private void makeSolution() {
createExtendedMatrix () ;
Fraction solution = new Fraction(0);
Fraction[] diagonal;
for (int i = 0; i < NUMBER OF COLUMNS; i++) {
diagonal = getMainDiagonal (i)
solution = computeIntermediateSolution(solution, diagonal, 1i);
}
for (int i = 0; i < NUMBER OF COLUMNS; i++) {
diagonal = getSecondaryDiagonal (i) ;
solution computeIntermediateSolution(solution, diagonal, i+3);

(@]

}

finalSolution{() ;

}

Prvni metoda s nazvem createFxtendedMatrix prepisuje prvni dva fadky matice pod ptivodni
matici. Zlomek solution udrzuje informace o mezivysledcich a pole zlomkd s nazvem diagonal
nam poskytuje konkrétni diagonalu. O predani spravné diagondly se staraji metody
getMainDiagonal, resp. getSecondaryDiagonal. Metoda computelntermediateSolution se stara
o vynasobeni konkrétni diagonaly a jeji pficteni ¢i odeCteni od predchozich mezivysledka.
Jelikoz Sarrusovo pravidlo slouzi pro vypocet matic trettho fadu, je konstanta

NUMBER OF MATRIX rovna tiem.
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4.4.7 Vypocet determinantu pomoci Gaussovy eliminace
K teseni toto typu piikladu se vyuziva DeferminantSolver. Je to jediny fesitel prikladu, ktery
nededi ze tiidy MatrixSolver, ale pouze implementuje rozhrani /Solver. Tato ttida totiz pracuje
s kroky typu DeterminantStep, a to z toho divodu, ze pfi fadkovych upravach se méni hodnota
determinantu, a proto je potieba tyto zmény nekam ukladat (jsou ukladany jako multiplikat, viz
podkapitola 4.3.1). O feSeni piikladu se stard privatni metoda makeFullSolution. ReSeni je
velice podobné feSeni soustav rovnic, ale kvali drobnym rozdilim bohuzel nelze pouzit
GEMSolver.
private void makeFullSolution() {
for (int i = 0; i < lastMatrix.length; i++) {
divideRowSteps (i) ;
if (checkZeroedRow (i) ) {
zeroSolution () ;

return;

}

for (int i = 0; i < lastMatrix.length-1; i++) {

sortRows (i) ;
int column = MathFunctions.findFirstNonZeroFraction(lastMatrix[i]);
for (int j = i+l; j < lastMatrix.length; j++) {

int[] rows = new int[2];

if (MathFunctions.findLcmRowsByColumn (lastMatrix, i, column,

true, rows)) {
nullNumberInRow(rows[0], rows[l], column) ;

}

if (checkZeroedRow(rows[1l])) {
zeroSolution () ;
return;

}
}
getDiagonal () ;
getFinalSolution () ;
}

Prvni for cyklus vydéli fadky, pokud je to vhodné, a zjisti, zda determinant neobsahuje nulovy
fadek. V tom pfipadé je determinant je roven nule a feSeni je ukonCeno. Dalsi prubéh algoritmu
je velice podobny jako algoritmus v podkapitole 4.4.1. Rozdil je pouze v metode sortRows,
ktera prohazuje fadky tak, aby byl pivot neboli islo na diagonale co nejmensi, a tim padem
feSeni determinantu co nejjednodussi. Posledni zmeéna je ukonceni feSeni v piipad€ nalezeni
nulového fadku. Vsechny metody jsou samoziejme upraveny pro praci s multiplikatem tak, aby

byl vypocet determinantu korektni.

4.5 Generovani vhodnych piikladu
O generovani piiklada se staraji tfidy, jejichz nazev kon¢i slovem Factory. Tyto tfidy zpravidla

obsahuji jedinou vefejnou metodu, kterd se jmenuje gemerateFxercise. Tyto metody jsou
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statické a vraceji instanci typu /Exercise. Dlvod, proc tyto tfidy nemaji spole¢né rozhrani ¢i

predka, je ten, ze mohou obsahovat odliSné parametry.

4.5.1 Generovani soustav rovnic
Aplikace generuje piiklady, které maji jedno, zadné 1 nekonecné mnoho feSeni. Tyto priklady
jsou rozdéleny v pomeéru 50 %, 25 % a 25 %, kde nejvyssi podil maji priklady s jedinym

feSenim. O generovani té€chto prikladu se stara tfida GEMFactory.

Generovani prikladd, které maji zadné nebo nekonecné mnoho feSeni, je trivialni. Pouze
vygenerujeme libovolnou matici spravnych rozmért a poté vytvoiime z jednoho tadku linearni
kombinaci ostatnich. Takové matice generuje staticka metoda gemnerateSingularMatrix tiidy
Generator, V ptipad€, ze chceme vytvofit piiklad, ktery nemé feSeni, tak je§t€¢ zménime

hodnoty na pravych stranach rovnic.

Generovani piikladd sjedinym feSenim je slozitéj$i. Nejprve vygenerujeme feSeni dané
soustavy rovnic. Poté vygenerujeme libovolny vektor jako koeficienty proménnych dané
rovnice a pravou stranu vypocitame jejich roznasobenim s feSenim dané soustavy. Opakovanim
tohoto postupu pro kazdou rovnici vznikne soustava rovnic, jejiz kompletni feSeni je
celociselné. Jelikoz chceme omezit velikost vSech vygenerovanych hodnot zadéani, tak

generujeme tyto hodnoty tak dlouho, dokud prava strana neni mensi nez definované maximum.

double[] solutionVector = Generator.generateDoubleVector (numberOfRows, -
max, max);
double[] [] taskDoubleMatrix = new double[numberOfRows] [numberOfRows] ;

boolean again;
double[] taskDoubleVector = new double[numberOfRows] ;

do {
for (int i = 0; i < numberOfRows; i++) {
again = true;
while (again) {
again = false;
taskDoubleMatrix[i] =
Generator.generateDoubleVector (numberOfRows, -max, max);
taskDoubleVector[i] = 0O;
for (int j = 0; j < taskDoubleMatrix[i].length; j++) {
double value = taskDoubleMatrix[i][]];
taskDoubleVector[i] += value * solutionVector[]j]:;
}
if (Math.abs(taskDoubleVector[i])> max) {
again = true;
}
}
}
}while (new SimpleMatrix(taskDoubleMatrix).determinant() == 0);
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Takto vypada vySe popsany algoritmus, kde solutionVector reprezentuje feSeni dané soustavy,
taskDoubleMatrix koeficienty proménnych dané matice a faskDoubleVector jednotlivé hodnoty

pravych stran.

Pted schvalenim jakéhokoliv pfikladu je jest€ zkoumé&na maximalni hodnota, ktera se vyskytne
v pribéhu jeho feSeni. K tomu slouzi metoda definovana v MatrixSolveru s nazvem
getMaxAbsNumberInSolution. Tato hodnota nesmi presahnout vyraz vmax™, kde max je
maximalni velikost generovanych hodnot v zadani a nje pocet rovnic. Napf. pro soustavu

rovnic obsahujici tfi rovnice s maximem 10 je to pfiblizn€ 31,6.

4.5.2 Generovani matic pro vypocet inverzni matice

Generovani téchto piikladi ma na starost tfida ImversionFactory. Pro tento ucel jsou
generovany pouze matice, jejichz determinant je roven jedné. Pokud je totiz absolutni hodnota
determinantu matice obsahujici pouze celd Cisla rovna jedné, inverzni matice k této matici

obsahuje také pouze cela Cisla. Priklady, kdy nelze vytvofit inverzni matici, nejsou pouzivany.

Pro vytvoreni matice s determinantem rovnym jedné je pouzit nasledujici algoritmus. Nejprve
je vygenerovana libovolna trojuhelnikova matice, kterd mé na hlavni diagonale samé jednicky.
Poté jsou provadény tadkové elementarni upravy, které neméni hodnotu determinantu. Po
provedeni dostate¢ného poctu té€chto operaci (v aplikaci nastaveno 100 operaci) se zatnou
provadét tyto operace cilené tak, aby se maximalni i minimélni hodnoty dostaly do

pozadovaného rozsahu.

Pred schvalenim pftikladu je opét zkoumana maximalni hodnota dosazena v prabéhu feseni.

Podminka se stejna jako v piipad¢€ soustav rovnic, tedy vmax™, kde n je fad matice a max je

maximalni velikost generovanych hodnot.

4.5.3 Generovani priklada pro urcovani linearnich kombinaci vektoru

Priklady tohoto typu jsou generovany tfidou CombinationFactory. Pro generovani piikladq,
kdy vektor je linearni kombinaci ostatnich, se vyuziva metoda generateGoodExercise ze tiidy
GEMFactory (viz  podkapitola 4.5.1). V opatném piipad¢ je vyuzita metoda
generateSingularMatrix tiidy Generator. Tyto piiklady se generuji v poméru 1:1. Také zde
plati podminka maximalni velikosti hodnoty vyuzité pii feSeni ptikladu, kterd je urcena
vyrazem Vmax™, kde n je podet slozek jednotlivych vektord a max je maximalni velikost

generovanych hodnot.
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4.5.4 Generovani prikladia pro urcovani linearni zavislosti vektoru

Tvorbu teéchto priklada obstarava ttida DependencyFactory. V 50 % prikladt jsou vektory
linearné zavislé. Z toho vyplyva, ze v 50 % piikladu jsou vektory linearné nezavislé. Oba tyto
typy piikladi jsou generovany pomoci tiidy Generator. V piipadé, ze jsou vektory linearné
zavislé, je pouzita metoda generateSingularMatrix. V opatném piipad¢ je to metoda

generateRegularMatrix. Opét je zde omezena maximalni hodnota dosazena v pribéhu feseni

vyrazem vmax™, kde n je poCet vektord a max je maximalni velikost generovanych hodnot.

4.5.5 Generovani prikladi pro vypocet determinantu pomoci Sarrusovy metody.
O generovani téchto priklada se stara tiida SarrusFormatter. Tato tfida generuje regularni
matice tfetiho fadu. K tomu vyuziva metodu generateRegularMatrix ze ttidy Generator. U

téchto piikladu neni omezena maximalni hodnota, ktera se muze vyskytnout v pribéhu vypoctu

max

. . . I3 r . 4 3
determinantu, ale je omezena velikost vysledného determinantu vyrazem .

— kde max je

maximalni velikost generovanych hodnot.

4.5.6 Generovani prikladi pro vypocet determinantu pomoci Gaussovy
eliminace
Priklady na toto téma jsou generovany tridou DeterminantFactory. Pro generovani prikladi je

vyuzita metoda generateRegularMatrix ze tiidy Generator. U prikladl je omezena absolutni

max

hodnota determinantu matice vyrazem kde n je fad matice a max je maximalni velikost

n-max’

generovanych hodnot.

4.5.7 Generovani prikladi pro urcovani vlastnich cisel a vektoru matice

Pro generovani vhodnych pfikladd, coz znamena celoCiselné matice s celo¢iselnymi vlastnimi
Cisly, se vyuziva tiida FigenFactory. Nalezeni takovychto matic ovSem neni jednoduché.
Pravdépodobnost, ze ndhodna celoCiselna matice bude mit alesponl jedno celocCiselné vlastni

Cislo, je velmi mala. Postup pro generovani vhodnych ptikladi vSak existuje.

Necht' P je libovolna regularni matice. To znamena, ze det (P) # 0. D je diagonalni matice
stejného tadu jako matice P, jejiz nenulové prvky se rovnaji libovolnym nasobkim
det (P).Lze dokazat, ze matice A = PDP~! je celo&iselna matice, jejiz vlastni &isla jsou taktéz

celoCiselna a rovnaji se nenulovym prvkim matice D.

Tuto techniku generovani priklada l1ze jesté zobecnit. Necht' D,, je libovolny nenulovy prvek

diagonalni matice D an je libovolné celé Cislo. Pokud pro vSechna D, plati, ze
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D,, mod det (P) = n, potom matice A = PDP~! je celoiselna matice, jejiz vlastni &isla jsou

taktéz celoCiselna a rovnaji se nenulovym prvkim matice D. [18]

Pro generovani prikladd v aplikaci je pouzit algoritmus, ktery vyuziva tuto zobecnénou

techniku.

double[] eigenValues = new double[matrixSize];
double eigenValuesMultiple;
SimpleMatrix result;
do {
SimpleMatrix randomMatrix;
do {
randomMatrix = Generator.generateRegularMatrix(matrixSize, -5, 5);
}while (Math.abs(randomMatrix.determinant()) > 5);
double determinant = randomMatrix.determinant():;

eigenValuesMultiple = 1;
int multiple = random.nextInt((int) Math.abs(determinant));
for (int i = 0; i1 < matrixSize; i++) {
do {
eigenValues[i] = random.nextInt (2*max)-max;
}while (eigenValues[i]%determinant != multiple);
eigenValuesMultiple *= eigenValues([i];
}
SimpleMatrix diagonal = SimpleMatrix.diag(eigenValues) ;
SimpleMatrix inverse = randomMatrix.invert();
result = randomMatrix.mult (diagonal) ;
result = result.mult(inverse) ;
}while (result.elementMaxAbs () > max || !duplicate(eigenValues, matrixSize-
2) || eigenValuesMultiple > Math.max (20, Math.pow(matrixSize,
matrixSize)));

Algoritmus nejprve vygeneruje pomoci metody generateRegularMatrix regularni matici, jejiz
determinant je nenulové ¢islo v rozsahu od —5 do 5. Poté je vygenerovano nahodné celé Cislo
v rozsahu od 0 do velikosti absolutni hodnoty determinantu vygenerované matice. Poté jsou
vygenerovana vlastni Cisla vysledné matice. Tato ¢isla spliiuji vySe uvedené podminky.
Z téchto Cisel je vytvorena diagonalni matice. Dale je vypoctena inverzni matice puvodné
vygenerované matice. Vysledna matice vznikne vhodnym vynéasobenim diive vytvofenych

matic.

Déle je potiteba overit, ze vygenerovany piiklad spliiuje podminky vhodného vyukového
ptikladu. Tyto podminky jsou tfi. Prvni podminka je, Ze Cisla v takto vygenerované matici
nepiesahuji rozsah hodnot pozadovany uzivatelem. Dale musi mit vytvorena matice alespoii
dv€é rtzna vlastni Cisla. Posledni podminka udava, ze absolutni ¢len charakteristického
polynomu matice nebude vétsi nez hodnota n", kde n je fad matice. V pfipadé, ze je

vygenerovana matice druhého tadu, je tato hodnota nahrazena Cislem 20.
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ZAVER

Cilem této bakalarské prace bylo vytvoreni aplikace pro podporu vyuky linearni algebry. Cil se
podafilo splnit, vyslednd aplikace obsahuje sedm témat, ze kterych lze generovat vhodné
piiklady k procvicovani a umoziiuje simulovat jejich vypocet lidskym feSitelem 1 s popisem

jednotlivych krokt feSeni.

Aplikaci je mozné v budoucnu vylepsit pridanim dalSich témat nebo piidanim moznosti exportu
vygenerovanych ptikladd pro tisk. Vhodnym rozsifenim by také mohlo byt pfidani teorie a
obecného popisu feSeni prikladi ke kazdému tématu. Uzivatelé této aplikace by tak méli

veskeré potiebné informace ke studiu na jednom misté.
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