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ANOTACE

QR rozklad je zpusob, jak vyjadfit ¢tvercovou matici jako soucin ortogonalni
matice a horni trojuhelnikové matice. Tento postup se Casto vyuziva pii feSeni
soustav linedrnich rovnic, vypoctu inverznich matic nebo urceni vlastnich &isel.
Existuje n€kolik riznych algoritmt pro vypocet QR rozkladu. Cilem této prace je
vyvinout aplikaci pro vypocet QR rozkladu fidkych matic pomoci riiznych metod
s riznymi formaty uloZeni fidkych matic. Cilem bude porovnat Casovou a

pamét'ovou slozitost jednotlivych metod QR rozkladu na konkrétnich piikladech.

KLIiCOVA SLOVA
Ridké matice, COO, CSR, CSC, QR rozklad

TITLE
Computation and Application of QR Decomposition for Sparse Matrices

ANNOTATION

QR decomposition is a way to express a square matrix as a product of an
orthogonal matrix and an upper triangular matrix. This procedure is often used for
solving systems of linear equations, calculating inverse matrices, or determining
eigenvalues. There are several different algorithms for computing the QR
decomposition. The goal of this work is to develop an application for computing
the QR decomposition of sparse matrices using various methods with different
sparse matrix storage formats. The aim will be to compare the time and memory

complexity of individual QR decomposition methods on specific examples.

KEYWORDS

Sparse matrices, COO, CSR, CSC, QR decomposition
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UvVOD

Jednim ze zakladnich nastroji linedrni algebry, vyuzivanym naptiklad pfi feSeni soustav
linearnich rovnic, vypoctu inverznich matic a vlastnich ¢isel matice, je QR rozklad, prave timto

rozkladem se bude zabyvat cela prace.

Cilem této diplomové prace je implementace aplikace, kterd umozni vypocet QR rozkladu
fidkych matic, tyto matice se ukladaji v jinych formatech nez matice husté. Pro navrzenou
aplikaci bude klicové srovnani riznych metod z hlediska ¢asové a pamétové slozitosti. Zvlastni
diraz bude kladen na vyuziti struktur fidkych matic a porovnani riiznych piistupt k vypoctu
QR rozkladu. Aplikace bude navrzena tak, aby bylo mozné jednoduse méfit Casovou a

pamétovou narocnost jednotlivych algoritmt pii aplikaci na konkrétni matice.

V teoretické Casti prace budou rozebrany zakladni koncepty vedouci ke QR rozkladu, bude se
jednat o zakladni pojmy linearni algebry. V této ¢asti budou nejprve uvedeny pojmy tykajici se
matic, poté se kapitola zaméfi na ukladani matic a nésledné bude uveden LU rozklad. Po téchto
konceptech bude dale teoreticka ¢ast zamétfena na metody vypoctu QR rozkladu, konkrétné
pujde o klasickou Grammovu-Schmidtovu metodu, modifikovanou Grammovu-Schmidtovu
metodu, Householderovu metodu a Givensovu metodu vypoctu. Po rozebrani metod QR

rozkladu bude nadale v praci popsana prakticka ¢ast.

Prakticka ¢ast prace se zabyva navrhem a implementaci konzolové aplikace v jazyce C++ pro
QR rozklad matic pomoci rtiznych metod a formath. Cilem je ovéfit spravnost implementace a
porovnat ¢asovou i pamétovou narocnost jednotlivych algoritmili. Pfed implementaci byly
definovany funkéni a nefunkéni pozadavky. Vysledkem je aplikace doplnénd o
programatorskou a uzivatelskou ptrirucku. Spravnost metod byla ovétena pomoci jednotkovych
testll v samostatném projektu. Zaver prace se vénuje analyze vypocetni efektivity na zakladé

teorie 1 praktickych méfeni.

V zévérecna Cast se zaméeiuje na praktické aplikace QR rozkladu, jako je feSeni linearnich
soustav, vypocet inverze a pseudoinverze matic, vypocet vlastnich ¢isel a kofenti polynomd.
Uvedeny jsou i priklady z informatiky, kde se QR rozklad uplatiiuje, s cilem ukazat jeho Siroké

moznosti vyuZiti v praxi.
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Matice

aqq aqp Aqn
r , r r r I3 ~ 7 o o . a a a
Obdélnikové schéma, které ma m fadkd a n sloupct a je ve tvarua= | ;' 32 7 "¥"|se
Am1  Am2 Amn

nazyva matice. Toto obdélnikové schéma se sklada z prvki (a;;) i-1,....m , které mohou byt realné,

j=1.....n

respektive komplexni. Mnozinu vech matic ur¢itého rozméru m X n lze oznadit jako M™ ™,

Prvky, které se nachazeji na pozicich a4, a,s, ...., @y, tvoti takzvanou hlavni diagonalu. [1]

1.1 Unarni a binarni operace s maticemi

Maticové operace lze rozd€lit na unarni a binarni. Undrni operace matic maji jen jediny
operand, tedy je to operace, kterd je provadéna pouze s jednou matici. Mezi unarni operace se
fadi transpozice a inverze matice. Oproti tomu binarni operace obsahujici dva operandy.
Typickymi ptiklady jsou sCitani a od¢itani matic, nasobeni matice skalarem, ndsobeni matice

matici a mnoho dal$ich. Dfive nez budou vyjmenované operace popsany, je nutné nadefinovat

rovnost matic. Matice A je rovna matici B prave tehdy pokud pro Va;; = b;;j. [2]

Tabulka 1 — Unarni a binarni operace matic

Operace

Transpozice (A7)
A € M‘an

S¢itani matic (C = A + B)
A € Man B € men

Od¢itani matic (C = A — B)
A € men B € men

Nasobeni matice skalarem (C = - A)
A € Man

Nasobeni matice matici (C = A- B)
A € mes B GMSXn

Inverze (A7 1)
AeM™™"

13

Definice operace

Je unarni operace, kde pro
Vl,] plati aTl-]- = aji

Je binarni operace, kde pro
Vl,] plati Cij = aij + bl]
Je bindrni operace, kde pro
Vl,] plati Cij = aij - bl]
Je bindrni operace, kde pro
Vl,] plati Cij =7r- al-]-

Je bindrni operace, kde pro
Vi, j plati ¢;j = Y= @ik " by;

Je unarni operace, pro kterou plati

10
a-ar=|01

== ]

0 0 O



1.2 Typy matic

Jednotlivé matice lze kategorizovat do urcitych skupin podle jejich prvki. Kazdou z téchto

skupin lze pojmenovat a urcit jaké matice do ni patii. V této ¢asti budou predstaveny nejcastéjsi

typy matic a jejich popis na matici A.

Tabulka 2 — Typy matic a jejich definice [1] [2] [3]

Nazev matice
Husta

Ridka
Obdélnikova
Ctvercova
Nulova

Jednotkova

Transponovana

Diagonalni

Symetricka
Inverzni
Regularni
Singularni

Ortogonalni

Horni trojuhelnikova

Dolni trojuhelnikova

Popis matice

Je matice, kde vétSina a;; # 0
Je matice, kde vétSina a;; = 0
Je maticem X n,kdem #n
Je maticem X n,kdem =n
Je matice, kde Va;; = 0

Je ¢tvercova matice I, kde vSechny prvky hlavni diagondly jsou
rovny 1

Je matice, na kterou byla aplikovana operace transpozice

Je ¢tvercova matice, kde jsou vSechny prvky kromeé hlavni
diagonaly rovny 0

Je ¢tvercova matice, pro kterou plati A = AT

Je ¢tvercova matice, na kterou byla aplikovana operace inverze
Je &tvercova matice, pro kterou plati 3471

Je &tvercova matice, pro kterou plati 2471

Je matice, kde plati A - AT =1

Je matice, kde Va;; = 0 pro Vi > j

Je matice, kde Va;; = 0 pro Vi < j

V tabulce jsou zaznamenany nejéastéjSi typy matic. VétSina z téchto pojmi bude pouzita

vvvvvv

préace jsou pojmy fidké a husté matice. Dilezité je zminit, Ze tyto pojmy nejsou matematicky

definované, a tudiz je nelze definovat piesné. [3]
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1.3 Formaty ukladani matic

Cilem této podkapitoly je pfedstavit moznosti ukladani matic v paméti pocitace. NejcastéjSim
zpusobem ukladani je husty format. Tento format je pouzitelny pro vSechny typy matic, které
byly popsany v piedeslé ¢asti. Kromé hustého formatu existuji formaty COO, CSR, CSC. Tyto
formaty se pouzivaji predevsim pro fidké typy matic. O formatu ulozeni matice maze v urcitych
piipadech rozhodnout takzvana hustota matice (density), ktera je definovana jako pocet

nenulovych prvkl (nnz) vydélenych celkovym poctem prvkii. [4]
1.3.1 Husty format ukladani

Matice v hustém formatu Ize ukladat do 1D pole, ptipadné¢ 2D pole. Kazdou z téchto dvou

variant je mozné ulozit sloupcové ¢i fadkove.

Matice A o rozmérech m X n je v ptipad¢ 1D pole uloZena do jednoho dlouhého pole o m - n
prvcich. Matice je v tomto poli ulozena po fadcich, pfipadné po sloupcich. Pii fadkovém
ukladani se prvek matice a;; nachazi na pozici i - n + j. Pouzije-li se sloupcové ukladani, bude
prvek a;; v 1D poli na pozici j - m + i. Metoda ukladani do 1D pole umoziuje efektivn&jsi
vyuziti paméti a lepsi vykon, protoze data jsou uloZena souvisle, coz zlepSuje praci s cache

procesoru.

V ptipadé uloZeni matice A s rozmérem m X n do 2D pole, bude mit pole opét m - n prvkd.
Tentokrat je zptisob ulozeni jiny, jedna se o ulozeni ,,pole v poli“. Kazdy tadek, poptipade
sloupec, je ulozen do pole, které je umisténo v hlavnim poli. Pro pfistup k prvku a;; jsou

pouZity dva indexy A[;p;1- Tato implementace je lépe Citelna neZ 1D pole.

HUSTY FORMAT RADKOVE [1,2,3,4,5, 6]
[ 1D POLE

SLOUPCOVE 1,4,2,5,3,6
[1 2 3 ) [ ]

4 5 6 wocove  [[1,2,3],[4.5,6]]

- 2D POLE

sourcovi  [[1,4],[2,5),[ 3,6]]

Obrazek 1 — Formaty ukladani hustych matic

15



1.3.2 Ridky format matic

Existuji 1 dals$i moznosti ukladani matic, kterymi jsou COO, CSR, CSC. Tyto formaty jsou
vyhodné predevsim pro fidké matice. VSechny tyto formaty lze ulozit do 1D pole, 2D pole,
ptipadné do tfi separatnich poli. Nejvhodnéj$i metodou z pohledu ¢itelnosti je ulozeni do tfi

separatnich poli.

Ridka matice 4 o rozmérech m X n lze ulozit do COO (Coordinate List), neboli seznamu
soufadnic. Tento zptisob pro prvek a;; uklada trojici (i, j, v) do tfi poli. Ve trojici i reprezentuje
pozici fadku, j je pozice sloupce a v hodnota na dané pozici. Tyto trojice mohou byt uloZeny
po fadcich (row-major) nebo po sloupcich (column-major). Vyhodou tohoto formatu je dobra
Citelnost, avSak oproti jinym fidkym formatim horS$i pamétova narocnost. Z tohoto formatu
vychazeji formaty CSR a CSC. U téchto formatt, plati CSR(A) = CSC(AT), piipadné
CSC(A) = CSR(AT). [4]

RIDKA MATICE - METODA COO

j

—_— NNZ=5 — COO RADKOVE
i 2 4
‘0 0 5 0 2 aiz =5 AR I IR Ul
v 5 2 1 7
l, 300 0 0 .
0O 0 0 0 O
0 01 70 —  COO SLOUPCOVE 37345

o]
=
=

HUSTOTA =0,25 a'.j.]_ e

Obrazek 2 — COO metoda ukladani ridkych matic

Format CSR (Compressed Sparse Row) je zptisob uloZeni matice A € M™*™ zalozeny na COO,
ktery trojice uklada po fadcich. Tento format uklada pro prvek a;; trojice (istqre, j, V) opét do
tfi poli. Pismeno j urcuje pozici sloupce, v je hodnotou na dané pozici stejné jako u COO.
Rozdilem je is;qr¢, ktery je indexem ve v kde zacina i — ty fadek (napf ve 2444+ udava na
jakém indexu v zacind druhy fadek matice). Poslednim prvkem (mgyq¢) je vZdy pocet
nenulovych prvkl matice (nnz). V piipade, ze se v fadku nenachdzi z4dnd hodnota, je zde

vlozena hodnota nasledujiciho fadku. [4]
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RIDKA MATICE — CSR FORMAT

0 050 2
=<3 0 0 0 O
0 00 00O
INDEX ©0 1 2 3 4 0 01 70

COO RADKOVE ‘

v |52 3[1][7]
—
i3 51,3 4 2
v 5 2 3 1 7 RADEK V MATICI 1 2 3 4 5
istapr| 0 2133 |5 .
- i |3|5|1|3| 4 POSLEDNICISLO=NNZ
Z [T v [512[3[1| 7| NULOVYRADEK = STEINE &isLO
CSR

Obrazek 4 — CSR metoda ukladant ridkych matic

Poslednim popsanym formatem ukladani Fdkych matic A e M™™ bude format CSC
(Compressed Sparse Column). CSC je opét zalozeny na COO a ukladani do tfi poli, tentokrat
se jednd o ukladani po sloupcich. Pro prvek a;; se uloZi trojice (i, jstqre, V), U t€to trojice i
znadi pozici fadku, v hodnotu na dané pozici a jg:4¢ j€ index ve v kde zaciné j — ty sloupec.
Naptiklad 3.+ Vyjadiuje na jakém indexu v zacina tteti sloupec. Posledni hodnotou ng: 4+ j€
opét nnz a v pripadé nulového sloupce se opét vlozi hodnota nasledujiciho sloupce. Vyhodou

tohoto pfistupu je opét mensi nez u COOQ. [4]

L ) J
RIDKA MATICE — CSC FORMAT 005 0 2
3 00 000

0O 00 0 O

INDEX 0 1 2 3 4 0O 01 7 0

COO SLOUPCOVE

v 3[5[17]2]

5345
i 201 4[4 1 v
v|[3|5|1|7|2|SWOUPECYMATICI1 2 3 4 5
Jsrarr| 0 | 1|11 3/4 5
> i 21114l a1 POSLEDNI CISLO = NNZ
v 3|51, 7|2 NULOVY RADEK = STEJNE CiSLO
csc

Obrazek 3 — CSC metoda ukladani Fidkych matic
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1.4 LU-rozklad

Pomoci LU-rozkladu se daji fesit soustavy linearnich rovnic, vypocitat determinant piipadné
urcit inverzni matici. Oproti ptimé Gaussové eliminaci nabizi LU rozklad vyhodu zejména pfi
opakovaném feSeni soustav s riznymi pravymi stranami, kdy Ize jiz jednou provedeny rozklad
opakovan¢ vyuzit bez nutnosti dalSich vypocti. Na rozdil od piimého vypoctu inverze matice,
ktery je numericky mén¢ stabilni, LU rozklad umoznuje fesit ilohy efektivnéji. Pii vypoctech
determinantli poskytuje LU rozklad rychly vypocCet determinantu diky vlastnostem

trojuhelnikovych matic.

LU-rozklad je zptusob zapisu Ctvercové matice A ve form¢ soucinu dvou ¢tvercovych matic, a

. ; Ljp proi>] . , u;;, proi <j
to L a U. Pro prvky matice L plati 1;; =1 1, proi = a pro prvky matice U plati v;; = { (;’ ’pm ; >_j .
0, proi<j ’

®

[ ]

®

®

[ ]

j—
oo O e
o
o e
e @

A L U

Obrazek 5 — LU-rozklad

Tento rozklad lze dopocitat pomoci takzvanych elementarnich matic, které vychaze;ji
z ekvivalentnich fadkovych tprav soustav linedrnich rovnic. Tyto matice jsou z vétSiny tvofeny
z jednotkové matice, ktera je modifikovana podle urcité ekvivalentni upravy soustavy

linearnich rovnic. [5]
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2 QR rozklad a metody jeho vypoctu

Tato kapitola se bude blize zabyvat QR rozkladem matic. Vyuziji se zde jiz znamé véci
z predeslé kapitoly a nastini se zpasoby, kterymi Ize QR rozklad spocitat. Nez budou rozebrany

metody QR rozkladu, bude nutno blize specifikovat co QR rozklad je.

Necht’ existuje matice A velikosti m x n, pak tato matice Ize rozlozit na souc¢in A = Q - R, kde
Q je matice m X m obsahujici m ortonormalnich sloupcovych vektorti a R je maticem X n,

ktera je v hornim trojuhelnikovém tvaru. [6] [7]

V nasledujicich podkapitolach bude spocitan QR rozklad riznymi metodami. Rozklad lze
spocitat pomoci klasického Grammova-Schmidtova procesu, modifikovaného Grammova-
Schmidtova procesu, Householderovych transformaci a Givensovy rotace. Tyto metody budou
vzdy nejprve predstaveny matematickou formou a nasledné vysvétleny na piiklade.
K naprogramovani jednotlivych metod je v této kapitole uveden algoritmus, ktery bude
demonstrovan na piikladu konkrétni matice. Pro vypolty tykajici se Givensovy rotace a
Householderovy transformace je nutné zminit, Ze soucin ortogondlnich matic je také

ortogonalni matice. [8]

ORTONORNALNI VEKTORY

[ ] [ ] [ ] — [ ] [ ] [ ] L ] . 0 L ] [ ]
e o o - e o o o 0 O .
® [ ] [ ] ® [ ] [ ] ® 0 O O
A Q R
m X n m X m m X n

Obrazek 6 — OR rozklad
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2.1 Klasicky Grammiiv-Schmidtiiv proces

, Klasicky Grammiuv-Schmidtitv proces prevede linearné nezavislou sadu vektorii na

ortonormalni sadu vektorii se stejnym linedrnim obalem. “ [9 str. 29]

a

TP Prave tento vztah 1ze zobecnit jako
1

Necht’ {aj}:;l jsou sloupce matice A, kde plati q; =

_ A= Pk-1
P ra—

= Ty kde po =0 a pey = Yk21a;, ax)q; . Kazdé py_, je projekei ai na

: k-1 Sy . .
podprostor generovany piedchozimi vektory {q j}j—l , proto residualni vektor projekce q'y je
roven vztahu q';, = a; — py—,. Normalizaci q'j je ziskdna mnoZina {q j}7_1, ktera obsahuje

pouze vzajemn¢ ortonormalni vektory. [9]

Klasicky ortogonalizacni proces bude nyni popsdn podrobnéji na piikladu. Necht' existuje

1 1 2 1 1 2
matice A=[0 o0 1|s linedrné nezavislymi vektory a; = [0 Ja, = 0] a a; = |1]. Cilem je najit,
100 1 0 0

. . 1 o k-1 < s
vektory q;1 ; g2 ; g3, které patii do mnoziny navzajem ortonormalnich vektora {q j}j—l . ZacCina

L . o a
se tim, Zze se vezme vektor a,, ze kterého se vytvoii vektor q; dle vzorce g; = ——. Pro

llall
. 1/V2 .
aktudln¢ vybranou matici tento vektor vychéazi ¢, =| o |. Pro vektor g, musi platit, Ze nesmi
1/V2

mit Zadnou slozku ve sméru g4, pokud tato slozka existuje musi byt od n¢j odectena, vzorcem

je to zapsano jako q', = a, — (q} - ay) - q;. Vysledny vektor q’, je kolmy k q,, av$ak jeho

délka neni jednotkova. Po aplikaci vzorce q, = ”2’2” jej jiz lze zatadit do mnoziny {q ]}f_ll
12 =

Pravée popsany vztah lze znazornit i graficky a je zaznamendn na nasledujicim obrazku.

Obrazek 7 — Tvorba vektoru q',
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132
Pro zvoleny piiklad vychazi vektor g, nasledovné q, = l 0

-1/V2

. Poslednim hledanym vektorem

Z mnoziny {q j};l_l je vektor g3, ktery bude nalezen obdobné. Tentokrat je jiz nutné odecist

slozky ve sméru g, i q,. Nejprve je nutné dopocitat vektor q'; podle nasledujiciho vzorce

q's =as;— (q] -a3)  q; — (q} - a3) - q,. Vznikly vektor se znormuje na jednotkovou délku,

¢imz vznika vektor g3 = ”Z%” patiici do mnoziny ortonormdlnich vektorti. Pro aktudlni ptiklad
3
0 ’ o , ] , 1
tedy q; = [1 . Uvedenym zptsobem byly ziskany vektory q; ; g2 ; g3, které jsou ortonormalni’.
0

Postup, kterym byly vektory vytvofeny se nazyva klasicky Grammuv-Schmidtiv

ortogonaliza¢ni proces. Pro tento proces bude neni uveden algoritmus [10]

1. Inicializuj:
a) Q :=m X m nulovd matice
b) R :=m X n nulova matice
c) V := A (kopie matice A)
2. Pro j = 0 do méné nez min{m, n}:

a) Pro k = 0 do méné nez j:

R[k, j] := skalarni souéin qx’ * vj
vy = vy - R[k, j] * ax
b) R[], 3] = ||vjill2

c) Pokud R[j, Jj] < tolerance:
vyhod chybu (nulovy nebo linearné zavisly sloupec)
d) q3:= v5 / R[J, J]
3. Pokud m > n, doplni Q pro j = min{m, n} do méné neZ m:
a) g5 := 1 + abs(i-j)
b) Pro k = 0 do méné nez j:
g5 = q; - (@&’ * q3) * qx
c) g5 :=q; / llasllz
4. Pokud n > m, doplni R pro j = min{m, n} do méné nezZ n:
a) Pro k = 0 do min{m, n}:
R[k, j] := qk® * aj

Algoritmus 1 — QR dekompozice pomoci klasického Grammova-Schmidtova procesu [6] [7]

! Postup lze pouzit i kdyZ se nebude normovat délka na jednotkovy vektor, potom budou vektory navzajem
ortogonalni.
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Algoritmus klasického Grammova-Schmidtova procesu zacind inicializaci nulovych matic Q
(rozmérum X m), R (rozméru m X n) a pomocné matice V, kterd je kopii plivodni matice
A . Algoritmus pokraCuje iteraci pfes sloupce j, kdy pro kazdy sloupec v; se provadi
ortogonalizace vii¢i pfedchozim ortonormalnim vektorim g, ¢imz se zaroven vypliuji prvky
matice R. Jakmile jsou od vektoru v; odeCteny projekce je nutno tento vektor normalizovat na
vektor q;. Pokud pfi vypoCtu normy nastane, Ze norma je piili§ mala je vyhozena chyba. Pokud
by se v tuto chvili algoritmus nepierusil, pokra¢oval by chybné¢. V tuto chvili by algoritmus pro
¢tvercové matice skoncil. Jelikoz do této metody muze pfijit matice obdélnikova, je nutno tuto
skutecnost zahrnout. V ptipad¢€, Ze matice A ma vice fadkl nez sloupci (m > n) je matice
Q doplnéna o vektor q;. Naopak pokud ma matice A vice sloupct nez radki (tedy n > m)
doplni se matice R o chyb¢jici sloupce pomoci skalarnich sou¢inti ptivodnich sloupcti matice

A s vektory q.

Vypocet QR rozkladu pomoci klasického Grammova-Schmidtova algoritmu lze demonstrovat

11 2

na nasledujicim piikladu. Necht existuje matice A=|0 o 1| jejiZ vektory jsou linearné
100

. , 1/V2 1/V2 0 '

nezavislé. Podle postupu z ptedchozi ¢asti vychdziq, =| 0 |,q.=| 0 |ags= H . Matice Q
1/¥2 —1/V2 0

. . 1N2 12 0 _

je vytvorena prave z téchto vektortia jerovna @ = | 0 0o 1|. Matice R bude dopocitana

1N2 —1/42 0

vztahem QT-A=QT-Q-R =R.

N2 0o 12|11 21 [V2 12 V2
R=11/v2 o0 —1/\/2'[0 0 1]= 0 1NZ V2|
0 1 0 1 0o o0 1

Matici A lze vyjadtit pomoci QR rozkladu nasledovné A = QR :

0 1/V2 V2

[1 1 z] l1/x/§ 1/V2
=| o
0 0 1

0
0 0 1 0 1
1N2 —=1/V2 0

I\/E 1/V2 \/1

1 0 0
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2.2 Modifikovany Grammiuv-Schmidtiiv proces

Vypocet pres klasicky Grammuv-Schmidtiv proces je Cislicové nestabilni. Ve vypoctech QR
rozkladu se v redlnych ptipadech objevuji raciondlni a iraciondlni ¢isla, kterd je nutné vzdy
zaokrouhlit. Timto vznikd chyba v nepiesnosti vysledné matice. Chybu Ize casteéné

minimalizovat pravé modifikovanym Grammovym-Schmidtovym procesem. [11]

Modifikovany Grammuv-Schmidtiv proces je varianta klasického Grammova-Schmidtova

procesu s drobnou upravou, ktera je vidét v nasledujicim algoritmu.

1. Inicializuj:

a) Q :=m X m nulovd matice
b) R :=m X n nulovad matice

2. Pro j = 0 do méné nez min{m, n}:
a) R[3, 31 := |lvsll2

b) Pro k = 0 do méné nez j:
R[k, j] := a&® * qj
q; = a3 - R[k, J] * ax

c) R[3, 31 := llajllz
d) Pokud R[], j] < tolerance:
vyhod chybu (nulovy nebo linearné zavisly sloupec)
c) q5:= q; / R[], ]I
3. Pokud m > n, doplin Q pro j = min{m, n} do méné nezZ m:
a) g5 := 1 + abs(i-j)
b) Pro k = 0 do méné nez j:
Q= gy - (@t *ogy) *oge
c) a5 :=q; / |lasllz
4. Pokud n > m, dopli R pro j = min{m, n} do méné nezZ n:
a) Pro k = 0 do min{m, n}:
R[k, 3] := qkT * aj

Algoritmus 2 — QR dekompozice pomoci modifikovaného Grammova-Schmidtova procesu [12] [7]
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Algoritmus modifikované verze za¢ina inicializaci nulovych matic Q (velikostim X m) a R
(velikosti m X n). Pro kazdy sloupec j se vypocitd norma. Od tohoto sloupce se poté
opakovang odecitaji projekce na predchozi ortonormalni vektory g, aby byl ziskan ortogonalni
vektor q;. Tento vektor se pak normalizuje. Pokud ma norma gq; hodnotu mensi nez zvolena
tolerance, algoritmus vyhodi chybu, protoze je dany sloupec nulovy nebo linedrné¢ zavisly.
Pokud nastane moznost, Ze matice je typu m > n je matice Q doplnéna. Pokud se jednd o

variantu n > m doplni se matice R vypoctem skaldrnich souc¢inti ortonormalnich vektort q.

1 1 2
Vypocet modifikovaného algoritmu bude opét demonstrovan na matici A= [0 o 1| Na vstupu
100
. . . 1 1 2 ° . .
jsou linearné nezavislé vektory tedy a; = [0 ;a; = [0 a a; = |1|. Prvni krok zlstava stejny, je tedy
1 0 0

nutné normalizovat vektor a; a tim vzniké g,. Oproti klasické varianté je zména v tom, Ze se
odecita slozka g, jakmile je to mozZné. Pro ostatni vektory musi platit, Ze neobsahuji slozku

vektoru g, musi tedy platit g, = a, — (q7 - a,) - q1)a q's = a3 — (¢} - a3) * q;). Pro zvoleny

1/V2 1/2 1 o 1/V2
priklad vychazi ¢, =| o |,q;= [ 0 [ags=|1 ] Vektor g,’ se normalizuje nagq,=| o |.
1/V2 —-1/2 -1 ~1/V2
Ostatni vektory op&t nesmi obsahovat slozku q, . Plati tedy q"'3 = q'3— (q% " q'3) " q, .
0
V zadaném ptiklad€ vychazi q’; = [1 , C0Z je jiz normalizovany vektor g3. Z ortonormalnich
0
. _ 1N2Z 12 0 .
vektord q1; q,; q3 je vytvofena matice Q =| 0 0o 1| . Matice R bude dopocitana
1/V2 =142 0

stejné jako u predchoziho zplisobu, pomoci vztahu Q7 -A =QT-Q-R =R

Matici A lze vyjadiit pomoci QR rozkladu nasledovné A = QR :

11 21 (12 N2 o] V2 12 V2
[0 0 1]= 0 0 110 12 V2
1 ool Jinvz -1/v2 of o o 1
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2.3 Householderovy transformace

., Householderova transformace je linearni transformace, ktera zrcadli vektor a, pres

ortogonalni doplnék u”, pro nékteré specifikované u*“ [9 str. 33]

Householderova transformace (Q,) lze zapsat i maticové, pomoci vzorce Q; =1 — 2 - u-u’.
Pro transformaci plati Q;" - Q; = I, proto lze ¥ict, Zze jsou Householderovy transformace

ortonormalni.

Pro demonstraci bude pouzit podprostor dimenze 1 (piimku) a vektor kolmy k tomuto
podprostoru s délkou 1 (vektor u, ktery ma jednotkovou velikost). Vektor u se vynasobi
skaldrem vektorti u” - a,, tim vznik4 projekce vektoru a; do vektoru u, nazvana u’ - a; - u.
Vynasobi-li se tento vektor (-1) vznika vektor —(u” - a; - u), ktery je v opaéném sméru nez
vektor u. Pokud je tento vektor dan dvakrat za sebe, zjisti se koncovy bod zrcadleného vektoru

a';. Pravé popsané vztahy jsou zaznamenany na nasledujicim obrazku.

Obrazek 8 — Householderova transformace — 1.¢ast
Z popisu vyplyva, ze vektor a’y je vyjadfen jako a’y = a; — 2-u’ - a; - u. Tento vztah lze
piepsat pomoci matic jako a’; = (I —2-u-uf)-a, . Vzorec I —2-u-u’ se nazyva

Householderova transformace.
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Jak jiz ze vzorce vyplyva, tak pro vypocet je nutné znat normalizovany vektor u. Pokud jsou
znamy vektory a, a a’y lze dopocitat vektor u pomoci vektoru v = a; — a’;. Vektor v sta¢i
pouze normovat a vychazi u = v/||v||. Nyni tedy sta¢i vhodné zvolit a’;, tak aby bylo mozné
dopocitat vektor u. Vektor a’; bude zvolen jako k-nasobek jednotkového bazového vektoru
(oznalen jako e). Vzorcem tuto skutecnost Ize vyjadfit jako a’; = k - ey. Jelikoz je ||ey|| = 1,

plati |k| = ||a,||. Tyto vztahy jsou zobrazeny na nasledujicim obrazku. [13]

EIFIZJ{'

Obrazek 9 — Householderova transformace — 2.cast

Plati tedy v = a; —a'y = a; — k - e,. Tento vzorec lze rozepsat vektorové jako (vyuZije se
ap  [llall
a . . v I3 ,
vztahu |k| = ||laq|]) v = [ f] - 9 . Znaménko + se objevuje, protoze v prostoru realnych
a
n 0

¢isel je moznost podprostor pro zrcadleni umistit dvéma zptsoby. Z divodu numerické stability
se znaménko voli jako —sign(a;;). Pokud nastane pifipad a,; = 0, poté se voli kladné
znaménko. Vzorec lze prepsat na v = a; — (—sign(ay 1) * lla;ll - ep). Nyni z vektoru v bude
vypoc¢itan vektor u jako u = v/||v||. JelikoZ je jiz mozné spocitat vektor u, lze jej dosadit do

vzorce pro Householderovu transformaci, ¢imz vyjde Householderova matice Q. [13]

Pravé popsana transformace lze vyuzit pro vypocet QR rozkladu matice. U Grammova-
Schmidtova procesu se pomoci série transformaci uloZzenych v matici R ortonormalizovala
matice A. Pti pouziti Householderovy transformace je to opacné, pomoci série ortonormélnich
transformaci triangulizuje matici R. Algoritmus, kterym je toho docileno je popsan na

nasledujici strané. [9]
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1. Inicializuj:

a) Q := m X m jednotkova matice
b) R := A (kopie matice A)
2. Pro j = 0 do méné nez min{m, n}:
a) v := podvektor sloupce R[j:m, j]

b) v[0] := v[0] —-( -sign(R[]j, J1) * |IvlIz2)
c) v :=v / ||v]lz
d) Pro k = j do méné nez n:
w =2 * (v * R[j:m, k])
R[j:m, k] := R[jim, k] - v * w
e) Pro i = 0 do méné nez m
w =2 * (Q[i, j:m] * v)

Q[il Jm] = (Q[ll Jm] -w * v

Algoritmus 3 - QR dekompozice pomoci Householderovy transformace [9], [13]

Algoritmus zacind inicializaci matice Q, které je jednotkova a rozméru m X m a matice R,
ktera je kopii matice A. Pokracuje se iteraci pres sloupce, kdy pti kazdé iteraci je algoritmus
zaméfen na vektor v. Tento vektor je tvofen z matice R od indexu j do m. Prvky vektoru
v budou upraveny podle prvniho prvku ve sloupci, znaménka prvku R[j, j] a normy tohoto
vektoru. Nové vznikly vektor bude pouZit pravé pro Householderovu transformaci, kterd je

provadéna na maticich R a Q v bodech 2d) a 2e).

Pti Gpravé matice R je provadéna Householderova transformace sloupct i fadkt od indexu j
dale. Pro kazdy sloupec k se spocita skalarni nasobek w, ktery odpovida projekci sloupce R na
vektor v. Tento skalar se poté pouzije pro aktualizaci sloupce v R odectenim Casti v X w ¢imz
se vynuluji prvky ve sloupci j. Stejnd Householderova transformace se aplikuje 1 na matici Q
zleva, tedy na jeji fadky. Pro kazdy fadek i se opét vypocita skalar w coZ je projekce Q na
vektor v. Segment v matici Q se upravi odeétenim w X v’ . Touto Gipravou se matice Q

udrzuje ortogonalni.
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Pti aktualizacich matic Q a R lze konstruovat elementarni Householderovy matice Q; podle
popsaného zpiisobu. Tento pfistup ale vyzaduje vétsi vypocetni narocnost nez piima aplikace
na matice R a Q. Po ukonc¢eni vSech operaci je matice Q ortogonalni s ortonormalnimi sloupci

a matice R je horni trojahelnikova.

Postup konstrukce QR rozkladu pomoci elementarnich Householderovych matic bude popsan
na nasledujicim piikladu. Obecné Ize konstatovat, ze matici R lze ziskat pomoci roznasobeni
Householderovych matic, tedy podle vztahu Q, - Q,,—1 - .....- Q1 A = R. Matice Q je poté

ziskana pomoci vzorce [~ Q;" = Q kde pro jednotlivé elementarni Householderovy matice

1 . -
Q; plati vztah Q;,1 = [0 gi], ktery je pouzit pti vypoctech.

1 -1 4
Postup vypoctu QR rozkladu bude demonstrovan matici A = % 2 _22‘ Kde bude zvolen
1 -1 0
1 1
vektor a; jako a; = [% a k nému piislusny jednotkovy vektor e, = 8 . Pomoci téchto dvou
1 0

vektorii se dopocita vektor v podle vzorce v = a; — (—sign(ay1) - llall - o). Pro zvoleny

1 3 3/\/ﬁ]
ol ]~ |1
0 1

. Normalizaci v vznika u = .
Vv
Vektor u bude pouzit pro vypocet Householderovy matice pomoci vzorce Q; =1 — 2-u - u’.

ptiklad vychazi v =

1
1
1
1

- <—sign(1) V12 +12+124+12-

1/V12

Matice vychazi nasledovné:

100 0 312 172 —1/2 -1/2 -1/2
1/V12 -1/2 5/6 -1/6 -1/6

Ql:lg 0 1 8]_2' 1;x/ﬁ'[3/m T N Tl = |2y, i 5//6 —1//6
000 1 T2 ~1/2 -1/6 -1/6 5/6

Matice v hornim trojuhelnikovém tvaru postupné vznika pomoci vzorce A" = Q; - A.

-1/2 5/6 -1/6 -1/6| |1 0 10/3 —4
-1/2 -1/6 5/6 —1/6 | |1 0 10/3 0
-1/2 -1/6 -1/6 5/61 11 0 -5/3 -2

“1/2 —1/2 ~1/2 -1/2] (1 -1 44 [-2 -3 -2
. 4 —2|_
AT = I 4 2 \ ‘I

1 0

Takto vypocitana matice bude nyni zredukovana na matici 3 x 2 tak, Ze se odstrani prvni fadek

10/3 —4
1 sloupec. Matice A" se tedy aktualizuje pro dalsi iteraci na 4'=[10/3 0 ] Zptsob vypoctu se
-5/3 -2

10/3 1
nyni opakuje, zvoli se a'; = [10/3] ae = H. Nyni se dopo¢ita potiebny vektor v’ pomoci vzorce
-5/3 0
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25/3

v' =a'y — (—sign(a'y 1) - lla’s]l - e1), ten vychazi jako v' = [10/3 , tento vektor se normuje na

-5/3
5/v/30 -2/3 -=2/3 1/3
2/v30 |. Householderova matice Q, vychazi @, = [—2/3 11/15 2/15 ] Dalsi ¢ast horni
~1/V30 1/3  2/15 14/15

trojuhelnikové matice je dopocitana podle vzorce A" = Q, - A’, kde A" je matice doplnéna na

jednotkovou matici.

A"=1o —2/3 1115 2/15 10/3 0 0o 0 12/5

1 0 -3 =21 [-2 -3 -2

0 —2/3 —2/3 1/3‘ lo 10/3 —4‘_[0 -5 2
0 =

o 1/3 2/15 14/15] o -5/3 —2 0 0 -16/5

Matice A“ bude zredukovana na matici 2 X 1, tedy na 4” = _1126/;5] Definuji se potfebné vektory
12/5 t vekt a'. — (—si " . ” " ” ]
"= _16/5) @ €2 = 0] a pouZiji se na vypocet vektoru v"’ 1— (=sign(a11) - lla”1l - ez).
Ze vzorce vyplyva, ze pro zvoleny piiklad vyjde vektor v" nésledovné v” = _312 6/}55] .
Normovanim vektoru v vychazi v = [ 215 ] Elementarni Householderova matice Q5 vychazi
-3/5 4/5 T . . . s "o_ "
Qs = [ 45 3 /5]. V tuto chvili je nutné aktualizovat matici R vzorcem A" = Q3 - A".
10 0 012 -3 -2 -2 -3 -2
A= 0 1 0 010 -5 2 10 -5 2
=lo o -3/5 450 o 12/5|=|0 o -4
o o 4/5 3/5/ o o -16/5 0 0 0

Proces je nyni ukoncen, protoze iterace probé¢hla pies veskeré sloupce a byla ziskdna horni

trojihelnikovd matice. Matice Q je ziskdana soucinem transponovanych Householderovych

matic, tedy Q = Q;” - Q,7 - ... Q,,".

-1/2 -1/2 -1/2 -1/21 11 0 00 1.0 o0 0 -1/2 1/2 -1/2 -1/2
-1/2 5/6 —1/6 -1/6[ |0 -2/3 =2/3 1/3 [10 1 0 o|_|-1/2 -1/2 1/2 -1/2
-1/2 -1/6 5/6 —1/6 0 -2/3 11/15 2/15| |0 0o —3/5 4/5|  |-1/2 -1/2 -1/2 1/2
-1/2 -1/6 -1/6 5/6 o 1/3 2/15 14/15] [0 0 4/5 3/5 -1/2  1/2 1/2 1/2

Timto byl zjistén vysledny QR rozklad pro zadany ptiklad:
1 -1 4 -1/2 1/2 -1/2 -1/2
1 4 =2|_|-12 -12 172 -12
1 4 2|7 |-12 -1/2 172 12
-1/2 1/2  1/2 1/2

-2 -3 =2
o -5 2
0 0 -4

0 0 0

29



2.4 Givensovy rotace

,,Obecna Givensova matice G(i, j, ©) reprezentuje ortonormalni transformaci, ktera rotuje

rovinu urcenou vektory e; a ej o © radidnd” [9 str. 38]

I 0 00 0
. . 0 ¢ 0 s 0 , . .. v o
Matice je ve tvaru 6(,j,8)=|0 o I o o0} Jedna se o jednotkovou matici, kromé prvki na
0 -s 0 ¢ 0
lo o o o
mistechgii =, 'gU =S, gjl = -5, g” =C.

Pravé zminéna Givensova rotace lze pouzit pro vypocet QR rozkladu matice. Zpusob, pomoci

kterého je postupné tvoiena matice R je popsan v nasledujici ¢asti.

Pro matici A(aq, a,, ... ... ,ay) musi platit, ze pfi pouziti rotace G; bude ||a,|| = ||a’;]|, aby

vznikla pod diagonéalou nula. Tento vztah lze vyjadfit:

[411] Vaty +ay
az1 0
a = a?l - G - ady= azy
L] s
c N
. . -s C ;7
Pro tuto transformaci bude volena matice 6, = 1 . |- Zevzorce Gy -a; = a’; vyplyva
1

a1

C = 77—
vazii+a?yy

nula. Pro vynulovani celého sloupce je nutno (n — 1) Givensovych rotaci. Pro transformaci

a e v s r . A4 .
as= \/2;% . Pfi pouziti jedné Givensovy rotace se vytvoii pouze jedna
a®11+ta%z;

matice na trojithelnikovy tvar bude zapotiebi Y. 4= k Givensovych rotaci. [14]

Algoritmus, ktery je aplikovan na matici A a vyuziva Givensovy rotace pii tvorbé QR rozkladu
je zminén na dalsi strané. Tento algoritmus opét triangulizuje matici R ¢imZ je podobny

Householderové transformaci
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1. Inicializuj:

a) Q := m Xm jednotkova matice
b) R :=2A
2. Pro j = 0 do méné nez n:

a) Pro i = j + 1 do méné nezZ m:
a := R[], jI
b := R[i, j]
Pokud sqgrt(a? + b2?) = 0, pokrac¢uj na dalsi i
c := a / sqgrt(a? + b?)
s := b / sqgrt(a? + b?)
Pro k = j do méné nez n:
tl := R[j, k]; t2 := R[i, k]
R[j, k] :=c * tl + s * t2
R[i, k] := -s * t1 + c * t2
Pro k = 0 do méné neZ m
tl = Q[r, jl; t2 := Q[r, i]
Q[r, j] = c * t1 + s * t2
Q[r, i] = -s * t1 + c * t2
Algoritmus 4 — QR dekompozice pomoci Givensovy rotace [9]
matice R, kterd je rovna vstupni matici A. Algoritmus prochazi sloupce matice a pro kazdy
z nich se aplikuje rotace pro dvojici fadkid j a i kde i > j ¢imz se vynuluje prvek R[i,]].
Koeficienty Givensovy rotace ¢ a s ( (kosinus a sinus otoceni) se spoc€itaji na zakladé¢ hodnot

a = RJ[j,jlab = R[i,j]. Prvek R[i, j] bude po rotaci roven nule.

Vypocitané koeficienty budou vyuzZity k aktualizaci matice R a Q. Alternativni zpisob je
sestavit matici G a tu aplikovat na matice Q a R. Tyto matice provadi otoc¢eni v dané roviné a
maji za nasledek, ze prvek r;; bude vynulovan. Matice G se aplikuje zleva na R a
transponované zprava na . Pro ziskani QR rozkladu budou v ptikladu vyuzity nasledujici
vzorce GT -G 1" ... ... -GT *A=R a pomoci soucinu A =G, G, " ..... - G, * R bude

dopo¢itano Q, tedy [1r=1 G, = Q. [7]
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0 -1 1
Postup vypoctu QR rozkladu bude demonstrovan na nésledujici matici 4 = I4 2 0].
3 4 0

a

: : . r _ a1 — 21 £
Nejprve je nutné dopocitat hodnoty ¢ = Nrcrrow as Nrcmrrov Pro zvoleny piiklad

10
vychéazeji c = 0 as = 1. Givensova matice GT;bude nasledujici ¢T, = [—1 0 o] Tato matice

0 0 1
, .. .. T , ) , o 4 2 0
nyni bude pouzita v sou¢inu G'; -+ A = A'. Matice A’ vychézi jako [0 -1 1|
3 4 0
Pro Givensovu matici GT, bude nutné opdt dopoditat ¢ = ——2——a s = —=2— které
va?ii+a?s; Vva?ii+ta?sg
4 3 . 4/5 0 3/5
vychézi nasledné ¢ == as = =. Matice GT, buderovna| 0 1 0 ] Nyni se opét dopocita
5 5 -3/5 0 4/5
5 4 0
. . a
matice A” = GT,-A’, kterd vyjde |0 1 -1|. Vy¢isli se hodnota ¢ = == a také
274 el LY Vet tats,
a 1 2 .
hodnota s = == které pro zvoleny piiklad vychazi c = = a s = —= . Givensova
a222+a232 ’ p y p y \/g \/g
1 0 0
rotaéni matice vyjde nasledujici 67y = [0 1/V5  2/V5| Poslednim krokem je dopo¢itani matice
0 —=2/\/5 1/45

A" = GT5- A", ktera je jiz v hornim trojuhelnikovém tvaru, proto ji lze oznacit jako R. Tato

5 4 0
matice R bude rovna |0 5/v5 —1/V5| . JelikoZ je znama matice R, lze dopocitat dle vzorce
0 0 2/5

matici Q nutnou pro QR rozklad a to vzorcem [[;—; G, = Q. V ptikladé vychazi takto:

0 -1 07 [4/5 0 -3/51 L O 0 o —Vs/5 (2v/5)/5
Q- [1 0 0][ 0 1 0 ][O N5 =2Vs[ = a5 (-evE)2s (-3vS)/2s|.
o o 11355 0o 450 lo 21/5 1//5 3/5 (8\/3)/25 (4\/3)/25

Celkovy QR rozklad matice A 1ze vyjadrit nasledovné:

0 -1 1 0 —V5/5 (2V5)/5 1[5 4 0
4 2 o]= 4/5 (-6V5)/25 (-3vV5)/25 -lo 5/V5 —1/\/§]
34 00 I35 (8v5)j25 (avB)2s| 10 0 2/5
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3 Tvorba aplikace

Cilem praktické Casti prace je vytvorit aplikaci umoziujici provadét QR rozklad pomoci
jednotlivych metod QR rozkladu v jednotlivych formétech matic a porovnat vysledky ¢asové a
pamét'ové slozitosti aplikace. Pii programovani byla zvolena konzolova aplikace v C++. Pied
samotnym programovanim aplikace bylo nutné urcit funk¢ni a nefunkéni pozadavky. Jakmile
programovani zapocalo vznikala soubézné i programatorska prirucka, kterd je uvedena v praci.
Pro ptivétivé ovladani aplikace byla vytvotena uzivatelské ptirucka, podle které si mize ctenaft
aplikaci vyzkouSet. Béhem programovani aplikace byly vytvofeny i unit testy pro ovéieni
spravnosti QR rozkladu jako separatni projekt. Na zavér bylo nutné porovnat Casovou a
pamétovou slozitost aplikace. Toho bylo docileno formou asymptotické slozitosti jednotlivych

metod a konkrétnim méfenim na maticich. Pravé popsané ¢asti budou nyni podrobnéji popsany.
3.1 Funkéni a nefunkéni pozadavky aplikace
Pti tvorbé aplikace je dilezité zjistit kladené poZadavky na danou aplikaci, tyto pozadavky jsou

rozdeleny na funkéni (popisujici funkénost aplikace) a nefunkéni (popisujici, jak ma aplikace

fungovat). Tyto pozadavky byly zaznamenany do nasledujici tabulky.

Tabulka 3 — Funkcni a nefunkcni pozadavky na aplikaci

FUNKCNI POZADAVKY NEFUNKCNI POZADAVKY
Aplikace bude umoziovat zadani vlastni matice Aplikace bude vyuzivat jazyk C++
Aplikace bude umoznovat naéist matici ze souboru Aplikace bude mit rozhrani typu CLI

Aplikace bude umoziovat ulozit matici ve

, , Aplikace bude testovana pomoci Google Tests
zvoleném formatu

Aplikace bude umoznovat provést QR rozklad

pomoci zvolené metody Aplikace bude mit programatorskou ptirucku

Aplikace bude umoziovat ulozeni vysledka Aplikace bude mit uzivatelskou ptirucku

Aplikace bude zobrazovat vysledek vypoctu Aplikace bude interaktivni

Aplikace bude zobrazovat odchylku vypocta

Aplikace bude méfit Cas a pamét’ vypoctu
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3.2 Uzivatelska prirucka aplikace

Aplikaci lze spustit dvéma zplisoby a normalnim zpusobem, pfipadné s argumenty piikazového
fadku. Pfi spusSténi s argumenty umoziiuje vyhodnoceni casové a pamétové ndrocnosti
zadan¢ho souboru. Jaké argumenty a v jakém pofadi je nutné je zadat je uvedeno na

nasledujicim obrazku.

Command S(TargetPath)

Working Directory S(ProjectDir)

Attach Mo

Debugger Type Auto

Environment

Merge Envircnment Yes

SCL Debugging Mo

Amp Default Accelerator WARP software accelerator

Obrazek 10 — Argumenty prikazového radku
Prvnim argumentem je nazev souboru matice, tato matice musi byt v pozadovaném forméatu
umisténa do slozky Input v projektu QR_Decomposition_Runner. Druhym argumentem je
format matice a tfetim je metoda QR rozkladu. Tento zplsob spousténi bude pouzit pro

vyhodnoceni pamét'ové a Casové sloZitosti.

Uzivatel pravdépodobné bude chtit spustit interaktivni aplikaci. Toho docili pouhym kliknutim

na tlacitko Play ve Visual Studiu. Po spusténi je zobrazeno hlavni menu jako na obrazku.

» MNacist matici «

s' pro vyber, Enter pro potvrzeni.

Obrazek 11 — Hlavni menu aplikace OR rozkladu

34



Uzivatel nyni mtze zvolit pomoci klaves W a S pozadovanou moznost a pomoci klavesy Enter
ji potvrdit. V aplikaci jsou i jiz pfeddefinované matice, které lze pouze otestovat na vybrané
metodé. Pokud bude chtit uzivatel nacist matici je nutné ji umistit do slozky Input v daném
projektu. Soubor matice musi byt v testovém soboru ve formatu zobrazenym na nasledujicim

obrazku.

44 39 3
4 3 25 2
4 28 26

Obrazek 12 — Format matic pro zadani do aplikace

Fil
3

Jakmile je vybrdna matice, na které bude QR rozklad testovdn vybehne nabidka, ve které
uzivatel zvoli, zda chce pfi vypoctech eliminovat malé hodnoty, toto nastaveni je dulezité
hlavné u fidkych matic, protoze ovliviiuje pocet ulozenych prvkli béhem vypocti. Dalsim
dalezitym krokem je volba formatu uloZeni matice, podporované forméty jsou zobrazeny na

nasledujicim obrazku.

CO0
COo0

» Ridka
Ridka CSC

Pouzijte 'w’

Obrazek 13 — Podporované formaty uloZent
Po volbé formatu matice je nutné zvolit metodu vypoctu QR rozkladu, na vybér jsou metody
Grammova-Schmidtova metoda v klasické a modelované verzi, Householderova transformace
a Givensova rotace. Jakmile uzivatel zvoli metodu je nejprve zobrazena zvolend matice ve

zvoleném formatu.
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Given
Gr hmidt
Modified Gram-Schmidt

Pouzijte 'w' a 's' pro er, Enter pro potwrzeni.

QR metoda: Householder

Obrazek 15 — Podporované metody OR rozkladu
Poté je uveden QR rozklad matice vypocitany podle zvolené¢ metody QR rozkladu a uveden ve

stejném formatu jako zvolena matice. Spravnost vypoctu je oveéiena roznasobenim matice Q a

R a uvedenim daného vysledku, ktery se shoduje s ptivodni matici.

Obrdzek 14 — Zobrazeni vysledkii OR rozkladu
Pro uréeni spolehlivosti vypoétu byla zavedena kontrola ortogonality ve formé Q - QT = 1I.
Vychazi-li jednotkova matice je vypocet spravny. Pro ovétfeni presnosti vypoctu je uvedena i
Frobeniova norma chyby ortogonality matice Q, ktera je poéitana z nulové matice (I — Q - QT)
a to jako odmocnina souctu ¢tvercii vSech jejich prvki.

arse matri;

r
1
indices: @
indptr: 5

{ T T )

T = Q--l— £ Q-

Sparse matri:
values:

indices:

indptr: 8 6 8 5

Frobeniova norma chyby: 6.

Obrazek 16 — Oveéreni vysledkii vypoctu
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3.3 Programatorska prirucka aplikace

Ptedtim, nez bude popsana Casova a prostorova slozitost jednotlivych QR algoritmu je vhodné
se seznamit se strukturou projektu. Projekt je uspotfadan do tfi filtri s ndzvy Matrix, QR a Ul.
Jako je vidét na obrazku nize. VéEtSina ze soubort obsahuje 1 hlavickové soubory, které jsou
strukturovany do stejné hierarchie. V této podkapitole bude nyni uveden struc¢ny popis

jednotlivych ¢asti projektu.

4 [T Header Files 4 [E? Source Files

4 [ Matrix 4 [ Matrix
b [} SparseMatrix b [ SparseMatrix
b [ Matrix.h b *4 MatrixFactory.cpp
b [ MatrixFactory.h b+ Matrixinput.cpp
b [B) MatrixFormat.h b . MatrixSaver.cpp
b [ Matrixinput.h 4« QR
b [R) MatrixSaver.h b [EF QR_Method

4 BB QR b "+ QR_Handler.cpp
b [EF QR_Methods b+, QR_Validator.cpp
p [B) QR_Decomposition.h 4 U
b [B) QR_Handler.h b *4 Menu.cpp
b [0 QR_MethodType.h b *4 UlUtils.cpp
b [® QR_Validator.h b+, App.cpp

« BB
b [ Menuh
b [B Ulttils.h

Obrazek 17 — Struktura projektu

vvvvvv

kterém se nachazi podfiltr SparseMatrix, ten obsahuje tfidy jednotlivych forméatt matic. Déle
je ve filtru Matrix tfida MatrixFactory jejiz uUkolem je vytvafet jednotlivé
matice. MatrixInput tfida zajistuje zadavani a vyber matic pro vypocet a MatrixSaver je
odpovédny za ukladani matic do .txt. Dale je v projektu filtr QR ve kterém je podfiltr
QR_Methods obsahujici jednotlivé algoritmy QR rozkladu. Kromé& toho se ve filtru QR
nachazi tfida QR_Handler, kterd je zodpovédna za volbu metody QR rozkladu a zpracovani
vysledkl. Posledni tfidou ve filtru QR je QR_Validator, jehoz tkolem je ovéfit, zda jsou
vysledky spravné, jeho vyuziti je pievazné v testech. Poslednim filtrem projektu je Ul ve
kterém je tfida Menu zajiStujici vybérové menu a tiida UIUtils, ktera je zodpoveédna za vypis

do konzole. Zakladnim pilifem projektu je main, ktery se nachazi ve tfidé App.cpp.
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3.3.1 Filtr Matrix

Tento filtr obsahuje tfidy tykajici se formati fidkych matic ty jsou rozdéleny do podfiltrii. V této

¢asti budou zde popsany hlavickové a zdrojové soubory soucasng.

38

Hlavi¢kovy soubor Matrix. h

Jednd se o abstraktni zdkladni tfidu, kterd definuje rozhrani pro praci s maticemi
libovolného formatu. Uchovava pocet fadki a sloupcii a poskytuje virtudlni metody pro
pristup k jednotlivym prvkiim, nastaveni hodnot, transpozici, nasobeni matic, vypis dat a
klonovani. Zahrnuje také metody pro aplikaci Givensovych a Householderovych
transformaci, ziskani prvkt z fadku nebo sloupce a vytvotreni Householderova vektoru.

Tato tfida obsahuje statickou hodnotu epsilon udavajici toleranci pfi vypoctech.
Hlavi¢kovy soubor MatrixFormat. h

Tento hlavickovy soubor obsahuje vyctova typ, ktery specifikuje konkrétni zptisob ulozeni
dat v paméti. Jedna se o fidké formaty jako COO, CSR a CSC. Tento vyctovy typ slouzi k

jednotné identifikaci struktury a formatu matice v programu.
Podfiltr SparseMatrix

Tento podfiltr obsahuje tfidy reprezentujici jednotlivé formaty matic, konkrétné¢ se jedna o
ttidy SparseMatrixCOOColumnMajor, SparseMatrixCOORowMajor, SparseMatrixCSC a
SparseMatrixCSR. V jednotlivych tfidach jsou vZzdy metody umoZiiujici ¢teni, klonovani,
transpozici, nasobeni a aplikace Givensovych rotaci a Householderovych transformaci. Ke
kazdé z téchto tfid existuje 1 hlavickovy soubor. Stejné tak existuje i hlavickovy soubor pro

SparseMatrix.
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MatrixInput. h a MatrixInput. cpp

MatrixInput poskytuje statické metody pro nacitani matic. Uzivatel ma moznost ziskat
matici n¢kolika zptsoby. Jedna se o vybér preddefinované matice, ruéni zadani matice,
nacteni matice ze souboru, porovnani QR metod na matici a zméfeni ¢asu a paméti na
matici. Pokud je zvolena metoda nacteni ze souboru je nutné umistit danou matici
v pozadovaném formatu do slozky Input. Pozadovanym formatem je textovy soubor,
ktery ma rfadky matice separatn¢ na radcich a sloupce jsou oddélené mezerou. Takovato

matice je poté zpracovana.
MatrixFactory.h a MatrixFactory.cpp

Tato tiida slouzi pro vytvareni jednotlivych matic v zavislosti na specifikovaném formatu.
Obsahuje metodu createAndFill, ktera vytvoii matici v ur¢itém formatu a naplni ji prvky.
Krom¢ této metody je zde metoda createldentityMatrix slouzici pro vytvoieni
jednotkové matice danych rozmérii se zadanym formatem. Posledni metodou je

createZeroMatrix, jenZ vytvaii nulovou matici.
MatrixSaver.h a MatrixSaver. cpp

Ttida MatrixSaver je urcend pro ukladani matic do souboru. Hlavnim tc¢elem této tfidy
je zajisténi interakce s uzivatelem tykajici se ulozeni matic do textovych souborti. Cilem
metody askToSavelnputMatrix je zjistit, zda uzivatel chce zadanou matici ulozit. Pokud
ano bude tato matice uloZena do slozky Input a nasledné je ji mozné nacist. Podobny cil
ma 1 metoda askToSaveMatrices jejiz cilem je zjistit, zda uZivatel mé zéjem o uloZeny
vysledku QR rozkladu do souboru. Tyto soubory budou uloZeny do slozky Output.
Samotné ukladani jednotlivych matic je realizovano metodami savelnputMatrixToFile

a saveMatrixToFile, které zapisuji odpovidajici matici do souboru.



3.3.2 Filtr QR

Tento filtr obsahuje tfidy souvisejici s vypoctem QR rozkladu a jeho validace. Filtr se opét

nachazi jak u hlavickovych soubort, tak u zdrojovych. Tyto soubory budou popsany soucasné.
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Hlavi¢kovy soubor QR_Decomposition. h

Tato abstraktni tfida slouzi pro reprezentaci QR rozkladu matice. Obsahuje tii metody Cisté
virtudlni metody compute, getQ a getR. Tato tfida je vyuZzita jako rozhrani pro rizné

konkrétni implementace QR rozkladu.
Hlavi¢kovy soubor QR_MethodType.h

Tento soubor obsahuje vycCtovy typ, ktery ma ctyti hodnoty: Givens, Householder,
GramSchmidt a ModifiedGramSchmidt

QR_Handler.h a QR_Handler.cpp

QR_Handler slouZi jako statickd tfida pro zpracovani QR rozkladu matice. Obsahuje
metodu performQR, kterd vybira patfi€ny algoritmus QR rozkladu na zakladé vyctového
typu QR_MethodTyp , metodu handleQRResult , kterd zpracovava vysledky QR
rozkladu, konkrétn¢€ vypisuje jednotlivé matice a urcuje chybu vypoctu. Krom¢ téchto

metod jsou zde i metody pro porovnéani ¢asové a pamét'ove slozitosti.
Podfiltr QR_Methods

Tento filtr obsahuje jednotlivé metody QR rozkladu. Jedna se o tfidy QR GramSchmidt,
QR_ModifiedGramSchmidt, QR _Householder, QR _Givens. Kazda z téchto tfid obsahuje

1 hlavickovy soubor.
QR_Validator.h a QR _Validator. cpp

Ttida QR_Validator obsahuje metody pro ovéfovani vlastnosti a spravnosti QR rozkladu
matice. Metoda reconstructProduct slouzi k rekonstrukci pivodni matice pomoci
sou¢inu matic Q a R. Metoda computeQtQ vypoé&ita soucin QT - Q, ktery by mél v
idealnim piipadé odpovidat jednotkové matici. Metoda computeOrthogonalityError
vraci matici I — Q" - Q a zaroven vypo&itd Frobeniovu normu této chyby. Funkce
isUpperTriangular kontroluje, zda je matice R horni trojihelnikova v rdmci zadané
tolerance. Posledni metoda, hasDependentColumns, ovéiuje, zda ma matice A linearné

zavislé sloupce, opét na zaklad¢é dané tolerance.



3.3.3 Filtr UI

Ve filtru Ul jsou veskeré¢ tiidy tykajici se uzivatelského rozhrani. Tento filtr je opét jak

v hlavickovych souborech, tak ve zdrojovych proto bude popsan soucasng.

UlUtils.h a UlUtils. cpp

Ttida UlUtils slouzi pro vizualni prezentaci matic pro uzivatelského rozhrani. Obsahuje
definice barev, metodu pro vycisténi konzolové aplikace a vykresleni zahlavi. Dale
obsahuje metodu pro zarovnani textu na stfed, formatovani desetinnych c¢isel bez
zbytec¢nych nul a vypocet §itky sloupcii pro konzistentni zobrazeni matice. Kromé¢ toho je
zde metoda printMatrixPreview slouzici k ndhledu matice pfi vybéru. Déle je zde
metoda printMatrixInputInstructions, kterd uzivateli ukazuje, jakym zplisobem ma

spravn¢ zadat matici pro tfidu MatrixInput.

Menu.h a Menu. cpp

Tato tfida obsahuje metody pro zobrazovani vybérovych nabidek v aplikaci. Metoda
showlInternal slouzi pro vykresleni nabidku moznosti a umoziiuje pohyb pomoci klaves
'w' a 's', zobrazi nihled vybrané moznosti. Metody show a showWithPreview volaji
showlInternal kde se voli, zda bude nabidka v konzoli zobrazena s nahledem matice nebo
bez né€j. Metoda selectMatrix slouzi k vyberu vstupni matice. Nachazi se zde i metoda,

ktera fesi zpracovani piikazl z ptikazového fadku.

3.3.4 Trida App.cpp

Tato tfida je mainem celé aplikace. Ve tfid¢ se nejprve zvoli, jakym zplisobem bude matice

nactena, poté v jakém formatu a jakou metodou QR rozkladu bude zpracovéana. Po volbé

algoritmu bude vyvolana nabidka, zda chce uZivatel béhem eliminovat velmi malé hodnoty

(tedy hodnoty mensi nez le-12). Vybrana matice je pak zobrazena a podle zvoleného formatu

vytvofena pomoci navrhového vzoru Factory. Pokud je matice mensi, nez 50x50 bude

zobrazena v konzoli. Nakonec se provede QR rozklad pomoci zvolené metody. Cely tento

proces probiha interaktivné skrze textové menu.
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3.4 Testovani vypocta aplikace

Pii programovani projektu bylo nutné provadét jednotkové testy pro ovéfeni vypocti a
spravnosti. Testovani bylo provedeno pomoci parametrickych unit test pomoci GoogleTests.
Testy bylo nutné do projektu nejprve integrovat formou vytvoteni nového projektu v daném
feSeni. Tento projekt slouzi jako ovefeni funkcnosti piedeslé aplikace. V této ¢asti bude nyni
rozebrano, jaké testy pii tvorbé aplikace byly vytvoteny. JelikoZ se jedna o parametrické testy
je v projektu moznost otestovat spravnost vypoctu i na urcené matici. Pro pochopeni, jakym
zpusobem je projekt tvofen je nutné nyni stru¢né popsat funkcionalitu jednotlivych tiid.

Struktura tohoto projektu je zaznamenana na nasledujicim obrazku.

4 7 HeaderFiles 4 [I7 Source Files
b [H] MatrixFormatTests.h 4 EF Init
b [W] MatrixTestParam.h b T+ MatrixTestParam.cpp
[ QR_DecompesitionAlgorithmTests.h b Ty ParameterizedTestsSetup.cpp

bt AppTests.cpp
Pt MatrixFormatTests.cpp
b . OR_DecompositionAlgorithmTests.cpp

Obrazek 18 — Struktura projektu s testy

Ve zdrojovych souborech se nachdzi pouze jeden filtr s ndzvem Init. V tomto filtru jsou
nastaveni tykajici se testil véetné konkrétnich matic pro testovani. Pro testovani byly pouzity
rizné typy matic a pro ovéteni, ze je vypocet spravny bylo pouzito mnoho metod ze tfidy
QR_Validator zminulého projektu. Na jednotkové testy byly vyuzity dvé tiidy
MatrixFormatTests , ktera testuje spravné uloZzeni matice do daného formatu, a
QR_DecompositionAlgorithmTests, ktera testuje, zda byl QR rozklad proveden korektné
pomoci zadaného algoritmu QR rozkladu. Jednotlivé tfidy maji své hlavickové soubory, které
budou stejné¢ jako u minulého projektu rozebirdny postupné se zdrojovymi soubory. Pro
spusténi testll je nejdilezitéjsi ¢ast projektu main, ktery se nachazi ve tiidé AppTest. cpp.

Jednotlivé tfidy uvedené na pfedchozim obrazku budou nyni popsany podrobnéji.
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MatrixTestParam.h a MatrixTestParam. cpp

V této tfid¢ se definuje testParams, ktery obsahuje sadu testovacich matic. Jsou zde
zahrnuty jsou riizné typy matic pro ucely testovani, jako ¢tvercové matice, jednotkova
matice, nulovd matice, horni a dolni trojuhelnikové matice, singuldrni matice, matice
riznych rozmért, fidkd matice, permutacni matice, ale 1 matice s jednim fadkem nebo
jednim sloupcem. Kromé jiz nadefinovanych matic zde uzivatel miize ptidat svoji

konkrétni matici a vyhodnotit spravnost vypoctu pfimo na ni.
ParametrizedTestsSetup.cpp

Jedna se o tfidu, kterd nastavi framework Google Tests. Instancuji se zde dv¢ sady testl
MatrixFormatTests a QR_DecompositionTests. Tyto sady testl jsou vyhodnocovany
na testParams zadanych v MatrixTestParam.cpp . Prvni sadou testi se ovéiuje

spravnost struktury ulozeni matice, zatimco druhd testuje implementaci QR dekompozice.
MatrixFormatsTests.h a MatrixFormatsTests. cpp

Tato tfida ovéfuje spravnost implementaci matic v jednotlivych formatech. Pomoci
expectMatrixEquals je pak ovéfeno, zda tato matice obsahuje ocekdvané hodnoty.
Pomoci této tfidy jsou pak otestovany jednotlivé matice nachdzejici se

v MatrixTestParam.
QR_DecompositionAlgorithmTests.h a QR_DecompositionAlgorithmTests.cpp

V dané tfid¢ se nachazeji jednotkové testy, které testuji, zda byl QR rozklad podle dané
metody a podle daného formatu proveden korektné. Testovani je provedeno formou
soucinu Q - R pro danou matici s odchylkou, poté je ovéfena ortogonalita matice Q a

pomoci Gaussovy eliminace se ovéfi, zda je matice R horni trojuhelnikova.

Trida AppTests. cpp

vvvvv

aplikace pro testovani. Diky ni se spousti veskeré diive popsané testy.



3.5 Asymptoticka sloZitost algoritmii QR rozkladu v aplikaci

Algoritmy popsané v praci se navzajem lisi, tudiz je vhodné se na né podivat z pohledu
vypocetni slozitosti a zvolit tak ten nejvhodnéjsi pro danou matici. Tento vybér se obvykle opira
o dv¢ hlavni metriky. Prvni z nich je casova slozitost, kterd uddva dobu potiebnou k vypoctu
vzhledem k velikosti vstupnich dat. Druhou je pamétova slozitost, jez popisuje mnoZzstvi
vyuzité paméti béhem behu algoritmu. Jelikoz presné urceni slozitosti byva cCasto obtizné a
zavisi na konkrétni implementaci 1 pouzitém hardwaru, pouzivd se pro zjednodusSeni
asymptoticka slozitost. Ta hodnoti, jak rychle roste pocet operaci algoritmu pii zvétSujicim se
rozsahu vstupnich dat. Tato slozitost ignoruje nizsi fady a konstanty, a umoziuje tak efektivni

porovnani rychlosti algoritmi. [15]

Existuji 1 dal$i typy slozitosti, které pomahaji 1épe porozumét chovani algoritml. Mezi
nejcasteji pouzivané patii horni odhad (oznacovany jako 0), ktery vyjadiuje maximdlni hranici
poctu operaci, jez algoritmus nikdy neptekroci. Poté dolni odhad (oznacovany jako (2), jenz
udava minimalni pocet operaci, pod ktery algoritmus pfi daném vstupu vykond. Mezi t€mito
odhady je asymptotickd tésna mez (@), kterd predstavuje piesnéjsi odhad, kdy horni i dolni
odhad jsou stejné az na konstantu. Tato slozitost pracuje s primérnou dobou béhu algoritmu
jako s nahodnou veli¢inou. Amortizovana slozitost, kterd vyjadiuje primérnou casovou
naroc¢nost posloupnosti operaci, ¢imz nabizi kompromis mezi nejhor§im a primérnym

piipadem. Nejcastéjsi priklady slozitosti horniho odhadu jsou uvedeny na obrazku. [15]
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Obrazek 19 — Zakladni asymptotické slozZitosti
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3.5.1 Analyza vypocetni slozitosti metod maticovych formati

Po nadefinovani zékladnich pojmt je vhodné pfistoupit k praktické analyze aplikace. Jelikoz
se v aplikaci nachazeji rtizné maticové formaty, které jsou reprezentovany pomoci tfid, budou
se lisit i jejich implementace v jednotlivych tfidach. Pti vypoctu QR rozkladu budou pouzivany
metody jednotlivych maticovych tiid. Casova a pamé&tova naro¢nost téchto metod mize byt
odlis$na, proto je nutné provést analyzu. Po dikladném zkoumani kédu byly zjistény Casové a
pamétoveé slozitosti jednotlivych metod pro urcité maticové formaty. Tyto slozitosti byly
zaznamenany do tabulek nize. Pro lepsi orientaci v tabulce bylo vytvofeno znaceni, které je

uvedeno na nasledujicim obrazku a poté je podrobnéji rozebrano.

konstantni nebo linedrni sloZitost 0(nnzyew) O0(Mnzeo)
linedrni sloZitost O(m) 0(n) O(v)
linedrni nebo kvadratickad sloZitost 0(nnz)

Obrdzek 20 — Znaceni asymptotické slozitosti
Pokud se ve slozitosti vyskytuje pismeno m zavisi tato slozitost na poctu prvka v fadku (jedna
o linearni slozitost). Podobné tomu je pro n, které zna¢i pocet prvki ve sloupci a tato zavislost
je opét linearni. V nekterych slozitostech se objevuje pismeno v, které oznacuje velikost
vektoru dané metody. Pokud je ve slozitosti uvedeno nnz (pocet nenulovych prvki), tato
slozitost mtize byt linearni ptipadn¢ kvadratickd. Kromé nnz se vyskytuji i slozitosti nnz,,,, a
nnz.q;, tyto slozitosti znaci pocet nenulovych prvku v uréitém radku ptipadné sloupci. U téchto
sloZitosti miiZze byt konstantni casova sloZitost, pokud matice v daném tadku/sloupci nema
zadny nenulovy prvek. V ostatnich ptipadech, kdy se v matici vyskytuji nenulové prvky se

jedna o linearni slozitost.
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Po rozebrani znaceni asymptotické sloZzitosti je mozné ptistoupit k ¢asové analyze jednotlivych

metod maticovych tfid coz je uvedeno v nasledujici tabulce.

Tabulka 4 — Casova sloZitost metod pro jednotlivé maticové formdty (viz obrdzek 13 a jeho popis)

& $
& § ¢ <
& § & &

constructor o(1) o(1) O(n) O(m)
clone() O(nnz) O(nnz) O(nnz) O(nnz)
get() O(nnz) O(nnz) O(nnzca) O(nnzrow)
set() 0O(nnz) O(nnz) O(nnz) 0O(nnz)
getElemsInRow() O(nnz) O(nnz) O(nnz) O(nnzrow)
getElemsInCol() O(nnz) O(nnz) O(nnzcar) O(nnz)
getHousVector() O(nnz) O(nnz) O(nnzcal) O(nnz)
applyHousLeft() O(n-v-nnz) O(n-v-nnz) O(n-v-nnz) O(n-v-nnz)
applyHousRight() O(m-v-nnz) O(m-v-nnz) O(m-v-nnz) O(m-v-nnz)
applyGivRows() 0O(nnz) O(nnz) O(nnz) O(nnz)
applyGivCols() O(nnz) O(nnz) O(nnz) O(nnz))

Z tabulky vyplyva, ze u konstruktoru je nejlepsi Casova slozitost u matic formatu COO.
Naklonovéni tidkych matic mé slozitost O(nnz). Metoda set mé casovou slozitost vzdy
0 (nnz) oproti tomu metoda get ma slozitost u formata CSR O (nnz.,;) au CSC 0(nnz,,y,).
Metody getElementsinRow , getElementsinCol a getHouseholderVector maji
povétsinou linearni sloZitost piipadné kvadratickou. Posledni c¢tyfi metody souviseji
s aplikovanim Householderovy transformace a Givensovy rotace na matice R a Q. Tyto metody
jsou zésadni pro vypocet v algoritmech. V tabulce je ziejmé, Ze Householderovy metody maji
kubickou zavislost zavislou na velikosti vektoru v. Oproti tomu metody provadéjici Givensovu

rotaci maji u formatu COO lineéarni ptipadné kvadratickou zavislost.
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Kromé ¢asové analyzy byla provedena i pamét'ova analyza jednotlivych metod maticovych tfid.

Vysledky jsou zpracovany do nésledujici tabulky.

Tabulka 5 — Pamétova slozitost metod pro jednotlivé maticové formaty (viz obrazek 13 a jeho popis)

S $ s 5

(@) (@) @) @)
constructor o(1) o(1) O(n) O(m)
clone() O(nnz) O(nnz) O(nnz) O(nnz)
get() o(1) o(1) o(1) o(1)
set() O(nnz) O(nnz) o(1) o(1)
getElemsInRow() O(nnzrow) O(nnZzrow) O(n) O(nnzrow)
getElemsInCol() O(Nnzcol) O(nnzcal) O(nnzcar) O(m)
getHousVector() O(nnzcol) O(nNZcol) O(nnzcal) O(m)
applyHousLeft() O(n) O(n) o(1) O(n)
applyHousRight() O(m) O(m) O(m) O(m)
applyGivRows() O(n) o(n) o(1) O(nnzrow)
applyGivCols() O(m) O(m) O(nnzcal) o(1)

Z pamétové analyzy uvedené v tabulce vyplyva, ze konstruktor ma konstantni pamétovou
sloZitost v COO formatech, linearni v CSR a CSC. Metoda get ma vZdy konstantni pamétovou
sloZitost, oproti tomu metoda set ji ma v COO formatech linearni. Metody
getElementsIinRow , getElementsinCol a getHouseholderVector maji vzdy linearni
casovou slozitost. Metoda applyHouseholderLeft ma nevyhodnéjsi pamétovou slozitost u
formatu CRC kde je konstantni, ostatni formaty pocitaji s linedrni zavislosti. Tato skute¢nost
jiz neplati pro metody applyHouseholderRight, kde je ve vSech ptipadech linedrni zavislost.
Metody provadéjici Givensovu na fadky maji konstantni slozitost u hustych formati a u
formatu CSC, ostatni formaty ji  maji  linedrni. Posledni metodou je
applyGivensRotationCols, ktera je u formatu CSR konstantni. Formaty COO a CSC maji

tuto slozitost linearni.

Z analyzy jednotlivych metod vyplyva, ze Casové a pamétové slozitosti se v jednotlivych

tidkych formatech lisi.
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3.5.2 Vyhodnoceni asymptotické sloZitosti metod QR rozkladu

Cilem této podkapitoly je analyzovat Casovou a prostorovou slozitost jednotlivych algoritmti.
Jelikoz jsou jednotlivé algoritmy napsany genericky bude zaviset vzdy na implementaci
jednotlivé metody v tfidé matice, ptipadné v tfidé MatrixFactory. Casova a prostorova
slozitost jednotlivych metod vyuzitych v téchto algoritmech byla popsana v predeslé ¢asti. Nyni
je nutné vyhodnotit ¢asovou a prostorovou slozitost metody pouzivanych pro QR rozklad ve
ttidé MatrixFactory. Konkrétn¢ to budou metody createAndFill, createldentityMatrix a
createZeroMatrix. Tyto metody jsou vyuzivany v samém pocatku algoritmi a jejich ¢asova
a prostorova slozitost je klicova. V praci bude nejprve rozebrana Casova slozitost, kterd je

zaznamenana do nasledujici tabulky.

Tabulka 6 — Casova sloZitost metod tridy MatrixFactory (viz obrdzek 13 a_jeho popis)

<
$ §
§ s
o <
Qo Q O &
& & & &

createAndFill() O(n*m-nnz) O(n*m-nnz) O(n*m-nnz) O(n‘m-nnz)
createldentityMatrix() O(k-nnz) O(k-nnz) O(k-nnz) O(k-nnz)
createZeroMatrix() o(1) o(1) O(n) O(m)

Z dat v tabulce je zfejmé, ze metoda createAndFill ma u fidkych matic kubickou sloZitost.
Jelikoz se tato metoda v algoritmech nepouZzivé neni na ni bran takovy zfetel pii analyze Casové
sloZitosti. Oproti tomu metody createldentityMatrix a createZeroMatrix jsou v QR
rozkladu vyuZivany mnohem vice. Tyto metody slouzi pro vytvofeni vstupnich matic
algoritmi. U metody createZeroMatrix je ve formatu COO konstantni ¢asova sloZitost, tato
metoda se pouzivd hlavné u Grammovych-Schmidtovych metod. Oproti tomu metoda
createldentityMatrix je vyuzivana hlavné u Householderovy a Givensovy metody. Slozitost

této metody je mize byt kvadraticka.
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Po rozebrani Casové slozitost tfidy MatrixFactory se nyni prace zaméfi na prostorovou

slozitost. Jednotlivé asymptotické slozitosti jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

Tabulka 7 — Casova sloZitost metod tiidy MatrixFactory (viz obrdzek 13 a jeho popis)

g N
QO ) O &
& & & &
createAndFill() O(nnz) O(nnz) O(nnz) O(nnz)
createldentityMatrix() O(k) O(k) O(n) O(m)
createZeroMatrix() o(1) o(1) o(n) O(m)

Z uvedenych dat je patrné ze metoda createAndFill mize mit slozitost linedrni pifipadné
kvadratickou, je to totiz ddno po¢tem nenulovych prvki v matici. Tato metoda opét neni tolik
zastoupena v metodach QR rozkladu, tudiz je jeji pamétova slozitost méné vyznamna. Metoda
createldentityMatrix je vyuzZivana u Householderovy transformace a Givensovy rotace.
Slozitost této metody je linearni. Posledni metodou je createZeroMatrix, ktera je vyuZivana
u Grammovych-Schmidtovych metod QR rozkladu. Tato metoda ma linearni ptipadné

konstantni. Nejlepsi vysledky pamétové sloZitosti jsou zaznamenany u formatu COO.

Po rozebrani ¢asové a pamét'ové slozitosti metod tiidy MatrixFactory je na Case se zaméfit
na konkrétni algoritmy QR rozkladu. Tyto algoritmy budou v praci vzdy uvedeny a poté bude
popsan jejich rozbor. JelikoZ je cilem prace se zaméfit na Ctvercové matice bude se tedy
analyzovat asova a prostorova sloZitost pouze ¢tvercovych matic. Na nasledujicich obrazcich
bude zaznamenana Casova sloZitost pro kazdy fadek ve formé komentaiti za kodem. Kromé
toho zde bude i a prostorova slozitost pouze u téch fadku kde je relevantni. V ptipadech, kdy
zalezi Casova a prostorova slozitost na implementaci v jednotlivé tfidé bude uvedena slozitost

jako znak O(!). Tyto slozitosti bude poté nutné porovnat z predchozimi tabulkami.
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Prvni analyzovanou metodou bude klasickd Grammova-Schmidtova metoda, jejiz kod je videt

na nasledujicim obrazku.

void QR_GramSchmidt::compute{const Matrixk& A) { // time | space
int m = A.getRows(]): £ o) | of1)
int n = A.getCols(); £7001) | o(1)
Q = MatrixFactory: :createZeroMatrix(m, m, A.getFormat(])]; FroCty | o)
R = MatrixFactory: :createZeroMatrix(m, n, A.getFormat(])]; FroCty | o)
std: :unique ptr<Matrix> W(A.clone()): £ oy | o)
int limit = std::min(m, n}); ff o) | of1)
for (int j = @; j < Limit; j++) { £f 0(n;m)
for (int k = 8; k = j; k++) { £ 0(n)
double rkj = 0.8; ffo(l) | of1)
for (int i = @8; i < m; i++) { /i 0(m)
rhj += Q-=get(i, k) * V->get(i, j); £ o)
}
R—=set(k, j, rkil: £ oC1)
for (int i = 8; i < m; i++) { £ O(m)
V—>set(i, j, V—=get(di, j) — rkj = Q—=getli, k)); // O0!]
by
1
double norm = B.8; £ o) | of1)
for (int 4 = 8; i < m; di++) { £ O(m)
double wal = V->get(i, j): o) | of1)
norm += wal # val; £ o(1)
1
double rjj = std: :sgrt(norm): £ o1y | of1)
R-»set(j, j, rjj);
if (rjj = TOLERANCE) { £ o)
throw std: :runtime_error({"nulovy nebo linearne zawisly sloupec®);
}
for (int 4 = 8; i = m; di++) { £ 0(m)
@-=set(i, j, V-=get(i, j) / rij); /7 o1}
1

Obrazek 21 — Casovd a pamétova slozitost Grammova-Schmidtova algoritmu

Algoritmus za¢ina zjiSt€énim poctu fadkl a sloupct rozkladané matice tato ¢ast ma konstantni
¢asovou i prostorovou slozitost. Nasleduje vytvoreni nulovych matic a naklonovani matice A
do matice V. Prostorova i Casova slozitost zalezi na implementaci v jednotlivych tfidach, je tedy
O(!) . Nasleduje inicializace proménné limit, kterd je pro c¢tvercovou matici rovna n
s konstantnimi sloZitostmi. Algoritmus nyni obsahuje tfi vnofené smyc¢ky, které maji asovou
slozitost 0(n®). Do algoritmu vstupuje i ¢asova sloZitost get a set metod, které jsou uvedeny
v jednotlivych implementacich. Celkové lze fict, ze Casova slozitost je ovlivnéna implementaci

ve tfidach a pamétova slozitost je ovlivnéna formatem matic.
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Druhou metodou je Modifikovana verze Grammova-Schmidtova procesu. Casova a pamétova

naro¢nost kddu je zaznamendana na nésledujicim obrazku.

void QR_ModifiedGramSchmidt: :compute(const Matrix& A) { /f time | space
| int m = A.getRows(); f0(1) | o(1)
int n = A.getCols(]; fFo(1) | o1
Q = MatrixFactory::createZeroMatrix({m, m, A.getFormat(}]); S oCly | olrd
R = MatrixFactory::createZeroMatrix(m,6 n, A.getFormat(]); fFoC) | olrd
int limit = std::min(m, n); ffo(l) | o(1)
for (int j = ©; j < Limit; j+) { £ 0(n;m)
i For (int i =08; i < m; i) { ff 0(m)
| i Qeset(i, j, A.get(di, jIJ; ff o)
Pk
| for (int k = 8; k < j; k) { /f o(n)
i | double rkj = 8.8; ffo(l) | o1
i for (int i = 8; i < m; i) { ff 0(m)
| | rhj += Q->get(i, W) * Q—>get(di, j); £ 0(1)
| X
! R->set(k, j, rhid; // 0(1)
| for (int i = 8; i < m; i) { S 0(m)
E | Q@eset(d, j, @->get(d, j) - rhi * Q->get(i, K)); // 0(1)
b1 b
ik
| double norm = 8.8; ffo0(1) | o1
| for (int i = 8; i <m; i+) { f/f 0(m)
i i norm += Q->get(i, j) * Q-=get(i, j); ffF 0CL)
L}
i double rjj = std::sqrt(norm); ffo(1) | of1)
| R-»set(j, i, rijd; £ 0(1)
| if (rjj = TOLERANCE) { /f o(1)
| i throw std::runtime_error(®nulovy nebo linearne zavisly sloupec®);
L}
for (int i = 8; i < m; i) { /f O(m)
1 geeset(d, j, Qeeet(d, 3) / rii); /1 0(1)
i1
1

Obrazek 22 — Casovd a pamétova slozitost Modifikovaného Grammova-Schmidtova algoritmu
Oproti minulé metodé zde jiZz neni pouzita matice V, tudiz se sniZila reZie algoritmu. Casova a
prostorova slozitost tvorba nulovych matic opét zavisi na implementaci a je tedy O(!). Stejné
tak implementace get a set metod. Algoritmus mé opét tii vnofené smycky, jejichz casova
slozitost je 0(n3). Celkova ¢asova a prostorova sloZitost algoritmu je stejné jako v minulém

pripad¢ zéavisla na tfidach a prostorova slozitost je dana formatem matic.
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Dalsi metodou bude Householderova transformace, ktera je jiz od minulych metod vice odlisna.

Jeji kéd je zaznamenan na nasledujicim obrazku spolu s vyhodnocenim slozitosti.

void QR_Householder: :compute(const Matrix& A) { /f time | space
int m = A.getRows(); £ o(1) | of1)
int n = A.getCols(); ffo01) | o(1)
Q = MatrixFactory::createldentityMatrix(m, m, A.getFormat()]; ffofry | o)
R.reset(A.clone(]]; ffoc) | o)
int limit = std::min(m, n); ffo) | o)
for (int j = 8; j < Limit; j+) { £ 0Cn;m)
double squaredNorm = 8.8; £ o(1) | o(1)
std: :vector<std: :pair<int, double>> v_sparse = R->getHouseholderVector(j, squaredNorm); Srofry | o)
if (sguaredNorm == 8.8) {
v_sparse.clear(]); £fo(1) | of1)
v_sparse.push_back({ 8, 1.8 }J; ffo(1) | of1)
}
else {
double alpha = (R->get(j, j) > @) ? -std::sqrt(squaredNorm) : std::sqrt(squaredMorm); // 0C!) | 0(1)
double w8 = R->get(j, j) — alpha; ffoCr) | of1)
bool found = false: ff o(1) | of1)
for (autol elem : v_sparse) { £ 0(m)
if (elem.first == @) [ ff o(1
elem.second = v@; ff o(1
found = true; ff 0(1)
break;
¥
¥
if (!¥ound) {
v_sparse.push_back({ &, w8 1); ffo(1) | of1)
1
double norm = 8.8; £ o(1) | o(1)
for (const awtof elem : v_sparse) £ o(m)
norm += elem.second * elem.second; ff o(1)
norm = std: :sqrt{norm); £ 0(1)
for (autok elem : v_sparse) £ olm)
elem.second /= norm; £ 0(1)
}
R->applyHouseholderleft(j, v_sparse); ffoc) | o)
Q—>applyHouseholderRight(j, v_sparse); ffoC) | o)

Obrdzek 23 — Casovd a pamétova slozitost Householderovy transformace
Zjisténi poctu fadka a sloupct vstupni matice je opét konstantni slozitost. Tentokrat je jiz
vytvafena jednotkovd matice, kterd miize mit v implementaci jinou slozitost nez vytvareni
nulové matice, proto je ¢asova i prostorova slozitost rovna O(!). V algoritmu se nachazeji dvé
vnofené smy¢ky jejich ¢asova slozitost je tedy O(n?). Jelikoz se jedna o ¥idky Householdertv
vektor je sloZitost O(n - nnz,). Vyslednou ¢asovou 1 prostorovou slozitost ovlivni 1 metody
applyHouseholder v jednotlivych implementacich. Aktudlné lze konstatovat, Ze slozitost

muze byt odlisna pro riizné formaty matic.
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Posledni analyzovanou metodou je Givensova rotace. V kodu je uvedena casova a pamétova

naroc¢nost pro jednotlivé fadky algoritmu.

void QR_Givens::compute(const Matrix& A) { [/ time Space
int m = A.getRows(); [ o(1) 0(1)
int m = A.getCols(); ff o01) 0(1)
Q = MatrixFactory::createldentityMatrix(m, m, A.getFormat(])); Jfo(n) oC1)
R.reset(A.clone(])); ffocn) oC!)
for (int j = 8; j < n; ++j) { [ 0(n)
auto colElements = R->getElementsInCol(j); ff o) oC1)
for (const auto& [i, b] : colElements) { Jfo(n)
if (i == j) continue; [ o(1)
double a = R->get(j, jJ); Jf o) 0(1)
if (a = 9.8 && b = B.8) continue; £ o1
double denom = std::sqrt(a » a + b » b); ff o(1) 0(1)
if (denom = 8.8) continue; £ o(1)
double € = a / denom; ff o(1) 0(1)
double s = b f denom; o0 0(1)
R-=applyGivensRotationRows(j§, i, c, s); Jfo(n) oC1)
Q—>applyGivensRotationCols(j, i, c, s); ff ol 0(1)

Obrdzek 24 — Casova a pamétova sloZitost Givensovy rotace
Kod zacin inicializaci proménnych m a n s konstantni slozitosti. Stejné jako u minulé metody
je tvorena jednotkova matice se slozitosti O(!). V hlavni ¢asti algoritmu se nachdzeji dvé
vnofené¢ smycky, které maji cCasovou slozitost O(n-!) . Dal§im dalezitym bodem je
vyhodnoceni ¢asové slozitosti get metody, kterd se 1i$i v implementaci. Vypocty a alokace
promé&nnych pro Givensovu rotaci maji v algoritmu konstantni ¢asovou i prostorovou sloZzitost.
Ke konci se volaji metody applyGivens, které jsou implementovany pro jednotlivé formaty

matic odliSné.

Veskeré metody QR rozkladu zavisi na konkrétni implementaci v jednotlivych tfidach. Ve
ttidach je logika jednotlivych metod odlis$n4, tudiZ jejich Casova a prostorova slozitost miize byt
téz odlisna. Po rozebrani Casové a pamétové slozitosti vSech generickych algoritmid QR
rozkladu je nyni nutné pfistoupit k analyze pro jednotlivé maticové formaty a naslednému
porovnani vysledkii analyzy. Tyto vysledky budou zpracovany ve formé tabulek a uvedeny

v nasledujici podkapitole diplomové prace.
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3.5.3 Porovnani asymptotické slozitosti jednotlivych metod

Takto cast bude obsahovat vyhodnoceni jednotlivych metod a jejich porovnani mezi sebou
z pohledu Casové a prostorové slozitosti. V nasledujici tabulce jsou zaznamenany odhady

Casové slozitosti pro jednotlivé maticové formaty a souvisejici metody QR rozkladu.

Tabulka 8 — Porovnani casové a prostoroveé slozitosti v aplikaci pro jednotlivé metody (viz obrazek 13 a jeho popis)

COO Radkové | COO Sloupcové CSR CSC
cas pamét cas pamét cas pameét cas pamét
GramSchmidt O(n3) O(nnzqw) O(n3) O(nnzqw) O(nd) O(nnzgw) O(nd) O(nnzqw)
ModifiedGramSchmidt O(n3) O(nnzq) O(nd3) O(nnzq) O(nd) O(nnzq) O(nd) O(nnzq)
Householder O(n2v) O(nnzqrtv) O(n2v) O(nnzqrtv) O(nzv) O(nnzqrtv) O(n2v) O(nnzqrtv)
Givens 0O(n?-nnz) O(nnzy) 0O(n?-nnz) O(nnzq) O(n?nnz) O(nnzq) O(n?nnz) O(nnzq)

Pro jednotlivé formaty se u Grammovych-Schmidtovych metod objevuje kubicka Casova
sloZitost. U metody Householder se do ¢asové sloZitosti zapocitava 1 délka Householderova
vektoru v, kterd je pak zpracovana metodou applyHouseholder, Podobné tomu je i u
Givense, kde se ptedpocitaji jednotlivé proménné a ty se poté aplikuji v metod€ applyGivens.
Z tabulky je patrné, Ze Grammovy-Schmidtovy metody dosahuji v aplikaci horSi casové
slozitosti nez metody Householder a Givens. Kromé casové slozitosti byla zkoumana i
prostorova slozitost aplikace ze které vyplyva, Ze Grammova-Schmidtova metoda dosahuje
nejhorsi pamét'ové slozitosti z divodu nutnosti alokovat misto pro tii matice (Q, R, V), oproti
tomu modifikovand verze jiZ nepotiebuje matici V. U Householderovy metody do alokaci
paméti vstupuje vektor v. Posledni metodou je Givensova metoda, ktera ma stejné jako

Householder alokuje misto pouze pro dvé matice Q a R.

Celkové 1ze konstatovat, Ze v aplikaci je Casova slozitost hor$i nez pamétova sloZitost. Po této
analyze bude provedeno méfeni na konkrétnich maticich, které by mélo potvrdit prave

zkoumané asymptotické sloZitosti.
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3.6 Vyhodnoceni na konkrétnich maticich

Tato cast prace se bude zabyvat vyhodnocenim ¢asové a pamétové narocnosti na konkrétnich
ptikladech matic. Méteni bude probihat pomoci C++ knihovny chrono a pfi méfeni paméti
bude vyuzito Windows API, a to konkrétné funkce WorkingSetSize. Pfi métfeni bude
vyhodnocena pouze metoda compute pro jednotlivé metody QR rozkladu a to pomoci
runneru , diky kterému se budou spoustét jednotlivé matice. Pii méfeni bude zahrnuta hustota
matice. Jak hustota matice ovliviiuje ¢as a pouzitou pamét’ u jednotlivych metod QR rozkladu

bude v této podkapitole blize specifikovano.

V prvni podkapitole bude vyhodnoceno méteni na 100 maticich, které jsou rozméru 10 X 10
s riznou hustotou, ktera bude az na prvni hustotu roz¢lenéna podle 0,1. Jak hustota ovliviiuje

pocet prvkil nenulovych prvkl matice je zobrazeno na nasledujicim obrazku.

0 0 0 0 4 0 0 0 0 Oy 5 301 4 9 7 0 4 9 6
000 O0CO0OCO0OO0OCO0ODO0OTU D 9 3 00 4 6 1 2 8 3
0001 00 O0UO0O0SB8 02818 7077
000 O0CO0OO0DO0OOD0DO0I1 4 200 4 1 0 3 3 3
0 20 00O0O0CO0O0OTOUD0 o 3 1 9 3 4 9 0 4 7
00 2 000 O0CO0O0OTUD0 21 9 0 7 1 6 1 3
2000000200 58 598 2 2140
0 00 8 00O0CO0O0COUD0 6 5 9 1 7 5 70086
000 O0CO0CO0OO0OCO0DO0OTU D 0O 9 0 &8 3 4 9 9 7 3
‘0 00 00 0O O0O0 4 W 5 4 7 0 1 0 1 2 5
HUSTOTA =0,1 HUSTOTA =0,8

Obrazek 25 — Matice 10 X 10 s odlisnou hustotou

Druhé podkapitola se zaméfi na ¢asové a pamétové porovnani matic se stejnou hustotou ale
s odliSnymi rozméry. V této ¢asti bude viditelny casovy a pamét'ovy narust na zaklad€ rozméri
matice. Pro méfeni byly voleny matice rozmérit 10 X 10, 20 x 20, 40 x 40, 80 x 80,
160 X 160 a 320 x 320. Pro jednotliva méteni bylo pouzito opét 100 matic, kromé par métenti,
ktera budou zapsany Sedé. Pro tyto métfeni bylo pouzito pouze 5 matic z divodu dlouhého béhu

programu.
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3.6.1 Vyhodnoceni metod na zikladé hustoty na matici 10 x 10

V této podkapitole budou vyhodnoceny jednotlivé metody QR rozkladu na 100 maticich

s rozmérem 10 X 10 s rGznou hustotou. Vyhodnocovan bude ¢as a pamét’ vypoctu.

Prvni z metod je klasicka Grammova-Schmidtova metoda, jelikoz se jedna o metodu, ktera je
numericky nestabilni pii vyskytu nulovych sloupct je zde zaznamenén i pocet Gspésnych

meéteni na 100 maticich. Veskera naméfena data jsou zaznamendna do nasledujici tabulky.

Tabulka 9 — Casovad a pamétova slozitost klasické Grammovy-Schmidtovy metody

z | COO Radkové | COO Sloupcove CSR CSC
HUSTOTA ;%
2 | tas(ms)  pamef(kB) | Cas(ms) paméf(kB) | Cas(ms) paméf(kB) | as(ms) pamef(kB)
0.01 0 - - - - - — — —~
0.1 0 - - - - - — - -
0.2 2 0.779 24 0.815 16 0.286 32 0.279 32
0.3 55 1.322 25.74 1.430 17.74 0.472 29.09 0.459 32.43
04 85 1.477 23.62 1.708 18.4 0.511 27.01 0.492 30.58
0.5 99 1.543 23.31 1.801 18.50 0.537 26.26 0.508 30.62
0.6 100 | 1.595 23.88 1.817 19.32 0.552 25.96 0.546 31.28
0.7 100 | 1.609 23.24 1.912 19.6 0.521 26.76 0.490 30.28
0.8 100 | 1.584 24 1.880 20.72 0.501 27.04 0.474 30.48
0.9 100 | 1.629 24.92 1.855 20.96 0.491 27.04 0.462 30.64
1 100 | 1.617 24.84 1.862 20.44 0.468 27.12 0.460 304

Z tabulky vyplyva, Ze klasickd Grammova-Schmidtova metoda za¢ina byt vyhodna az pii vyssi
hustoté vstupni matice. Tato metoda je pro hustotu do 0.2 velice numericky nestabilni diky
vyskytu nulovych sloupcti. Proto pro vypocet QR rozkladu v fidkém formatu neni idedlni.

Stabilni zacina byt az pii hustoté 0.5 kde usp&sné probehlo 99 ze 100 méteni.
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Dalsi metodou QR rozkladu, kterd bude zkoumana na matici 10 X 10 je pravé modifikovana

verze predeslé metody. Jelikoz jiz pfedchozi metoda je nestabilni pii vyskytu nulovych sloupct

bude zde opét uveden pocet uspésnych méfeni. Tyto méfeni budou zaznamenéna do tabulky.

Tabulka 10 — Casova a pamétova slozitost modifikované Grammovy-Schmidtovy metody

| COO Radkové | COO Sloupcové CSR CSC
HUSTOTA g

2 | Cas(ms) pamét(kB) | cas(ms) pamét(kB) | Cas(ms) pamét(kB) | cas(ms) pamet(kB)
001 |[of - - - - - - - -
0.1 [of - - - - - - - -
0.2 2 0.767 36 0.813 30 0.27 40 0.306 40
0.3 55 1.232 35.63 1.442 30.25 0.415 39.34 0.426 39.49
0.4 85 1.410 32.18 1.686 28.8 0.446 36.04 0.433 35.76
0.5 99 1.505 30.42 1.842 27.47 0.478 33.61 0.457 33.85
0.6 100 | 1.485 30.32 1.849 27.92 0.485 33.24 0.459 33.36
0.7 100 1.55 30.4 1.934 28.32 0.478 33.52 0.466 33.76
0.8 100 | 1.558 30.12 1.962 28.64 0.491 33.52 0.463 33.12
0.9 100 | 1.605 30.08 1.971 28.84 0.489 33.48 0.465 33.68

1 100 | 1.579 30.68 2.00 28.48 0.481 33.88 0.466 34.08

Z métenych dat vyplyva, ze pocet uspéSnych meéteni je pro klasickou Grammovu-Schmidtovu
metodu stejny jako pro modifikovanou verzi. Vyskytuje se zde opét vysokd numericka
nestabilita, a tudiZ je tato metoda aZ po hustotu 0,2 vysoce nevhodna. Stabilita vypocti pfichazi
az pii hustoté 0,5, kde bylo zaznamenéano 99 Usp&$nych méfeni z celkovych 100. Obecné 1ze
konstatovat, ze Grammovy-Schmidtovy metody se pro vypocet QR rozkladu v fidkém formatu
nehodi z divodu numerické nestability, proto bude vhodné pouzit jinou metodu, kterou mize
byt Householderova transformace pifipadné Givensova rotace. Tyto metody budou

vyhodnoceny v textu na nasledujicich stranéch.
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P1isti metodou, ktera bude vyhodnocena je Householderova transformace, data z méteni byla
zaznamenana do tabulky. Méfeni opét probihalo na 100 maticich rozméru 10 X 10, tentokrat

jiz nebylo nutné uvadet pocet uspésnych méteni, protoze ve vsech piipadech byl 100.

Tabulka 11 — Casova a pamétova slozitost Householderovy metody

COO Radkové COO Sloupcove CSR CSC
HUSTOTA
Cas(ms) pamét(kB) | ¢as(ms) pamét'(kB) | cas(ms) pamét(kB) | ¢as(ms) pamet(kB)

0,01 0.315 58.12 0.312 45.84 0.107 44.4 0.096 48.52
0,1 0.643 58.8 0.622 46.56 0.199 44.76 0.185 49.36
0,2 1.740 59.4 1.732 45.84 0.344 40.72 0.338 44.44
0,3 3.669 63.16 3.697 51.28 0.482 41.08 0.470 45.08
0,4 4.845 67.68 4.920 56.4 0.527 41.36 0.508 45.6
0,5 5.665 68.72 5.722 56.24 0.543 41.36 0.535 45.08
0,6 6.204 70.16 6.299 58 0.552 41.28 0.546 45.84
0,7 6.682 72.44 6.727 59.36 0.560 42.12 0.539 45.88
0,8 6.900 74.64 6.964 59.64 0.550 42.2 0.535 46.4
0,9 7.338 75.6 7.342 62.04 0.556 42.44 0.527 46.28

1 7.378 74.92 7.537 60.32 0.526 41.56 0.513 45.92

Z dat vyplyva, Ze Householderova transformace je oproti Grammovym-Schmidtovym
metodam vhodnéjs$i metodou pro QR rozklad v fidkém formatu. Z tabulky je patrné, ze Cas
vypoctu s nabyvajici hustotou matice mirn¢ roste, stejné tomu je u paméti. Jelikoz se jedna o
rozmér 10 X 10 nebude narust ¢asu a paméti tak radikéalni. Z méfeni je dileZité podotknout, Ze
pii srovnani ¢asové ndarocnosti matic s hustotou 0,01 a hustotou 1 je velky rozdil v dobé
vypoctu. Z hlediska paméti je vyssi rozdil v hustoté u metod COO, oproti tomu u formati CSR

a CSC tento rozdil neni patrny.
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Posledni méfenou metodou QR rozkladu na maticich 10 X 10 bude Givensova rotace, ktera
bude zpracovana opét do tabulky. Pii vypoctu nebylo nutné zavadét pocet tspésnych pokust,
protoze uspesné proslo vsech 100 pokust. Diky tomuto faktu se Givensova metoda nabizi pro

vypocet QR rozkladu v fidkém formatu.

Tabulka 12 — Casova a pamétova slozitost Givensovy metody
COO Radkové COO Sloupcové CSR CSC
HUSTOTA
cas(ms) pamét(kB) | ¢as(ms) pamét(kB) | cas(ms) pamét(kB) | ¢as(ms) pamét(kB)

0,01 0.081 31.04 0.078 25.8 0.066 352 0.065 322
0,1 0.385 39.76 0.396 47.44 0.244 51.72 0.243 43.56
0,2 1.356 43.64 1.346 36.68 0.672 47.48 0.648 39.6
0,3 3.958 44.96 3.903 37.04 1.637 47.44 1.610 39.84
0,4 6.055 45.68 6.058 38.28 2.433 48.72 2.269 41.36
0,5 7.753 47.44 7.639 40.12 2.810 48.16 2.837 40.96
0,6 8.754 48.36 8.848 39.96 3.186 47.6 3.160 41.48
0,7 9.483 48.04 9.662 39.52 3.487 26.76 3.390 30.28
0,8 10.28 48.04 10.224 40.32 3.656 48.64 3.549 42.4
0,9 10.980 48.92 10.913 40.84 3.994 47.24 3.785 41.96

1 11.050 47.48 11.06 39.68 3.967 46.76 3.769 42.36

Z dat je viditelné, Ze Givensova rotace je vhodnéj$i metodou pro fidky QR rozklad nez
Grammovy-Schmidtovy metody, protoze je numericky stabilnéjsi. Tabulka udava narust ¢asu
pfi zvySujici se hustoté matice. Pfi srovnani méfeni matice, kterd ma hustotu 0,01 a matice
s hustotou 1 je velky rozdil v ¢ase vypoctu. Srovnani ohledné€ pouzité paméti je patrnéjsi u COO

metod nezu CSR a CSC.

59



Data z ptechozich méteni budou nyni vyhodnocena ve formé grafu, ktery bude uveden pro
matici s hustotou 0,1 a matici s hustotou 0,8. Cilem vyobrazenych grafti je porovnat jednotlivé
metody QR rozkladu pro urc€ité¢ formaty ulozeni matice. Pii porovnani bude analyzovéan cas

vypoctu a pouzitd pamét.

Jako prvni budou vyhodnoceny metody QR rozkladu na maticich 10 X 10 s hustotou 0,1 a to

ve form¢ dvou grafii udavajici ¢as méfeni a pouzitou pamet.

Méreni ¢asu vypoctu u matic s hustotou 0,1

— 0,6
g
T"’; 0,4 W Householder
O
l l | I |
0
CSR CsC

COO Radkové
sloupcove

Obrazek 26 — Porovnani ¢asu vypoctu matic 10 X 10 s hustotou 0,1

Méreni vyuzité paméti u matic s hustotou 0,1

B Householder
M Givens

COO Radkové

Pamét (kB)
PN WD U
O O O OO0 O o o

sIoupcove

Obrazek 27 — Porovnani pouzité paméti matic 10 X 10 s hustotou 0,1

Z prvniho grafu je ziejmé, ze Householderova metoda mé ve srovnani s Givensovou metodou
vyssi Casovou slozitost. Tento rozdil se projevuje zejména u matic ve formatu COO, kde je
rozdil v dob& vypoctu mezi obéma metodami nejmarkantnéjsi. Naopak u formati CSR a CSC
je tento rozdil méné vyrazny. Druhy graf, ktery zobrazuje pamétovou narocnost jednotlivych
metod, ukazuje, Ze u matic o velikosti 10x10 nejsou mezi pouzitymi metodami zaznamenany
zadné vyraznéjsi rozdily v pamétové spotiebe. To naznacuje, ze rozdily v narocich na pamét’
se mohou projevit az u vétSich matic, zatimco pro malé vstupy ziistdvaji metody z hlediska

paméti srovnatelné.
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Vyhodnoceni metod QR rozkladu bude pokra¢ovat vyhodnocenim na 100 maticich rozméru
10 X 10 a hustotou 0,8. Tyto data se opét opiraji o pfedchozi hodnoty zaznamenané do tabulek.

Vyhodnoceni probéhne formou dvou grafii udavajicich ¢as vypoctu a vyuzitou pameét’.

Méreni Casi vypocCtu u matic s hustotou 0,8

12
10 Gram-Schmidt
z 8 Modifikovany Gram-
S )
=~ 6 Schmidt
NS 4 ® Householder
2 I M Givens
0 |
COO CSC
Radkové sloupcove
Obrdazek 28 — Porovnani ¢asu vypoctu matic 10 X 10 s hustotou 0,8
Méreni vyuzité paméti u matic s hustotou 0,8
80
70 Gram-Schmidt
E.—; 60
= 50 Modifikovany Gram-
’g 40 Schmidt
£ 30
& 70 H Householder
10
0

(ee]e]
Radkové sIoupcove

Obrazek 29 — Porovnani vyuzité pameti u matic 10 X 10 s hustotou 0,8

Z ptedlozenych grafu je ziejmé, ze pii zvySeni hustoty matice na hodnotu 0,8 dochazi k
vyraznému narastu doby vypoctu zejména u Givensovy metody. Tento narlst je ve srovnani s
ostatnimi testovanymi metodami nejvyraznéjsi, coz naznacuje, Ze Givensova metoda je pfi
vy$si hustoté méné efektivni z hlediska ¢asové narocnosti. Druhd nejvétsi Casova naro¢nost
byla zaznamenana u Householderovy metody, pficemz tento nartst je nejpatrnéjsi v pripade
pouziti formatu COOQO. Z druhého grafu, ktery zachycuje spotfebu paméti jednotlivych metod,
vyplyva, Zze Householderova metoda vykazuje obecné vyssi pamét'ové naroky ve srovnani s
ostatnimi metodami. NejveEtsi ndrast spotieby paméti byl zaznamenéan opét pii pouziti formatu
COO. To naznacuje, ze kombinace Householderovy metody a COO formatu je z hlediska

pamét'ové naro¢nosti méné vhodna, zejména pii vyssi hustoté matic.
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3.6.2 Vyhodnoceni metod na zakladé rozméru matice

Tato podkapitola se zabyva vyhodnocenim Casové a pamétové slozitosti na zakladé rozméru
matic. Pro méfeni bude pouzito 100 matic s hustotou 0,01 a 0,02. Jelikoz né¢ktera méteni trvaji

déle, budou vyhodnoceny pouze na 5 maticich. Tyto méfeni budou oznacena Sed¢ a jsou pouze

orientacni z diivodu nizkého poctu matic pouzitych pti méfeni.

Prvni z vyhodnocovanych metod budou Householderovy transformace,

vyhodnoceny formou tabulek udavajici ¢as vypoctu a vyuzitou pamét’.

Tabulka 13 — Casovda a pamétova slozitost Householderovy transformace matic s hustotou 0,01

které budou

COO Radkové | COO Sloupcové CSR CSC
VELIKOST
Cas(ms) pamét(kB) | cas(ms) pamét(kB) | cas(ms) pamét'(kB) | cas(ms) pamét'(kB)
10 x 10 0.324 56.84 0.316 46.8 0.109 442 0.099 48.28
20 x 20 0.718 52.12 0.749 39.52 0.228 39.8 0.192 43.76
40 %X 40 2.709 53.28 2.638 42.72 0.645 40.24 0.523 44.08
80 x 80 22.682 60.4 22.825 48.32 2.946 41.52 2.472 45.6
160 x 160 | 8549.7 375.6 8757.0 370.9 149.655 163.36 198.854 168.56
320 x 320 - - - - 253852 174496 | 29864.2 1767.12
Tabulka 14 — Casovd a pamétova slozitost Householderovy transformace matic s hustotou 0,02
VELIKOST COO Radkové COO Sloupcovée CSR CSC
Cas(ms) pamét'(kB) | cas(ms) pamét(kB) | ¢as(ms) pamét'(kB) | cas(ms) pamét(kB)
10 x 10 0.337 53.76 0.335 44.6 0.113 41.72 0.103 46.72
20 x 20 0.894 52.96 0.827 40.56 0.252 40.48 0.215 44.36
40 x 40 4.805 58.52 4.788 46.48 0.980 40.64 0.854 44.84
80 x 80 366.93 190.84 389.99 179.96 18.559 70.96 20.924 74.28
160 x 160 1734.4 546.76 2133.29 547.96
320 x 320 - - - —

Z tabulky je zfejmé, Ze Householderova metoda dosahuje vyssi €asové narocnosti u formata

wvewr

na pamét’. Nekteré hodnoty nejsou vyplnény z diivodu dlouhého vyhodnoceni.
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Druhou a posledni metodou vyhodnocenou z hlediska ¢asu vypoctu a pouzité paméti bude

Givensova rotace. Méteni probéhne stejnym zpiisobem jako u Householderovy metody a bude

zpracovano znovu formou tabulky.

Tabulka 15 — Casovad a pametova slozitost Givensovy rotace matic s hustotou 0,01

COO Radkové COO Sloupcove CSR CSC
VELIKOST
Cas(ms) pamét'(kB) | cas(ms) pamét(kB) | cas(ms) pamét(kB) | ¢as(ms) pamét(kB)
10 x 10 0.085 33.4 0.084 27.52 0.072 37.2 0.069 33.84
20 x 20 0.185 39.04 0.182 31.48 0.141 42.92 0.136 35.4
40 x 40 0.560 41.72 0.547 33.6 0.402 442 0.390 36.08
80 x 80 2.514 44.96 2.431 36.48 1.764 46.32 1.674 38.2
160 x 160 | 61.514 80.04 63.557 71.6 24.019 65 26.555 60.16
320 x 320 - = - - 27883 1679.56 | 36154.7  1743.56
Tabulka 16 — Casovd a pamétova sloZitost Givensovy rotace matic s hustotou 0,02
COO Radkové | COO Sloupcové CSR CSC
VELIKOST
Cas(ms) pamét'(kB) | ¢as(ms) pamét(kB) | ¢as(ms) pamét'(kB) | cas(ms) pamét'(kB)
10 x 10 0.104 33 0.103 26.44 0.082 36.96 0.080 31.96
20 x 20 0.274 40.76 0.278 32.76 0.195 43.96 0.193 36.6
40 x 40 1.238 45.6 1.257 37.8 0.797 45.84 0.779 37.44
80 x 80 16.09 60.6 16.12 51.72 7.434 55.2 7.626 49.04
160 x 160 2485.47 447.2 3154.09 420.24
320 x 320 - = - _

Z dat v tabulce vyplyva, Zze format COO je Casoveé ndrocnéjsi nez formaty CSR a CSC.

Pamét'ova naro¢nost Givensovy metody je u formatlih COO a CSR a CSC vcelku srovnatelna.

Jednotlivda méfeni budou nyni vyhodnocena formou graft.
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Z ptedchozich méfeni nyni bude zpracovano porovnani ve formé grafii. Jelikoz se ¢as vypoctu
pii vyhodnoceni vyrazné navySoval nebylo mozné provést detailn€jsi analyzu. Porovnani
jednotlivych metod QR rozkladu bude probihat na datech z pfedchozich méteni a na maticich

s rozmérem 80 X 80 a 160 X 160 s hustotou 0,01.

Nejprve bude porovnana cCasovd a pamétova narocnost matic 80 X 80. Toto porovnani
probéhne pro metody Householderova transformace a Givensova rotace a je vyobrazeno na

nasledujicich grafech.

Méreni Casu vypoctu matice 80x80 s
hustotou 0,01

25
20
m
g 15
2 10 B Householder
Q
5 H Givens
(e(0]0] (e(e]6] CSR CsC

Radkové  sloupcové

Obrazek 30 — Porovnani casu vypoctu u matic 80 X 80 s hustotou 0,01

Méreni vyuzité paméti u matic 80x80 s
hustotou 0,01

70

60
@ 50
= 40
e 30 W Householder
©
a 20 H Givens

10

0

Ccoo coo CSR CSC

Radkové  sloupcové

Obrazek 31 — Porovnani vyuzité paméti u matic 80 X 80 s hustotou 0,01

Prvni graf udava, Ze doba vypoctu Householderovy metody QR rozkladu je u rozméru 80 x 80

je vyrazné¢ vyss$i u formati COO nez CSR a CSC. V porovnéani s Givensovou rotaci je

vewr

vetsi vyuziti paméti nez Givensovy metody. U formati CSR a CSC je vyuzitd pamét

porovnatelna.
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Druhé porovnani prob&éhne na maticich 160 X 160 s hustotou 0,01. Tyto hodnoty byly
prevzaty z méfeni uvedeného v tabulkdch. Srovnani je provedeno pro Householderovy

transformace a Givensovy rotace ve formé dvou nasledujicich grafii.

Méreni Casu vypocCtu matice 160x160 s

hustotou 0,01
10000
8000
m
g 6000
* W Householder
.G 4000
| Givens
2000
0 N N — —
(e(e]6} (e(e]6] CSR CSC

Radkové  sloupcové

Obrazek 32 — Porovnani ¢asu vypoctu u matic 160 X 160 s hustotou 0,01

Méreni vyuzité paméti u matic 160x160 s

hustotou 0,01
400
350
— 300
)
~ 250
4
’g 200 m Householder
< 150
o 100 B Givens
> Al HN Hnm
. [l
COO (e(e]6] CSR CSC

Radkové  sloupcové

Obrazek 33 — Porovnani vyuzité paméti u matic 160 X 160 s hustotou 0,01

Z prvniho grafu je patrné, Ze doba vypoctu pii pouZziti Householderovy transformace na matici
o rozmérech 160x160 vyrazné narlistad ¢as vypoctu zejména v piipadé¢ COO formatu. Tento
narast je mnohem vyraznéjsi nez u Givensovy rotace. Rozdil mezi obéma metodami je ziejmy
nejen z hlediska ¢asové naroc¢nosti, ale i u vyuziti paméti. Householderova transformace zde
vykazuje vyssi pamétové naroky. Celkové tedy z grafu vyplyva, Ze pro operace s fidkymi

maticemi, zejména ve formatu COQO, je Givensova rotace ¢asove i pamétove vyhodnéjsi.
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4 Vyuziti QR rozkladu

Tato kapitola bude zamétena na jednotlivé aplikace QR-rozkladu. Jak je jiz z minulé kapitoly
patrné, QR-rozklad 1ze provést vice metodami. V této kapitole budou nastinény moznosti

vyuziti QR-rozkladu, véetné demonstrace na konkrétnim piikladé.

Prvni z aplikaci QR-rozkladu je feSeni linearnich soustav rovnic, kde bude ukazano, jakym
zpusobem se pomoci tohoto rozkladu a zpétné substituce dopocita linearni soustava rovnic.
Nasledovat bude vypocet inverze pomoci QR-rozkladu. Jelikoz se prace zabyva i
obdélnikovymi maticemi, bude zde ptedstaven pojem pseudoinverze, kterd je na né
uplatnitelna. Dal§i moznou aplikaci QR-rozkladu bude pfedstaveni algoritmu pro vypocet
vlastnich ¢isel, ktery slouzi hlavné pro matice velkych rozmért. Diky tomuto algoritmu bude
mozné vypocitat i takzvany SVD rozklad. Kromé této aplikace bude dany algoritmus vyuzit i
u vypoctu kotenil polynomu. V zavéru této podkapitoly budou uvedeny praktické ptiklady z
oblasti informatiky, ve kterych se QR-rozklad muize uplatnit. Cilem této Casti je poukazat

v jakych oblastech se tento rozklad miize vyuzit a nastinit tak dal$i moznosti jeho vyuziti.

Z praveé popsanych vyuziti QR-rozkladu je mozné nékteré z nich pocitat i metou LU rozkladu.

V nasledujici tabulce je uvedeno porovnani LU-rozkladu s QR-rozkladem.

Tabulka 17 — Porovnani QR rozkladu s LU rozkladem

Vlastnost LU rozklad QR rozklad
Typ matice Ctvercova Obdélnikova
Numericka stabilita Nizsi Vyssi
Rychlost vypoétu Rychlejsi Pomalejsi
Pouziti Soustavy lin. rovnic Soustavy lin. rovnic
Vypocet inverze matice Vypocet pseudoinverze matice
Vypocet determinantu Vypocet vlastnich ¢isel
Vypocet vlastnich Cisel Vypocet SVD rozkladu

Vypocet kofent polynomu

Z tabulky je patrné, Ze QR-rozklad 1ze pouzit pro obdélnikové matice. Oproti tomu LU rozklad

vvvvvv

stabilngj$i nez LU rozklad, ktery je méné numericky stabilni a vypoctové méne narocny. [16]
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4.1 ReSeni soustav linearnich rovnic

Necht' existuje linearni soustava rovnic ve tvaru Ax = b. Matice A lze podle predeslé
podkapitoly rozlozit na A = QR. Lineéarni soustava rovnic lze tedy piepsat jako QRx = b.
Tuto rovnici lze zleva vynasobit QT | ¢imZ vychazi QTQRx = QTh. Pokud je matice Q
ortogonalni, 1ze sou¢in QT Q vypustit. Vychazi soustava rovnic Rx = QTh. Pro dopog&itani x

bude vyuzita zpétna substituce. [17]

M¢jme systém linedrnich rovnic:

_x2+X3:0
4x1+2x2=4
3x1+4x2=3

0 -1 1 0
Systém linearnich rovnic lze vyjadfit jako Ax = b. Matice 4 = I4 2 0] ab= [4] . Pro
3 4 0 3

matici A vychazi QR rozklad nésledovné.

0o -1 11 [0 V55 (@) ] 4 0
[4 2 0]= 4/5 (-6V5)/25 (-3v5)/25 -lo 5/V5 —1/@]
34 00 I35 (8v8)25 (avB)/2s| 10 0 2/

Nejprve je nutné vyiesit pravou stranu, tedy Q7 b:

0 4/5 3/5
—V5/5 (-6V5)/25 (8V5)/25
(2v5)/5 (-3V5)/25 (4V5)/25

oL

Takto ziskany vektor nyni staci aplikovat na levou stranu na které je Rx.

5 4 0 5
0 5/V5 —1/V5|.x= 0]
0 0 2,5 0

Pomoci zpétného chodu jsou dopocitdny jednotlivé slozky vektoru x. Pro zadany ptiklad

1

7 X3 =0a5-x; +4-x, =5 ze kterych je patné, ze

X2

Y chéze'irovnicei-x =0; 2.
y .] \/g 3 a\/g

1
x; =1; x, = 0; x3 = 0. ReSenim soustavy linearnich rovnic je tedy vektor x = IO].
0
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4.2 Vypocet pseudoinverznich matic

Necht existuje matice A. Pokud je tato matice ¢tvercova a jeji determinant je rtizny od nuly, 1ze
zjistit jeji inverzi A1, Pojem inverze lze zobecnit na tzv. pseudoinverzi, ktera se pouziva i pro
singularni matice nebo pro obdélnikové matice. V takovém piipadé mluvime o Moore—

Penroseové pseudoinverzi. Pro pseudoinverzi A* musi platit relace:

A-At-A=A
At A-AT = AT
(A-ADT = A- At
(At-A)T = A*- A.

Pseudoinverzni matice spliiujici tyto relace je jedinecnd a vzdy existuje. Pro matice, které lze

invertovat standartni cestou je pseudoinverzni matice shodna s inverzni. [18]

Pfi vypoctu pseudoinverzni matice A* pomoci QR rozkladu matice A = QR je nutno nejprve
tento soucin poupravit na vhodny tvar pomoci aplikace pseudoinverze na ob¢ strany, vychazi
tedy A* = (QR)*. Nyni je nutné odstranit zavorku pomoci nasledujiciho vzorce (A-B)* =
B* - A* diky tomu vznikd AT = R* - Q*. JelikoZ je matice R ¢tvercova a jeji determinant neni
roven nule plati R = R™1. Pro matici Q plati, Ze je ortogonalni, tudiz plati Q* = Q. Timto

pieznacenim vznikd soucin A* = R™1 - QT podle kterého je vypoé&itana pseudoinverze. [19]

Inverzni matice R™! se dopo¢itd pomoci zpé&tné substituce ve tvaru R - r'; = e;, kde i je index

sloupce. Takto ziskané vektory r’; budou tvofit inverzni matici R™?.

11
Na ukazku bude volena matice 4= |1 of u které je nutno spocitat redukovany QR-rozklad
01
[1/v2  1/V/6 R
1/V2 -1/V6 -[0 - 2]' Nyni bude provedena transpozice matice Q , ktera vyjde QT =
| 0 273 V31
[1/N2  1/¥2 0 } . -1 , ‘s . . o
e —1E Yzl Matice R™" se dopocitda pomoci zpétné substituce a vyjde R'=
EAGERAL Nyni uz staci dopocitat doi i AT=R1-Q". Pod i
0 2B yni uz staci dopocitat pseudoinverzi vzorcem A™ = Q" . Po dosazeni

vychazi . Takto vypocitana

1/3  2/3 —1/3]_I1/\/5 —1/\/El_l1/x/5 Wz o
/3 =1/3 2/31 | o 23| e -16 V23

matice je pseudoinverzi zadané matice.
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4.3 Vypocet vlastnich ¢isel a vlastnich vektorti matice

Tato podkapitola bude vénovana vlastnim ¢islim matice, jelikoz pojem vlastni ¢islo v kontextu

obdélnikovych matic neexistuje, proto bude tato ¢ast vénovat pouze ¢tvercovym maticim.

Pti vypoctu vlastnich Cisel pti vyuziti QR-rozkladu se nejprve pro zadanou matici A najde QR-
rozklad, tedy Ay = Q, - Ry. Déale se najde matice A; pomoci soucinu A; = R, - Q, pro tuto
matici se opét hledd QR-rozklad A; = Q * R, a poté se najde matice A, obdobnym zplisobem
jako A;. Po nékolika iteracich tento algoritmus mize konvergovat k matici, ktera obsahuje
vlastni ¢isla na diagonale. Pokud tomu tak je, budou veskeré hodnoty pod hlavni diagonalou
rovny témeér nule. AvSak existuji pfipady, kdy konvergence nefunguje, proto se vyuZzivaji

pomocné metody jako deflace a posun pro zajisténi spravné a efektivni funkce algoritmu. [19]

Pomocna metoda posunu spociva v odecteni nasobku jednotkové matice od matice A pied
provedenim QR-rozkladu, zapsano A; — ul = Q;R;. Hodnota u se nazyva posun a jeji hodnota
je volena riznymi strategiemi (napi. Konstantni posun, Wilkinstiv posun, Rayleightv posun

atd). Pti dalsi iteraci je k nasobek matice pficten zpét k nové matici A;,1 = R; - Q; + ul. [20]

DRUHY POSUNU

KONSTATNI WILKINSUV RAYLEIGHUV

det(A"—A1-1) =0

Obrazek 34 — Druhy posunii u vypoctu viastnich cisel pres QR-rozklad

Metoda deflace redukuje matici na mensi ¢asti, pokud se pod diagonélou vyskytne témé&f nulovy
prvek. JelikoZ je nalezeno vlastni ¢islo, je mozné provést deflaci daného tseku. Matice je poté

zmenS$ena a algoritmus pokracuje dale. [21]
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5/26 1/¢E€]_{J§6 5/2/13

. . 5 1
Pro demonstraci je volena matice 4, = [1 5] s QR rozkladem [_1/ vz spzel | o 12/a7ms)

Tyto matice se vyuziji ve vypoctu A; = R, - Q,, ktera vyjde [_6102//1133 zgﬁg] QR-rozklad matice

. [5/V26 —1/26 _[12 2/13 5J2/13] . . “ros _p . 5 1
A je [1/‘/% 576 . e . Matice A, je dopocitana A, = R, - Q; a vychazi [1 c

. Algoritmus aktualné stagnuje, protoze vygeneroval matici A, stejnou s matici 4,4, je tedy

nutné provést posun s hodnotou u, ktera 1ze volit podle riznych strategii.

Nejprve bude demonstrovéan konstantni posun s hodnotou pu = 4,5, tato hodnota by méla byt co

nejblize nekterému z vlastnich ¢isel. Matici A, je nutné upravit dle vzorce A, — ul = Q;R,.

Matice po odecteni vyjde [1{2 1}2] a jeji QR-rozklad je E; \/\/g 3/1 \f/lg][\/go/ z 3/2(/2‘/\/%].
Nasleduje vzorec Az = R, - Q, + ul, tedy 4; = 1;;0 —g//io] + [45(/)10 45310] = [52;0 43??0]'

Proces se nyni opakuje, nez bude docilena pozadovana piesnost.

Dalsi variantou je Wilkinsonv posun, ktery se voli jako minimum rozdilu hodnoty vlastnich
¢isel spodniho diagonélniho bloku o velikosti 2x2 od hodnoty a,,. JelikoZ je zvolend matice
2x2 vypocitaji se jeji vlastni ¢isla klasickou metodou dle vzorce det(A —A-1) = 0. Tyto
vlastni ¢isla vychazi 4, = 6 a A, = 4, algoritmus timto krokem kon¢i. Pokud by se jednalo o
vetsi matici, vybere se vhodné vlastni ¢islo podle vzorce p = min {a,,, — 11; ann — 42}.
Matice se poté upravi prislusnym vzorcem A, — ul = Q,R,. Vypocitd se QR-rozklad a vytvoii

se matice A; = R, - Q, + ul a pokracuje se dal§imi iteracemi.

Posledni variantou, kterd zde bude uvedena, je Rayleighiiv posun. Hodnota u volena dle vzorce

2T-4-%
T %

. Zde je nutné zvolit vhodny odhad vektoru X. Pro zvoleny ptiklad bude jeho

5 1705
hodnota volena jako prvni sloupec matice 4, tedy z = [i] Hodnota u vychéazi u = % =
1

% a bude pouzita pro Upravu matice A, tedy A, — ul = Q,R,. Po dosazeni vychdzi matice

M:

-5/13

—5/V194 13/VT§Z]_[JT§Z/13 —5,/2/97
1 0

13/4/194 5/4/194 (72./2/97)/13

5460/1261  72/97
72/97  7150/1261

_51/13] jejiz QR rozklad je ] Nyni je nutné

provést vypocet A; =R, -Q,+ ul, tedy 4;= ] . Algoritmus bude

pokracovat, nez bude docilena potiebnd presnost.

Jednotlivé metody posunu ukazuji, Ze pro zadany piiklad pfi pouZiti vice iteraci vychazeji
vlastni ¢isla rovny 4; = 6 a 1, = 4. Pii vypoctu lze pouzit i deflaci, kterd je vhodna spiSe pro

matice vétSich rozmeért. [22]
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4.4 Vypocet SVD rozkladu matice

Kazda matice A o m fadcich a n sloupcich Ize rozlozit na singularni rozklad (tzv. SVD), tento
rozklad je ve tvaru A=U-S-VT kde U a VT jsou redlné ortogonalni matice. Matice U je
rozméru m X m se skladé z levych singuldrnich vektorti a matice V, kterd je rozmérun X n
,naopak zpravych singuldrnich vektord. Matice S v diagonale obsahuje nezaporna Ccisla
(nazyvana singularni ¢isla), kterd jsou sefazena sestupne.

DRTOMNORMALRMI DIAGOMNALMNI CHRTOMNCHEMALNI
VEETORY MIATICE VEKTORY

=H

A U S Vv

Obrazek 35 — SVD rozklad

Postup pro provedeni SVD rozkladu je nasledujici:

1. Vytvoti se matice AT - A

2. Nalezne se nasledujici rozklad AT - A =V - D - VT (tento rozklad se nazyva spektralni)
- pro matici AT - A budou spo&itana vlastni ¢isla a vlastni vektory
- vlastni vektory matice AT - A tvoii matici V (nutno najit vhodné pofadi a normovat)
- vlastni ¢isla matice AT - A jsou sefazena sestupné na diagonale matice D

3. Ziskaji se singularni hodnoty do matice S (odmocnénim vlastnich ¢isel matice D)

4. Vytvoii se matice 4 * V

5. Vyfiesiserovnice U -+ S = A *V (neznama je U)
- tuto rovnici lze fesit pomoci QR-rozkladu (plati Q = U)
- pokud nesedi rozmér matice je nutné ji doplnit

6. Sestaveni A =U-S-VT

Z daného postupu je patrné, ze QR-rozklad v tomto piipad¢ Ize pouzit pii vypoctu vlastnich
¢isel a pti feSeni rovnice U - S = A - V. Nékteré akce v tomto algoritmu mohou byt nestabilni,

a tudiz se pouziva jejich stabilnéjsi verze zaloZena na bidiagonalizaci. [23]
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Pro demonstraci SVD rozkladu byla pfevzata matice a postup vypoctu ze zdroje [24], konkrétné

2 0
se jednalo o matici A= |1 1 ] Nejprve bylo nutné dopocitat matici AT - A, kterd vychézi
0 -2

5 1 “r . 111 . . ceviv s .
[1 5]. DalSim krokem je spektralni rozklad této matice. Pro zjiSténi matice D a V budou

¥ vy ; xr , . 5 1 . ,
potfeba vypocitat vlastni ¢isla a vlastni vektory matice [1 5]. Tento postup je popsan

v predchozi podkapitole. Vlastni vektory vychazeji v, = [ﬂ av,= [_11] a vlastni Cisla pro

zadanou matici vychéazeji A; = 6 a A, = 4. Dané vlastni vektory se znormuji na v, = E; g] a
_1/\/5] . Tt ST x - _[6 0]. _[1/\/7 1/\/7]
v, = [_1/ 7l Matice spektralniho rozkladu vychézeji nasledovné b = [0 4] sV = NI 12 a
s [V2 12 o . ST S _ - .
VT = [1/ 7z 13l Singularni hodnoty matice S vychazeji 6; = V6 a §; = 2. Nyni je nutné
V2. V2
vypocitat sou€in A - V, kterym vyjde matice | vz ¢ | Nyni je nutné vyftesit soustavu linearnich
-2 V2
rovnic U S = A -V pomoci QR rozkladu. Pro vypocet byla pouzita Grammova-Schmidtova
VZ 2 13 12
metoda. QR-rozklad vychézi nasledovné | vz o |=[1//3 o -[\f g].Prvni dva sloupce
—2 V21 [-1/v3 12

matice U tedy vychazeji | 1/v3 0 |. Vtuto chvili je tfeba dopocitat treti vektor, pro

-1/V3 1/V2

13 ‘ [wz
a

zvoleny piipad lze pouzit vektorovy soucin, ptipadné vyuzit Grammova-Schmidtiv proces.

U3y U32 U33
Vektorovy soudin w; xu, = |1/¥3 1/¥3 —1/¥3|. Z vektorového soucinu vyplyva, ze zbyvajici
N2 0 1/V2
-1/V6 13 1/V2 -1/V6
vektor u; = | 2/v6 |- Po doplnéni do matice U tedy vychazi | 1,v3 o  2/v6 |.
1/V6 -1/V3 1/V2 146

Pro zadany ptiklad vychazi SVD nasledovné:

2 0
1 1|=
0 -2

13 N2 —1V6| e o N ApE
1V3 0 2/V6 -[0 2“1/\5 _1NZ
-1/V3 1/¥2 16 [ t0 0
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4.5 Vypocet korenii polynomu

Je-li dan polynom p(x) = apx™ + ap_x™ 1 + -+ + a,x + a, lze pro tento polynom sestavit

[0 0 .. 0 =—ag/a, ]
) o ) o 1 0 .. 0 -—ai/a,
pfidruzenou matici (tzv Frobeniovu matici) ve tvaru P=|0 1 .. 0 -—a,/a,

. Kofeny
(:) 0 1 —an_‘l/an

polynomu odpovidaji vlastnim Cislim pfidruzené matice. Pro presnéjSi vypocet kotene

polynomu se piidava vice iteraci v algoritmu, piipadné se pouzije Newtonova metoda, tato

_p®
p/(x)’

metoda vyuziva vzorec X, .1 = X, kde x,, 41 je presn€jsi hodnota dan¢ho kotene. Na

obrazku nize je interpretovana vizualne. [25] [26]

N

A\

Obrazek 36 — Newtonova metoda zpresnéni korenu polynomu
Z obrazku vyplyva, Ze puvodni hodnota kotfene x, se po aplikaci vzorce pfiblizi

k opravdovému koteni polynomu oznaceného modrou te¢kou.

Pro demonstraci vypoctu jednotlivych kofenti pomoci QR-rozkladu bude volen nasledujici

polynom x3 — 6x2 + 11x — 6, u kterého bude tieba najit jeho kofeny. Nejprve se sestavi

0 0 6
pfislusna pfidruZzena matice P=|1 o -11|. Na tuto Frobeniovu matici bude aplikovan
01 6

algoritmus pro hledani vlastnich ¢isel matice popsany v praci diive. Po n€kolika iteracich bez
posunu vychazi matice s vlastnim ¢isly 4, = 3 ; 4, = 2a A3 = 1, které odpovidaji kofenim

zadaného polynomu. Tyto hodnoty byly zpifesnény pomoci Newtonovy metody.
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4.6 Moznosti pouziti QR rozkladu v oboru IT

QR-rozklad je zékladni numericka metoda linearni algebry s uplatnénim rtznych oblastech
oboru IT. V této sekci prace bude demonstrovano nckolik moznych vyuziti v oblasti Al

zpracovani obrazu a videa, animaci, a nakonec v kryptografii.
Oblast umélé inteligence

QR-rozklad 1ze podle zdroje [27] pouzit v hlubokych neuronovych siti jako algoritmus pro
redukci zapominani dat pii ueni novych dat. Kromé této aplikace 1ze QR-rozklad vyuzit pii
backpropagaci v neuronovych sitich, ktery se vyuziva v fad¢ aplikaci v oblasti strojového
uceni, touto problematikou se zabyva zdroj [28]. Ve zdroji [29] je uvedeno jakym zpiisobem
1ze pomoci QR-rozkladu redukovat dimenzionalitu datasetu MNIST. Posledni uvedeny zdroj
[30] vyuZziva opét dataset MNIST, tentokrat je piedstavena opticka neuronova sit’ vyuzivajici

QR-rozklad a zaroven SVD rozklad.
Oblast zpracovani obrazu a videa, animace

V této oblasti se podle zdroje [31] d& QR-rozklad pouzit pro detekci pozadi v sekvenci snimki.
Zdroj [32] uvadi, ze se QR-rozklad da vyuzit pii detekci stfihti a pfechodd ve videu. Dalsi
aplikaci je auto kalibrace kamery ve scén¢ pomoci SVD rozkladu matice, jak uvadi zdroj [33].
V oblasti animaci 1ze QR-rozklad vyuzit pro tvorbu animace oblieje pii fe€i. Pro tvorbu
animace je nutné, aby dany subjekt mél na obliceji vytvoiené znacky, ze kterych bude animace

vytvofena, vice informaci uvadi zdroj [34].
Oblast kryptografie

Ve zdroji [35] je uvedena QR-Crypt Sifra, kterd je spjata s protokolem vyuzivajici QR-rozkladu.
Kromé této aplikace lze zde zdroje [36] implementovat Sifrovaci algoritmus, ktery pomoci QR-
rozkladu a modula 68 Sifruje a deSifruje poslanou zpravu. Tento algoritmus ma i vzorovy
priklad na kterém jsou dané akce znazornény. Ve zdroji [37] je uveden zpusob jakym lze
pomoci QR-rozkladu Sifrovat otisk prstu pomoci noveé asymetrické Sifry. Poslednim uvedenym
zdrojem z této oblasti bude moznost vkladani barevného vodoznaku do barevného obrazku za

vyuziti QR rozkladu, touto problematikou se zabyva zdroj [38].

Z této Casti textu je patrné, ze se QR-rozklad da vyuzit v mnoha oblastech oboru IT. V textu
prace byly zminény byly pouze vybrané piiklady. V dneSni dobé QR-rozklad piedstavuje

robustni numerickou metodu, ktera je jednim z klicovych néstroji pro mnoho algoritmi v IT.

74



5 ZAVER

Tato diplomova prace se zaméfila na QR rozklad fidkych matic. V teoretické ¢asti byly popsany
klicové pojmy linearni algebry, zplisoby reprezentace matic, zminén zde byl i LU rozklad.
Dilezitou ¢asti prace bylo predstaveni jednotlivych metod vypoctu QR rozkladu, mezi které
patiila klasickd a modifikovana Grammova-Schmidtova metoda, Householderova transformace

a Givensova rotace.

V ramci praktické ¢asti byla vyvinuta konzolova aplikace v jazyce C++, jejimz cilem bylo
umoznit provadéni QR rozkladu pomoci rtiznych metod pro rizné formaty fidkych matic. Pied
samotnou implementaci byly stanoveny funk¢éni a nefunkéni pozadavky, které slouzily jako
zaklad pro navrh a realizaci aplikace. Béhem vyvoje byla pribézné vytvarena programatorska
ptirucka. Pro snadné&j$i ovladani a orientaci v aplikaci byla vytvotena také uzivatelska ptirucka,
jez umoziuje ctenafi snadné spusténi. Spravnost implementovanych metod byla ovéfena
pomoci unit testd, které byly vytvofeny jako samostatny projekt. V zavéreéné fazi byly
jednotlivé metody QR rozkladu porovnany z hlediska Casové a pamétové slozitosti. Toto
porovnani bylo provedeno jak teoreticky pomoci analyzy asymptotické sloZitosti, tak i1
experimentalné na konkrétnich vstupech v podobé matic riznych rozméra. Z této casti vyplyva,
ze Householderova transformace u méfenych matic vykazuje vyssi ¢asovou naro¢nost nez
Givensova rotace, zejména pii pouziti formatu COO, kde dochdzi k vyraznému nartistu
vypocetniho €asu s rostoucim rozmérem matice. Naproti tomu formaty CSR a CSC jsou z
hlediska ¢asu vyrazné efektivnéjsi. Z hlediska pamétové naro¢nosti je opét nejméné vyhodny
format COOQO, a to predev§im u Householderovy metody. Naopak Givensova rotace vykazuje

nizsi pamétové naroky, pri¢emz u formati CSR a CSC jsou rozdily mezi metodami minimalni.

V zavéru prace byla piedstavena fada praktickych aplikaci QR rozkladu jako feSeni soustav
linedrnich rovnic, vypocet inverznich matic, vypocet vlastnich ¢isel ¢1 numerické hledani

kotfenti polynomt, v zavérecné Casti je ukazka konkrétnich problémii z oblasti IT.

75



POUZITA LITERATURA

1. ROKYTA, Mirko. Matice a determinanty. [online] Praha : Matematicka sekce Matematicko-fyzikalni fakulta
Univerzita Karlova, [citace 10.07.2025]. Dostupné z
https://www karlin.mff.cuni.cz/~rokyta/vyuka/1011/Is/F_apl mat/ApMat Kap 8 beamer.pdf.

2. PAJEROVA, Nikola. Matematika I. [online] Praha : CVUT, Fakulta strojni, [citace 11.07.2025]. Dostupné z

https://users.fs.cvut.cz/nikola.pajerova/M1_matice.pdf.

3. MAI, Thanh Quang. Efektivni ndsobeni ridkych matic. [online] Praha: CVUT, Fakulta informaénich
technologii, [citace: 11.07.2025]. Dostupné z https://dspace.cvut.cz/bitstream/handle/10467/83579/F8-BP-2019-
Mai-Thanh%20Quang-thesis.pdf?sequence=-1&isAllowed=y.

4. MERTA, Michal. Numerickd linedrni algebra 1 Ridké matice, grafika v Matlabu. [online] Ostrava : Technické
univerzita Ostrava, [citace 20.07.2025]. Dostupné z
https://homel.vsb.cz/~mer126/NLA1/Lectures/3/NLA1 3.pdf.

5. DONALDSON, Neil. Elementary Matrix Operations and Systems of Linear Equations. [online] California :
University of California, Department of Mathematics, , [citace 15.07.2025]. Dostupné =z
https://www.math.uci.edu/~ndonalds/math121a/3elementary.pdf.

6. GARETH, Williams. Linear algebra with applications. Burlington : Jones & Bartlett Learning, 2014. ISBN:
978-1-4496-7954-5.

7. MERTA, Michal. Numericka linedrni algebra 1 QR rozklad. [online] Ostrava : VSB — Technické univerzita
Ostrava, [citace: 23.03.2025]. Dostupné z https://homel.vsb.cz/~mer126/NLA1/Lectures/10/NLA1 11.pdf.

8. HLADIK, Milan. Matice. [online] Praha: Univerzita Karlova Fakulta Aplikované matematiky, [citace
22.08.2025]. Dostupné z https://kam.mff.cuni.cz/~hladik/LA3/text la3.pdf.

9. OBERHUBER, Tomas. QR algoritmus. [online] Praha : CVUT, Fakulta jadernd a fyzikalng inzenyrska, [citace
26.04.2025]. Dostupné z https://geraldine.fjfi.cvut.cz/~oberhuber/data/vyuka/num-1/14-qr-rozklad.pdf.

10. STRANG, Gilbert. Linear algebra and its applications. 4th ed. Belmont : Thomson Brooks/Cole, 2006. ISBN:
0030105676.

11. KWOK, Anthony. Detailed Explanation of QR Decomposition by Classical & Modified Gram-Schmidt
Method. [online] In : Medium, [citace: 16. 03. 2025]. Dostupné z https://kwokanthony.medium.com/important-

decomposition-in-linear-algebra-detailed-explanation-on-qr-decomposition-by-classical-3f85425915f.

12. GANDER, Walter. Algorithms for the QR decomposition. Ziirich : Technische Hochschule, 1980. Dostupné z
https://people.inf.ethz.ch/gander/papers/qrneu.pdf.

13. KWOK, Anthony. Detailed Explanation of QR Decomposition by Householder Transformation. [online] In :
Medium, [citace 23.03.2025]. Dostupné z https://kwokanthony.medium.com/detailed-explanation-with-example-
on-qr-decomposition-by-householder-transformation-5¢964d7{7656.

76



14. KWOK, Anthony. Detailed Explanation of QR Decomposition by Givens Rotation. [online] In : Medium,
[citace 24.03.2025]. Dostupné z https://kwokanthony.medium.com/detailed-explanation-with-example-on-qr-
decomposition-by-givens-rotation-6e7bf664fbdd.

15. RICHTA, Karel. Slozitost algoritmii. [online] Praha: CVUT, [citace 11.08.2025]. Dostupné z
https://cw.fel.cvut.cz/old/ _media/courses/b6b36dsa/dsa-3-slozitostalgoritmu.pdf.

16. CICHA, Jakub. Maticové rozklady a jejich pouziti. [online] Brno : Masarykova univerzita, Pfirodovédecka
fakulta, [citace 10.07.2025]. Dostupné z https://is.muni.cz/th/nasgc/DP_Cicha.pdf.

17. ZAJICKOVA, Markéta. OR rozklad a jeho vyuziti. [online] Olomouc : Univerzita Palackého, Katedra
matematické analyzy a aplikaci matematiky, [citace: 01.07.2025]. Dostupné z https:/library.upol.cz/arl-
upol/en/csg/?repo=upolrepo&key=84330042910.

18. STRONER, Martin. Teorie chyb a vyrovndvaci pocet 1. [online] Praha : CVUT, Fakulta stavebni, [citace:
16.03.2025]. Dostupné z https://k154.fsv.cvut.cz/~stroner/TCH1/tch_pred 6.pdf.

19. ZEMANEK, Petr. QR-rozklad. [online] Brno : Masarykova Univerzita, [citace 02.07.2025]. Dostupné z
https://www.math.muni.cz/~zemanekp/files/QR-rozklad %5Bseminarni_prace - Petr Zemanek%S5D.pdf.

20. KONECNY, Jan. Algoritmy pro rozsdahla data. [online] Olomouc : Univerzita Palackého, Katedra informatiky,
2021. Dostupné z https://phoenix.inf.upol.cz/~konecnja/vyuka/2021 W/ALS1/L10.pdf.

21. CIRBUS, Jan. Implicitni QR algoritmus s nasobnymi shifty. [online] Praha : Matematicko-fyzikalni fakulta
Univerzita Karlova, [citace 04.07.2025]. Dostupné z
https://dl1.cuni.cz/pluginfile.php/1987032/mod _resource/content/1/BCprace_QRalgoritmus.pdf.

22. PERSSON, Per-Olof. The QR Algorithm II. [online] California : University of California,Department of
Mathematics, [citace 07.07.2025]. Dostupné z https://dspace.mit.edu/bitstream/handle/1721.1/75282/18-335j-fall-
2006/contents/lecture-notes/lec16.pdf.

23. MERTA, Michal. Numerickd linedrni algebra 1 Singularni rozklad. [online] Ostrava : VSB — Technické
univerzita Ostrava, [citace 03.07.2025]. Dostupné z
https://homel.vsb.cz/~mer126/NLA1/Lectures/13/NLA1_13.pdf.

24. BARTO, Libor. Cviceni k prednasce NMAGI112 Linedrni algebra 2. [online] Praha : Matematicka sekce
Matematicko-fyzikalni fakulta Univerzita Karlova, [citace 03.07.2025]. Dostupné z
https://www2 karlin.mff.cuni.cz/~barto/LinAlg/CV_LA2 1.S2122 11.pdf.

25. STAROSTA, Stépan. Mocninnd metoda a QR algoritmus. [online] Praha : CVUT, Fakulta informaé¢nich
technologii, [citace 02.07.2025]. Dostupné z https://kam.fit.cvut.cz/deploy/mi-mpi/mi-mpi-prednaska-23-vlastni-
cisla.pdf.

26. ZLAMALOVA, Lenka. Numerické metody pro hleddani. [online] Brno: Masarykova univerzita,
Prirodovédecka fakulta, 2006. Dostupné z https://is.muni.cz/th/i2val/bakalarka.pdf.

77



27. JONGHONG, Kim. Incremental Learning for Online Data Using OR Factorization on Convolutional Neural
Networks. [online] In : MDPI, [citace 09.07.2025]. Dostupné z https://www.mdpi.com/1424-8220/23/19/8117.

28. ROBERTS, Denisa A.O. QR and LQ Decomposition Matrix Backpropagation Algorithms for Square, Wide,
and Deep -- Real or Complex -- Matrices and Their Software Implementation. [online] New York : Cornell
University, [citace 09.07.2025]. Dostupné z https://arxiv.org/abs/2009.10071.

29. MOHSIN, Ali. Investigation of Neural Network Parameters for MNIST Using QR Decomposition Algorithm
and Principal Component Analysis. [online] In: IEEE Xplore, [citace 09.07.2025]. Dostupné z
https://ieeexplore.ieee.org/abstract/document/10486346.

30. LIN, Jian. 4 Robust MZI-Based Optical Neural Network Using OR Decomposition. [online] In : IEEE Xplore,
[citace 09.07.2025]. Dostupné z https://ieeexplore.ieee.org/abstract/document/10707275.

31. AMINTOOSI, Mahmood. OR Decomposition-Based Algorithm for Background Subtraction. [online] In :
IEEE Xplore, [citace 09.07.2025]. Dostupné z https://iceexplore.ieee.org/abstract/document/4217274.

32. AMIRI, Ali. Video Shot Boundary Detection Using OR-Decomposition. [online] Iran : Computer Engineering
Department,  University of Science and  Technology, [citace 09.07.2025]. Dostupné z
https://link.springer.com/content/pdf/10.1155/2009/509438.pdf.

33. LOURAKIS, Manolis I.A. Camera Self-Calibration Using the Singular Value Decomposition. [online] In :
Sophia-Antipolis Cedex, [citace 09.07.2025]. Dostupné z
https://www.researchgate.net/publication/2441156 Camera_Self-

Calibration Using_the Singular Value Decomposition of the Fundamental Matrix.

34. LUCERO, Jorge C. Data-driven facial animation of speech using a OR. [online] Brasilia : Department of
Mathematics, University of Brasilia, [citace 09.07.2025]. Dostupné z https://www.researchgate.net/profile/Jorge-
Lucero-2/publication/228950596 Data-

driven_facial animation_of speech using a QR factorization algorithm/links/02bfe513368746d395000000/D

ata-driven-facial-animation-of-speech-using-a-QR-factorization-a.

35. QAYUM, Abdul. OR decomposition-based cryptography: Via image generation (OR-CRYPT). [online] In :
IEEE Xplore, [citace 09.07.2025]. Dostupné z https://ieeexplore.ieee.org/abstract/document/6470939.

36. KUMAR, Aparna Ashok. Encryption and Decryption of messages using QR Decomposition. [online] In : IEEE
Xplore, [citace 09.07.2025]. Dostupné z https://iceexplore.ieee.org/abstract/document/10563267.

37. MEHRA, Isha. Fingerprint image encryption using phase retrieval algorithm in gyrator wavelet transform
domain using QR decomposition. [online] In: ScienceDirect, [citace 09.07.2025]. Dostupné z
https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S003040182300010X.

38. SU, Qingtang. An improved color image watermarking algorithm based on QR decomposition. [online] In :

Springer Nature, [citace 09.07.2025]. Dostupné z https://link.springer.com/article/10.1007/s11042-015-3071-x.

39. BRADLEY, Tai-Danae. Understanding Entanglement With SVD. [online] In : Math3ma, [citace 04.07.2025].

Dostupné z https://www.math3ma.com/blog/understanding-entanglement-with-svd.

78



40. MARIK, Robert. Soustavy linedrnich rovnic. [online] Brno : Mendelova univerzita, Lesnicka a dievaiska

fakulta, [citace 18.07.2025]. Dostupné z https://user.mendelu.cz/marik/mtk/mat-slidy/soustavy/.

41. ROKYTA, Mirko. Linedrni vektorové prostory. [online] Praha : Matematické sekce Matematicko-fyzikalni
fakulta Univerzita Karlova, [citace: 19.07.2025]. Dostupné z
https://www karlin.mff.cuni.cz/~rokyta/vyuka/1011/zs/F_apl mat/ApMat Kap 7 beamer.pdf.

42. STRANG, Gilbert. Elimination Matrices and Inverse Matrices. [online] Massachusett : Institute of
Technology, Department of Mathematics, [citace: 21.07.2025]. Dostupné z
https://math.mit.edu/~gs/lincaralgebra/ila6/ila6_2 2.pdf.

43. TICHY, Petr. LU rozklad a jeho numerické analyza. [online] Praha : Matematickd sekce Matematicko-
fyzikalni fakulta Univerzita Karlova, [citace 15.07.2025]. Dostupné z
https://www karlin.mff.cuni.cz/~ptichy/blogs/nan/NA_ 05 prednaska.pdf.

44. TUMA, Jifi. Gaussova eliminace. [online] Praha: Matematickia sekce Matematicko-fyzikalni fakulta
Univerzita Karlova, [citace 17.07.2025]. Dostupné z https://www karlin.mff.cuni.cz/~tuma/2003/NNLinalg2.pdf.

79



SEZNAM PRILOH

Ptiloha 1: Aplikace QR rozkladu

Ptiloha 2: Matice pouzité pfi méteni
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