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ANOTACE

Cilem této prace je vysvétleni a aplikovani analytickych metod na problematiku modelu si-
multannich rovnic, které se v ekonometrii pouzivaji pro analyzu vztahli mezi ekonomickymi
veli¢inami. V teoretické ¢asti jsou popsané zakladni koncepty, které zahrnuji endogenni a exo-
genni proménné a vybér nejpouzivanéjsich analytickych metod.

Prakticka cast aplikuje a zuzitkovava teoretické poznatky pro vytvoreni aplikace s uzivatel-
skym rozhranim. Aplikace demonstruje uziti zobecnéné metody nejmensich ctvercii, dvoustup-
ové MNC, tiistuptiové MNC a metody maximalni vérohodnosti nad realnymi daty Kleinova
modelu. Soucasti prace je i uzivatelskd ptirucka, kterd obsahuje ndvod na pouzivani vyvinuté

aplikace.

KLICOVA SLOVA

MNC, Dvoustupiiova MNC, Ttistupnova MNC, Metoda maximalni vérohodnosti, Newton-

Raphson, model simultdnnich rovnic, Kleintiv model I

TITLE

Solving of simultaneous equations.

ANNOTATION

This thesis explains and applies analytical methods to the problem of simultaneous equations
models, which are used in econometrics for the analysis of relationships between economic
variables. The theoretical part describes the basic concepts, including endogenous and exoge-
nous variables, and a selection of the most commonly used analytical methods.

The practical part applies and builds on the theoretical knowledge to create a user interface
application. The application demonstrates the use of the generalized least squares method,
2SLS, 3SLS, and MLE using real Klein model I data. The thesis also includes a user manual

that provides instructions for the use of the developed application.

KEYWORDS
OLS, 2SLS, 3SLS, MLE, Newton-Raphson, simultaneous equations, Klein model I
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P
UVOD

V soucasné dob¢ je analyza vztaht mezi riznymi ekonomickymi veli¢inami klicova pro po-
chopeni komplexnich interakci, které ovliviiuji ekonomické systémy. Simultanni rovnice ptred-
stavuji dalezity ndstroj v ekonometrii, ktery umoziluje modelovat a analyzovat tyto vztahy
v ramci dynamickych ekonomickych systému. Tento pfistup je zvlasté uziteCny v piipadech,
kdy jsou proménné navzajem provazany a kazda z nich mize byt zaroven vysvétlovanou i vy-
svétlujici proménnou.

Prace se zaméfuje na vysvétleni a aplikaci analytickych metod pro feSeni modelu simultan-
nich rovnic. V teoretické ¢asti jsou predstaveny zakladni ekonometrické pojmy, jako jsou en-
dogenni a exogenni proménné, metody odhadu a specifikace modelid. Zvlastni pozornost je vé-
novana metodam, které se bézné pouzivaji pro feseni simultannich rovnic, véetné¢ zobecnéné
metody nejmensich ¢tvercl, dvoustupnové a tiistupiiové metody nejmensich ¢tvercii a metody
maximalni vérohodnosti.

V praktické ¢asti je teoreticky rdmec prenesen do tvorby aplikace s uzivatelskym rozhranim,
ktera umoziuje feSeni modelu simultannich rovnic nad redlnymi daty. Aplikace bude demon-
strovana na znamém Kleinové modelu, ktery predstavuje klasicky piiklad ekonomického mo-
delu vyuzivajiciho simultanni rovnice. Soucasti této prace je také uZivatelska piirucka, ktera
poskytuje navod k pouzivani vyvinuté aplikace.

Cilem této prace je ptispét k lepSimu pochopeni a vyuziti modelu simultannich rovnic v eko-
nometrické praxi a nabidnout nastroj, ktery demonstruje jejich aplikaci v redlnych ekonomic-

kych analyzach.
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1 ZAKLADNI POJMY

Tato kapitola se zabyvéa ekonometrii jakoZto oborem, ve kterém se prolind matematika, sta-
tistika a ekonomie. V prvni ¢asti je uveden historicky vyvoj ekonometrie, jeji pocatky a uplat-
néni celého oboru. Zabyva se také klicovymi pojmy, které jsou diilezité pro pochopeni tématu
prace. Déle objasiiuje vyznam vysvétlujicich a vysvétlovanych proménnych v modelu a vénuje
pozornost 1 rezidudlni sloZce. Pozdéji se v kapitole zmifiuji nejcastéjs$i metody pouzivané k od-
hadu parametrii modelt a zaroven jsou okrajové poznamenany riizné formulace ekonometric-

kych modeli se zietelem na jejich hodnoceni a interpretaci.

Matematickd ekonomie

Ekonometrie

Ekonomicka statistika Matematicka statistika

Obrazek 1: Obory prolinajici se do ekonometrie

Zdroj: viastni

1.1 Definice a vyznam ekonometrie

Ekonometrie jako obor spojuje ekonomickou teorii, matematiku a statistiku praveé za acelem
analyzy ekonomickych dat. Ugelem ekonometrie je tedy potvrzovat platnost teoretickych tvr-
zeni v ekonomii a kvantitativné studovat a pfedpovidat ekonomické udélosti. Tento obor po-
maha analytikim a vyzkumnikim ziskat pfehled o ekonomickych interakcich a délat rozhod-

nuti na zdkladé moznych dostupnych tdaju. [6]

13



Jedna se o dulezity prvek ekonomického vyzkumu, nebot’ umozituje vyhodnocovat ekono-
mické hypotézy a méfit parametry ekonomickych modeltl. Umoziiuje definovat a kvantifikovat
vliv nékterych faktora na jiné ekonomické ukazatele, coz je zasadni pro vypracovani vhodnych
ekonomickych smérnic naptiklad pro tvorbu efektivni hospodaiské politiky. [6] Aplikace eko-
nometrie v ekonomickém vyzkumu umoziuje testovat formulované teorie na realnych datech,
proto je tato disciplina povazovana za nezbytny nastroj ekonomického vyzkumu. [2]

Ekonometrie se zabyva moznostmi analyzy slozitych ekonomickych systémii a vztahli mezi
ekonomickymi subjekty. Navic ekonometrické metody umoznuji nejen identifikovat ptimy vliv
jedné proménné na druhou, ale také jejich dynamickou interakci v case. Toto je dilezité
pro analyzu ekonomickych procesi a prognézu trendi [2].

Hlavni vyhodou ekonometrie je, Ze tato metoda umoziuje kvantifikovat ekonomické vztahy
a testovat hypotézy. Ekonometrické modely umoznuji ekonomovi definovat hypotézu o vztahu
chovani, ktery by mohl existovat mezi dvéma nebo vice proménnymi, a poté s pomoci statis-
tickych metod odhadnout, jak tyto vztahy funguji pfi aplikaci na data. Tato metoda odhadu
a testovani modelu, se uziva pro ovéteni platnosti studie provedené v ramci ekonomického vy-
zkumu. [2]

Dulezitou ¢ast ekonometrie tvoii schopnost stanovit ekonomickou prognézu do budoucna.
Predpovéd’ ekonometrickych modelii 1ze provést na zaklad¢ udaji z minulosti a ukazuje smér
kolisani ¢asovych fad v ekonomickych cyklech. Prognézovani hraje vyznamnou roli pfi tvorbé
hospodarské politiky a pfi planovani a rozhodovani podnikl, nebot’ umozniuje tviircim politik
a manazerum ziskat informace tykajici se nejpravdépodobnéjsiho pribehu udalosti, které by
mohly ovlivnit jejich rozhodnuti a plany. [3]

Tento obor nachazi své uplatnéni v rozsahlém spektru ekonomiky, jako je makroekonomie,
mikroekonomie, finance a vetrejna politika. V makroekonomii se ekonometrické modely pou-
Zivaji pfi studiu obecnych ekonomickych veli¢in, mezi které patii hruby domaci produkt
(HDP), inflace, nebo naptiklad uroven nezaméstnanosti. Mikroekonomie zase prostrednictvim
ekonometrie analyzuje vzorce chovani spotfebitelti a firem, jez jsou dileZzité pro pochopeni
trznich struktur a rozhodovaciho procesu. Ve financich se ekonometrie uplatiiuje pii modelo-
vani cen finan¢nich aktiv, hodnoceni rizik a vynost investi¢nich portfolii. [4]

Nicméné ekonometrie je velmi dalezita i pro formulovani a métfeni tcinnosti opatieni v hos-
podaftské politice. Ekonometrické testy nabizeji redlné tendence tykajici se politickych opatfeni

a umoziuji kvantifikovat jejich dopady v ekonomice. To je nezbytné pro popis a hodnoceni
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politiky a pro tvorbu strategii, protoze ekonometrie umoziuje vladam a dalSim institucim od-
halit dopady jejich ¢innosti a upravit aktudlni program tak, aby sledoval konkrétni ekonomické
cile. [5]

Ekonometrie stoji také pfed mnoha modernimi vyzvami a trendy, napiiklad pted zpracova-
nim velkych objemt dat a vyuzitim strojového uceni v ekonometrické analyze. Tyto trendy
vyvolavaji potfebu riznych metod a ptistupti k pochopeni slozitych ekonomickych vztahd. Bu-
doucnost ekonometrie je tedy zalezi na jeji schopnosti se adaptovat na tyto nové technologické
a metodologické vyzvy. Sem bychom mohli zahrnout pokrocilé statistické techniky a metody
a aktivni propojovani obsahti vicero obort za ucelem hledani feSeni rtiznych ekonomickych
problém. [1]

MuzZeme shrnout, Ze ekonometrie poskytuje zdsadni metodologii pii méteni, analyze a pro-
gnozovani ekonomickych jevi. Jeji vyznam spociva v poskytovani empirickych zavért, které
jsou potiebné k piijimani efektivnich rozhodnuti v ekonomice, financich a vetejné politice.
Ekonometrické metody totiz umoziuji hlubsi vhled do podstaty ekonomickych vztahti a pied-

povidaji budouci trendy, ¢imz pomahaji lepSimu porozuméni a fizeni ekonomickych systémi.

1.2 Historicky vyvoj ekonometrie

Ekonometrie jako akademicky obor vznikla na zdklad¢ snahy méfit silu souvislosti mezi
ekonomickymi proménnymi a schopnosti analyzovat navrZzené ekonomické hypotézy. Historie
ekonometrie saha az do 19. stoleti, kdy se objevily prace Williama Stanleyho Jevonse a Léona
Walrase, kteti mimo jiné zavedli matematiku do ekonomie. Tito autofi ptipravili ptidu pro poz-
dé;si vznik pokrocilejSich ekonometrickych technik. [6]

Co se tyce piimo ekonometrie, tak ta byla zdokonalena az ve dvacatém stoleti. Vznik samo-
statného védniho oboru ekonometrie se datuje od roku 1930, kdy byla zaloZena Econometrics
society v USA a je jednim z nejzasadnéjSich meznikil ve vyvoji této discipliny. Tuto ekonome-
trickou spolecnost zaloZili ekonomové Ragnar Frisch a Jan Tinbergen, a vyznamné tak ptispéli
k rozvoji ekonometrie jako v&dniho oboru. Frisch a Tinbergen také zavedli aplikovani statistic-
kych pfistupt k analyze ekonomickych dat a n¢které Frischovy poznatky se staly zdkladem
dnesni ekonometrie. [2]

V roce 1944 vydal Trygve Haavelmo ¢lanek ,,The Probability Approach in Econometrics®
(Pravdépodobnostni piistup v ekonometrii), v némz piikladal velky vyznam koncepci pravdé-

podobnosti, na niz jsou zaloZzeny ekonometrické modely, a koncept testovani hypotéz. Tato
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prace méla zna¢ny vyznam pro rozvoj ekonometrie a Haavelmo za ni v roce 1989 obdrzel No-
belovu cenu v oblasti ekonomie. [2]

letech 20. stoleti. K modelovani dynamického systému a vztahii mezi proménnymi se zacaly
pouzivat nové techniky, jako jsou tidaje v asovych fadach a soubory panelovych dat. Robert
Engle a Clive Granger ziskali v roce 2003 Nobelovu cenu za ekonomii, ktera byla udélena
za metody v oblasti analyzy ¢asovych tad. [3]

V poslednich né¢kolika desetiletich se ale objevily nové vyzvy a trendy tykajici se ekonome-
trie v disledku rozsdhlosti a rostouci dostupnosti dat spojenych se slozitosti studia oboru. Pti-
lezitosti a vyzvy v ekonometrickém vyzkumu vyplyvaji z velkych metodologickych rozvoju,
jako jsou pokroky v oblasti velkych dat a efektivnich vypoct, jako je strojové uceni. Tyto nové
trendy predpokladaji zmény v samotné aplikaci tradi¢nich ekonometrickych metod a potiebu
vytvofit nové techniky pro analyzu velkych a komplikovanych datovych soubord. [1]

Ekonometrie mé tedy dlouhou historii plnou vyvoje, o némz lze fici, Ze ptivedl tento obor
do dnesni podoby. Lze predpokladat, Ze od pocatku sledovani ekonomie se k analyze ekono-
mickych jevli pouzivaly matematické taktiky. Se vznikem Ekonometrické spole¢nosti, az po
soucasnou dobu velkych dat a strojového uceni, ekonometrie stale postupuje s novym védec-
kym a technologickym vyvojem. Protoze se ekonometrie vyznacuje neustalou dynamikou, zi-
stava aktudlni a je nepostradatelna pro studium a pochopeni ekonomickych systémi soucasného

svéta. [6]

1.3 Zakladni pojmy v ekonometrii

Tato kapitola identifikuje a vysvétluje hlavni pojmy v ekonometrii, které pomahaji pochopit
tuto oblast studia a poukazuje na to, jak pouzivat ekonometrické pfistupy pii analyze ekono-
mickych dat. Nékteré z téchto segmenti jsou ekonometrické modely, endogenni a exogenni

proménné, metody odhadu, specifikace modelu a hodnoceni model.

1.3.1 Ekonometrické modely

Ekonometricky model 1ze definovat jako ekonomicky model formulovany kvantitativné
a ve vétsiné piipadil jako matematicky model, ktery podava popis vztahu mezi riznymi pro-
ménnymi. Tyto modely jsou stylizované teoretické konstrukce, jejich ucelem je dat vztahu mezi
riznymi proménnymi ekonomiky kvantitativni hodnotu. Pomérné typicka struktura ekonome-

trického modelu obsahuje definici zavislé proménné (vysvétlovana proménnd), nezavislych
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proménnych (vysvétlujici proménné) a ndhodného Sumu (rezidualni slozka), coz je proménna

obsahujici nemodelované a ndhodné efekty. [6]

1.3.2 Endogenni a exogenni proménné

V ekonometrickych modelech se proménné déli na dve, a to na endogenni a exogenni pro-
ménné. Jednd se o proménné, které jsou vysvétlovany modelem a pocitany z interakci v modelu.
Na druhé¢ stran¢ exogenni proménné jsou ty, které se skladaji z proménnych, o nichz se pied-
poklada, ze jsou ur¢eny mimo kontext tohoto modelu a rozhodujicim zptisobem ovliviiuji en-
dogenni proménné. Napiiklad v modelu nabidky a poptdvky miize byt endogenni proménnou
cena, zatimco exogenni proménnou miiZze byt piijem spotiebitele nebo vyrobni naklady. [1]

Jinak feceno proménné, které ovliviiuji model se oznacuji jako endogenni, zatimco pro-
ménné, které nemaji na model Zadny vliv se oznacuji jako exogenni. Toto rozliSeni mé zasadni
vyznam pro spravnou formulaci modelu a pro korelaci a interpretaci ekonomické analyzy.

Endogenni proménné jsou tedy definovany v ramci modelu a ptsobi jako zavislé proménné,
jejichZ zmény jsou vyvolany zménami ostatnich proménnych v konkrétnim modelu.

Priklad: V jednoduchém modelu nabidky a poptavky na trhu zbozi mizeme definovat na-
sledujici rovnice:

1. Rovnice poptavky: Qg = a — BP + VY,
2. Rovnice nabidky: Q, = & + €P,
kde:

e Q, je mnozstvi poptavaného zbozi (endogenni proménna),

Qs je mnozstvi nabizeného zbozi (endogenni proménna),

P je cena zboZi (endogenni promé&nna),
e Y je pfijem spotiebiteld (exogenni promeénna),
e o[, 6, € jsou parametry modelu.

V tomto modelu jsou Q,, Q, a P endogennimi proménnymi, protoZe jejich hodnoty jsou
uréeny rovnovahou mezi poptavkou a nabidkou na trhu. Zmény v téchto promeénnych jsou vy-
sledkem interakci mezi rovnicemi poptavky a nabidky. [6]

Exogenni proménné jsou striktné povazovany za vysvétlujici a jsou ovliviiovany pouze vné;j-
Simi vlivy. Tyto proménné ovliviiuji ty endogenni, avSak jejich hodnoty se neméni s vykyvy
endogennich proménnych. Exogenni proménné jsou tedy proménné, které jsou mimo systém

a funguji jako méftitka poskytujici modelu ur¢ité informace.
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Priklad: Ve vyse uvedeném modelu nabidky a poptavky je Y piijem spotiebitele a vystupuje
jako exogenni proménnd. Tato promeénnd je vii€i uvazovanému systému vnéj$i a nezavisi
na zadnych jinych proménnych v ramci modelu. Pfijem je totiz mimo model poptavky a na-
bidky, ale ovliviiuje vysi poptavky po daném zbozi. Napiiklad pokud se zvysi piijem spotiebi-
tel,, znamena to, Ze se zvysi i poptavka po zbozi, coz je vyjadieno zménou hodnoty Q, pfi
dané cené P. [1]

Pokud bychom uvazovali makroekonomicky model jako je model investicné-usporného a li-
kviditné-preferencniho modelu, miizeme identifikovat naptiklad nasledujici proménné:

e Endogenni proménné:

o urokova mira,

o ekonomicky produkt,
e Exogenni proménné:

o vladni vydaje,

o nabidka penéz.

V tomto ptipad¢ je urokova mira a hospodaisky produkt ur€ovan rovnovédhou mezi trhy s in-
vesticemi a spofenim (IS kfivka) a trhy s penézi a preferenci likvidity (LM kiivka). Naopak
vladni vydaje a penézni nabidka jsou povazovany za exogenni, protoze jejich hodnoty jsou
stanoveny mimo model, a proto se pii zméné urokové miry nebo ekonomického produktu ne-
méni. [3]

Muze také uvazovat model spotiebitelské poptavky, kde se hodi nésledujici rovnice:

Q=a+BP+YY+e¢,

kde:

e Q je mnozstvi spotiebovaného zboZi (endogenni proménna),
e P je cena zboZi (endogenni proménnd),

e Y je pfijem spotiebitele (exogenni promennd),

e ¢ je nahodna slozka (endogenni proménna).

Zde jsou cena 1 mnozstvi spotiebovavaného zbozi endogenni v tom smyslu, Ze jsou urceny
vnitinimi vztahy modelu. Piijem je vnéjSim faktorem, ktery ovliviiuje spotiebitelskou po-
ptavku, ale neni vysvétlovana samotnym modelem poptavky. [5]

Tento poznatek je zasadni, protoZe specifikace ekonometrickych modelt a interpretace vy-

sledkt zavisi na rozdilu mezi endogennimi a exogennimi proménnymi. Nespravna definice
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téchto proménnych vede k nespravné klasifikaci a ekonometrické odhady nasledné trpi zkres-
lenim a dochazi k neplatnym zavérim, coz podtrhuje potiebu jasné a presné definovat tyto

pojmy pii kazdé ekonometrické analyze.

1.3.3 Metody odhadu

V ekonometrickych analyzach se k odhadu parametrii modelu pouzivaji rizné techniky od-
hada. Mezi nejznaméjsi patii metoda nejmensich ¢tverct, jejimz cilem je minimalizovat soucet
¢tvercovych rezidui (zbytkil) mezi pozorovanymi a predikovanymi hodnotami zavislé pro-
ménné. Jedna se o jednoduchou a efektivni metodu, kterd miize byt neefektivni nebo zkreslena,
v pripad¢, kdy jsou ptitomny problémy jako heteroskedasticita nebo endogenita. [2]

Vzhledem k problémiim s endogenitou, 1ze uvazovat o metod¢ instrumentédlnich promén-
nych, kterd zahrnuje pouziti exogenni proménné jakoZzto nastroje k odhadu parametrii. Dalsi

pokrocilé metody zahrnuji zobecnénou metodu momentti a metodu maximalni vérohodnosti,

vvvvvv

1.3.4 Specifikace modelu

Spravna formulace ekonometrického modelu je nezbytnd, pokud chceme dosahnout ptes-
nych a spolehlivych odhadt. Proces specifikace modelu zahrnuje spravny vybér proménnych,
urceni jejich funkéni povahy a predevsim kontrolu, zda jsou v modelu obsaZeny vSechny rele-
vantni faktory. Pokud jsou nékteré kritické proménné vynechany nebo naopak jsou nekteré ire-
levantni proménné zahrnuty do modelu, je pravdépodobné, Ze vysledkem bude zkresleny odhad

a nespravna hypotéza. [4]

1.3.5 Hodnoceni modelu

V procesu hodnoceni ekonometrického modelu se pouZivaji diagnosticke testy a kritéria pro
kontrolu platnosti a spolehlivosti modelu. Takovymi testy jsou naptiklad testy heteroskedasti-
city, autokorelace a multikolinearity. Také se asto pouzivaji kritéria, ktera pomahaji pii vybéru
nejlepsi specifikace modelu. Sem fadime napiiklad koeficient determinace R?, ktery méii, jak
dobte model vysvétluje variabilitu zavislé proménné, Akaikovo informacni kritérium, nebo Ba-

yesovo informacni kritérium. [5]
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Dalsi metodou hodnocenti je testovani hypotéz, které umoziiuje vyhodnotit statistickou vy-
znamnost jednotlivych koeficienti modelu a celkovou vhodnost modelu. Konkrétnim piikla-
dem je tieba t-test a F-test, které se bézné pouzivaji k méfeni vyznamnosti proménnych a vhod-

nosti pouziti modelu. [2]
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2 MODELY SIMULTANNICH ROVNIC

Tato kapitola se soustiedi na problematiku modela simultannich rovnic, které hraji klicovou
roli v ekonometrii, zejména pii analyze ekonomickych systémi, kde se vzajemné ovlivituje vice
proménnych soucasné. Zacatek kapitoly predstavuje zaklady simultannich rovnic a vysvétluje
jejich vyznam. Nasledn€ jsou ramcove rozebrany rtizné metody odhadu, které se pouzivaji k te-
Seni téchto rovnic. Tyto metody jsou vyznamné pro odhad parametri modeli a umoznuji ziskat
co nejpresnéjsi vysledky z dat. Kapitola piinasi komplexni piehled metod od metody nejmen-
Sich ¢tverct az po Newtonovu metodu tecen, véetné modernich ptistupti jako jsou bayesovské
metody. Konec kapitoly se vénuje shrnuti klicovych poznatkti a zhodnoceni jednotlivych metod

pfi praci s ekonomickymi daty.

2.1 Predstaveni simultannich rovnic

Simultanni rovnice jsou systémem vice rovnic, které spolecné popisuji soub&zné vztahy
mezi nékolika ekonomickymi proménnymi. V ekonometrii jsou tyto modely kli¢ové pro po-
chopeni a analyzu situaci, kde je vzdjemna zavislost mezi proménnymi silnd a nelze ji ade-
kvatné popsat jednou rovnici. Napiiklad modely poptavky a nabidky na trzich, kde cena
a mnozstvi zboZi jsou uréovany soucasné, vyzaduji pouziti simultdnnich rovnic pro spravné
zachyceni dynamiky trhu.

Simultanni rovnice jsou charakterizovany tim, Ze proménna, ktera je zavisla (endogenni)
v jedné rovnici, miZe byt nezdvisla (exogenni) v jiné rovnici v ramci systému. Tento vzajemné
zavisly vztah mezi proménnymi je to, co odliSuje simultanni rovnice od béznych modell s jed-
nou rovnict. [1]

Typicky stav modelu simultannich rovnic:

e vyskytuji se zde vzdjemné vazby mezi endogennimi proménnymi,

e endogenni proménné mohou vystupovat v nékterych rovnicich jako vysvétlujici
a v jinych jako proménné vysvétlované (nékteré tedy maji v modelu stochasticky
charakter),

e nejméné jedna endogenni proménnd je obsaZena v alespon jedné z rovnic,

e pocet linearn€ nezavislych simultannich rovnic je roven celkovému poc¢tu endogen-

nich proménnych,
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e v modelu simultdnnich rovnic neposkytuje klasickd metoda nejmensich ctvercii ne-
stranné a konzistentni odhady (neni splnén ptredpoklad nezéavislosti vysvétlujicich
proménnych na ndhodné slozce),

e v praxi se vyuziva redukovaného a strukturniho tvaru modelu simultdnnich rovnic.

[7]

2.2 Metody FeSeni simultannich rovnic

V ekonometrii se simultanni rovnice pouzivaji v situacich, kdy se o ekonomickych promén-
nych tikd, Ze jsou endogenni a vzajemné se piimo ovliviuji. Tato strategie se obvykle pouziva
naptiklad v modelech poptavky a nabidky, které zahrnuji simultanni urceni cen a mnozstvi.

V této kapitole se zabyvame pouze zdkladnimi technikami feSeni simultannich rovnic.

2.2.1 Zobecnéna metoda nejmensich ¢tverci

Zobecnéna metoda nejmensich ¢tverci rozsifuje klasickou metodu nejmensich ¢tverct, ktera
zohlediuje piipadné problémy s heteroskedasticitou (rozptyl chybovych slozek neboli rezidui,
neni konstantni, ale méni se v zavislosti na hodnotach nezavislych proménnych) a autokorelaci
(chyby v riiznych ¢asovych obdobich jsou korelované) rezidui. Tato metoda poskytuje efektiv-
néjsi a presnéjsi odhady parametrti, kdyZz jsou piedpoklady klasické metody nejmensich Etverct
poruseny. Zobecnéna metoda nejmensich ¢tverct je vhodna predevsim pro piipady, kdy jsou
rezidua nekonstantni nebo jsou mezi nimi zavislosti. [1]

Klasickd metoda nejmensich ¢tvercli odhaduje parametry regresniho modelu minimalizaci
souctu ¢tverct rezidui [6]. Tato metoda predpoklada, Ze chyby maji nulovou stfedni hodnotu,
konstantni rozptyl, a jsou vzadjemné¢ nezavislé [4]. Matematicky je odhad parametri vyjadien
vztahem:

B=XX"XYy,

kde X je matice nezavislych proménnych, y je vektor zavislych proménnych a B je vektor
odhadnutych parametra.

Zobecnénd metoda nejmensich Etverct ptistupuje k problému odlisné tim, Ze se snazi upravit
model tak, aby odpovidal piedpokladiim klasické metody nejmensich ¢tvercu. Zakladni mys-
lenkou zobecnéné metody nejmensich ¢tverct je tedy transformace modelu tak, aby se vyrov-
nala heteroskedasticita a autokorelace v chybach [1]. Postup pii feSeni zahrnuje nasledujici

kroky:
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1.

Odhad struktury rozptylu a kovariance chyb: Matice X, ktera reprezentuje struk-
turu rozptylu a kovariance chyb, musi byt nejprve odhadnuta nebo zndma. Tato ma-
tice mtize byt napiiklad odhadnuta pomoci robustnich metod nebo na zaklad¢ teore-
tickych predpokladi [1].

Transformace modelu: Pouzitim naptiklad Choleského rozkladu nebo jinych me-
tod transformace upravime model tak, aby chyby mély konstantni rozptyl a nebyly
korelované. To se obvykle provadi nasobenim obou stran rovnice inverzni matici
Z_% 1]

Aplikace MNC na transformovany model: Po transformaci modelu pouZijeme kla-
sicky model nejmensich ¢tvercii na model, ktery jsme prave transformovali a chyby
zde jiz splituji ptedpoklady klasického modelu nejmensich ¢tvercli. V tomto trans-
formovaném modelu se potom pouzije standardni postup aplikovany pfi feSeni kla-

sického modelu nejmensich ¢tverct pro odhad parametrii [1].

Priklad: Mame systém dvou simultannich rovnic, kde se poptavka Q, a nabidka Qg ur-

¢uji soucasné:

kde:

Qd = ao +O(1P+O(2Y+£1,
Qs = Bo +P1P + B W + &,

Q4 je poptavané mnozstvi,

Qs je nabizené mnozZstvi,

e Pjecena,

e Y jepfijem,

e W jsou vyrobni naklady,

® & ag, jsouchybové Cleny,

e zaroven je urena rovnovaznd podminka Q; = Qg = Q.

Predpokladame, ze chyby €; a €, nejsou nezéavislé a maji nasledujici matici kovariance:

kde:

2
s = 01 012
= 2,
012 0Oy
2

e 0?7 ac? jsourozptyly chybovych ¢lenti €; a €5,

® 0y, je kovariance mezi €; a €,.
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Vypocitame inverzni matici: ™1 = +< o _012> a nasledn¢ vypocitame odhady
parametri podle vzorce: B = (X'271X)"1X'271Q, kde je nejdiive nutné vypoditat maticovy
soucin X' 71X, ktery se nasledné invertuje a vyndsobi s maticovym sou¢inem X'%71Q.
Zobecnéna metoda nejmensich ¢tvercti poskytuje efektivnéjsi odhady parametrii nez kla-
sickd metoda nejmensich ¢tverct, pokud v modelu existuje heteroskedasticita nebo autokore-
lace. Pouziti zobecnéné metody nejmensich Ctverc vsak predpoklada znalost nebo odhad

struktury rozptylii a kovarianci rezidui, cozZ mize byt problematické. Je nutno také poznamenat,

ze pokud odhady matice X nejsou presné, vysledky mohou byt zkreslené. [5]

2.2.2 Dvoustupiova metoda nejmenSich ¢tvercii

Dvoustupiiovd metoda nejmensich ¢tvercl je statistickd metoda pouzivana v ekonometrii
pro odhad modelt simultdnnich rovnic nebo v ptipadech, kdy jsou nékteré vysvétlujici pro-
ménné v modelu endogenni. Tato metoda se hojné pouziva, kdyz klasickd metoda nejmensich
¢tvercl selze pti poskytnuti odhadii parametrli regresniho modelu (nezavislé proménné jsou
korelovany s chybovym c¢lenem). [1] Dvoustupiiovd metoda nejmensSich ¢tverci odstrafiuje
tento problém pomoci dvou krokd:

e Prvni krok (odhad prvniho stupné): Nejprve se kazda z endogennich proménnych
regresuje na vSechny dostupné exogenni proménné v modelu. Tim se ziskaji predi-
kované hodnoty endogennich proménnych, které jsou ocistény od vlivu korelaci
s chybovym ¢lenem v ptivodnim regresnim modelu. [2]

¢ Druhy krok (odhad druhého stupné): Predikované hodnoty z prvniho kroku se po-
uziji na nahrazeni endogennich proménnych v plivodnim regresnim modelu. Tento
postup zajistuje, Zze vysledné odhady jsou konzistentni, 1 kdyz jsou exogenni pro-
ménné korelované s chybovym ¢lenem.

Ptiklad: Mame model, kde ,y* je zavisld proménna a ,x* je endogenni proménnd ovlivnéna
chybou, modeluje se ,x° proti vS§em exogennim proménnym ,z°:
x = [lz + ¢,
kde:
e Il jsou parametry regrese (koeficienty, které jsou odhadnuty v prvnim kroku regrese),

e ¢ jsou chyby, které by nemély byt korelované s proménnymi ,z°.
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Nasledné vypocitame predikované hodnoty X, u€ini se tak bez zahrnuti chybovych ¢lent e.
Vypocitané hodnoty reprezentuji odhad ,x* zalozeny pouze na informacich poskytnutych exo-
gennimi a ndstrojovymi proménnymi ,z°‘. Takze predikovand hodnota X je vyjadiena jako:
& = Ilz. Tyto predikované hodnoty X se ve druhém kroku pouzivaji misto ptivodnich endogen-
nich proménnych ,x‘ ve vzorci:

y=pBK+e,
kde:
e y je zavisla proménna,
e [} jsou parametry zajmu,

e ¢ je chybovy cClen, ktery by nemél byt korelovany s predikovanymi hodnotami X.

Koeficienty B, které jsou odhadnuty ve druhém kroku dvoustupiiové metody nejmensich
¢tverctl, vyjadiuji kvantitativni vztah mezi predikovanou hodnotou endogenni proménné X a za-
vislou proménnou ,y*. Pokud jsou tyto koeficienty statisticky vyznamné, ukazuje to na pritom-
nost silného a vérohodného vztahu mezi ,x‘ a ,y*, ktery je zbaven zkresleni zpisobeného moz-

nou korelaci mezi ptivodnimi hodnotami ,x* a chybovym ¢lenem v modelu.

2.2.3 Tristupiiova metoda nejmenSich ¢tvercii

Ttistupiiova metoda nejmensich ¢tvercii je sofistikovanéjsi technika, kterd rozsifuje koncept
dvoustupniové metody nejmensich ¢tvercli na systémy rovnic, kde se mize objevit vzajemna
zavislost mezi vice endogennimi proménnymi napfi¢ riznymi rovnicemi. Tato metoda se vyu-
ziva pro odhad modelu simultannich rovnic, kde je pfitomna korelace mezi chybovymi ¢leny
ruznych rovnic a kde kazda rovnice miize obsahovat jednu nebo vice endogennich proménnych,
které jsou vysvétlovany ostatnimi rovnicemi v modelu. Kazda rovnice tedy mize obsahovat
proménné, které jsou endogenni v jinych rovnicich modelu. To znamend, Ze odhad kazdé rov-
nice je vzajemné& ovlivnén odhady ostatnich rovnic. [1]

Pti feSeni modelu simultannich rovnic nejprve pouzijeme dvoustupfiovou metodu nejmen-
Sich ¢tvercii na kazdou rovnici samostatné [2]. Takto se v kazdé rovnici odstrani endogenita
tim, Ze se ziskaji predikované hodnoty pro endogenni proménné [2]. Nasledné je s pomoci tii-
stupiiové metody nejmensich ¢tvercli odhadnuta kovariance mezi chybovymi ¢leny napftic riz-
nymi rovnicemi [3]. Tim se ziskéd spolecny odhad chybovych kovarianci [3]. Nakonec je tiis-

tupiiovd metoda nejmensich ¢tvercli znovu pouzita k odhadu parametrit modelu pro cely systém
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rovnic, tentokrat je pouzit spolecny odhad chybovych kovarianci z predchoziho kroku, coz vede
k ziskani konzistentnich a efektivnéjsich odhadii pro cely systém rovnic [4].
Ptiklad: Mame nasledujici model, kde chceme zkoumat vztahy mezi spotiebou C, investi-
cemi I, a hrubym domécim produktem Y:
C=o0p+ oY +eg,
[=Bo+B1Y +e,
Y=v0+viC+ vyl + gy,
kazda rovnice obsahuje proménné, které jsou endogenni v jinych rovnicich, naptiklad Y
v rovnicich pro C a I, a C s I v rovnici pro Y. Postupuje se tak, Ze se pouzije dvoustupiiova
metoda nejmensich ¢tvercli na kazdou rovnici za u¢elem odhadnuti predikovanych hodnot
C,1aY. Nasledné se odhaduje kovariance mezi rezidui €., €; a €y. Nakonec se za pouZiti vy-
sledkti predchozich krokli provedou finalni odhady parametra a, 3 a y pro cely systém rovnic.
Tato metoda poskytuje efektivnéjsi a konzistentnéjsi odhady parametra tim, Ze zohlediuje
korelace mezi chybovymi €leny napfi¢ riznymi rovnicemi. Takovy pfistup umoziiuje piesnéji
odhadovat vliv endogennich proménnych, protoze se omezuje zkresleni zpisobené jejich vza-

jemnym ovlivilovanim.

2.2.4 Metoda maximalni vérohodnosti

Metoda maximalni v€rohodnosti je statisticky pfistup pouzivany k odhadu parametrii prav-
dépodobnostniho modelu, ktery nejlépe vysvétluje pozorovand data. Tento postup spociva
ve hledani hodnoty parametrii, které maximalizuji funkci vérohodnosti. Cilem je nalezeni tako-
vého pravdépodobnostniho modelu, jehoz pozorovana data jsou nejpravdépodobné;si [8].

Postup pfi pouZiti metody maximalni vérohodnosti:

e Definice modelu: Nejprve je tieba specifikovat pravdépodobnostni model, ktery za-
hrnuje jednu nebo vice nezndmych parametrli. Tento model urcuje pravdépodob-
nostni rozde€leni zavislé proménné vzhledem k témto parametrim. [9]

¢ Funkce vérohodnosti: Funkce vérohodnosti L(0 | X) je definovana jako pravdépo-
dobnost pozorovanych dat ,x‘ za ptedpokladu urcitych hodnot parametri 6. Jinak
feCeno, vyjadiuje, jak pravdépodobna jsou pozorovana data ,x‘, kdyZ jsou parametry
modelu nastaveny na specifické hodnoty 0. Pro nezéavisla a rovhomérné rozdélena
pozorovani se funkce veérohodnosti obvykle tvoii jako soucin jednotlivych hustot

pravdépodobnosti. [9]
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e Maximalizace vérohodnosti: Odhad parametrt 0 se ziska maximalizaci funkce vé-
rohodnosti. V praxi se ¢asto pouziva logaritmickéd transformace funkce vérohodnosti,
protoze logaritmické funkce je rostouci a transformovana funkce je ¢asto jednodussi
k optimalizaci. [1]

e Vypocet a interpretace: Po nalezeni maximalnich hodnot 6 jsou tyto hodnoty inter-
pretovany jako nejvérohodnéjsi odhady parametri daného statistického modelu.
Tyto odhady jsou povazovany za nestranné a konzistentni, pokud jsou splnény regu-
larni podminky. [4]

Priklad: Chceme odhadnout parametry normalniho rozdéleni (primér p a rozptyl 62). Mo-
del je definovan normalnim rozdé&lenim, kde X; ~ N(p, 62). Zvolime tedy model, kde kazdé
méieni X; je normalné rozdélené s nezndAmym primérem p a rozptylem o?. Nasledna funkce

veérohodnosti pro vzorek x = (X4, ..., Xy) je:

n
1 (xi — w?
L(wo? 130 = | [-—=ex (——2
) vV 2mo? 20

Logaritmicka funkce vérohodnosti, ktera je vhodnéjsi pro analyzu a vypocet, se ziska loga-

ritmovanim funkce vérohodnosti:

n
: 1 (x; — W?
logL(y,0%[x) = Zlog(mexp<—T =
i=

n n ) 1 = )
= —log(2m) — 510g(0?) = 55 > (= W)
i=1

Nyni potfebujeme maximalizovat logaritmickou funkci vérohodnosti abychom nalezli od-
hady parametrii p a 62. Derivujeme tedy logaritmickou funkci vérohodnosti podle p a 62 a de-

rivace nastavime na nulu:

n

9 2 1 Y 1
a_ulog[‘(ulo- |X)=;Z(Xl—u)=0 =>u= Hzxi
i=

i=1
n

a 2 1 \ 2 ~2 1 n ~Y 2
55z l08L(K 0 |X)=—F+WZ(X1—M) =0=0"= ;Z(xi—u)
1= 1=

Ziskané odhady {i a 62 jsou maximalné& vérohodné hodnoty parametrii normélniho rozdéleni

pro dana data. Primérn4 hodnota dat je fi a odhad rozptylu dat okolo stfedni hodnoty je G2.
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Tyto parametry poskytuji kli¢ové informace o umisténi a Sifeni dat v ramci normalné rozdélené

populace. [8]

2.2.5 Zobecnéna metoda momentu

Zobecnénd metoda momentl je statistickd metoda odhadu parametrit v ekonometrickych

modelech, ktera je Siroce uzivana kvuli své flexibilité a robustnosti. Tato metoda rozsituje tra-

di¢ni metodu nejmensich ctvercii a metodu maximalni vérohodnosti. Umoziuje efektivni odhad

1 v pripadé, kdy jsou distribu¢ni chyby komplikované, nebo nedostatecné specifikované. [10]

V ptipadé, Ze jsou nekteré proménné endogenni (ovlivnéné faktory souvisejicimi s chybami

v modelu), Zobecnéna metoda momenti umoziuje pouziti instrumentalnich proménnych. Tyto

proménné jsou korelované s endogennimi proménnymi, ale nekorelované s chybovymi ¢leny,

¢imz pomahaji odstranit zkresleni v odhadech. [10]

Postup pouziti zobecnéné metody moment:

1.

Specifikace modelu a momentovych rovnic: Nejprve je tieba specifikovat ekono-
metricky model a identifikovat momentové rovnice, které budou pouzity k odhadu
parametri. Momentové rovnice jsou zalozeny na pfedpokladu, ze urcité funkce dat
a neznamych parametri budou nulové pod konkrétnim modelem. Tyto rovnice jsou
formulovany jako E [g;(X, 0)] = 0, kde g; jsou funkce kombinujici pozorovana data
X a parametry modelu 0. [10]

Dvoustupiiovy odhad: Casto se pouziva dvoustupiiovy odhad, kde prvni krok zahr-
nuje jednoduché odhady pomoci pocate¢ni matice vahovych koeficientli a druhy
krok vyuziva rafinovanéjs$i matice vahovych koeficientli ziskané z prvniho kroku
k uréeni kone¢nych odhadu. [1]

Minimalizace kvadratické formy: Tento krok vyuzivd vysledky z ptedchozich
kroki a zaméfuje se na optimalizaci parametrii modelu tak, aby byla minimalizovéna
suma kvadrath rezidui odhadd. Kvadratickd forma je definovdna jako:

Q (8) = g(8)'Wg(6)

kde g(0) je vektor momentti, W je matice vahovych koeficientd, a ' pfedstavuje trans-
pozici. Matice vahovych koeficientl se obvykle voli tak, aby reflektovala inverzi
odhadu kovarian¢ni matice momenta z prvniho kroku. Néasledn€ se minimalizaci
kvadratické formy Q(0) odhadnou parametry 0. To se obvykle provadi pomoci nu-
merickych metod, jako jsou gradientni metody nebo Newtonova metoda, které hle-

daji hodnoty 0, pfi kterych je Q(0) minimalni. [10]
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Ovéreni modelu: Po ziskdni odhadi je dilezité ovétit, zda model spravné specifiko-
van. To zahrnuje test nadbytecnych momenti (J-test), ktery zjiStuje, zda je néktery
vektor momentt statisticky vyznamné odlisny od nuly, coz by naznacovalo, ze byla

Spatn¢ provedena specifikace modelu. [10]

2.2.6 Bayesovské metody

Bayesovské metody se pouzivaji pro odhad parametri v komplexnich statistickych mode-

lech, v¢etné téch, které zahrnuji modely simultdnnich rovnic. Tyto metody se uplatnuji v situa-

cich, kde existuji silné vzajemné zavislosti mezi proménnymi. Bayesovska statistika kombinuje

informace ziskané z dat s predchozimi znalostmi, které jsou reprezentovany pomoci apriornich

rozd¢leni pravdépodobnosti. S pomoci vysledného Bayesovského odhadu se aktualizuje apri-

orni rozdéleni na zaklad¢ pozorovanych dat, ¢imz se ziska aposteriorni rozdéleni parametri.

[11]

Priklad: Mame jednoduchy ekonomicky model, kde se pokusime odhadnout vztahy mezi

spottebou domdcnosti (C), pfijmy domécnosti (Y), a trokovymi sazbami (R). Tyto vztahy bu-

dou reprezentovany dvéma simultdnnimi rovnicemi:

e Rovnice spotieby: C = a + Y + YR + ¢,

e Rovnice pfijmu: Y = & + 6R + 1,

kde € an jsou chybové Cleny, které predpokladame, Ze jsou normalné distribuované.

1.

Nejprve specifikujeme simultanni rovnice modelu. V tomto ptipadé¢ mame dv¢, vyse
uvedené rovnice. Tyto rovnice ukazuji, Ze spotfeba C zavisi na piijmu Y a troko-

vych sazbach R, zatimco piijmy Y jsou funkci trokovych sazeb R.

Déle pro kazdy z parametri modelu (o, 3,7, 6,0) definujeme apriorni rozdéleni.
Tyto distribuce mohou byt zaloZeny na historickych datech, literatufe nebo subjek-
tivnich odhadech. Napftiklad pro B a 0, které reprezentuji kladné vztahy, bychom
mohli zvolit apriorni rozdéleni jako logaritmicko-normalni, zatimco pro a a § by-

chom mohli pouZzit normélni rozdéleni.

Vérohodnostni funkce pro tento model bude zaviset na distribuci chybovych ¢lent

€an. Predpokladame, Ze oba jsou nezédvisle normalné distribuované s nulovou
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sttedni hodnotou a danou varianci. Vérohodnostni funkce pro cely model bude sou-
¢inem pravdépodobnosti pro kazdé pozorovani dat:

L(6 | X) = [I} P(X; |0), kde P je hustota pravdépodobnosti z normalni distribuce.

4. Nasledné se s pomoci Bayesovy véty vypocita aposteriorni rozdéleni. Vzorec Bay-

P(XIO)PO) | 4.

esovy véty: P(0 | X) = P00

e P(0]X) je aposteriorni rozdéleni parametrti 0 po zohlednéni dat,

e P(X|0) je vérohodnostni funkce, hodnotici pravdépodobnost pozorovanych

dat za ptedpokladu specifickych hodnot parametrti 0,

e P(0) je apriorni rozdéleni parametrt, které odrazi nase znalosti nebo pre-

svédceni pied zohlednénim novych dat,

e P(X) je marginalizovana pravdépodobnost dat, slouzici jako normaliza¢ni

konstanta. Aposteriorni rozdéleni je diky ni spravné normalizované.

5. Poté se vypocita stfedni hodnota, median a intervaly spolehlivosti pro aposteriorni
rozdéleni parametri. To poskytne odhady parametrd a miru jejich nejistoty. Vy-

sledky se ¢asto vizualizuji pomoci histogramil nebo grafii hustoty.

6. Nakonec se provede se kontrola modelu, aby se ove¢filo, Ze odpovida datim.
To se provede napiiklad metodou Markov Chain Monte Carlo, nebo porovnani mo-

delovych predikci s pozorovanymi daty. [11]

2.2.7 Newtonova metoda tecen (Newton-Raphson)

Newtonova metoda tecen, znama také jako Newton-Raphsonova metoda, je numericka tech-
nika, ktera se pouziva pro nalezeni kotenti diferencovatelné funkce. Tato metoda se uplatituje
1 pti feSeni modelu simultdnnich rovnic, kde neni mozné efektivné vyuzit standardni analytické
metody. [12]

Newtonova metoda vyuziva prvni derivaci funkce k postupnému zlepSovani odhadi kofenii
funkce. Nejprve se vybere pocatecni odhad x, pro kotfen funkce. Néasledné se pro tento odhad
X; spo¢ita hodnota funkce f(x;) a jeji prvni derivace f'(x;). Tyto hodnoty se pouziji k vypoctu
smérnice tecny k funkci v bod¢ x;. Dale se ur¢i prusecik tecny s osou x, coz poskytne novy

f(xi)
fr(xi)

odhad kofene x;,;. Tento novy odhad se vypocitd podle vzorce: Xj;; = Xj — a stane
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se vstupem dalsi iterace metody, kde se opét vypocte funkéni hodnota a derivace. Takto se pro-
ces opakuje, dokud nejsou splnéna kritéria pro zastaveni. Prikladem takového kritéria je tteba
dostate¢né maly rozdil mezi po sobé jdoucimi odhady nebo absolutni hodnota funkce f(x) bli-
zici se nule (to by naznaCovalo, Ze byl kofen nalezen). [12]

Pro modely simultannich rovnic, ktery obnasi vice rovnic a proménnych, se proces kompli-
kuje. Je zde potieba Newtonovu metodu rozsifit tak, aby zahrnula vypocet Jacobiho matice
(matice prvnich parcialnich derivaci systému rovnic) a jejiho inverzniho tvaru.

Priklad: Piedpokladejme, ze mame dva trhy, kde je nabidka a poptdvka na kazdém trhu
uréena témito simultannimi rovnicemi:

d; = a1p; + B1p2 +v1,

dz = 2P + B2p2 + Va2,
kde q4, q, predstavuji mnozstvi, p;, p, jsou ceny a a, 3,y jsou parametry modelu. Poté je po-
tieba preformulovat tento systém do formy nulové funkce, coz znamena, ze prevedeme kazdou

rovnici na format f;(p;, p,) = 0 a vznikne:

f;(p1,p2) = ayps + PPz + V1 — d1,
f2(p1,P2) = azp1 + B2pz +v2 — Q2.
Nasledné je potieba vypocitat Jakobiho matici. Ta se provede parcidlni derivaci funkei f; a f;
podle proménnych p; a p,:
o o

dp1  0p2 (al Bl)

](p1, p2) = ﬁ & = (06)) BZ
6p1 apZ

Dale zvolime pocateéni hodnoty p? a p9, od kterych za¢neme iterace. Hleddme takové hod-
noty p; a p,, pro které jsou ob¢ rovnice nabidky a poptavky splnény. Pii hledani téchto hodnot
je vhodné si pomoci naptiklad historickymi daty nebo predb&éznou analyzou trhu. Nésledné po-
uzijeme Newtoniv iteracni vzorec k postupnému zlepSovani odhadu fesSeni:

<p§i> _ (pg> In (f1 (p1, p%))

P2 P2 f,(p1,p2)/”
kde J(p¥, p5) ! je Jacobiho inverzni matice vyhodnocena v bod& [p}, p3]. Iterace pokracuji,
dokud neni dosazeno pozadované trovné ptesnosti, coz se stane v ptipade¢, kdyz absolutni nebo

relativni zména v p; a p, mezi iteracemi bude mensi nezZ pfedem stanovena tolerance.
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2.2.8 Shrnuti

Vybér vhodné metody pro feSeni modelu simultannich rovnic zahrnuje pochopeni zaklad-

nich charakteristik kazdé metody. Tato kapitola zahrnuje zakladni souhrn, kdy je kazd4 metoda

vystizena v Sesti hlavnich bodech. Tyto body jsou nésledujici:

Pouziti: specifikuje typy problémt nebo situaci, pro které je dana metoda nejvhod-
néjsi.

Konvergence: hodnoti, jak rychle metoda konverguje k feseni.

Vypocetni naro¢nost: ukazuje, jak narocna je metoda na vypocetni zdroje, coz za-
hrnuje ¢as a potiebnou pameét’.

Robustnost: odrazuje odolnost metody vic¢i chybam v datech nebo specifikacich
modelu.

Software: nabizi ptehled softwarovych néstroju (pfipadné jazyki), které jsou vhodné
pro implementaci dané metody.

Apriorni znalost: naznacuje, zda metoda vyzaduje nebo mize zaclenit predem zis-

kané znalosti ¢i informace.

Zobecnéna metoda nejmensSich ¢tvercu

Pouziti: efektivni pro MSR s heteroskedasticitou nebo korelacemi chyb.
Konvergence: rychlejsi nez MNC v piipadech heteroskedasticity.

Vypocetni narocnost: vyssi, vyzaduje znalost kovarian¢ni matice.

Robustnost: vysoka proti korelacim v datech, ale citlivd na spravny odhad kovari-
anci.

Software: MATLAB, R, Python.

Apriorni znalost: neni potieba, zavisi na predpokladech o chybach.

Dvoustupiiova metoda nejmenSich ¢tvercu

Pouziti: idedlni pro MSR endogenni proménné v regresnich modelech.
Konvergence: efektivni, pokud jsou instrumenty validni.

Vypocetni naro¢nost: stfedni, zavisi na spravné volbé instrumenti.
Robustnost: dobra, pokud jsou instrumenty spravné zvoleny.
Software: Stata, EViews, MATLAB, R.

Apriorni znalost: vyzaduje znalost vhodnych instrumentalnich proménnych.
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Tristupiiova metoda nejmensich étvercu

Pouziti: uzite¢na pro MSR s korelovanymi chybami.

Konvergence: rychlej$i nez dvoustupiiova MNC, zahrnuje simultdnni odhad.
Vypocetni narocnost: vysoka, vyzaduje komplexni modelovani.

Robustnost: vysoka pii spravné specifikovaném modelu.

Software: SAS, MATLAB, R.

Apriorni znalost: neni potieba, ale model musi spravné specifikovat strukturu chyb.

Metoda maximalni vérohodnosti

Pouziti: Siroce pouzivana pro odhad parametrtt v MSR a statistickych modelech.
Konvergence: velmi rychlé pti spravném specifikovani modelu a pocéatecnich hod-
not.

Vypocetni narocnost: miize byt vysoka, zvlasté u slozitych modela.

Robustnost: vysoce piesnd, pokud jsou ptedpoklady modelu splnény.

Software: MATLAB, R, Python.

Apriorni znalost: mtiZze byt ovlivnéna pfedem ziskanym odhadem parametri.

Zobecnéna metoda momenta

Pouziti: efektivni pro odhady MSR, kde jsou chybéjici nebo netiplné data.
Konvergence: stabilni s dobrymi momentovymi podminkami.

Vypocetni naro¢nost: stfedni az vysokd, zavisi na volbé momentu.
Robustnost: dobra, pokud jsou momentové podminky spravné zvoleny.
Software: MATLAB, Stata, R.

Apriorni znalost: momentové podminky vyzaduji znalost charakteristik dat.

Bavesovské metody

Pouziti: flexibilni ve vyuZiti apriornich znalosti pro aktualizaci odhad MSR.
Konvergence: zavisi na algoritmu (Markov chain Monte Carlo mlize byt pomald).
Vypocetni naro¢nost: vysokd, zejména s komplexnimi apriornimi rozdélenimi.
Robustnost: velmi robustni, zahrnuje nejistotu v odhadech.

Software: WinBUGS, JAGS, Stan, R.

Apriorni znalost: kli¢ovy prvek, apriorni distribuce formuji vysledky.
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Newtonova metoda teéen (Newton-Raphson)

e Pouziti: rychlé nalezeni kofend funkci.

e Konvergence: rychld, pokud je blizko skute¢ného fesent.

e Vypocetni naro¢nost: stiedni, vyzaduje derivace.

e Robustnost: miize selhat bez dobrého pocatecniho odhadu.
e Software: MATLAB, R, Python.

e Apriorni znalost: neni potfeba, zavisi na dobrém pocatecnim odhadu.

Tabulka 1: Zékladni souhrn metod pro feSeni simultannich rovnic

Vypocetni

Aopri :
Robustnost e

Pouziti o
e narocnost znalost

. Heteroskedasti- o
CObECIEIS cita, korelace Rychlejsi nez Vysoka Nepotiebuje
MNC : MNC y POTEOW
chyb
D A r 14 W M
voustu[:nova Endogvenr{1 Efektivni Dobra . Vyzaduje
MNC proménné nstrumenty
Tristupiiové PropOJ:ené Rychlejéivnei’ ’ o
MNC rovnice dvoustupiiova Vysoka Nepotiebuje
s korelacemi MNC
M N
e.tO(Ta : Siroka skala . i ., Zavisi na
maximalni R Velmi rychla Vysoce pfesna
> : modela modelu
vérohodnosti
Zobecnéna
R tni 7aduj
metoda obustn Stabilni Dobra Vyzaduje
. odhady momenty
momentu
Flexibilni )
Bayesovské evx1 1Vn1 Zavisi na algo- . ) o
zaclenéni ) Velmi robustni =~ Klicovy prvek
metody , ritmu
znalosti
Newtonova Rychlé nalezeni . VyZaduje dobry
Rychla M lhat
metoda tecen korent funkci yehla uze seiha odhad

Zdroj: vlastni
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3 APLIKACE PRO RESENI SOUSTAVY SIMULTANNICH
ROVNIC

3.1 Navrh aplikace

Aplikace bude urcena k feSeni simultannich rovnic ekonomického modelu Klein Model
L, ktery byl poprvé piedstaven v roce 1950. Bude umoziovat uzivatelim pomoci riznych metod
odhadu (OLS, 2SLS, 3SLS a MLE) vypocitat koeficienty pro jednotlivé rovnice modelu. Vy-
sledky poté budou prezentovany v tabulkové podobé¢. Aplikace bude obsahovat uzivatelské roz-
hrani, které zobrazi nactena data z csv souboru a po provedeni vypoctli znazorni odhady koefi-

cientd danych rovnic.

3.1.1 Popis funkcionalit

e Nacitani dat: Aplikace nacte ulozena data z integrovaného csv souboru. Ty obsahuji
historické udaje potfebné pro odhadovani koeficienti modelu ,,Klein Model I*.
e Vypocet koeficientu:
o metodou nejmensich ¢tvercti (OLS),
o dvoustupnovou metodou nejmensich ¢tverci (2SLS),
o tristupiiovou metodou nejmensich ¢tverct (3SLS),

o metodou maximalni vérohodnosti (MLE).

e Zobrazeni vysledkl: vysledky jsou zobrazeny v tabulce, kterd obsahuje koeficienty

pro jednotlivé rovnice a jejich odhadované hodnoty pomoci vySe zminénych metod.

e Export dat: moZnost exportovat vysledky a nactend data do externiho csv souboru

pro dalsi analyzu.

3.1.2 Struktura aplikace

Obrazek niZe obsahuje diagram, ktery vizualizuje vztahy mezi jednotlivymi komponen-

tami, v¢etné uzivatelského rozhrani, logiky aplikace, dat a vypocetnich moduld.
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Obrazek 2: Digram struktury aplikace

Zdroj: viastni
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Obrazek 3: Struktura aplikace

Zdroj: vlastni
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Na vyse uvedeném obrazku je vidét, jak je aplikace strukturovana. Jsou zde tfidy pro feseni
jednotlivych metod (OSL, 2SLS, 3SLS, MLE) a tfida Matrix, ktera fesi maticové operace. UzZi-
vatelské rozhrani je definovano v souboru MainWindow.xaml. Csv soubor obsahujici data,
je pojmenovan KleinModel.csv a je integrovan do aplikace.

Aplikace byla zpracovéana v jazyce C# s vyuzitim knihovny Windows Presentation Foun-

dation pro tvorbu grafického rozhrani. Tato knihovna je soucésti .NET frameworku.

3.2 Kleinuv model

Kleintiv model I je jednim z prvnich ekonometrickych modeld, ktery byl vytvofen Lauren-
cem R. Kleinem v roce 1950. Tento model ptedstavuje jeden z prvnich pokust o kvantitativni
analyzu ekonomickych vztahti v rdmci narodni ekonomiky pomoci ekonometrie. Klein model
I je dynamicky model, obsahujici né€kolik rovnic, které popisuji vztahy mezi klicovymi makro-
ekonomickymi proménnymi, jako:

e hruby narodni produkt,
e spotieba,

e investice,

e zaméstnanost,

e cenova hladina,

e mzdy.

Model se zamé&fuje na kvantifikaci vztahi mezi t€émito proménnymi, coZ umoziuje simulo-
vat a ptfedpovidat makroekonomicky vyvoj. Model byl pouzivéan k analyze a predikci makroe-
konomickych trendi, pfedev§im pro simulaci ekonomickych zmén a vladnich politik. Pvodné
byl model vytvoien pro ekonomiku v USA, ale jeho metodika inspirovala dal$i vyzkumy a roz-
Sifila se 1 na jiné zem¢ a ekonomiky.

Kleintiv model se skladé z n€kolika simultannich rovnic, které popisuji vztahy mezi riznymi
ekonomickymi proménnymi. Na obrazku niZe jsou vidét zobrazené rovnice pro Klein model I

a vysvétleni a identifikace jejich proménnych se nachéazi v dal§ich dvou podkapitoléch.

Ce= ap+ a1Pr + ayPr_y +as(WP + W7) + &,
Iy = Bo+ B1Pe + B2Pr—1 + B3Ki1 + €3¢
WP = yo +viXe + Vo Xe1+v3de + g3
Xe = Co+ 1 + G,
Pe=X =T, — th
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Kt == Kt—l + It

Obrazek 4: Rovnice pro Kleiniiv model

Zdroj: [1]

3.2.1 Exogenni proménné

Jak jiz bylo zminéno v piedchozich kapitolach, exogenni proménné jsou ty, které¢ nejsou
urceny v ramci modelu a jejich hodnoty jsou dané a nezavislé. V modelu simultannich rovnic
se pouzivaji jako vysvétlujici proménné pro endogenni proménné. Podle danych rovnic byly
identifikovany nasledujici exogenni proménné:

o zisky (P; a P,_,) — aktudlni zisky a zisky z pfedchoziho obdobi vysvétluji spottebu
a investice,

e mzdy (WP + th ) — soucet vetejnych a soukromych mezd se pouziva pti vysvétlo-
vani spotieby.

o kapital (K,_;) — kapital minulého obdobi je pouzit pfi vysvétleni investic,

e vystup (X; a X;_;1) — aktudlni a pfedchozi celkovy vystup vysvétluje mzdy,

e cCasovy trend (A4;) — Casovy trend vysvétluje mzdy a mize reprezentovat napiiklad

technologicky pokrok nebo jiny casové zavisly efekt.

3.2.2 Endogenni proménné

Endogenni proménné jsou oproti tém exogennim urovany v ramci modelu a jsou zavislé
na ostatnich proménnych v modelu. Tyto proménné jsou tedy vysvétlované v modelu simultan-
nich rovnic. Na zdklad¢ téchto rovnic byly uréeny nasledujici endogenni promeénné:

e spotieba (C;) — zavisi na aktudlnich a predchozich ziscich a mzdéch,
e investice (I;) — jsou podminény aktualnimi a ptedchozimi pfijmy a kapitalu,

e mzdy (WP) — jsou vysvétleny piechozim a aktudlnim vystupem a ¢asovém trendu.

3.2.3 Data

Data ptedstavuji analyzu ekonomiky USA béhem mezivalecného obdobi. Piivodné byly po-

prvé publikovany ve studii "Economic Fluctuations in the United States, 1921-1941", ktera
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se prave timto tématem zabyvala. Pro Gcely této prace byly hodnoty ziskany z knihy ,,Econo-
metric analysis* uvedené v pouzité literature pod odkazem [1].
Tabulka dat obsahuje jeden fadek pro kazdy rok analyzy ptislusného sloupce, kde jednotlivé
sloupce maji vyznam:
e Year (Rok): tento sloupec obsahuje roky 1920 az 1941.
e C (Spotteba): piedstavuje celkovou ekonomickou spottebu v daném roce.
e P (Firemni zisky): zahrnuji celkovy zisk firem po odecteni vSech naklada.
e  Wp (Soukromé mzdy): plat, ktery soukromé firmy vyplaceji svym zaméestnanctim.
e I (Investice): obsahuje vydaje na nakup nového kapitalu.
o K1 (Kapital z predchoziho roku): kapital, ktery byl k dispozici v pfedchozim roce.
e X (Hruby nérodni produkt): celkova hodnota vSech zbozi a sluzeb.
e  Wg (Vladni mzdy): plat, ktery vlada vypléci svym zaméstnanctim.
e G (Vladni vydaje): predstavuje vSechny vydaje vlady na ndkup zbozi a sluzeb.
e T (Dan¢): penize, které vlada vybere od domécnosti a firem.

Tabulka 2: Data (Klein Model I)

39,8 12,7 28,8 2,7 180,1 44,9 2,2 2,4 34
41,9 12,4 25,5 -0,2 182,8 45,6 2,7 3,9 7,7
45 16,9 29,3 1,9 182,6 50,1 29 3,2 3,9
49,2 18,4 34,1 5,2 184,5 57,2 29 2,8 4,7
50,6 19,4 33,9 3 189,7 57,1 3,1 3,5 3,8
52,6 20,1 35,4 51 192,7 61 3,2 3,3 5,5
55,1 19,6 37,4 5,6 197,8 64 3,3 3,3 7
56,2 19,8 37,9 4,2 203,4 64,4 3,6 4 6,7
57,3 21,1 39,2 3 207,6 64,5 3,7 4,2 4,2
57,8 21,7 41,3 51 210,6 67 4 4,1 4
55 15,6 37,9 1 215,7 61,2 4,2 5,2 7,7
50,9 114 34,5 -3,4 216,7 53,4 4,8 59 7,5
45,6 7 29 -6,2 213,3 44,3 53 4,9 8,3
46,5 11,2 28,5 -5,1 207,1 45,1 5,6 3,7 54
48,7 12,3 30,6 -3 202 49,7 6 4 6,8
51,3 14 33,2 -1,3 199 54,4 6,1 4.4 7,2
57,7 17,6 36,8 2,1 197,7 62,7 7,4 2,9 8,3
58,7 17,3 41 2 199,8 65 6,7 4,3 6,7
57,5 15,3 38,2 -1,9 201,8 60,9 7,7 5,3 7,4
61,6 19 41,6 1,3 199,9 69,5 7,8 6,6 8,9
65 21,1 45 3,3 201,2 75,7 8 7,4 9,6
69,7 23,5 53,3 49 204,5 88,4 8,5 13,8 11,6
Zdroj: [1]
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3.2.4 Sestaveni matic

Nejprve si vytvotime matici X1 pro rovnici spotieby, tato matice zavisi na ziscich, minulych
piijmech, mzdach a je vytvotfena podle rovnice:
Ce= ap+ &P+ ayPry +az(WFP + W)
e Prvni sloupec matice tvoii vektor jednicek pro konstantni Clen g,
e druhy sloupec jsou aktudlni ceny, které predstavuji hodnoty P;,
e tieti sloupec predstavuji ,,zpozdéné* ceny P;_q,

e Ctvrty sloupec je soudet slozek mezd: WP + th .

Nasledné je potieba vytvorit matici X2, ktera predstavuje investice. Investice zavisi na ak-
tudlnich ptijmech, ptijmech z minulého obdobi a kapitalu:
Iy = Bo + B1Pe + B2Pr—1 + B3Ki-1,
e zde je prvni sloupec tvofen vektorem jednicek pro Sy,
e aktudlni ceny, které reprezentuji druhy sloupec jsou hodnoty P,
e treti sloupec obsahuje ,,zpozdéné* ceny P;_4,

e Ctvrty sloupec ptedstavuje ,,zpozdény* kapital K;_;.

Matice X3, ktera ptedstavuje mzdu zavisi na soucasném vystupu, vystupu z minulého ob-
dobi a ¢asovém trendu. Jeho rovnice vypada takto:
Vth = Yot V1Xi-1 T V2 X+ V34,
e prvni sloupec je vektor jednicek pro yy,
e druhy sloupec tvoii ,,zpozdény* celkovy vystup X;_1,
e treti sloupec reprezentuje aktualni celkovy vystup X;,

e (tvrty sloupec predstavuje Casovy trend A;.

Model simultannich rovnic se v tomto ptipadé¢ sklada i z identitnich nebo defini¢nich rovnic.
Tyto rovnice nejsou odhadovany pii analyze, ale pouZzivaji se k definovani vztahi mezi jednot-
livymi ekonomickymi proménnymi. Tyto rovnice jsou v modelu tfi:

o Celkovy vystup (X,), ktery je prezentovan jako soucet spotieby (C,,), investic (I,)

a vladnich vydaja (G, ). Tento vztah ma rovnici: X,, = C, + I, + G,,.
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3.3

o Zisky (P;), jsou definovany jako rozdil mezi celkovym vystupem (X;), naklady
na pracovni silu (W,;”) a danémi (T}). Rovnice tohoto vztahu vypada takto: P, = X, —
wpP —T..

e A nakonec rovnice pro kapital (K;), ktery predstavuje soucet investic (I;) a kapital

z predchoziho obdobi (K;_;). Rovnice kapitalu: Ky = I; + K;_.

Maticové operace

Tato kapitola obsahuje vybrané tryvky kodu, ktery implementuje maticové operace. Lze zde

najit kod pro transponovéani matice, ndsobeni matice matici a pfevedeni matice na jeji inverzni

variantu.
1 public Matrix Transpose ()
2 {
3 Matrix result = new Matrix (Columns, Rows);
4 for (int i = 0; 1 < Rows; 1i++)
5 {
6 for (int j = 0; j < Columns; j++)
7 {
8 result([j, 1] = this[i, J];
9 }
10 }
11 return result;
12 }
Obrazek 5: Kod pro transpozici matice
Zdroj: vlastni
1 public Matrix Multiply(Matrix other)
2 {
3 if (Columns != other.Rows)
4 throw new InvalidOperationException (
5 "Neslucitelné rozméry matic pro nasobeni.");
6
7 Matrix result = new Matrix (this.Rows, other.Columns);
8 for (int i = 0; 1 < this.Rows; i++)
9 {
10 for (int j = 0; j < other.Columns; J++)
11 {
12 for (int k = 0; k < this.Columns; k++)
13 {
14 result[i, j] += this[i, k] * other([k, j];
15 }
16 }
17 }
18 return result;
19|}

Obrazek 6: Kod pro ndsobeni dvou matic

Zdroj: viastni
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O Joy Ul WN

public Matrix Inverse ()
{
if (Rows != Columns)
throw new InvalidOperationException (
"Pouze Ctvercové matice lze invertovat.");

int n = Rows;
Matrix result = new Matrix(n, n);
Matrix temp = new Matrix(n, 2 * n);

for (int i = 0; 1 < n; 1i++4)

{
for (int j = 0; n > j; J++)
{

temp[i, j] = this[i, Jj1;
temp[i, j + n] = (1 == 3) 2 1 : 0;
}
}
for (int 1 = 0; 1 < n; 1i++)

if (templ[i, i] == 0)

throw new InvalidOperationException ("Matice je singularni.");
for (int j = 0; j < n; J++)
{

if (1 !'= 3j)

/ temp[i, i];

double ratio temp[j, 1]
< 2 * n; kt+)

= te
for (int k = 0; k
{

temp[j, k] -= ratio * temp[i, k];
}
}

}
}
for (int i = 0; i < n; 1i++)
{

double divisor = temp[i, i];

for (int j = 0; j < 2 * n; J++)
{
temp([i, j] /= divisor;

}

for (int 1 = 0; 1 < n; 1i++)

for (int j = 0; j < n; J++)
{
result([i, j] = templ[i, J + n];
}
}

return result;

Obrazek 7: Kod pro invertovani matice

Zdroj: viastni
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Na obrazku vyse je uveden kod pro invertovani matice. Tento kod provede kontrolu, zda
je matice ¢tvercova, nasledn¢ se vytvoii rozsifena matice, kde levéa polovina obsahuje ptivodni
matici a prava polovina obsahuje jednotkovou matici (m& na hlavni diagonale jednicky
a na ostatnich mistech jsou nuly). Poté se provede Gaussova eliminace, kde se pro kazdy radek
kontroluje, zda je pivotni prvek nenulovy, pokud neni, je matice singularni a nelze invertovat.
Pro vSechny ostatni fadky se provede eliminace (odecte se ndsobek aktualniho tadku tak,
aby se vynuloval prvek pod pivotni slozkou). Po eliminaci piijde na fadu normalizace fadkd,
zde se kazdy radek vyd¢li svym pivotnim prvkem tak, aby na diagonale byly jednic¢ky. Nakonec
se z pravé poloviny rozsifené matice extrahuje inverzni matice do proménné result a tim

se ziska vyslednd invertovana matice.

3.4 Zobecnéna metoda nejmensich ¢tverci

Matice X1, X2 a X3 byly vytvofeny podle popisu v podkapitole 3.1.4 - Sestaveni matic.
Koeficienty pro regresi jsou odhadnuty pomoci vzorce:
B= (X'X)"1X'Y,
kde:
e X je matice nezavislych proménnych,
e Y je vektor zavislych proménnych (naptiklad C;, I; nebo Wip),
e X' je transponovana matice X,
e (X’X)7!je inverzni matice X'X.

Po aplikovani vzorce na matici X se nejprve musi tato matice transponovat, nasledné se vy-
nasobi oby&ejnou matici X. Vysledn matice se invertuje, aby vznikla inverzni matice (X'X) L.
Nasledné¢ se transponovana matice X' vynasobi vektorem zavislych proménnych. V ptipadé X1
se jedna o vektor C, pro matici X2 se jedna o vektor I a matice X3 se nasobi vektorem Wp.
Touto operaci vznikne X'Y z rovnice a tu vynasobime s vysledkem pfedchozi inverzni matice
(X'X)~1. Vysledky jsou rozdéleny do proménnych C,, C;, C,, C5 tvoiicich jeden vektor pro vy-
pocet matice X1. Druhy vektor je sloZzen z hodnot I, I, I, I3, ktery je vysledkem vypoctu pro
matici X2. Posledni vektor je tvofen zobrazenymi hodnotami W, WP, W, W, a obsahuje vy-

pocitané hodnoty z matice X3.
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3.4.1 Podoba matic a vektoru

Nize je mozné vidét, jak vypadaji matice a vektory zkterych se pocitaji koefi-
cientyC,, C;, C,, C3. Pokud bychom uvazovali vzorec uvedeny vyse, tak g je vektor, ktery tvoii
prave tyto koeficienty. Ostatni pouzité matice byly sestaveny stejnou metodou, proto zde jiz

jejich obsah nebudu uvadét.

1 127 127 31 39,8
1 124 127 282 419
1 169 124 322 45
1 184 169 37 492
1 194 184 37 50.6
1 201 194 386 52.6
1 196 201 407 55.1
1 198 19.6 415 56,2
1 211 198 429 573
1 217 211 453 57.8
1 156 217 421 55
X1=11 114 156 393 C=1509
1 7 114 343 45.6
1 112 7 341 46,5
1 123 112 366 487
1 14 123 393 513
1 176 14 442 577
1 173 17.6 477 58.7
1 153 17.3 459 575
1 19 153 494 616
1 211 19 53 65
1 235 211 618 69,7
22 3674 3566 9021
wixi | 3674 650854 623142 1551142
356.6 623142 611758 1501165
9021 1551142 15011,65 3823687
14479 0,0011 —0,0164 —0,0281
i)t — [ 00011 0,079 —0005 00013

-0,0164 -—0,005 0,0078 —0,0006
-0,0281 -0,0013 -0,0006 0,0015

1173,7
20071,81
19434,83
4928791

X1'C =

Obrazek 8: Matice ve zobecnéné metodé nejmensich ¢tverct

Zdroj: viastni
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3.4.2 Implementace v aplikaci

Na nésledujicim obrazku je vidét, jak je implementovana zobecnénd metoda nejmensich

Ctverci. Nejprve se vytvoii matice X1, na kterou se poté aplikuje vzorec f; =

(X1'X1)"1X1'C. Vysledem je vektor By, ktery se pozd&ji ve vysledcich v aplikace zobrazuje

jako Cingex- Matice X2 pouziva vzorec ff, = (X2'X2)71X2'I, kde se v nasledném zobrazeni

vysledky jednotlivych fadkt vektoru 5, mapuji na jednotliva Cisla I;;,4.,. Posledni matice X3

vyuzila vzorce B3 = (X3'X3) 1X3'WP. Vysledny vektor S5 se zobrazuje v aplikaci jako

14
Méndex'
1
2 Matrix X1 = new Matrix(n, 4);
3 for (int 1 = 0; 1 < n; 1i++)
4 {
5 X1[i, 0] = 1;
6 X1[i, 11 = P[i, O0];
7 X1[i, 2] = (1 > 0) 2 P[1 - 1, 0] P[i, O0];
8 X1[i, 3] = Wp[i, 0] + Wg[i, 0]; // Celkova mzda (soukromd + vladni)
9 }
10
11 | Matrix betal =
12 (X1.Transpose () .Multiply (X1)) .Inverse () .Multiply (X1.Transpose()) .Multiply(C);
13
14
15 | Matrix X2 = new Matrix(n, 4);
16 for (int 1 = 0; 1 < n; 1i++)
17 {
18 X2[1i, 01 = 1;
19 X2[i, 1] = P[i, 0];
20 X2[i, 2] = (1 > 0) P[i 1, 0] P[i, 0];
21 X2[i, 3] = (1 > 0) K[i - 1, 0] K(i, 0];
22 }
23 | Matrix betaz =
24 (X2 .Transpose () .Multiply (X2)) .Inverse () .Multiply (X2.Transpose()) . .Multiply(I);
25
26
27 | Matrix X3 = new Matrix(n, 4);
28 for (int 1 = 0; 1 < n; 1i++)
29 | {
30 X3[i, 0] = 1;
31 X3[1i, 1] X[i, 01;
32 X3[i, 2] = (1 > 0) ? X[1 - 1, 0] X[i, 0];
33 X3[i, 3] = A[i, 0];
34 }
35 | Matrix beta3 =
36 (X3.Transpose () .Multiply (X3)) .Inverse () .Multiply (X3.Transpose()) .Multiply (Wp) ;

Obrazek 9: Implementace zobecnéné metody nejmensich Ctverct
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3.5 Dvoustupiiova metoda nejmensSich ¢tvercii

vvvvvv

ménné nejsou korelované s chybovym ¢lenem, ale jsou korelované s vysvétlujicimi promeén-

nymi. Matice Z, kde kazdy rok odpovida jednomu fadku, se sklada z:
e prvni sloupec jednicek,
e druhy sloupec obsahuje vladni vydaje (G),
e dané (T) jsou ve tfetim sloupci,
e (tvrty sloupec reprezentuje vladni mzdy ( W9),
e paty sloupec se sklada z ¢asového trendu (A),
e Sesty sloupec predstavuje ,,zpozdény* kapital (K;_1),
e sedmy sloupec obsahuje ,,opozdénou* celkovou poptavku (X;_,),

e v osmém sloupci jsou ulozeny ,,opozdéné* zisky (P¢_1).

Bylo potieba také provést odhady endogennich proménnych pomoci instrumentalnich pro-
ménnych. Odhad ziskli byl proveden podle rovnice P = Z(Z'Z)~*Z'P. Odhad celkové po-
ptavky byl proveden podobné jako odhad zisk, a to podle vzorce X = Z(Z'Z)~'Z'X. Nakonec
byl proveden odhad soukromych mezd dle rovnice W? = Z(Z'Z)~*Z'WP.

Nasledné byly vytvofeny matice X1, X2 a X3, kde kazdy fadek odpovidd jednomu roku
a obsah sloupcti je podle nasledujici tabulky:

Tabulka 3: Obsah zakladnich matic

Konstanta = 1 Konstanta = 1 Konstanta = 1
P P X
P4 P4 X1
Wo + w9 Ki_q Arq

Zdroj: viastni

V tabulce proménna P reprezentuje ziskany odhad ziski a X pfedstavuje vypoéitany odhad
celkové poptavky. Proménna P,_, je zisk z minulého roku, X;_; prezentuje hodnotu poptavky
z minulého obdobi, K;_; pfedstavuje kapital z pfedchoziho roku a proménna A,_, obsahuje
pfedchozi Casovy trend. Soucet mzdy z vladniho sektoru a dfive ziskaného odhadu mzdy

ze soukromého sektoru je znaden WP + W9,
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Nakonec byly provedeny stejné operace nad kazdou matici X1, X2 a X3 jako je popsano
v kapitole 3.4.2 - Implementace v aplikaci. Bylo tedy tfeba transponovanou matici vynasobit
puvodni matici a vyslednou matici invertovat. Tuto inverzni matici vynasobit transponovanou
verzi matice a vysledek matice vynasobit odpovidajicim vektorem endogenni proménné. Tim

vznikl vektor vysledkd.

3.5.1 Podoba matice a implementace

V této podkapitole je zobrazena pouze matice instrumentalnich proménnych, protoze ostatni
matice jsou jiz zminény v pfedchozi kapitole, kde je probirdna podoba matic pro zobecnénou

metodu nejmensich ¢tverct. Matice se budou lisit pouze hodnotami.

24 34 22 1 1801 12,7 449
39 7,7 2,7 2 180,1 12,7 449
32 39 29 3 1828 124 45,6
28 47 29 4 1826 169 50,1
35 38 31 5 1845 184 57,2
33 55 32 6 1897 194 571
3,3 7 33 7 192,7 201 61
4 6,7 36 8 1978 19,6 64
42 42 37 9 2034 198 64,4
4,1 4 4 10 207,6 21,1 64,5
52 7,7 42 11 2106 21,7 67
59 7,5 48 12 2157 15,6 61,2
49 83 53 13 2167 11,4 534
37 54 56 14 2133 7 4473
4 68 6 15 207,1 11,2 451
44 72 61 16 202 12,3 49,7
29 83 74 17 199 14 544
43 6,7 6,7 18 197,7 17,6 62,7
53 74 7,7 19 1998 173 65
66 89 78 20 2018 153 609
74 96 8 21 1999 19 695
1 138 11,6 8,5 22 201,2 21,1 757

N T T N e N S N S S N e T e T N e

Obrazek 10: Matice instrumentalnich proménnych

Zdroj: vlastni

Na nasledujicim obrazku je vidét, jak byla sestavena matice instrumentalnich proménnych.
Plnéni fadkt simuluje cyklus, ktery vzdy nacte hodnotu z odpovidajiciho fadku ptvodnich dat
uloZenych v csv souboru a zapiSe ji do stejného fadky matice. Kod také zobrazuje operace

nad maticemi pfi vypoétu jednotlivych proménnych P, X a WP.
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1

2 Matrix Z = new Matrix(n, 8);

3 for (int 1 = 0; 1 < n; 1i++)

4 {

5 z[1i, 01 = 1;

6 z[i, 1] = G[i, O];

7 z[i, 2] = T[i, O];

8 zli, 3] = Wg[i, 0];

9 zZ[i, 4] = A[i, O0];

10 zZ[i, 51 = (1 > 0) K[i 1, 0] K[i, 0];

11 zZ[1i, 6] = (1 > 0) ? P[i 1, 0] P[i, O0];

12 z[i, 71 = (1 > 0) 2 X[i - 1, 0] X[i, 0];

13] }

14

15

16| Matrix Phat = Z.Multiply(

17 (Z.Transpose () .Multiply(Z)) .Inverse()) .Multiply(Z.Transpose()) .Multiply(P);
18| Matrix Xhat = Z.Multiply(

19 (Z.Transpose () .Multiply(Z)) .Inverse()) .Multiply(Z.Transpose()) .Multiply(X);
20| Matrix Wphat = Z.Multiply(

21 (Z.Transpose () .Multiply(Z)) .Inverse()) .Multiply(Z.Transpose()) .Multiply (Wp) ;

Obrazek 11: Implementace matice a projekce endogennich proménnych

Zdroj: viastni

3.6 Tristupiiova metoda nejmensich ¢tvercii

Nejdiive byla sestavena matice instrumentalnich proménnych Z. Tyto proménné jsou kore-
lované s endogennimi proménnymi a nejsou korelované s chybovym ¢lenem. Matice Z, kde
kazdy rok odpovida jednomu tadku, byla vytvotfena stejné jako pfi analyze za pomoci dvou-
stupiiové metody nejmensich ¢tverct. Poté byla stejnym zplsobem provedena projekce endo-
gennich proménnych, coz je také popsano v prechozi kapitole. Cilem je provést stejné kroky
jako pii dvoustupiiové metod€ nejmensich Ctvercii. Po provedeni téchto vypocti je potieba
z vyslednych odhadt vypocitat rezidua podle rovnic:

e &, = C, — C,, ktera predstavuje rezidua pro rovnici spotieby,
e &, = I, — I, predstavujici rezidua pro rovnici investic,
o g =WF - VT/?, ktera pocita rezidua pro rovnici mezd soukromého sektoru.

Poté je potieba vytvofit symetrickou kovarian¢ni matici podle pfedpisu:

€11 €12 &13
YX=|€1 &2 &3

2

€31 €32 E&33
kde:

e &4 je variance rezidui rovnice spotieby,

e ¢&,, predstavuje varianci rezidui rovnice investic,
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e &35 reprezentuje rozptyl rezidui mezd v soukromém sektoru,
® &£, &3, €23 Jsou kovariance mezi rezidui riznych rovnic.

Ptiklad vypoctu rezidua g, = n—ikZ?_l €1:€2¢ kde n je pocet pozorovani a k je pocet para-
metrd v rovnici. V ptipad¢ pouzitych dat pro Kleiniv model je n rovno 22 (pocet pozorovanych
let) ak =4.

V dalsim kroku byly vytvoteny blokové matice. Tyto matice kombinuji informace ze vSech
rovnic modelu do jedné velké matice, coz umoznuje provadét vypocty soucasné pro vSechny
rovnice. Matice Xk Obsahuje vSechny vysvétlujici proménné z kazdé rovnice a matice Yy ;ocx
obsahuje vSechny zavislé (vysvétlované) proménné z kazdé rovnice.

Matice X ;o0 ma dimenzi 3n X 12, tii pro kazdou z rovnic a n odpovida 22 (pro kazdy rok
pozorovani). Zarovei ma kazda rovnice ¢tyfi vysvétlujici proménné véetné konstanty, a protoze
mame tfi rovnice, vysledna matice ma 12 sloupcii. Naplnéni matice, kde kazdy fadek odpovida
jednomu pozorovani:

e prvinich n Fadki: obsahuje vysvétlujici proménné pro rovnici spotieby:
(1 B, ..y WP WP 0 0 0 0 0 0 0),

e dalSich » radka: predstavuje vysvétlujici proménné pro rovnici investic:
(o o000 1P P, Ky OO0 0 0),

e poslednich » Fadku: prezentuje vysvétlujici proménné pro rovnici mezd v soukro-
mémsektoru: (0 0 0 0 0 0 0 0 1 X, X, Ap.

Oproti tomu matice Yy, ma dimenzi 3n X 1, tf1 pro kazdou z rovnic a jak jiz bylo uvedeno,
n odpovida 22. Jeden sloupec obsahuje skute¢né hodnoty zavislych proménnych z kazdé rov-
nice. Naplnéni matice, kde kazdy fadek odpovida jednomu pozorovani:

e prvnich n Fadku: obsahuje skutecné hodnoty pro spotiebu C;,
e dalSich n Fadku: predstavuje skutecné hodnoty pro investice I,
e poslednich n Fadki: prezentuje skute¢né hodnoty pro soukromé mzdy W,?.

Nakonec byl proveden odhad koeficientli pomoci vzorce:

B = Kpiock E ™D Xb1ocr) ™ Xpiock &™) Yorocks
kde:
o Xyiock J€ blokova matice vysvétlujicich proménnych,
®  Yii0ck je blokovéa matice zavislych proménnych,

e 371 jeinverzni kovarianéni matice.
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3.6.1 Podoba matic

Na nasledujicich obrazcich mizeme vidét nenulové casti blokové matice X. Jak bylo
popsano v piedchozi kapitole, celkova matice se sklada z prvnich 22 fadkt matice Xp;oc.Ct
z obrazku a jeji dalSich 8 sloupct je nulovych, fadky 23 az 44 blokové matice X se skladaji
z prvnich ¢tyf nulovych sloupct a nasledu;ji Ctyti sloupce matice Xy Iy z obrazkil za kterymi
jsou dalsi ¢tyfi sloupce nulové. Poslednich 22 fadku matice Xp;, ma prvnich osm sloupcti

nulovych, nasledovanych obsahem matice Xp o0 W, .

13,046 12,7 31,022
12,931 12,7 29,452
16,079 12,4 31,609
18,925 16,9 35,668
20,695 18,4 39,094
19,471 19,4 39,008
17,554 20,1 39,193
17,249 19,6 40,108
19,685 19,8 42,352
21,574 21,1 44,217
18,286 21,7 43,96 Yoo
13,693 15,6 39,66 block’t =
9,593 11,4 35,144
8,812 7 32,762
13,129 11,2 37,672
13,154 12,3 39,977
16,146 14 41,97
18,403 17,6 47,677
19,942 17,3 49,479
16,849 15,3 48,198
19,42 19 53,098
22,754 21,1 60,772

13,046 12,7 180,1
12,931 12,7 180,1
16,079 12,4 1828
18,925 16,9 182,6
20,695 18,4 1845
19,471 19,4 189,7
17,554 20,1 1927
17,249 19,6 1978
19,685 19,8 203,4
21,574 21,1 207,6
18,286 21,7 210,6
13,693 15,6 2157
9,593 11,4 216,7
8,812 7 2133
13,129 11,2 207,1
13,154 12,3 202

16,146 14 199

18,403 17,6 197,7
19,942 17,3 1998
16,849 15,3 201,8
19,42 19 1999
22,754 21,1 201,2

XbiockCr =

O e S S Qg S S S G S G W U G
O e S G S T e T e W = W S Gy S Gy S G G S GO QY

Obrazek 12: Nenulové ¢asti blokové matice X

Zdroj: vlastni

Na dal$im obrazku je vidét posledni ¢ast blokové matice X a jednotlivé ¢asti blokové matice
Y. Matice Yj;cx ma pouze jeden sloupec, a jeho prvnich 22 tadkl tvoifi zobrazend matice
Yyi0ck Ce, dalsich 22 tadkl stejného sloupce obsahuje hodnoty z matice Yy, C; a poslednich

22 tadk totozného sloupce mé hodnoty matice Y00 WF .
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1 45,268 449 1 39,8 2,7 28,8
1 47,383 449 2 41,9 -0,2 25,5
1 48,688 456 3 45 1,9 29,3
1 56,395 50,1 4 49,2 5,2 34,1
1 60,489 57,2 5 50,6 3 33,9
1 60,78 57,1 6 52,6 51 35,4
1 60,448 61 7 55,1 5,6 37,4
1 60,457 64 8 56,2 4,2 37,9
1 62,538 644 9 57,3 3 39,2
1 65792 64,5 10 57,8 51 41,3
XblockM/tp = i gz:ggg 6(1?2 E Yorock Ct = 5%?9 Yookl = —§.4 szockth = ;47}:2
1 47,738 53,4 13 45,6 —6,2 29
1 41,374 44,3 14 46,5 -5,1 28,5
1 51,602 451 15 48,7 -3 30,6
1 54,231 49,7 16 51,3 -1,3 33,2
1 59,017 544 17 57,7 2,1 36,8
1 66,081 62,7 18 58,7 2 41
1 69,121 65 19 57,5 -1,9 38,2
1 66,147 60,9 20 61,6 1,3 41,6
1 74,118 69,5 21 65 3,3 45
1 86,627 75,7 22 69,7 49 53,3

Obrazek 13: Nenulova ¢ast blokové matice X a jednotlivé Casti blokové matice Y

Zdroj: viastni
Obrazek nize obsahuje vytvofenou kovarianni matici. Mlizeme si vSimnout, Ze matice
je opravdu symetrickd. Zobrazena matice je ve stavu po vytvoreni, takze zatim nebyla inverto-

vana.

4,114 2,51 8,394
r=| 251 21,832 -28,401
8,394 -—28,401 1406,907

Obrazek 14: Kovarian¢ni matice

Zdroj: vlastni

3.6.2 Implementace v aplikaci

Na nasledujicich dvou obrazcich je vidét, jak byly vytvofeny matice Xpjocx @ Ypiock- Pro-
meénna Phat reprezentuje ziskany odhad ziskli a Xhat piedstavuje vypocitany odhad celkové
poptavky. Proménnd Wphat znaci vypocitany odhad mzdy ze soukromého sektoru a ostatni

A 24

proménné jsou popsané v diivéjSich kapitolach.
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O Joy Ul WN

O Joy Ul WN

O J oy Ul WwWN

Matrix X bloc
for (int i =

{

i
i
i
i

X block
X block
X block
X block

X block[i
X block[i
X block[i
X block[i
X block[i
X block[i
X block[i
X block[i
}

return X bloc

k
0;

’
’
’

’

+ + + +

+ + + +

k;

= new Matrix (3 * n, 12);
i < n; i++)

0] = 1;

1] = Phat[i, 0];

2] = (1 > 0) 2 P[1 -1, 0] P[i, 0];

3] = Wphat[i, 0] + Wg[i, 0];
n, 4] = 1;
n, 5] = Phat([i, 0];
n, 6] = (1 > 0) ? P[1 1, 0] P[i, 0];
n, 7] = (i > 0) ? K[1i 1, 0] K[i, 0];
2 * n, 8] 1;
2 *n, 9] = Xhat[i, 0];
2 * n, 10] = (14 > 0) ? X[1 - 1, 0] X[i, 0];
2 * n, 111 = A[i, 0];

Obrazek 15: Kod pro vytvoreni blokové matice X
Zdroj: viastni

Matrix Y block

for (int i =

{
Y block[i

Y block[i + n,
Y block[i + 2 * n,

}

0;

’

return Y block;

= new Matrix (3 * n, 1);

i < n; i++4)
0] = I[i,
0] =

01;

Wpli, 01;

Obrazek 16: Kod pro vytvoreni blokové matice Y

Zdroj: vlastni

Matrix Sigma

for (int i =

{
Sigma
Sigma
Sigma
Sigma
Sigma
Sigma

’

’

’

’

[0
[0
(o,
[1
(1
[2

’

}

Sigmall,
Sigmal2,
Sigmal2,

0]
0]
1]

return Sigma.MultiplyScalar (1.0 /

0;

0]
1]
2]
1]
2]
2]

=S

S
S

new Matrix (3, 3);

i < n; i++)

+= residualsl[i, 0] * residualsl[i, O01];
+= residualsl([i, 0] * residuals2[i, 0];
+= residualsl[i, 0] * residuals3[i, 01];
+= residuals2[i, 0] * residuals2[i, 0];
+= residuals2[i, 0] * residuals3[i, 01];
+= residuals3[i, 0] * residuals3[i, 0];
igmalO, 1];

igma[0, 2];

igmall, 2];

(n - 4));

Obrazek 17: Kod pro vytvotreni kovarianéni matice

Zdroj: viastni
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Dalsi obrazek zobrazuje vypocet pomoci tiistupiiové metody nejmensich ¢tvercii. Nejprve
je invertovana kovarian¢ni matice. Nasledn¢ jsou v cyklu ziskdny nenulové ¢asti blokovych
matic Xpiock @ Ypiock @ byl na nich postupné proveden odhad koeficienti pomoci maticovych
operaci. Tato ¢ast kodu odpovida rovnici B = Kpiock E D Xpiock) ™ Xniock' &) Yrock, ktera

je blize popséana na zacatku kapitoly.

1

2 Matrix SigmalInverse = Sigma.Inverse(); // Kovariandéni matice

3 Matrix XtSigmaInvX = new Matrix (12, 12);

4 Matrix XtSigmalInvY = new Matrix (12, 1);

5

6 for (int 1 = 0; 1 < n; 1i++)

7 {

8 Matrix Xi = X block.GetSubMatrix(3 * i, 3 * (i + 1), 0, 12);
9 Matrix Yi = Y block.GetSubMatrix(3 * i, 3 * (i + 1), 0, 1);
10

11 Matrix XiTSigmalInv = Xi.Transpose () .Multiply(SigmaInverse);
12 XtSigmalnvX = XtSigmaInvX.Add(XiTSigmaInv.Multiply(Xi));

13 XtSigmaInvY = XtSigmaInvY.Add(XiTSigmalInv.Multiply(Yi)):;

14 |}

15

16 | Matrix beta3SLS = XtSigmalnvX.Inverse() .Multiply (XtSigmaInvy);

Obrazek 18: Implementace odhadu tfistupiiové metody nejmensich ¢tverct

Zdroj: viastni

3.7 Metoda maximalni vérohodnosti

Cilem metody je nalézt hodnoty parametrii, které maximalizuji pravdépodobnost pozorova-
nych dat. Takova funkce vyjadiuje pravdépodobnost pozorovani dat jako funkci parametri mo-
delu. Za pocate¢ni hodnoty byly zvoleny vysledky dvoustupiiové metody nejmensich ¢tverci.
Poté byl na zaklad€ parametrii vypocitan gradient, kde kazdy prvek odpovidé derivaci logarit-
mické vérohodnostni funkce (log-likelihood funkce) podle jednoho z parametrti modelu. Tento
vektor ukazuje smér, kterym by se mél kazdy parametr ménit tak, aby se maximalizovala (nebo
minimalizovala) dana funkce. Velikost kroku h byla zvolena jako 1e-6 a maximalni pocet opa-
kovani byl nastaven na sto.

Nasledné byla pro kazdy parametr 0; vytvofena kopie vektoru 0, kde k prvni kopii je pfi-
pocteno h a od druhé kopie se h odecetlo. Nad kazdym takto ziskanym vektorem byla provedena
aproximace logaritmické vérohodnostni funkce. Gradient se poté spocita jako rozdil téchto
dvou log-likelihood hodnot vydéleny dvojnasobkem kroku h. Tento postup je zalozen na me-

tod¢ konecnych diferenci pro derivaci funkce L(0):
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9L(0) _ L(8;+h)—L(8;=h)
0; 2h ’

kde:

aL(®)
26;

je derivace funkce L(0) podle parametru 6,
e hptedstavuje krok, ktery udava, jak daleko od bodu 6; se pohybujeme,
e L(6; + h) prezentuje hodnotu funkce L v bodé 6; + h,
e L(6; — h) obsahuje hodnotu funkce L v bodé 6; — h.
Poté byl proveden vypocet Hesseho matice. Tato ¢tvercova matice o dimenzi 12 X 12 obsa-
huje druh¢ derivace vérohodnostni funkce podle dvojic v§ech parametrt a urcuje zménu gradi-

entu v zavislosti na zméné parametri. Matice byla sestavena podle predpisu:

0%L 0%L 0%L

/ 262 06,00, aelaelz\l

| 0% 9°L %L |

H(L(8)) = | 26,006, 262 96,00, |,
0°L 0°L 0°L
001,00, 001,00, 062,

kde:

2
. % je druha derivace funkce L(0) podle proménné 6;,

62

96,00,

je smisend druha derivace funkce L(8) podle proménnych 6; a 6;.

Dal$im krokem byla aktualizace hodnot parametri modelu tak, aby se maximalizovala (nebo
minimalizovala) logaritmicka vérohodnostni funkce dle vzorce:
AO = —H™1-VL,
kde:
e H71jeinverzni varianta Hesseho matice,
e AB predstavuje vektor zmén parametrd,
e VL obsahuje vektor gradientu logaritmické vérohodnostni funkce.
Vektor AB reprezentuje informaci o sméru Upraveé kazdého parametru, abychom se ptiblizili
k maximu (nebo minimu) dané logaritmické vérohodnostni funkce. Aktualizace byla provedena
seCtenim vektoru zmén parametra AB a vektoru parametrii pfed aktualizaci 8. Touto operaci
vznikne aktualizovany vektor parametrti 0, ktery byl posunut k maximu nebo minimu logarit-
micka vérohodnostni funkce o velikost, kterd byla ur¢ena vypoctem AB. Vypocet gradientu,
Hesseho matice a aktualizace hodnot parametrii probihd, dokud neni zména v parametrech

mensi nez zvolena tolerance /e-6 nebo dokud pocet iteraci neptekro¢i hodnotu sto.
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Pro vypocet metody maximalni vérohodnosti byla pouzita Newtonova metoda (Newton-
Raphson). Jakmile dojde ke konvergenci (ukonceni iterativniho cyklu), vektor 6 obsahuje vy-

sledné odhady parametrti rovnice.

3.7.1 Implementace v aplikaci

Na obrazku nize je vidét, Ze byl pouzit jako pocate¢ni odhad parametrt vysledek z dvou-
stupiiové metody nejmensich ¢tvercli. Maximalni pocet iteraci k dosahnuti konvergence je ro-
ven stu a tolerance mezi zménou v parametrech je nastavena na hodnotu 0.000001. V kazdé
iteraci se vypocita gradient a Hesseho matice, provede se vypocet hodnoty A6, aktualizuje

se hodnota parametr 8 a zkontroluje se, zda se ma v cyklu pokracovat, nebo bylo dosazeno

konvergence.
1
2 double[] theta = new double[1l2];
3 for (int i = 0; 1 < 4; i++)
4 {
5 theta[i] = coefficients2SLS[S$"C {i}"];
6 theta[i + 4] = coefficients2SLS[$"I {i}"];
7 theta[i + 8] = coefficients2SLS[$"W p {i}"];
8 }
9
10 | int maxIterations = 100;
11 | double tolerance = le-6;
12 | for (int iter = 0; iter < maxIterations; iter++)
13 ] |
14 double[] gradient = CalculateGradient (theta, n, P, Wp, Wg, K, X, A, C, I);
15 Matrix hessian = CalculateHessian (theta, n, P, Wp, Wg, K, X, A, C, I);
16
17
18 Matrix deltaTheta = hessian.Inverse () .Multiply(
19 new Matrix (gradient) .MultiplyScalar(-1));
20
21
22 for (int i = 0; i < theta.Length; i++)
23 {
24 theta[i] += deltaThetal[i, 0];
25 }
26
27
28 if (gradient.Select (Math.Abs) .Max() < tolerance)
29 {
30 break;
31 }
32 | }
33 | return theta;

Obrazek 19: Implementace Newton-Raphson metody

Zdroj: vlastni
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3.8 Vysledky

Nasledujici tabulka obsahuje vysledky odhada v aplikace. Jednotlivé sloupce obsahuji
vypo¢itané koeficienty dané metody. Sedé zvyraznéné sloupce obsahuji vybér vysledki z knihy
Econometric analysis.

Tabulka 4: Souhrnné tabulka vSech vysledkt

% (C) 14,4446 16,2 14,7305 16,6 12,7083 16,4 16,2366
o (C) 0,1994 0,193  -0,1623 0,017  -0,1332 0,125  0,1929
a; (C) 0,0941 0,09  0,3408 0,216 0,642 0,163  0,0899
a3 (C) 0,8304 0,796  0,8732 0,81  0,7697 0,79  0,7962
Bo (1) 13,6585 10,1 18,132 20,3 29,3338 28,2  8,3646
B () 0,4593 0,48  0,2441 0,15  0,0933  -0,013  0,5145
B (1) 0,2407 0,333  0,4139 0,616  0,5917 0,756  0,2256
Bs (1) -0,1204 -0,13  -0,139  -0,158 -0,1974  -0,195  -0,0977
Yo (WP) 0,8395 1,5 08121 1,5  1,8344 1,8  -0,0659
Y1 (WP) 0,4391 0,439 0,451 0,439  0,2374 0,4  0,4395
Y2 (WP) 0,1371 0,146  0,1259 0,147  0,2736 0,181  0,1461
Y3 (WP) 0,1081 0,13  0,1051 0,13 0,349 0,15  0,1302

Zdroj: Sedé sloupce zpracovany dle [1]

Na zaklad¢ vyslednych hodnot v tabulce I1ze konstatovat, ze kazd4d metoda odhadu posky-

tuje jiné vysledky pro parametry modelu, coz by mohlo byt disledkem rozdilné schopnosti
téchto metod fesit problémy, jako je endogenita a simultdnnost v modelech s vice rovnicemi.
Metody OLS a MLE se zdaji byt stabilnéjsi, zatimco 2SLS a 3SLS vykazuji vétsi variabilitu,

coz muize odrazet jejich citlivost na vybér instrumentl a specifikaci modelu.
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ZAVER

Tato prace se zaméfila na problematiku modelu simultannich rovnic, které jsou v ekonome-
trii kli¢ovym ndstrojem pro analyzu vzajemnych vztahii mezi ekonomickymi veli¢inami. V te-
oretické Casti byly popsany zakladni koncepty spojené s timto modelem, véetn¢ endogennich
a exogennich proménnych, a byly pfedstaveny hlavni analytické metody pouzivané pro feseni
téchto rovnic, jako je zobecnéna metoda nejmensich ¢tvercii, dvoustupiiova a tiistupnova me-
toda nejmensich ¢tverct a metoda maximalni vérohodnosti.

Prakticka ¢ast prace se zaméfila na vytvoreni aplikace, kterd implementuje tyto analytické
metody a umoziiuje jejich pouziti na redlnych datech, konkrétné€ na Kleinové modelu. Aplikace
je navrZena tak, aby byla uZzivatelsky pfivétiva a poskytovala uzivatelim moznost efektivné
analyzovat a feSit dany model simultannich rovnic. V teoretické ¢asti se prace zabyva popisem
jednotlivych vypocéti, klade diiraz na ukdzky vytvorenych matic s redlnymi daty v kritickych
krocich riznych analytickych metod. Vysledky ziskané pomoci aplikace potvrdily teoreticka
vychodiska a ukazaly praktickou vyuzitelnost zvolenych metod. Souc¢ésti prace je také uZiva-
telska prirucka, ktera poskytuje ndvod pro pouzivani aplikace.

Celkové tato prace ptispiva k lepsimu porozuméni aplikovani vybranych analytickych metod
nad modelem simultannich rovnic v ekonomické analyze. Vyvinuté aplikace predstavuje prak-
ticky nastroj, ktery pomaha porozumét jednotlivym krokiim implementace vybranych analytic-

kych metod.
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Ptiloha A — Uzivatelska prirucka aplikace
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Ptiloha A — UZivatelska ptirucka aplikace

Aplikace Simultaneous Equations Solver se skldda ze dvou hlavnich ¢asti, horni polovina

tvoti tabulku, kterd obsahuje nactend data. Tato data pfedstavuji Klein Model I, jehoz hodnoty

jsou zobrazeny v tabulkové formé. Tabulku Ize tfidit po kliknuti na libovolny sloupec, a to bud’

vzestupné nebo sestupné. Dolni polovina aplikace tvoti tabulka s odhady koeficientt. Tuto ta-

bulku Ize také ttidit po kliknuti na kyZeny sloupec.

@Y Simultanecus Equations Solver — | s
File
Klein Model I:
Year C P Wp I K1 X Wag G T
1920 (398 12,7 28,8 27 180,1 449 2,2 2.4 34
1921 41,9 12,4 23,5 -0.2 1828 [456 2.7 39 7.7
1922 |45 16,9 29,3 19 1826 50,1 29 3.2 3.9
1923|492 184 34,1 3.2 1845 |57,2 29 2,8 4,7
1924  [506 194 339 3 1897 |57 3.1 35 38
1925 32,6 20.1 354 31 1927 |61 32 33 3.2
1926  [55,1 19,6 374 3.6 1978 |64 3.3 33 7
1927 56,2 19.8 379 4,2 2034 |644 36 4 6,7
1928 [57.3 21,1 39,2 3 2076 |645 7 4,2 42
1929  |57.8 21,7 413 51 2106 |67 4 4.1 4
1930 |55 15,6 379 1 2157 |61.2 4.2 3.2 7.7
1931 50,9 114 34,5 -3.4 2167 |534 4,8 59 7,5
1932|456 7 29 -6,2 2133 443 53 4,9 83
Results:
Coefficients OLs 2515 35LS MLE
CD 14,4446 14,7305 12,7083 16,2366
c1 0,1994 -0,1623 -0,1332 0,1929
C2 0,0941 0,3408 0,6420 0,0893
Cc3 0,8304 08732 0,7697 0,7962
10 13,6585 18,1320 29,3338 83646
I_1 04593 0,2441 0,0933 0,5145
I_2 0,2407 04139 0,5917 0,2256
I_3 -0,1204 -0,1390 -0,1974 -0,0977
Wap_0 0,8395 08121 1,8344 -0,0659
Wap_1 0,4391 0,4510 0,2374 04395
Whp_2 0,137 0,1259 0,2736 0,1461
Wap_3 0,1081 0,1051 0,3490 0,1302

Obrazek 20: Ukazka aplikace
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Zaroven je mozné exportovat data zobrazena v horni poloviné€ aplikace do cvs souboru.

Zobrazi se kontextové okno, které umozni soubor ulozit. Dolni tabulka Ize také exportovat

do csv souboru. Piistup k této funkci je umoznén kliknutim na kontextové menu ,,File® v hor-

nim levém rohu. Pokud si pfejete exportovat data, zvolte moznost ,,Export dataset* a pokud si

ptejete exportovat odhady koeficientii rovnic, pouzijte ,,Export results®.

B! Simultanecus Equations Solver
File
Export results

Export dataset Wp

Obrazek 21: Ukazka exportu z aplikace

Zdroj: viastni

Interpretace nazvu sloupci dat

Year (Rok): tento sloupec obsahuje roky 1920 az 1941. Jedna se o ¢asovou osu,
ktera udava, pro ktery rok jsou ostatni proménné zaznamenany.

C (Consumption — Spotieba): predstavuje celkovou ekonomickou spotiebu v da-
ném roce. Zahrnuje vydaje domacnosti na zbozi a sluzby.

P (Corporate Profits — Firemni zisky): zahrnuji celkovy zisk firem po odecteni
vSech nakladu, véetné mezd, materiala a dani.

Wp (Private Wage Bill — Soukromé mzdy): celkova ¢astka, kterou soukromé firmy
vyplaceji svym zaméstnanciim ve formé mezd.

I (Investment — Investice): obsahuje vydaje na ndkup nového kapitélu, jako jsou
stroje, budovy a dalsi vybaveni, které firmy pouzivaji k vyrob¢ zbozi a sluzeb.

K1 (Previous Year’s Capital Stock — Kapital z pfedchoziho roku): reprezentuje
hodnotu kapitalu, ktery byl k dispozici v pfedchozim roce.

X (GNP - Hruby narodni produkt): je celkova hodnota vSech zboZi a sluzeb vy-
robenych narodnim hospodaistvim za jeden rok. Zahrnuje spotiebu, investice, vladni
vydaje a Cisty export.

Wg (Government Wage Bill — Vladni mzdy): zobrazuje Castku, kterou vlada vy-

placi svym zaméstnanctim ve formé mezd.
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e G (Government Spending — Vladni vydaje): piedstavuje vSechny vydaje vlady
na nakup zbozi a sluzeb, vCetn¢ vydaji na infrastrukturu, socialni programy a dalsi
vladni ¢innosti.

o T (Taxes — Dané): penize, které vlada vybere od domdacnosti a firem.

Pouzité rovnice
V aplikaci jsou pouzité rovnice z nasledujiciho obrazku. Tyto rovnice byly ziskany spo-

le¢né s daty Kleinova modelu a nelze do nich nijak zasahovat.

Ct= ap+ a Py + a,Pr_4 + a3(th + th) + &4
Iy = Bo+ B1Pe + B2Pe—1 + B3Ki1 + €3¢
WP = vo +viXe + Vo Xe1+v3de + g3
Xe= Ce+ 1 + G
Pp=X—T— th
Ke = Kooy + 1,

Obrazek 22: Pouzité rovnice v aplikaci odpovidajici pro Kleintiv model I
Zdroj: [1]

Interpretace vysledku

V rovnici spotieby jsou odhadovany koeficienty g, a4, @, az. Ve vysledcich jsou tyto
odhady zobrazovany jako Cy, Cy, C,, C3. Podobné jsou ve vysledcich mapovany koeficienty beta
na l;qex @ koeficienty gama na Wifldex.

Kazdy sloupec s odhady odpovida jiné pouZzité metodé odhadu.
e OLS — metoda nejmensich ¢tverct,
e 2SLS — dvoustupiiova metoda nejmensich ¢tverct,
e 3SLS — tfistupiiova metoda nejmensich ctverct,

e MLE — metoda maximalni vérohodnosti.

Pokud bychom chtéli interpretovat vysledky z metody nejmensich ¢tvercli pro rovnici
spotieby, tak se podivame do tabulky vysledki a zjistime, ze C;= 0,1994, pokud se podivame
na rovnice, tak vidime, Ze se koeficient a; nasobi s P, coz je proménnd symbolizujici firemni

zisky. Takze pokud firemni zisky vzrostou o jedna, spotfeba vzroste o 0,1994. Pokud by byl
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odhad koeficientu C; zéporny (C; = 0,2), tak za pfedpokladu, ze firemni zisky vzrostou o jedna,

odpovidajici proménna (v tomto ptipad¢ by to byla spotieba) bude o 0,2 klesat.
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