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Quantification of risks of natural catastrophes
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Abstract

Catastrophic events affect various regions of the world with increasing frequency and
intensity. The aim of this paper is to describe parametric curve-fitting methods for modelling
extreme historical losses of natural catastrophes in the world. Article summarizes relevant
theoretical results of Extreme value theory (EVT) and Excess over Threshold Method (EOT)
and presents results of their application to the data about amounts of damages in world
catastrophe events in time period 2010-2014, published by Swiss Re studies Sigma. Article
presents the models for extreme catastrophic losses by selecting particular probability
distributions through statistical analysis of empirical data with the best possible estimate of
the upper tail area. These models allowed us to quantify the risks of natural and man-made
catastrophes by risk measures.
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1. Uvod

V poslednich letech roste pocet katastrofickych udalosti a tim rostou 1 vydaje pojistoven ¢i
zajiStoven na vyplaceni pojistného plnéni. Proto je dulezité tyto udalosti spravné modelovat a
prognozovat jejich dusledky. Nésledné¢ budou analyzovany katastrofické udalosti od roku
2010 do roku 2014 z hlediska poctu katastrof, vySe ekonomickych ztrat a také vySe pojistného
plnéni, které musely pojistovny a zajisStovny v souvislosti s pojisténymi Skodami vyplatit.

Katastrofou mizeme oznacit udalost, kterd zasdhne velké izemi pfirody nebo spolecnosti
a je dusledkem ptirodni ¢i lidské ¢innosti. Tato udalost negativnim zptisobem méni ptivodni
prostiedi.

V ¢lanku jsou udaje prevzata od Svycarské zajiStovaci spolecnosti Swiss Re (SIGMA:
insurance research) [6], ktera kazdoro¢né publikuje periodikum s nazvem Sigma, ve kterém
jsou poskytnuty vefejnosti informace tykajici se katastrofickych udalosti ve svéte.

Aby byla udalost definovéna jako katastrofa, musi byt podle Svycarské zajistovny Swiss Re
v roce 2014 spojena se $kodou minimaln¢ 97 miliontt USD nebo pojisténou skodou 48 mil.
USD (v leteckém pojisténi 39 mil. USD, v dopravnim 19 mil. USD), nebo minimaln¢ 20
osob, které zemtely ¢i se ztratily, nebo 2000 osob, které ptisly kviili této udélosti o stfechu nad
hlavou.
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2. Vyvoj poctu a dusledki katastrofickych udalosti

Pocet katastrofickych udalosti se za poslednich 40 let vyrazné zvysil, ptiblizné o 350 %.
Jednou z teorii, kterym lze tento vyrazny nartst vyskytu katastrof vysvétlit, je narGst lidské
populace, kdy lidi na planeté je stale vice a tak vznikaji hustéji osidlena tzemi, diky ¢emu
dochazi v pripadé¢ katastrofy k daleko vétSim nasledkim, nez v neobydleném tvzemi.
Klimatické zmény jsou dal§im negativnim jevem. Pfedevsim sklenikové plyny, které maji vliv
na globalni oteplovani.

Na obrazku 1 je zobrazen vyvoj celkového poctu ptirodnich i ¢lovékem zplsobenych
katastrof od roku 1970.

Obrazek 1: Vyvoj poctu prirodnich katastrof a katastrof zpiisobenych ¢lovékem v letech 1970-2014
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Zdroj: viastni zpracovani dle [6]

Obrazek 2 znazornuje vyvoj celkovych a pojisténych katastrofickych skod a jejich trendy
vyvoje. Rozdil mezi témito trendy se neustale zvysuje, trend celkovych skod roste rychleji nez
trend pojisténych skod.

Obrdzek 2: Vyvoj celkovych a pojisténych katastrofickych skod v letech 1970-2014
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3. Metody modelovani extrémnich Skod

Vyskyt a disledky katastrofickych udalosti se v poslednich letech neustale zvysuji, a tim se
zvySuji 1 vyplacena pojistna plnéni pojistoven. Pro pojistovny je dulezité tyto udalosti
spravné modelovat a tim i vhodn¢ zvolit moznost kryti takovychto rizik.

Moznosti, jak modelovat extrémni $kody je nékolik. V ¢lanku budeme vyuzivat dvé z nich,
metodu blokového maxima a metodu excedentii prekracujicich vysoky prdh.

3.1 Metoda blokového maxima

Metoda blokového maxima (BM) povazuje za extrémni hodnoty maximalni hodnoty z n
blokii po sobé jdoucich nezavislych pozorovani X1, X2, X3 ..., Xn V pribéhu zvoleného ¢asového
obdobi. Maximum ztéchto nezédvislych, identicky rozdélenych nahodnych veli¢in
s distribu¢ni funkci F dostaneme jako:

M, =max{X,, X,, X;,.... X,} pro n>1 (1)

Limitni rozdéleni blokovych maxim je dané Fisher-Tippetovou vétou [1], [4]:

Necht X, X,,..., X, je posloupnost identicky rozdélenych nahodnych veli¢in. Jestlize
existuji normované konstanty C,. >0 a d_e€R a existuje n&jakd nedegenerovana distribuéni
funkce H(x) takova, ze:

P(c;*(M, —d, )< x)— H(x) @)

Poté¢ H(x) pochéazi z jednoho ze tfi typt distribu¢nich funkci extrémnich hodnot, které
jsou Gumbelova distribu¢ni funkce, Fréchetova nebo Weibullova distribu¢ni funkce:

o Gumbel: AX)=exp{-e} pro xeR
0 pro x <0,

o Fréchet: q)a(x):{ ) a>0
exp{-x} pro x >0,
) 1 pro x <0,

o Weibull: Y (x)= ) a>0
exp{—(—x)”} pro x>0,

kde « je parametr tvaru funkce.

Gumbelovo, Fréchetovo a Weibullovo rozdé€leni se nazyvaji max-stabilni rozdéleni.
Zachovavaji typ rozdéleni pro maximum identicky rozdélenych nahodnych proménnych a
jsou specialnim ptipadem zobecnéné distribucni funkce extrémnich hodnot GEV definované
vztahem:

H. ()= {exp{_ b0 e 3)

exple™ ] pro ¢ =0,
V piipadé praktického vyuziti je vhodnéjsi vyuzit flexibilni rozdéleni extrémnich hodnot,
které je vyjadfen pomoci tii parametrti 4, o a & [21]:

H(x) = exp{— [1+§[X;”D_M} (@)

kde u je parametr polohy (location), o je parametr rozsahu (scale) a & je parametr tvaru
(shape).

Nevyhodou metody blokového maxima je to, ze uvazuje vzdy pouze s jednou hodnotou
Vv bloku, ackoli by mohla byt v bloku 1 dal$i hodnota velice vysokd. Dalsi z nevyhod metody
blokového maxima je to, Ze vyzaduje pomérné velky pocet pozorovani, proto se v praxi vice
pouziva metoda excedentl pies vysoky prah, ktery bude popsan v nésledujici kapitole.
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3.2 Metoda excedentii pres vysoky prah

Metoda excedentti pies vysoky préah, neboli Peaks over Treshold (POT), je svym
modernéjSim piistupem dals$i metodou, ktera se vyuziva pro pravdépodobnostni modelovani
extrémnich hodnot. Tato metoda uvazuje za extrémni vSechny hodnoty, které jsou vyssi nez
zvoleny prah u. Zvoleni tohoto prahu by mélo byt takové, aby excedentl piekracujici prah
bylo pomérné malo. Limitnim rozd¢lenim pro excedenty, které piekracuji prah u, je podle
Pickands, Balkema a de Haanovy véty [4] zobecnéné Pareto rozdeéleni (GDP) [2], [3]:

l-e~ pro £=0
Gé (X) = -1/¢ (5)
1-(1+ &)™ pro £#0
Funkci G, () 1ze nasledné dale jesté zevseobecnit na t¥iparametricky tvar [3]
1—g tomle pro £=0
G., (x)= — )\ (6)
tar () l—(1+.§—x “) pro &=0
o

Parametr ¢ = o(u) zavisi na prahu u a charakterizuje variabilitu hodnot. Parametr p
charakterizuje polohu. Pti aplikaci metody je dilezité spravné zvolit prah u. Podle [4] velikost
prahu u je vhodné zvolit mezi 90. az 95. percentilem empirického souboru dat, neboli
z intervalu (xo,g; xo,gs).

4. Aplikace metod modelovani extrémnich katastrofickych Skod

Pro pravdépodobnostni modelovani extrémnich pojistnych plnéni z katastrofickych
udalosti podle metod, popsanych v ptedchozi kapitole, byly pouzity statistické programové
baliky STATISTICA 12, STATGRAPHICS Centuirion XVII a statisticky program R verze
3.2.2 (voln¢ dostupny na https://www.r-project.org/) spolecné¢ s modulem Extremes Toolkit
(voln¢ dostupny na http://www.isse.ucar.edu/extremevalues/evtk.html), obsahujici moznost
modelovani rozdé€leni, zobecnéné rozd€leni extrémnich hodnot (GEV) 1 zobecnéné Pareto
rozdéleni (GDP).

4.1 Charakteristika analyzovanych dat

Data, kterd byla pouzita pro modelovani, byla ru¢né pfepsand z ¢asopisu SIGMA, kterou
kazdoro¢né vydava Svycarska zajistovna Swiss Re (viz [6], Table 8) a nasledné upravena
v programu MS EXCEL. Jedna se o data vyjadiujici vysi vyplaceného pojistného plnéni
v milionech americkych dolari (USD) v disledku pfirodnich katastrof, které se udaly ve svété
od roku 2010 do roku 2014. Analyzovany soubor obsahuje 323 dat.

Nejdiive je vhodné vytvortit graf s chronologicky sefazenymi pojisténymi Skodami, ktery
nam umozni vizualng identifikovat extrémni hodnoty a ¢asové obdobi jejich vyskytu. Udaje
jsou uvedeny v milionech USD. Na prvni pohled jsou na obrazku 3 znacné odlehlé hodnoty
zobrazeny tu¢nou carou. Tento graf poskytuje informaci, zda data neporusuji predpoklad
nezéavislosti a identického rozdéleni. To by znamenalo, Ze by se extrémni hodnoty
shromazd’'ovaly v néjakém kratkém Casovém obdobi, coZz se u naSeho datového soboru
nestava. Tim jsou splnény obé podminky.


https://www.r-project.org/
http://www.isse.ucar.edu/extremevalues/evtk.html
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Obrazek 3: Vyvoj celkovych pojisténych katastrofickych Skod
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Zdroj: viastni zpracovani dle [5]

4.2 Analyza extrémnich pojistnych plnéni metodou blokového maxima

Prvni aplikovanou metodou analyzovanych dat, kterymi jsou vySe pojistnych plnéni na
zaklad¢ jednotlivych piirodnich katastrof ve svété od roku 2010 do roku 2014 v milionech
USD, je metoda blokového maxima. Na zacatku modelovani je dilezité si nastavit optimalni
délku bloku n. Nasledné ur¢ime pro vsechny bloky maximalni hodnoty, pomoci kterych bude
vytvofen novy soubor, ktery pouzijeme pro dalSi analyzy. Metoda je aplikovana ve
statistickém programovém baliku STATISTICA 12 a pomoci softwarové aplikace R 3.2.2.
s modulem Extremes Toolkit.

Analyzovana data budeme modelovat pomoci zobecnéné distribu¢ni funkce GEV
extrémnich hodnot, ktera je dana vztahem (4). Byly zvoleny délky bloku (n =5,n=10,n =
15, n = 20) z divodu, abychom zjistili, ktera délka bloku dava optimalni vysledky.

Tabulka 1: Parametry GEV pro riizné délky blokii n

délka bloku n=>5 n=10 n=15 n=20
pocet pozorovani 64 32 23 17

MLE (n) -0,20329 0,36093 0,49964 0,68634
MLE (o) 1,04353 1,17186 1,02954 0,78838
MLE (&) 0,32880 0,33360 0,35764 0,64920

SE (w) 0,15069 0,22834 0,25550 0,22532

SE (o) 0,12968 0,16322 0,21891 0,23824

SE (§) 0,12032 0,18589 0,22773 0,29399
p-hodnota 0,38079 0,50006 0,94977 0,93914

Zdroj: viastni zpracovani, vystup R 3.2.2 modul Extremes Toolkit

V tabulce 1 jsou maximalné vérohodné odhady (MLE) parametri u, o, a ¢ rozdéleni GEV
spolu se standardnimi chybami (SE) odhadu z jednotlivych bloku délky n. V tabulce jsou také
znazornény p—hodnoty pro modelovani blokovych maxim. Mizeme vidét, Ze maxima vSech
blokii maji zobecnéné rozdeleni extrémnich hodnot. Jako optimalni velikost bloku se jevi blok
n = 15, kde p-hodnota je 0,9497. Dobré vysledky také dava blok s délkou n = 20, kde p-
hodnota vychazi 0,9314.
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Obrdazek 4: Empirickd distribucni funkce GEV rozdéleni pro n=5 (vlevo nahore), n=10 (vpravo nahore),
n=15 (vlevo dole), n=20 (vpravo dole)
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Zdroj: viastni zpracovani, vystup STATISTICA 12

Na obrazku 4 jsou znazornény empirické distribucni funkce spole¢né s teoretickymi
distribu¢nimi funkcemi rozdéleni GEV pro jednotlivé bloky rizné délky n. Jsou zde
vyznaceny také 95%-ni intervaly spolehlivosti. Lze vidét, Ze nejlépe odpovida GEV rozdéleni
pti délce bloku n = 15 nebo délce bloku n = 20, kde se teoretické pravdépodobnostni modely
nachazeji uvnitt intervalt spolehlivosti [5].

4.3 Analyza extrémnich pojistnych plnéni metodou excedenti pies vysoky prah

Pro analyzu byly zvoleny hodnoty praht u = 2000, u = 2500, u = 3500 a u = 4000.
V dalsim kroku analyzy byly pro rizné hodnoty prahti u vytvoreny nové datové soubory
Z hodnot, piesahujicich pfislusny prah u. Nové datové soubory byly pouzity pro urceni
vhodného pravdépodobnostniho modelu $kod, pfesahujicich zvoleny prah, kterym je podle
¢asti 3.2 zobecnéné Paretovo rozdéleni (GDP). Pfitom byl vyuZit statisticky programovy balik
STATISTICA 12.

Maximaln¢ vérohodny odhad parametri pomoci tfiparametrického zobecnéného Paretova
rozdéleni (6) pfi rizné hodnoté prahii U je znazornén v tabulce 2. V poslednim tadku jsou
uvedeny vysledky Kolmogorova-Smirnova (K-S) testu dobré shody s rozdélenim GDP pro
ruzné velikosti prahli u. Nejlepsi vysledek podle K-S testu dostdvame pro velikost prahu
u =3500, ¢emuz odpovida 11 excedentll a p-hodnota je rovna 0,922191. Vysoka p-hodnota,
rovna 0,883495 je i pro velikost prahu u =4000. Velikosti prahu u=4000 odpovida 10
excedentl.
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Tabulka 2: Odhad parametrii zobecnéného Paretova rozdéleni pro riizné prahy u a vysledky K-S testii

u = 2000 u = 2500 u = 3500 u = 4000
zobecnéné Pareto zobecnéné Pareto zobecnéné Pareto zobecnéné Pareto
¢ =1681,103 & = 1155,657 & =6447,036 & = 6849,886
u =2000 u=2500 u=3500 u =4000
o = 0,690287 o =0,962237 o =0,336181 o =0,325339
p =0,031268 p=0,017163 p =0,922191 p = 0,883495

Zdroj: viastni zpracovani, vystup STATISTICA 12

Na obrazku 5 jsou znazornény empirické distribuéni funkce v porovnani s teoretickou
distribucni  funkei pro jednotlivé prahy u pii predpokladaném GDP rozdéleni
pravddpodobnosti. Cerna schodovita kiivka predstavuje empirickou distribuéni funkci
s porovnanim s teoretickou distribuéni funkci zobecnéného Paretova rozdéleni, kterou
predstavuje ¢arkovana kiivka. TeCkovanymi kiivkami jsou zde vyznaceny 95 %-ni intervaly
spolehlivosti. Mizeme vidét, Ze pro prahy u = 3500 a u = 4000 empiricka distribu¢ni funkce
nepiekracuje hranice spolehlivosti [5].

Obrdzek 5: Empiricka a teoretickad distribucni funkce zobecnéného Paretova rozdéleni pro rizné prahy u
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Zdroj: viastni zpracovani, vystup STATISTICA

5. Pravdépodobnostni modely extrémnich pojistnych plnéni

Zakladem analyzy je 40 nejnakladné&jSich pojistnych udalosti na svété (v mil. USD), které
se udaly od roku 1970 do roku 2014 ([5], 2015, Table 10, str. 41).

V tabulce 3 je vysledek K-S testii dobré shody se tfemi tiiparametrickymi rozdélenimi
pravdépodobnosti a dvouparametrickym Parcto rozd€lenim [7], S parametry, odhadnutymi
metodou maximalni vérohodnosti pii vyuziti systému Statgraphics Centurion XVII. Na
zéklad¢ p-hodnot hypotézu, ze empiricky soubor pochazi z ptedpokladanych rozdélent,
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nezamitame ani

v jednom z ptipadt. Nejlepsi

rozdéleni

pro 40

nejnakladnéjsich

katastrofickych pojistnych plnéni je lognormalni rozdéleni, p-hodnota = 0,99797.

Tabulka 3: Vysledky Kolmogorovova-Smirnovova testu dobré shody

Gamma Lognormalni Paretovo Weibullovo
DPLUS 0,09628 0,04733 0,05764 0,07231
DMINUS 0,06399 0,06186 0,09552 0,07193
DN 0,09628 0,06186 0,09552 0,07231
p-hodnota 0,85225 0,99797 0,85878 0,98494

Zdroj: viastni zpracovani, vystup Statgraphics

Systém Statgraphics Centurion poskytuje také zakladni charakteristiky a kvantily rozdéleni
s dobrou shodou. Pro lognormalni rozdéleni 40 nejnakladnéjsich katastrofickych pojistnych
plnéni proto mizeme stanovit stfedni hodnotu E(X) = 13 794,1 mil. USD a miru rizika
VaRo,g5(X) = Xo,95 = 42 832 mil. USD.
S pravdépodobnosti 0,05 tedy mohou nekteré ze 40 nejnakladnéjSich pojistnych plnéni
presahnout hodnotu 42 832 mil. USD. Tuto hodnotu v obdobi rokd 1970-2014 piesahly
pojisténé skody pii hurikanu Katrina v roce 2005, protoze dosahly vyse 79 663 mil. USD.

Acknowledgements

Tento ptispévek vznikl za podpory SGS projektu Univerzity Pardubice, Fakulty
ekonomicko-spravni, ¢. SGS_2016_023.

References

[1] Fisher, R.A., Tippett, L.H. (1928). Limiting forms of the frequency distribution of the
largest or smallest member of a sample. Math. Proc. Camb. Phil. Soc. Mathematical
Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, 24(02), p.180.

[2] Jindrova, P, Pacdkova, V. (2016). Modelling of extreme losses in natural disasters.
International Journal of Mathematical Methods in Applied Sciences, Volume 10, 2016,
pp. 171-178.

[3] Jindrova, P., Papouskova, M. (2016). Modelling Insured Catastrophe Losses. In
Proceedings of The 10th Professor Aleksander Zelias International Conference on
Modelling and Forecasting of Socio-Economic Phenomena, Zakopane, pp. 53-61.

[4] McNeil, A. (1997). Estimating the Tails of Loss Severity Distributions Using Extreme
Value Theory. ASTIN Bulletin, 27(1), pp. 117-138.

[5] Musil, T. (2016). Moznosti modelovaini extrémnich pojistnych plnéni, diplomova prace,
Fakulta ekonomicko-spravni, Univerzita Pardubice.

[6] Natural catastrophes and man-made disasters in 2010-2014: SIGMA Swiss Re [online].
[cit. 2016-06-11]. Dostupné z: http://media.swissre.com/documents/sigma_en.pdf

[7] Pacakova, V., Gogola, J. (2013). Pareto Distribution in Insurance and Reinsurance.
Conference proceedings from 9th international scientific conference Financial
Management of Firms and Financial Institutions, VSB Ostrava, 2013. pp. 298-306


http://media.swissre.com/documents/sigma_en.pdf

