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ANOTACE

Tato prace se zamé&fuje na zakladni definici diferencialnich rovnic prvniho a vyssiho fadu a na
studium numerickych metod, zejména metody Runge-Kutta. Dale se zabyva zavedenim téchto

metod do programovaciho prostiedi Matlab.

KLICOVA SLOVA

diferencidlni rovnice, Matlab, numerické metody, metody Runge-Kutta
TITLE

Solving selected types of differential equations with Matlab support

ANNOTATION

This thesis focuses on the basic definition of differential equations of the first and higher
order and on the study of numerical methods, especially the Runge-Kutta method. It also

deals with the implementation of these methods in the Matlab programming environment.
KEYWORDS

differential equations, Matlab, numerical methods, Runge-Kutta methods
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UvVoD

Diferencialni rovnice patfi mezi zakladni koncepty matematické analyzy a maji Siroké
uplatnéni v riznych védeckych oborech, inzenyrstvi a dalsSich aplikovanych disciplinach. Tyto
rovnice popisuji vztahy mezi nezndmymi funkcemi a jejich derivacemi a ptedstavuji zdkladni

nastroj pro modelovani dynamickych systémii.

Cilem této bakalarské prace je predstavit zékladni definice diferencialnich rovnic, se
zaméfenim na rovnice prvniho a vySSiho fadu pro funkce jedné redlné proménné, a
prostiednictvim této teoretické zakladny se seznamit s numerickymi metodami pro jejich
feseni. Konkrétné se zaméfenim na metodu Runge-Kutta a jeji implementaci v

programovacim prostiedi Matlab.

Prvni ¢ast prace bude vénovana kratkému uvodu do programovaciho prostiedi Matlab, ktery
je v této praci vyuzivan. Druha ¢ast bude zaméfena na teorii o diferencialnich rovnicich, typy
diferencialnich rovnic a vypocty. Tteti ¢ast bude vénovana numerickym metodam, kterymi se
diferencialni rovnice pocitaji. V €asti Ctyfi budou uvedeny piiklady pouziti diferencidlnich

rovnic v oboru.

Celkovym cilem prace je nejenom demonstrovat teoretické znalosti v oblasti diferencialnich
rovnic, ale predevSim prakticky aplikovat tyto znalosti na konkrétni ptiklady, které¢ budou

zapsany zejména pomoci programovaciho vybaveni Matlab.
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1 PROGRAMOVACI PROSTREDI MATLAB

Zkratkou Matlab je z anglického oznaceni Matrix laboratory, tj. maticova laboratof. Matlab je
vykonny programovaci jazyk se zamétenim pro technické ucely. V uzivatelském prostiedi
zahrnuje vypoéty, programovani a vizualizaci. ReSeni je vyjadieno pomoci matematickych
symboli. Typické pouziti je:

e Matematika

e Vyvoj algoritmii

e Modelovani a simulace

e Védecka a inzenyrska vizualizace

e Analyza dat

e Tvorba grafického uzivatelského rozhrani (GUI)

V akademickém prostiedi se tento jazyk hojné vyuziva pro matematické vypocty. V oblasti
pramyslu se Matlab vyuziva pro vysokou produktivitu, analyzu a vyvoj. Matlab je interaktivni

systém, jehoz zakladnim prvkem dat je pole, které nevyzaduje dimenzovani.[6]

Matlab obsahuje aplikace pro specifické feSeni tloh nazvané toolboxy. Tyto toolboxy jsou

velice dilezité, nebot’ rozsituji programové prostiedi o jeho funkénost.[6]
V této praci bude vyuzit toolbox SymMath.

Pomoci tohoto toolboxu lze poté vyuzit piikazu dsolve pro teSeni diferencidlnich rovnic.
Piikaz dsolve je ve tvaru dsolve('D — equation’, condition,’, ..., condition,), kde
D —equation je fteSena diferencialni rovnice vsyntaxi Matlabu. Podminky
condition,, ..., condition,, jSOu nepovinné pocate¢ni podminky. Pokud nejsou pocatecni
podminky zadany, je vysledkem obecné feSeni diferencialni rovnice se zastoupenim obecnych

konstant, které jsou oznaceny jako C2,C3, ..., Cp,.[11]
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Obrazek 1- Prosttedi Matlabu

Prosttedi Matlabu se déli do ¢ty zakladnich segmentu:

1
2
3
4

Aktualni slozka — pfistup k soubortim.
Editor — zapis kodu.
Workspace — zobrazeni dat, ktera se vytvoii nebo importuji ze soubort.

Ptikazova fadka — zadavani prikazi.
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2 SEZNAMENI S DIFERENCIALNIMI ROVNICEMI

2.1 Obycejna diferencialni rovnice

Obycejna diferencialni rovnice, zkracené a dale jen ODR, je typ rovnice, kde je neznamou
funkce jedné redlné proménné a zahrnuje minimaln€ jednu derivaci této neznamé funkce.
Neznama funkce se v diferencialni rovnici nemusi vyskytovat, ale je nezbytné, aby rovnice
obsahovala alespon jednu z jejich derivaci, at’ uz prvni, druhou, nebo az n-tou. Nezndma

funkce se obvykle zapisuje jako y a oznaceni x se pouziva pro nezavislou proménnou.[10]

Diferencidlni rovnice mize obsahovat i poc¢ateéni podminky. Poc¢ateéni podminky stanovuji
funkéni hodnoty neznamé funkce nebo jejich derivaci. V ptipadé, Ze diferencidlni rovnice
prvniho fadu obsahuje jednu pocatecni podminku, pak plati rovnost y, = f(x,). Tato rovnost
ur¢uje hodnotu nezndmé funkce v bodé¢ x,. Pro diferencialni rovnici n-tého fadu plati, ze

muze obsahovat az n pocate¢nich podminek.[10]

Obecné se diferencidlni rovnice charakterizuji podle ne€kolika parametrti, jako je naptiiklad

jejich tad, linearni nebo nelinearni charakter a homogenita.

2.2 Linearni ODR

ODR tohoto typu je charakterizovana tak, Ze je linearni ve vztahu k nezndmym funkcim a
jejich derivacim. To znamena, Ze neznamé funkce i jejich derivace se v rovnici vyskytuji

pouze V prvni mocnin€ a nejsou mezi sebou nasobeny.

2.3 Nelinearni ODR

Nelinearni ODR se charakterizuje tim, Ze obsahuje nelinearni vyrazy vzhledem k nezndmym

funkcim a jejich derivacim.

2.4 Diferencialni rovnice 1.Fadu

Diferencidlni rovnice prvniho fadu zahrnuji pouze prvni derivaci neznamé funkce. Tyto
rovnice maji obecnou formu F(x,y,y) =0, kde y = y(x) piedstavuje hledanou funkci
proménné x a y = y’(x) je jeji prvni derivace. Resenim je funkce y = y(x), ktera je

definovana na urcitém otevieném intervalu.[9]
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2.5 Rovnice v separovatelné formé

Diferencialni rovnice ve form¢ umoznujici separaci proménnych je typ rovnice, ktery lze
upravit tak, aby na jedné strané byl vyraz obsahujici neznamou (hledanou) funkci y
nasobenou diferencidlem dy, zatimco na druhé stran¢ rovnice by byla funkce proménné x

nasobena diferencidlem dx. Obecné je toto oznacovano jako separace proménnych.[3]

ODR 1. fadu ve tvaru y" = f(x)g(y) se fika rovnice se separovatelnymi proménnymi. Pokud
f a g jsou na otevienych intervalech spojité funkce a zaroven plati, ze g # 0, pak kazdé
v . . _ d e . it .
feSeni lze ziskat postupem, kde y = é. Formaln¢ lze tedy diferencidlni rovnici

Vv separovatelné formé zapsat:[3]
d
2= FX)9B).

kde Z—Z je derivace neznamé funkce y podle x a f(x) a g(y) jsou funkce proménnych x a y.

Tento tvar umoziiuje oddéleni proménnych x a y na jednotlivé strany rovnice a nasledné

feSeni pomoci integrace. Obecny postup:

dy_
PTe

Ziskana rovnice se zintegruje a fesenim je:

dy f
— = (x)dx
J g) /
Postup feSeni

1. Rozd¢leni proménnych. Pieformulovani diferencidlni rovnice tak, aby na jedné strané
byly pouze promeénné x a na druhé strané pouze y.

2. Integrace. Integrovani obou stran rovnice S ohledem na jejich proménné a nasledné
pficteni integracni konstanty C.

3. Reseni pocatenich podminek. Dosazeni poéate¢nich podminek do obecného feseni a
nasledny vypocet konstanty integrace C.

4. Ziskani findlniho feSeni. Dosazeni nalezené konstanty zpét do obecného feSeni.
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Tabulka 1- Diferencialni rovnice v separovatelné formé

§X==x2.y
dx
Reseni Reseni pomoci SW Matlab
Po odd¢leni diferencialu: %Definice symbolickych proménnych
syms y(x);
dy = 22 - ydx yms y(x);
Po vydgleni rovnice y: %Zadanad diferencidlni rovnice
rovnice = x"2 * y == diff(y);
1
—dy = x%dx
y %Prevedeni rovnice do separovatelné formy

Po tomto kroku Ize rovnici integrovat: sep_form = dsolve(rovnice);

fldy= fxzdx %Vypsani vysledku
y disp(sep_form);

Z ¢ehoz se ziska vysledek: , .
Vystupem je funkce:

3
In(lyD)+C = x? + C, kde C € R je integradni

X3
konstanta. y=~C-e3

Pfevedenim logaritmu do exponencialni formy,
kdeIn(x) = b,x = e?:
x3
lyl =3
Jelikoz a™*™ = a™ - a™, potom tedy:

x3

lyl = e3 -e€

Protoze e® je konstanta, obecnym fefenim
diferencialni rovnice je:

23
3

y=C-e

Pii zadané pocateéni podmince, napt. y(0) = 2
se ziska rovnice pro neznamou C:

2=C-e°
C=2
Po dosazeni konstanty C do piivodniho vyrazu se

ziska pozadované partikularni feseni:

y=2-e3




2.6 Diferencialni rovnice reSené primou integraci

Tento typ feSeni diferencialnich rovnic je ve tvaru y = [ f(x)dx. Tento tvar je ale oviem
mozny, pokud diferencialni rovnice prvniho fadu neobsahuje proménnou y a zaroven pokud
je mozné samotnou diferencialni rovnici upravit na tvar y” = f(x). Obecné feSeni pak bude

obsahovat integra¢ni konstantu C, kde C € R.[9]

Pro diferencialni rovnice n-tého tadu lze toto feSeni pouzit taky. Rovnice musi spliiovat stejné
podminky, neobsahuje proménnou y a lze ji upravit na tvar y* = f(x). Reseni takové rovnice
poté zavisi na ¢isle n a podle ného je uréen podet integraci. Napt.: y*~2 = [([ f(x)dx)dx.

Obecné feseni pak obsahuje n integra¢nich konstant Cy, ..., C,,, C € R.[9]
Postup feSeni:

1. Rozd¢leni proménnych. Pokud je diferencidlni rovnice 1. fadu, lze pouzit metodu
separace proménnych.

2. Integrace. Integrovani obou stran rovnice s ohledem na proménné. Tim se vyiesi
obecné feseni diferencidlni rovnice.

3. Urceni konstant. Pokud jsou obsazeny poc¢ate¢ni podminky:.

Tabulka 2- Diferencialni rovnice feSena pfimou integraci

. o x—=2
—
Reseni Reseni pomoci SW Matlab
Tento tvar se pfevede na tvar integralu: %Definice symbolickych proménnych
syms X;

x—2
f dx

x=3 %Zadana rovnice reSena pomoci metody
Nasledujici tvar se da Fesit napt. substituci: primého integrovani
vysledek = int((x-2)/(x-3), x);

t=x-3
t+1 %Vypsani vysledkl
Jn_?_‘dt disp(vysledek);
t 1 , :
f +odt Vystupem je funkce:
1 y=x+In(x —3)
f 1+ ?dt

1
fldt+f?dt
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Po integraci:

t + In(Jt]) + C, kde C e R je integraéni konstanta
Po tomto kroku lze provést desubstituci:
t=x-3

Vysledek je:

x—=3+In(Jx—-3)+C

x+In(lx—-3D+C

2.7 Diferencialni rovnice homogenni
Homogenni diferencialni rovnice je definovana tak, ze y" = f (%), kde f je spojitou funkci na
uréitém otevieném intervalu. Homogenni tvar rovnice je v nasledujicim tvaru, pravé strana

. . v .Y . x
rovnice obsahuje proménné x a y pouze ve spojeni ~¢i naopak ;[5]

Zaroven, terminem homogenni jsou oznac¢ovany i rovnice, které maji pravou stranu rovnu
nule. Tyto rovnice maji tvar y" + P(x)y = Q(x), kde P i Q jsou funkce jedné proménné. Pro

homogenni typ rovnice plati, ze Q(x) = 0.[5]

Tento typ rovnice lze feSit pomoci substituéni metody, kde se zavede novad proménna,

napiiklad u = %, coz umoznuje pievést rovnici na separabilni formu a nasledné ji integrovat.

Postup feSeni

1. Zavedeni substituce u = %a odtudy =u-x.Potomy =u"-x +u, kdeu = Z—Z.

2. Uziti téchto tvard a jejich dosazeni do piivodni rovnice. u’-x +u = f(u), potom

u = i (f(u) —u). Pro tento tvar rovnice lze feSeni u(x) najit pomoci separaci
proménnych.

3. Obecné feseni se poté nachazi pomoci vztahu y(x) = x - u(x).

4. Urceni konstant. Pokud jsou k dispozici.
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Tabulka 3- Diferencialni rovnice homogenni

ReSeni
Zavede se substituce podle postupu uvedeného vyse.

A dosadi se do ptivodni rovnice.

2-(u-x)—x
X

ux+u=

ux+u=2-u—1
urx=u-—-1

Tento tvar je feSitelny pomoci separace proménnych.
Rozdéli se tedy rovnice na strany obsahujici u a x.

du _dx
u—-1 «x

A obg strany rovnice se zintegruji.

f du  (dx
u—-1 J «x
Inju — 1| = In|x| + C, kde C je integra¢ni konstanta.
Po tomto kroku se vyuZije exponencialni funkce

k odstranéni logaritmil. Obecné plati e®) = x.
u—1=C-x

u=C-x+1

Dosadi se u = % .

y

==C-x+1
x

Vysledkem je:
y=C-x*+x

Reseni pomoci SW Matlab

%Definice symbolickych proménnych
syms y(x);

%Zadand diferencialni rovnice
rovnice = (2*y-x)/x == diff(y);

%Vypocitani rovnice
vysledek = dsolve(rovnice);

%Vypsani vysledku
disp(vysledek);

Vystupem je funkce:

y=0Cx*+x
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2.8 Diferencialni rovnice nehomogenni
Obecnym feSenim nehomogennich diferencialnich rovnic je tvar y =y, + y,,. Partikularni

Cast fedeni se oznacuje jako y, a yy je homogenni ¢ast feSeni n-tého fadu ptislusné k rovnici:

any™ () + ap_1y" ) + 4 agy (x) + apgy(x) = f(x),

kde ay, a4, ... a, JSOU konstanty, pti¢emz plati, ze a,, # 0 a f(x) je spojita a nenulova funkce

na urdéitém intervalu.

Obecn¢ feseni rovnice je ve tvaru:

Ay (%) + @y () + o+ a1y (X)) + apy(x) = 0[]
Reseni rovnice lze nalézt napiiklad pomoci metody neuréitych koeficientt.
Postup feSeni

1. Nalezeni feSeni homogenni rovnice. VyfeSeni piislusné homogenni rovnice C¢ili
polozeni levé strany rovnice vici nule a nalezeni obecného feSeni. To bude ¢ast y;, (x).

2. Nalezeni partikuldrniho feSeni nehomogenni rovnice. Druhym krokem je najit
partikularni feSeni nehomogenni rovnice. To bude ¢ast y,, (x).

3. Nalezeni celkového feseni. Nalezeni celkového feseni nehomogenni rovnice zahrnuje
soucet obecného feSeni homogenni rovnice a partikularniho feSeni nehomogenni
rovnice. Tedy y(x) = yp(x) + y,(x).

4. Urceni konstant, pokud jsou k dispozici.
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Tabulka 4- Diferencialni rovnice nehomogenni

dy

—+2:'y=4-x

dx
ResSeni
Vyteseni homogenniho tvaru rovnice:

dy
—~— 4+2-vy=0
dx+ y

Pomoci separace proménnych:
C

Yn = e2x

Yp j€ partikularni feSeni. ProtoZe prava strana rovnice
je polynom, lze predpokladat, ze y, bude také
polynom stejného stupné jako prava strana, tedy
Yp =A-x+B, kde A i B jsou neznamé konstanty,

které se musi urcit.

Dosazenim y,, do piivodni nehomogenni rovnice:
d
a(A-x+B)+2-(A-x+B) =4-x

Po derivaci:
A+2-A-x+2-B=4-x

Porovnanim koeficientt na levé a pravé strané
rovnice:

1. Prox!¢leny:2-A =4, takze A = 2.

2. Pro x° ¢leny: A+2-B =0, dosazenim
Casti A = 2 je vysledek 2 + 2 - B = 0, takZe
¢ast B = —1.

Partikularni feSeni y, = 2+ x — 1

Celkové feSeni nehomogenni linearni diferencialni
rovnice je soucet homogenniho a partikularniho
feSeni:

c .
y=%ﬁ1@=;§+2w—1, kde CeR je

libovolna konstanta.

Reseni pomoci SW Matlab

%Definice symbolickych proménnych
syms y(x);

%Zadana nehomogenni diferencialni
rovnice

odr = diff(y) + 2*y == 4*x;
%Reseni nehomogenni diferencialni
rovnice

vysledek = dsolve(odr);

%Vypsani vysledku
disp(vysledek);

Vystupem je funkce:

y=2-x+C.e ¥*—1
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2.9 Diferencialni rovnice 2. radu

Diferencialni rovnice vyssiho fadu se vyznacuji tim, Zze obsahuji vice derivaci neznamé

funkce, nikoli pouze jednu. Diferencialni rovnice vyssiho fadu ma tvar F(x,y,y’,y", ...

y™M,

kde x je nezavisla proménnd, y je hledana funkce, y’,y”, ..., y™ jsou postupy derivovani a F

je funkce, ktera mize obsahovat x,y,y’,y”, ..., y™.[9]

Tabulka 5- Diferencialni rovnice druhého fadu

y' =3y +2-y=0

ReSeni
Charakteristickd rovnice pro linearni diferencialni
rovnici 2. fadu ma tvar:
r2+3:r+2=0

Kofeny této rovnice lze nalézt napfiklad pomoci
kvadratické formule ¢i faktorizace:

r-1-(r—-2)=0
Z toho vyplyva, ze kofen r; = 1 akofenr, = 2

Obecné feSeni této diferencialni rovnice bude
kombinace exponencialni funkce e™* a e™*, kde
1, a1y, jsou kofeny charakteristické rovnice:

y(x) =Cyre* +C,- e,
libovolné konstanty, C € R.

kde C; a C,jsou

Reseni pomoci SW Matlab

%Definice symbolickych proménnych
syms y(x);

%Zadana diferencialni rovnice druhého
radu

odr = diff(y, 2) - 3*diff(y) + 2*y == 0;
%Reseni diferencidlni rovnice druhého
radu

vysledek = dsolve(odr);

%Vypsani vysledku
disp(vysledek);

Vystupem je funkce:
y=Cr.e*+C,e*
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3 NUMERICKE METODY PRO RESENI ODR

Numerické metody maji spolecny znak, feSeni se nehleda jako spojitd funkce v celém
zkoumaném intervalu (a, b), ale vypocitavaji se hodnoty ptiblizného feSeni v kone¢ném poctu
bodl a = xy < x; < -+ < x, = b, kde jednotlivé body se nazyvaji uzlové body a mnozina
hodnot x, x4, ..., X, se nazyva sit. Rozdil v siti mezi jednotlivymi uzly se nazyva krok h.

Hodnoty feSeni se poté znaci jako vy, ¥y, .-, Yn-[2]

Numerické metody maji princip takovy, ze hledaji piiblizné hodnoty feSeni v uzlovych

bodech a jejich cilem je nalezeni aproximace yy, ¥4, ..., ¥ feSeni y(xg), y(x1), ..., ¥(x,).[8]
Kategorie numerickych metod:
1. Jednokrokové

Pro vypocet nové aproximace y;,; Vbodé Xx;,; vyuZzivaji pouze piedchozich hodnot

aproximace y;.
2. Vicekrokové
Pro vypocet aproximace y;,; V bod¢€ x;,, se pouzivaji predchozi aproximace y;, ..., ¥p,.[8]
Nasledujici metody budou provedeny v programovacim prostiedi Matlab.

3.1 Eulerova metoda 1. Fradu

Eulerova metoda je nejjednodussi jednokrokovou metodou pro numerické feseni tloh.

Pro rovnici y" = f(x,y),y(xy) = yo S pravidelnymi uzly (x,, x4, ..., x,) @ krokem h bude ve

vSech bodech uzlu platit:
y'(x) = f(xi'y(xi))
Derivace levé strany se poté da piepsat do tvaru:

Y (iv1) = y(x:)
h

~ f(xi,}’(xi))
Nahrazenim y(x;) pfibliznou hodnotou y;, 1ze dostat vyjadieni ptiblizné hodnoty y(x;;1):

Yit1 = Yi + hf (x;, yi)

Z tohoto vzorce Ize poté vypocitat pribliznou hodnotu feseni v dal$im uzlu pomoci uzlu

ptedchoziho.[2]
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Tabulka 6- Eulerova metoda prvniho fadu

y =x%-1y,(0;06), y(0) =3,hy =0,1,h, = 0,2

Reseni pomoci SW Matlab Vystup
%Pocatecni podminky h=0,1
X0 = 0;

X y
yo = 3;

0 3
%Konecny bod intervalu 0,1 2,7
X_maX = 0-6; 0,2 2,431
%Velikost kroku 03 2,1919
h =0.1; 0,4 1,9817
h2 = 6.2; 05 | 1,7995
%Pocet krokd 0,6 1,6446
n = ceil((x_max - x@) / h); h=0,2
n2 = ceil((x_max - x@) / h2); X y
%Inicializace poli pro ukladani hodnot 0 3
x_values = zeros(1l, n+l); 0,2 2,4
y_values = zeros(1l, n+l); 0.4 1.928
x2_values = zeros(1l, n2+1); : :
y2_values = zeros(1l, n2+l); 0,6 1,5744

%Pocatecni hodnoty
x_values(1l) = x0;
y_values(1l) = yo;
x2_values(1l) = x0;
y2_values(1l) = yo;

%Eulerova metoda 1. radu pro h = 0,1

for i = 1:n

x = x_values(i);
y = y_values(i);
f =x"2 -y;
x_values(i+1)
y_values(i+1)
end

X + h;
y + h * f;

%Eulerova metoda 1. radu pro h = 0,2

for i = 1:n2

x = x2_values(i);
y = y2_values(i);
f = x"2 - y;
x2_values(i+1)
y2 values(i+1)
end

X + h2;

%Vypsani vysledkl
disp('Pro h = 9,1:");
disp(['Hodnoty x: '
disp(['Hodnoty y:
disp('Pro h = 0,2:");
disp(['Hodnoty x: '
disp(['Hodnoty vy:

y + h2 * f;

, hum2str(x_values)]);
, hum2str(y_values)]);

, hum2str(x2_values)]);
, hum2str(y2_values)]);
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Piesné feSent této rovnice vyieSené pomoci pitkazu dsolve je y(x) = Cie ™™ + x? — 2x + 2.
Pro porovnani vysledki slouzi nasledujici tabulka. Z tabulky Ize vidét, ze pfi zvySujicim se h
a zaroven pii zvySujicim se x klesd pfesnost. Odchylky vznikaji z aproximace feSeni,
Eulerova metoda aproximuje skute¢né feseni diferencialni rovnice pomoci interpolace mezi
jednotlivymi body. Cim vétsi je krok h, tim vétsi kroky jsou mezi body aproximace a tim je i

aproximace hrubsi.

Tabulka 7- Porovnani velikosti kroku pro ptesnost Eulerovy metody prvniho fadu

h=0,1 h=0,2
X y - pfesné

y odchylka y odchylka

0 3,0000 3,0000 0 3,0000 0

0,1000 2,7148 2,7000 | -0,0148 - -

0,2000 2,4587 2,431 | -0,0277 | 2,4000 | -0,0587

0,3000 2,2308 2,1919 | -0,0389 - -

0,4000 2,0303 1,9817 | -0,0486 | 1,9280 | -0,1023

0,5000 1,8565 1,7995 | -0,0570 - -

0,6000 1,7088 1,6446 | -0,0642 | 1,5744 | -0,1344

Grafické porovnani vysledkt lze v Matlabu zajistit nasledujicim koédem, ktery by se piidal

pod kod ptedesly pro vypocet Eulerovy metody 1. fadu.

Ptidavna ¢ast kodu pro grafické znazornéni vysledkt
%Presné reseni
syms x y(x);
rovnice = diff(y) == x*2 - y;
y_presne = dsolve(rovnice, y(0) == y0);

%Hodnoty pro presné resSeni
X_presne = linspace(x@, x_max, 100);
y_presne_hodnoty = double(subs(y_presne, x_presne));

%Vykresleni grafu

figure;

hold on;

plot(x_values, y_values, '-o', 'DisplayName', 'Eulerova metoda (h = 0,1)");
plot(x2_values, y2 values, '-o0', 'DisplayName', 'Eulerova metoda (h = 0,2)");
plot(x_presne, y_presne_hodnoty, 'LineWidth', 1.5, 'DisplayName’, 'Presné
reseni');

xlabel('x");

ylabel('y');

title('Grafické znazornéni vysledkl');

legend;

grid on;

hold off;
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Obrazek 2- Porovnani kroki Eulerovy metody 1. fadu

Grafické znazornéni vysledk(

—&— Eulerova metoda (h = 0,1}
Eulerova metoda (h =02}
Presné fadeni
25 W
\Zs
&,
Y
y \
\\.-'.'
o
ot
2 S
1.5 :
0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

3.2 Eulerova metoda 2. fadu

Eulerova metoda 2. fadu je vylepSena verze pivodni Eulerovy metody. Tato metoda se
odliSuje od pivodni verze tim, Ze nevyuziva jen derivace v bod¢ y;, ale bere v tivahu derivace

ve dvou riznych bodech.

Tento typ metody je zafazen mezi jednokrokové metody Runge-Kutta, které umoZiuji
nalezeni ptesngjsi aproximace fteSeni diferencialni rovnice y = f(x,y), kde pocatecni

podminka y(x,) = y,. Pro aproximaci y;,, vV bodé uzlu x;,, plati vztah:[10]

Yitr =Y;i + ;f(xi +h,yi + hf (x;, 1))
Tento vztah lze ptepsat do tvaru:
ki = hf(xi,y:)
ky = hf (x; + h,y; + k1),
kde k, je krok vypocitany na zacatku intervalu a k, je krok vypocitany na konci intervalu.

A potom se aproximace y;,; rovna vztahu:

ky + Ky

Yie1 =Yi + >
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Pomoci nésledujiciho kodu se definuje pozadovana funkce, pocatecni podminka, interval a

velikost kroku. Poté se tyto parametry volaji ve funkci pro pocitani.

Kod zadany do piikazové fadky

%Definice diferencidlni rovnice

f=00xy) x"2-y;
%Pocatecni podminka

X0 = 0;

yo = 3;

%Konecny bod intervalu
X_max = 0.6;

%Velikost kroku

h =0.1;

%Volani funkce pro Eulerovu metodu 2. radu

[x_values, y values] = eulerova_2rad(f, x0, y@, x_max,

Vstupni proménné

f reprezentuje pravou stranu
ODR.

hodnota
nezéavislé proménné x.

Xo Jje pocatecni
Yo Jje pocatecni hodnota
zavislé proménné y V bodé

x=x0.

x_max je horni mezinterva-
lu.

h je velikost kroku.

Vypsani vysledki

Hodnoty x a y se vypisi do
ptikazové tadky pomoci
ptikazu disp.

Vystupni proménné

x_values je pole hodnot
nezavislé proménné od x,
do x_max s krokem h.

y_values je pole hodnot, do
kterého budou postupné
ukladany vypocitané hodno-
ty z&vislé proménné odpovi-
dajici hodnotam v x_values.

h);

Eulerova metoda 2. Fadu

Cyklem for se iteruje pies
vSechny body x_values.

V kazdé iteraci se spocita
hodnota k; a k, podle
vzorct Eulerovy metody 2.
fadu.

Na zékladé téchto hodnot se
vypocitd dalsi hodnota y
pomoci piislusného vzorce
Eulerovy metody 2. fadu.

Vykresleni grafu

Pomoci piikazu  figure
dojde Kk vytvofeni nového
okna pro graf. Ptikaz plot
vykresluje graf zadanych
dat. Piikazy xlabel a ylabel
slouzi k pfidani popisku osy
x a y. Prikaz title ptida
titulek grafu a pfikaz
grid on povoli miizku.
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Pomoci kodu v tabulce 8 a predeslého kodu pro definici parametri se vypocte Eulerova

metoda 2. fadu véetné grafického vykresleni.

Tabulka 8- Eulerova metoda druhého fadu

y =x%—-y,(0;0,6),y(0) =3,h=0,1

Reseni pomoci SW Matlab Vystup
function [x_values, y values] = eulerova_2rad(f, h=0,1
X0, y0, x_max, h) X y
x_values = x0:h:x_max; 0 3
y_values = zeros(size(x_values));

- vo- 0,1 2,7155
y_values(1l) = yo;

0,2 2,46
%Eulerova metoda 2. radu 0,3 2,2326
for i = 1:(length(x_values) - 1) 0,4 2,0325
ki1 = h * f(x_values(i), y_values(i)); 0,5 1,8591
k2 = h * f(x_values(i) + h, y values(i) + k1); 0.6 17118
y_values(i + 1) = y values(i) + (k1 + k2) / 2;
end

%Vypsani vysledkl
disp([ 'Hodnoty x:
disp([ 'Hodnoty y:

, hum2str(x_values)]);
', num2str(y_values)]);
%Vykresleni grafu

figure;

plot(x_values, y_values, 'b-', 'LineWidth', 1.5);
xlabel('x");

ylabel('y"');

title("Re3eni diferencidlni rovnice");

grid on;

end

Za pomoci stejného principu lze obdobné vypocitat metody dalsi. Rozdil bude v téle funkce,

ve které se samotnd metoda pocita.
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3.3 Modifikovana Eulerova metoda 2. fadu

Modifikovana Eulerova metoda 2. fadu, téz znama jako Heunova metoda je ¢asové nenaro¢na
a snadna, nicméné stale méné piesnd. Pficinou nepfesnosti je zde aplikace neménné hodnoty
derivace f(x;,y;) na celém intervalu pii pfechodu z kroku x; do x;,,.Tato hodnota derivace

se ale v pribéhu kroku méni.[7]

Tato metoda je rovnéz zafazena mezi metody druhého fadu, a proto je uroven piesnosti
modifikované¢ Eulerovy metody druhého tadu porovnatelnd s tradicni Eulerovou metodou

druhého fadu. Tato metoda vyuziva pro vypocet aproximace y;,, vVztahu:[10]

h h
Yier = Vi hf (i3, + Ef(xi;yi))
Postupem vypoctu je vypocitani hodnot k; a k,:
ki = hf(x;,y:)
h k4
ko =hf(xi+5. 70+ 5)

A vysledna aproximace se poté vypocitd pomoci vztahu:

Yir1 = Vi + k3
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Tabulka 9- Modifikovana Eulerova metoda druhého fadu

Rovnice, podminky 1 interval je stejny jako u tabulky 8.

Reseni pomoci SW Matlab

function [x_values, y values] =
eulerova_2rad_mod(f, x0, y@, x_max, h)
x_values = x0@:h:x_max;

y_values = zeros(size(x_values));
y_values(1l) = yo;

%Modifikovana Eulerova metoda 2.radu

for i = 1:(length(x_values) - 1)

ki1 = h * f(x_values(i),y_values(i));

k2 = h * f(x_values(i) + h/2, y values(i) + k1/2);
y values(i + 1) = y values(i) + k2;

end

%\Vypsani vysledk
disp([ 'Hodnoty x:
disp(['Hodnoty y:

, hum2str(x_values)]);
', num2str(y_values)]);
%Vykresleni grafu

figure;

plot(x_values, y_values, 'b-', 'LineWidth', 1.5);
xlabel('x");

ylabel('y"');

title("Re3eni diferencidlni rovnice");

grid on;

end

Funkce se poté vola zadanim tohoto kddu do ptikazové tadky:

%Definice diferencidlni rovnice
f=0(xy) x"2 -y;

%Pocatecni podminka
X0 = 0;
yo = 3;

%Konecny bod intervalu
X_max = 0.6;

%Velikost kroku
h =0.1;

%Volani funkce pro modifikovanou Eulerovu metodu 2. radu

Vystup

X y

0 3
0,1 2,7153
0,2 2,4595
0,3 2,2319
0,4 2,0317
0,5 1,8581
0,6 1,7106

[x_values, y values] = eulerova_2rad mod(f, x0, y@, x_max, h);
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3.4 Runge-Kuttova metoda 3. radu

Dalsi z numerickych metod je Runge-Kuttova metoda 3. fadu. Obecné je tato metoda pro
feseni diferencialnich rovnic typu y” = f(x,y) spocateéni podminkou y(x,) =y, jesté
umoziuje presnéjsi aproximaci feSeni napii¢ celym intervalem. Metoda Runge-Kutta tietiho
fadu pro odhad nové hodnoty vyuziva ctyfi kroky. Pro vypocet aproximace se pouZzivaji

nasledujici hodnoty:[10]

ki = hf(x;,y:)

h Kk
ks, =hf(xi+§, yi"’?)

2k,

2h
ks =hf(a+5,5i+ ),

kde k; je krok vypocditany na zacatku intervalu, k, je krok vypocitany ve tietin€ kroku a k5 je

krok vypocitany na konci intervalu.

Aproximace y;,, je pak dana timto vztahem:

k, 3k,
Yier = Vit ot
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Tabulka 10- Runge-Kuttova metoda tfetiho fadu

Rovnice, podminky 1 interval je stejny jako u tabulky 8.

Reseni pomoci SW Matlab

function [x_values, y_values] = rungekutt_3rad(f, x0, ye,
X_max, h)

x_values = x0@:h:x_max;

y_values = zeros(size(x_values));

y_values(1l) = yo;

%Runge-Kuttova metoda 3.radu

for i = 1:(length(x_values) - 1)

ki1 = h * f(x_values(i),y_values(i));

k2 = h * f(x_values(i) + h/3, y_values(i) + ki/3);

k3 = h * f(x_values(i) + (2*h)/3, y _values(i) + (2*k2)/3);
y_values(i + 1) = y values(i) + k1/4 + 3*k3/4;

end

%Vypsani vysledkl
disp([ 'Hodnoty x:
disp(['Hodnoty y:

, hum2str(x_values)]);
', num2str(y_values)]);
%Vykresleni grafu

figure;

plot(x_values, y_values, 'b-', 'LineWidth', 1.5);
xlabel('x");

ylabel('y"');

title("Re3eni diferencidlni rovnice");

grid on;

end

Vystup

X y

0 3
0,1 2,7148
0,2 2,4587
0,3 2,2308
0,4 2,0303
0,5 1,8565
0,6 1,7088

Funkce se poté vola obdobné jako u modifikované Eulerovy metody 2. fadu, rozdil bude

pouze u piikazu pro volani funkce, kde se zméni nazev funkce pro danou metodu.

%Volani funkce pro Runge-Kuttovu metodu 3. radu.
[x_values, y values] = rungekutt_ 3rad(f, x0, y@, x_max, h);
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3.5 Runge-Kuttova metoda 4. iFadu

Runge-Kuttova metoda ¢tvrtého fadu je posledni jednokrokovou numerickou metodou pro
feSeni diferencialnich rovnic Vv této kapitole. Jednd se o vylepSenou verzi Runge-Kuttovy
metody tfetiho fadu, kterd poskytuje jesté vyssi presnost. Tato metoda vyzaduje ¢tyinadsobné

vyhodnoceni funkce pro kazdy bod, coz zahrnuje vypocet hodnot ki, k,, ks a k,. V této

vvvvvvvvvv

ki = hf (x;, yi)

ok
ky = hf(x; +5.i +7)

h k,
ks = hf (x4 5.7+ =)
ky = hf(x; + hy; + k),

kde k, je krok vypocitany na zacatku intervalu, k, a ks jsou kroky vypocitané v poloviné
kroku a jsou vazeny dvakrat, coz znamena, ze maji dvojnasobny vliv na vyslednou

aproximaci a k, je krok vypocitany na konci intervalu.

Aproximace y;, 4 je pak dana timto vztahem:

(kg + 2k, + 2ks + ky)
Yis1 = Vi + 3

35



Tabulka 11- Runge-Kuttova metoda &tvrtého fadu

Rovnice, podminky 1 interval je stejny jako u tabulky 8.

Reseni pomoci SW Matlab Vystup
function [x_values, y _values] = rungekutt_4rad(f, x0, yo, X y
Xx_max, h) 0 3
x_values = x0@:h:x_max; 01 27148
y_values = zeros(size(x_values)); ' '
- vo- 0,2 2,4587
y_values(1l) = yo;
0,3 2,2308
%Runge-Kuttova metoda 4.radu 0,4 2,0303
for i = 1:(length(x_values) - 1) 0,5 1,8565
ki1 = h * f(x_values(i),y_values(i)); 0,6 1,7088

k2 = h * f(x_values(i) + h/2, y_values(i) + k1/2);

k3 = h * f(x_values(i) + h/2, y values(i) + k2/2);

kd = h * f(x_values(i) + h, y_values(i) + k3);

y values(i + 1) = y values(i) + (k1 + 2*k2 + 2*k3 +k4)/6;
end

%Vypsani vysledkl
disp([ 'Hodnoty x:
disp(['Hodnoty y:

, hum2str(x_values)]);
', num2str(y_values)]);
%Vykresleni grafu

figure;

plot(x_values, y_values, 'b-', 'LineWidth', 1.5);
xlabel('x");

ylabel('y"');

title("Re3eni diferencialni rovnice");

grid on;

end

Funkce se poté vold obdobné jako u modifikované Eulerovy metody 2. fadu, rozdil bude

pouze u piikazu pro volani funkce, kde se zméni nazev funkce pro danou metodu.

%Volani funkce pro Runge-Kuttovu metodu 4. radu.
[x_values, y_values] = rungekutt 4rad(f, x0, y@, x_max, h);
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3.6 Porovnani jednokrokovych metod

Pomoci nasledujiciho kodu lze porovnat vSechny vyse zminéné metody prostiednictvim
jednoho grafu, Eulerovu metodu 2. fadu, Modifikovanou Eulerovu metodu 2. fadu, Runge-
Kuttovu metodu 3. fadu a Runge-Kuttovu metodu 4. Radu. Eulerova metoda 1. fadu zde

zahrnuta nenti, je to z toho diivodu, ze metoda je proti ostatnim velice nepfesna.

function porovnani_metod()

%Pocatecni podminky

X0 = 0;

yo = 3;

%Konecny bod intervalu

X_max = 0.6;

%Velikost kroku

h = 0.01;

%Exaktni reSeni

X_presne = x0:0.01:x_max;

y_presne = 2 + exp(-x_presne) + x_presne.”2 - 2*x_presne;

%Eulerova metoda 2. radu

[euler2_x, euler2_y] = eulerova_2rad(@(x, y) x*2 -y, x0, y0@, x_max, h);
%Modifikovand Eulerova metoda 2. radu

[mod_euler_x, mod_euler_y] = eulerova_2rad mod(@(x, y) X*2 -y, x0, y@, X_max,
h);

%Runge-Kuttova metoda 3. radu

[rk3_x, rk3_y] = rungekutt_3rad(@(x, y) x*2 -y, x0, y@, x_max, h);
%Runge-Kuttova metoda 4. radu

[rk4_x, rk4_y] = rungekutt_4rad(@(x, y) x*2 - y, x0, y0@, x_max, h);
%Vykresleni grafu

figure;

%Prvni podgraf

subplot(3, 1, 1);

hold on;

plot(x_presne, y_presne, 'k-', 'LineWidth', 1.5, 'DisplayName', 'Exaktni
reseni');

plot(euler2_x, euler2_y, 'r--', 'LineWidth', 1.5, 'DisplayName', 'Eulerova metoda
2. padu');

plot(mod_euler_x, mod_euler_y, 'g--', 'LinewWidth', 1.5, 'DisplayName’,
'Modifikovand Eulerova metoda 2. radu');

plot(rk3_x, rk3_y, 'b--', 'LineWidth', 1.5, 'DisplayName', 'Runge-Kuttova metoda
3. pradu');

plot(rk4_x, rk4_y, 'm--', 'LineWidth', 1.5, 'DisplayName', 'Runge-Kuttova metoda
4. radu');

xlabel('x");

ylabel('y');

title('Porovnani numerickych metod');

legend();

grid on;

hold off;

%Druhy podgraf

subplot(3, 1, 2);

hold on;

plot(x_presne, y_presne, 'k-', 'LineWidth', 1.5, 'DisplayName', 'Exaktni
resSeni');

plot(euler2_x, euler2_y, 'r--', 'LineWidth', 1.5, 'DisplayName’', 'Eulerova metoda
2. padu');

plot(mod_euler_x, mod_euler_ y, 'g--', 'LinewWidth', 1.5, 'DisplayName’,
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'Modifikovand Eulerova metoda 2. radu');

plot(rk3_x, rk3_y, 'b--', 'LineWidth', 1.5, 'DisplayName', 'Runge-Kuttova metoda
3. radu');

plot(rk4_x, rk4_y, 'm--', 'LineWidth', 1.5, 'DisplayName', 'Runge-Kuttova metoda
4. radu');

xlabel('x");

ylabel('y');

title('Detail');

grid on;

x1lim([0.28678, 0.28683]);

ylim([2.2593, 2.2594]);

hold off;

%Treti podgraf

subplot(3, 1, 3);

hold on;

plot(x_presne, y_presne, 'k-', 'LineWidth', 1.5, 'DisplayName', 'Exaktni
reseni');

plot(euler2_x, euler2_y, 'r--', 'LineWidth', 1.5, 'DisplayName', 'Eulerova metoda
2. pradu');

plot(mod_euler_x, mod_euler_y, 'g--', 'LinewWidth', 1.5, 'DisplayName’,
'Modifikovand Eulerova metoda 2. radu');

plot(rk3_x, rk3_y, 'b--', 'LineWidth', 1.5, 'DisplayName', 'Runge-Kuttova metoda
3. pradu');

plot(rk4_x, rk4_y, 'm--', ‘'LineWidth', 1.5, 'DisplayName', 'Runge-Kuttova metoda
4. pradu');

xlabel('x");

ylabel('y');

title('Detail');

grid on;

x1im([0.286800664, ©.28680068]);

ylim([2.25934453, 2.25934457]);

hold off;

end

Prvni podgraf znézoriiuje exaktni feSeni spolecné se vSemi metodami véetné legendy. Druhy
podgraf znazoriiuje Eulerovy metody 2. fadu, kde klasickd Eulerova metoda 2. fadu vychazi
jako mén¢ ptesnd. Posledni podgraf je pfiblizen na Runge-Kuttovy metody, kde metoda 4.
fadu vychazi jako presnéjsi metoda. Runge-Kuttova metoda 4. fadu je tedy nejpiesné;si

jednokrokovou metodou pro feseni ODR.
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Obrazek 3- Porovnani jednokrokovych metod

Porovnani numerickych metod
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3.7 Vicekrokové metody

Vicekrokové metody jsou metody, které vyuzivaji predchozich hodnot aproximace y;, ..., ¥,
pro vypocet aproximace nové Yy;.q, proto tyto metody maji slozitéjsi zacatek, pocatecni
podminka totiz udava feSeni pouze v jednom bodé&. Potiebna feseni v dalSich bodech je nutné
vypocitat pomoci vhodné jednokrokové metody. Dalsi nevyhodou je obtizna tiprava kroku.

Pfi jeho zmén¢ je zapotiebi zpétné dopocitat hodnoty feSeni v chybg&jicich bodech. [7]

Vyhodou vicekrokovych metod oproti jednokrokovym je, Ze pro dosazeni vys$Siho fadu
presnosti u jednokrokovych metod je nutné pocitat hodnoty pravé strany ve vice bodech.
Vicekrokové metody tuto vlastnost odstraniuji, nebot” hodnoty ptiblizného feSeni piredchozich

krokt jsou pro dany okamzik uz zapocteny.[4]
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Tyto metody jsou dané predpisem.
D=0 AiYn+1 = hXizo Bi fas1s
kde a i B jsou zvolené koeficienty. [4]
n=20,1,..

Metoda je explicitni, pokud v feSeni nového bodu neni tfeba znat derivaci v tomto bodé.
V této metod¢ je hodnota nového bodu urcena pouze pomoci zndmych hodnot v ptedchozich
bodech. To znamend, ze vypocet nového bodu nepotiebuje znat hodnotu derivace v tomto

novém bod¢.[7]

Metoda je implicitni, pokud v feSeni nového bodu je tieba znat derivaci v tomto bod¢. V této
metod¢ je hodnota nového bodu urc¢ena pomoci zndmych hodnot v ptedchozich bodech a také

hodnoty derivace v novém bod¢.[7]

3.8 Metoda prediktor-korektor

Metoda prediktor-korektor kombinuje dvé metody, jedna je implicitni a druha explicitni. Pro
dosazeni optimalni pfesnosti je vhodné, aby obé metody byly stejného fadu. Principem této
metody je prvotni vypocteni pocatecni aproximace pomoci prediktoru, coz je metoda
explicitni. Vyslednd hodnota se nasledné¢ zpfesni pomoci implicitni metody, tedy

korektoru.[2]

Prediktor
y1l13+1 = Yn + hf (Xn, yn)

frf+1 = f(xn+1f3’111)+1)

Korektor

K h P
Yne1 = Yn T E(fn+1 + fn)

Prvni odhad feSeni yP,; se vypocitd pomoci prediktoru, v uvedeném vzorci Eulerovou
metodou. V tomto bodé se uréi hodnota derivace fF,;, a poté se pomoci korektoru zpiesni
odhad feSeni. Proces vypoctu derivace a aplikace korektoru se opakuje, dokud se nedosédhne

pozadované presnosti u korektoru.[7]

Pfidanim tzv. modifikatoru mezi dvojici prediktor-korektor 1ze dosahnout vétsi stability a
ptesnosti vypoctu.[7]
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Tabulka 12- Metoda prediktor-korektor
y =x%-1v,(0;0,6),y(0) =3,h=0,1

Reseni pomoci SW Matlab

function [x_values, y _values] = prediktor_korektor(f, xo,
y0, x_max, h)

x_values = x0:h:x_max;

y_values = zeros(size(x_values));

y_values(1l) = yo,;

%Prediktor-korektor
for i = 1:(length(x_values) - 1)

%Prediktor (Eulerova metoda)
prediktor = h * f(x_values(i), y values(i));
y_prediktor = y values(i) + prediktor;

%Korektor

korektor = h * f(x_values(i+l), y_prediktor);

y_values(i + 1) = y_values(i) + (prediktor + korektor) / 2;
end

%\Vypsani vysledk
disp(['Hodnoty x: ', num2str(x_values)]);
disp(['Hodnoty y: ', num2str(y_values)]);

%Vykresleni grafu

figure;

plot(x_values, y_values, 'b-', 'LineWidth', 1.5);
xlabel('x");

ylabel('y');

title("Re3eni diferencidlni rovnice");

grid on;

end

Vystup

X y

0 3
0,1 2,7155
0,2 2,46
0,3 2,2326
0,4 2,0325
0,5 1,8591
0,6 1,7118

Funkce se poté vold obdobné jako u modifikované Eulerovy metody 2. fadu, rozdil bude

pouze u piikazu pro volani funkce, kde se zméni ndzev funkce pro danou metodu.

%Volani funkce pro metodu prediktor-korektor.

[x_values, y values] = prediktor_korektor(f, x0, y@, x_max, h);
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4 VYUZITI DIFERENCIALNICH ROVNIC V OBORU

Diferencialni rovnice jsou uzitecnym nastrojem v oblasti elektrotechniky ¢i automatizace.
Obecné lze fici, ze diferencialni rovnice slouzi jako néstroj pro analyzu, navrh a simulaci

systémtl s dynamickym chovanim. Jejich uziti miize byt nasledujici:

1. Analyza obvodl
V elektrotechnice se diferencidlni rovnice pouzivaji k popisu chovani elektrickych
obvodii. Konkrétnim ptikladem miize byt sériovy obvod rezistoru a kondenzatoru, kde
by se nasledné uzilo Kirchhoffovych zadkoni a diferencidlnich rovnice, které by
popisovaly proudy a napéti v obvodu v zavislosti na Case.

2. Navrh regulatoru
V oblasti automatizace se diferencidlni rovnice hojné vyuzivaji pro navrhovani
regulatort, jako jsou PID (P — proporciondlni, I — integracni, D — derivaéni) regulatory.
Regulatory se navrhuji tak, aby systém dosahl pozadovaného chovani, stavu ¢i
stability. Diferencialni rovnice mohou byt pouzity k odvozeni pfenosovych funkei (tj.
funkce, kterd popisuje vztah mezi vstupem a vystupem dynamického systému)
systému a k navrhu reguléatoru, ktery ovlivituje chovani systému.

3. Modelovani systému
DalSim vyuzitim diferencidlnich rovnic v oblasti automatizace mtize byt modelovani
dynamickych systémi. Konkrétnim piikladem muize byt modelovani chovani motoru
¢i tepelnych systému.

4. Simulace a predikce
Poslednim zminénym piikladem pouziti diferencialnich rovnic v praxi je simulace a
predikce chovani systémi. Pomoci pocitacovych programli miiZzeme fesit diferencidlni

rovnice k predpovézeni, jak se systém bude chovat v riznych podminkach
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4.1 Napéti na kondenzatoru

Je obvod, kde je v sérii pfipojeny kondenzator a rezistor (RC obvod). Tento obvod je
pfipojeny k zdroji s konstantnim napétim. Pomoci diferencialnich rovnic miizeme zjistit, jak

se bude na kondenzatoru meénit napéti v Case.

Obrazek 4- RC obvod

R

@

Diferencialni rovnice, kterd popisuje toto chovani, je zalozena na Kirchhoffové zdkoné pro

smycky (Kirchoffiiv zdkon napéti), tento zékon fika, ze soucet napéti v uzaviené smycce

v obvodu je roven nule.

1. Napétiv obvodu
Upn—-U,—-U,=0,

kde U;, je napéti od zdroje, U, je napéti na rezistoru a U, je napéti na kondenzatoru.

Obdobné pro proud .

2. Proud

JelikoZ jsou prvky zapojeny v sérii, pak plati:

Pro rezistor plati Ohmuv zakon: U, = R - I, kde R je hodnota odporu rezistoru.

Kapacita kondenzatoru je definovana jako pomér ndboje Q, ktery je schopen ulozit mezi

elektrody s napétim U, C = % Proud i, ktery kondenzatorem tece je definovan jako rychlost
y e y y o o y . d

zmény naboje Q S ¢asem t, coZ znamena derivace naboje podle Casu, i(t) = d—f. Pokud se

provede integrace proudu i(t) podle ¢asu t od pocate¢niho Gasu t, do Casu t, ziska se

celkovy naboj, ktery kondenzatorem protekl za asovy interval, Q = ftt i(t)dt. Dosazenim
0

zpét do vzorce pro kapacitu kondenzatoru vznika vztah C = % - t"; i(t)dt odkud lze vyjadrit
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vztah pro napéti U = % - ftl; i(t)dt.

Dosazenim téchto vztahli do K. zdkond se ziskad diferencidlni rovnice, kterd popisuje

chovani obvodu v ¢ase.

1 t
Uin—R-Ir—E-fICdtz 0
0

Z definice kapacity C =% lze vyjadtit naboj Q jako Q = C - U. Pokud se tento vztah

. y d au , . au
derivuje podle ¢asu t, potom d—(‘z =C- —- Dosazenim do vzorce pro proud i(t) = C - -

1 [t du,
Uin—R-Ir——-fC- dt =0
0

C dt
Vysledkem je:

Ue
Uin_R'Ir_?= 0

Resenim této rovnice lze ziskat konkrétni funkci U, (t), coz umoziuje piedpovidat, jak se

bude napéti na kondenzatoru ménit v ¢ase a jak bude obvod reagovat na rtizné podnéty.
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4.2 Teplota kapaliny v nadobé

Dalsim ptikladem vyuziti diferencidlnich rovnic v oboru muze byt predikovani zmény
teploty kapaliny v nadobé¢ v zavislosti na ¢ase. Pro nadobu, ve které se nachazi kapalina, ktera
je ohfiva¢em s ohfivana plati vztah Z—? = Qin — Qous, kde Z—': je zména tepelného obsahu A[J]
Vv Case dt, Q;,[W] je vstupujici tepelny tok a Q,,,:[W] je vystupujici tepelny tok (ztraty).[1]

Obrazek 5- Nadoba a jeji parametry

Tok

m,c,T

Mérna tepelnd kapacita c[J - kg~ - K] udidvd mnozstvi tepla potiebné k ohi4ti jednotkové
hmotnosti materiallu o jednu jednotku teploty, m[kg]udiva hmotnost kapaliny,
Tok[°C] je teplota okoli, P[W] je vykon topné spiraly, S[m?] je plocha stény nadoby a T[°C]
je teplota kapaliny.

Pro vstupni tepelny tok Q;, plati, ze Q;;, = P, Vzorec pro vystupni tepelny tok urcuje tok
tepla mezi dvéma body s riznymi teplotami, Q. = kS (T — T,,), kde konstanta k je
tepelnd vodivost materialu, kterd zavisi na konkrétnim materialu. A pro tepelny obsah A plati,

7zeA=m-c-T.

. Lot s m-c-dT ¥ . ¥
Dosazenim do tepelné bilance vznikad vztah =P—k-S-(T—T,), coz se nasledn¢
, dT _ P—k:S((T-T e 1 o1 . . .
rovna —- = % Pomoci této diferencidlni rovnice lze analyzovat, jak se teplota méni

Vv Case, tj. jak rychle se téleso ohiiva nebo ochlazuje. Samotna diferencialni rovnice poté miize

byt feSena numerickymi metodami a tim Ize ziskat hodnoty teploty v pribéhu ¢asu.
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Predesly ptiklad s konkrétnimi parametry v programovacim prostiedi Matlab

function dT_dt = teplota_v_case(t, T, P, k, S, T_ok, m, c)
%Tepelny obsah
A=m?*c*T;

%Vstupni tepelny tok
Q_in = P;

%\Vystupni tepelny tok
Qout =k *S * (T - T_ok);

%Diferencialni rovnice pro zménu teploty
dT_dt = (Q_in - Q. out) / (m * c);

end

Volaci funkce zadané do ptikazové radky:

%Parametry
To = 30;
P = 2000;
k = 0.3;
S = 0.25;
T ok = 20;
m=0.5;
c = 4180;

%Casovy interval
interval = [0,30];

%Volani funkce pro reSeni diferencialni rovnice
[t, T] = oded5(@(t, T) teplota_v_case(t, T, P, k, S, T_ok, m, c), interval, T0);

%Vykresleni zmény teploty v case

plot(t, T, 'LineWidth', 1.5);

xlabel('Cas [s]');

ylabel('Teplota [°C]");

title('Zména teploty kapaliny v nadobé');
grid;

Parametry v tomto kodu jsou nastaveny tak, aby co nejvice odpovidaly tém redlnym. Tento

ptiklad je pouze jednoducha ukazka simulace ohtevu kapaliny uvnitt nadoby do 100°C.
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Obrazek 6- Dynamika teploty kapaliny v nadobé

Zména teploty kapaliny v nadobé

& 8

Teplota [°C]

8

m 1 1 1 L 1
0 5 10 15 20 25 30

Cas [s]

Do nadoby bylo nalito 0,51 vody o teploté 30°C a poté byla tato kapalina zahtfivana po dobu
30s ve varné konvici po 30s byla kapalina odlita a byla zméfena jeji teplota. Prakticky

vysledek je totozny s vysledkem teoretickym, ktery byl zpracovan v Matlabu.

Obrazek 7- Praktické ovéfeni
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ZAVER

Prace se zabyvala analyzou a feSenim diferencialnich rovnic prostiedi v Matlab. Cilem bylo
seznamit s riznymi typy diferencidlnich rovnic a numerickymi metodami pro jejich feSeni.
V ramci této prace byly nejprve piedstaveny zakladni pojmy spojené s diferencidlnimi
rovnicemi a programovacim prostfedi Matlab a nasledné byly rozebrany rGzné typy
diferencialnich rovnic. DileZitou soucasti prace bylo seznameni s numerickymi metodami pro
feSeni diferencidlnich rovnic, véetné Eulerovy metody, Runge-Kuttovy metody a vicekrokové
metody prediktor-korektor. Pro kazdou metodu byly prezentovany principy a koédy pro
vypocet, a bylo demonstrovano jejich pouziti na konkrétnim piikladu. Zavérem casti tfi pro
jednokrokové numerické metody bylo grafické ovéteni, ze Runge-Kuttova metoda 4. fadu je
nejpiesnéjsi  jednokrokovou metodou pro feSeni diferencialnich rovnic. Volba mezi
jednokrokovou a vicekrokovou metodou zévisi na konkrétnim problému, ktery je feSen.
mohou byt vyhodné&jsi. Praktické aplikace diferencidlnich rovnic byly demonstrovany na
prikladech z elektrotechniky a termodynamiky. Tato prace poskytla zakladni piehled o

analyze a feSeni diferencidlnich rovnic.
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