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ANOTACE
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Uvob

V soucasné dob¢ urovenn matematickych znalosti a dovednosti populace klesd a nékterym
dokonce chybé¢ji i zaklani znalosti z tohoto oboru. Kvili rychlému vyvoji technologii a rozvoji
rozmanité vypocetni techniky, pomoci které se daji snadno fesit ptisluSné problémy, uz neni
tteba se vice vénovat studiu matematiky do takové hloubky. Z toho divodu ted mnozi lidé
nemaji potiebnou piedstavu o tom, v jakych oblastech se daji pfislusné matematické metody

aplikovat.

Matematické vzdélani nejenom pomaha najit spravny piistup k feSeni problému v nejriiznéjsich
védnich disciplinach, ale taky dava moznost proniknout do jejich podstaty. Matematika jako
deduktivni véda uc¢i abstraktnimu mysSleni. Téméi v kazdém oboru jsou v soucasnosti
pouzivany matematické prvky. Ekonomické védy nejsou vyjimkou. Matematika spolu
s pravdépodobnosti a statistikou je nastrojem, ktery ddva moznost kvantifikovat ekonomické
jevy a procesy.

Nedilnou soucésti soucasné mikro a makroekonomie jsou matematick¢é modely a metody.
ekonomickymi veli¢inami a subjekty. Béhem vytvareni matematického modelu ekonomové
zjistuji vSechny faktory, které vyznamné ovliviiuji zkoumany ekonomicky proces ¢i subjekt, a
vynechavaji v§echny zanedbatelné faktory. Vysledny matematicky model obvykle ma podobu
grafu nebo soustavy rovnic ¢i nerovnic. Prace s t€émito modely poskytuje nové informace o

ekonomickych subjektech a v piipad¢ vzniku néjakych problémil poméaha najit nejlepsi fesent.

Pomoci matematickych modelli mizeme nejen pochopit principy fungovani ekonomickych
procest, ale také predvidat zmény v povaze ekonomickych subjektti s ohledem na zmény
urcitych parametrii. Pfedpovéd budoucich zmén, naptiklad sniZeni zisku, je velmi dilezita pro
vSechny ekonomické subjekty. V piipadé€, Ze subjekt bude mit kvalitni a pfesnou prognozu,

bude schopen piedejit ztratdm a zlepsit tim své ekonomické vysledky.

Ve své bakalarské praci se zabyvam teorii maticového poctu a také na typovych piikladech

ukazuji praktické vyuziti maticovych modela v ekonomickych vypoctech.

Cilem moji prace je shrnuti zdkladnich pojmil teorie matic a maticového poctu, seznameni
Ctendfe s vybranymi matematickymi modely, které lze aplikovat pii feSeni ekonomickych

problémi. Prace ma také ukazat nékteré ptiklady uplatnéni téchto metod v praxi.

Prace je rozdé€lena na dvé ¢asti. Prvni Cast je vénovana piehledu teoretickych zakladl maticové

algebry a vybranych matematickych modelt. Druhd cast je praktickd, vni jsou



aplikovany matematické modely uvedené v ¢asti teoretické, které jsou pouzity k feseni riiznych

rozhodovacich uloh.
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1. ZAKLADY MATICOVEHO POCTU A MATEMATICKE MODELOVANI

V prvni ¢asti této prace budou vysvétleny zakladni pojmy teorie matic a nékteré Casti
maticového poctu. Pak pozornost bude vénovdna matematickému modelovani, zejména
nékolika vybranym matematickym modeliim, vysvétlime jejich podstatu a zjistime, v jakych

oblastech se vyuzivaji a k cemu slouzi.

1.1 Aritmetické vektory

Vektory se Casto vyuzivaji v praxi jako souhrnny zaznam vice tdajti, napt. vektor informaci o
firm¢ by mohl obsahovat jako prvni slozku pocet zaméstnancti, jako druhou slozku celkové

vynosy, jako tieti celkové naklady, a tak podobné.

Definice 1.1: Aritmetickym n — rozmérnym vektorem (nebo jen vektorem) nazyvame
usporadanou n — tici realnych &isel. Vektor oznatujeme a = (a,, a,, ..., a,,). Cisla a, az a,, se
nazyvaji slozky vektoru a. V ptipad¢, Ze vSechny slozky daného vektoru se rovnaji nule 0 =
(0,0, ...,0), nazyvame vektor nulovym. Kdyz vektor ma slozky (—a,, —a,, ..., —a,), tak se

nazyva opacnym vektorem k vektoru a a obvykle je oznacovan - a. [2]

Definice 1.2: Dva vektory a a b jsou si rovny, kdyz: 1) dané vektory maji stejny pocet slozek

2)kdea; =b;,i=1,2,..,n.

Definice 1.3: Soucet aritmetickych vektorti definujeme jako vektor, jehoz slozky jsou souctem

odpovidajicich slozek dvou ¢i vice n — rozmérnych vektort. [12]
a+b = (a1+b1, a2 +b2, ey an+bn)

Definice 1.4: Soucinem aritmetického vektori a a redlného ¢isla r nazyvame vektor r - a, jehoz

sloZky jsou dany vynasobenim kazdé¢ slozky ptivodniho vektoru danym redlnym ¢islem r. [12]
rra=([-a;, T4z .., T-'a).

Véta 1.1: Pro s¢itani vektorti a nasobeni vektora realnym ¢islem plati:

l)a+b=>b+a,

2) (@a+b)+c=a+(b+0),

3y r-(a+b)=r-a+r-b,

4y (k+r)ra=k-a+r-a,

5Y k-(r-a)=(k-r)-a

kde a, b, c jsou libovolné vektory a k, r jsou realna Cisla. [2]
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Definice 1.5: Skalarnim sou¢inem dvou aritmetickych n — rozmérnych vektori nazyvame cislo,

které dostaneme sectenim soucint jejich odpovidajicich slozek:
a-b=a; by +ay by +-+ay,- by,
Definice 1.6: Linearni kombinaci vektort a4, a,, ..., a,, nazyvame vektor b:
b=ki-a;+k,-a,+-+k, a,,
kde k4, k5, ..., k;, jsou libovolna redlna ¢isla.

Definicel.7: Vektory a4, a,, ..., @, nazyvame linearn¢ zavislé, pokud je jeden z nich linearni
kombinaci ostatnich. V pfipad¢, Zze tato podminka neni splnéna, fikdme, Zze vektory jsou

linearné nezavislé. [2]

Poznamka: V linearni zavislosti vektorti dilezitou roli hraje nulovy vektor. Pokud jsou vektory
linearné zavislé, vzdy musi existovat koeficienty B4, B2, ..., Bn » Z nichz aspoii jeden je odlisny

od nuly, takové, ze B1 -a; + B, -a, + B, a, = 0.

1.2 Matice

Existuje mnoho ptipadi, kdy lze shromazdit velké mnozstvi informaci v maticové podobé¢.
Takovy zptisob zapisu informaci je velmi vhodny ke shrnuti a ptehlednému uspotéadani dat, coz
je velkou vyhodou pii popisu riznych ekonomickych jevi a procesti, kdy musime zohlednit

najednou velké mnozstvi ekonomickych faktort.

Definice 1.9: Matici typu m X k (m, k jsou pfirozena ¢isla) nad neprazdnou mnozinou vsech

redlnych ¢isel R rozumime obdélnikové schéma

a;; Q42 A1k

a;; Ay Ay
A= )

am1 Am2 Ak

kde a;; € Rprokazd¢ i =1,2,..,m;j =12, .., k.
Prvky (a;;) matice jsou oznacovany dvojim indexem, kde i udava fadek, ve kterém se nachazi
prvek, a j udava ptislusny sloupec.

Matice strucné zapisujeme A = (a;;)mxk nebo jen A = (ai j). V této praci budeme pouzivat

pouze matice nad R, proto v dal$im textu tuto skute¢nost jiz nebudeme pfipominat. [2]

Poznamka: V nékterych piipadech je uzitetné rozdé€lit matici na dil¢i matice, tzv. bloky.

Matice, kter¢ se skladaji z dil¢ich matic se nazyvaji blokové matice.
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Matice lze definovat také obecnéji. Pak definujeme matice A = (aij) typu m X k jako
zobrazeni mnoziny {1, 2,...,m} X {1,2,...,k} do mnoziny R, kde kazd¢ uspotfaddané dvojici

(i,j) je pfifazovan prvek a;; ER ,kde 1 <i<m,1 <j < k.

Definice 1.10: Matice A = (a;;)mxk S€ nazyva nulova matice, pokud vSechny jeji prvky se

rovnaji nule. Obvykle se oznacuje 0,,x anebo jednoduse O. [13]

Definice 1.11: Matice A = (ai j), pro kterou plati m = k se nazyva ¢tvercova matice stupné k.

Kdyz m # k nazyvadme takovou matici obdélnikova. [6]

Poznamka: Kdyz jde o ¢tvercovou matici A = (ai j) stupné k, tak prvky a;4, ayy, ..., Qg jsou
diagonédlni a tvofi hlavni diagondlu matice. Vedlejsi diagondla je tvofena prvky
A1k Aoj—1y e r A1 -

Ctvercova matice A = (al- ]-), ve které hlavni diagonala se sklada z jednic¢ek a vSechny ostatni

prvky se rovnaji nule se nazyva jednotkova matice. Obvykle je ozna¢ovana pismenem E nebo

1 0 0
I naptiklad E = [0 1 0] je diagondlni matice tietiho stupné. [2]
0 0 1

Definice 1.12: Jestli vSechny prvky matice, které se nachdzeji pod nebo nad hlavni diagonalou

jsou nulové, pak takova matice mé nazev trojuhelnikova:

e kdyz a;; = 0 pro kazdé i > j je to horni trojuhelnikova matice,

e kdyz a;; =0 pro kazde i <j je to dolni trojuhelnikova matice. [13]
Definice 1.13: Pokud vSechny prvky matice A = (ai j) mimo jeji hlavni diagonalu jsou nulové,
nazyvame takovou matici diagonalni. [6]
Definice 1.14: V piipadé, Ze mame dvé matice stejného typu m X k a jejich prvky na
odpovidajicich mistech se rovnaji, pak fikdme, Ze takové matice jsou totozné. [13]
Definicel.15: Kdyz zaménime v matici A = (ai j) fadky za sloupce a zachovame jejich poradi,

vytvofime transponovanou matici AT k ptivodni matici A.

Poznamka: Ctvercova matice se nazyva symetricka, kdyz plati a; j = aj; pro kazdou dvojici
(i,j). Antisymetrickou nazyvame &tvercovou matici, pro kterou plati AT = —A, tedy pro

kazdou dvojici (i, j) musi platit a;; = —a;;.[12]
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1.2.1 Zakladni pocetni operace s maticemi

Pro pochopeni matematickych modeld, kterymi se budeme zabyvat v néasledujicich kapitolach,
je treba vysvétlit zakladni operace s maticemi. Manipulace s maticemi jsou ponékud
komplikovanéj$i nez s vektory. Proto je nutné dobie pochopit vSechna pravidla, kterymi se
musime fidit pfi poc€itani s maticemi.

Poznamka: Operace sCitani a odecitani matic jsou mozné pouze v ptipadé, kdyz ptislusné
matice jsou stejného typu.

Definice 1.16: Souctem matic A = (aij) aB= (bij) typu m X k nazveme matici € = (cij)

stejné¢ho typu, kde Cij = a;; + bij, i=12,...mj=12 .. k. [5]

Definice 1.17: Sou¢inem matice A typu m X k a libovolného redlného ¢isla r nazyvame matici
C stejn¢ho typu m X k, pro vSechny prvky, které plati rovnice ¢;; = r - a;;.Vyslednou matici

zapisujeme C =1 - A.

Poznamka: Rozdil dvou matic definujeme vztahem A —B =A+ (—1)-B
Véta 1.2: Pro s¢itani matic plati nasledujici vztahy:

1) A+B=B+A,

2)A+(B+C)=(A+B)+C,

3) A+0=0+A,

4) A+ (-A) =0,

kde A, B, C — jsou matice stejného typu; O — nulova matice. [5]

Véta 1.3: Pro nasobeni matic libovolnymi redlnymi Cisly r, t plati nasledujici zdkony:
1) asociativni: 7+ (t-A) = (r-t) - A,

2) distributivni: (r +t)-A=r-A+t-A;r-(A+B)=r-A+r-B,
kde r, t — jsou realna Cisla, A, B — matice stejného typu. [5]

Definicel.18: Necht’ A je matice typu m X n, B je matice typu n X p, coz znamend, ze pocet

sloupcti matice A se rovna poctu fadkd matice B. Sou¢inem matic A a B nazyvame matici C

n
typum X p takovou, ze prvky této matice jsou dané vztahem ¢;; = Z a; by . Klasicky zapis
=1

operace nasobeni matic je C = A - B.
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Véta 1.4: Pokud soucin ptisluSnych matic existuje, plati:

1) A-B)-C=A-(B-0),

2) (A+B)'C=A-C+B-CGA-(B+(C)=A-B+A-C,

3) r-A)B=r-(A-B)=A-(r-B),

kde A, B, C — jsou ¢tvercové matice stejné¢ho typu; r — libovolné realné Cislo. [6]

Poznamka: Pro sou¢in matic neplati komutativni zékon, to znamena A - B # B - A. Ale existuji
dvé vyjimky: A-E=E-A=AaA-0=0"-4=0,kde A4 je ¢tvercova matice stupné k, E je

jednotkova matice stejného typu, O je nulova matice stejné¢ho typu.

1.2.2 Hodnost matice

V podkapitole 1.1 jsme vysvétlili linedrni zavislost a nezéavislost vektori. Kazd4d matice se

skladé ze sloupcovych a fadkovych vektort, které jsou usporadany urcitym zptsobem.

Definice 1.19: Hodnosti matice A typu m X n nazyvame maximalni pocet linearné nezavislych

fadku (resp. sloupcti), ze kterych je sestavena matice A. Hodnost matice se ozna¢uje h(A). [6]

Snadno lze dokazat, ze maximalni pocet linearné nezavislych radki matice A se vzdy rovna
maximalnimu poctu linedrné nezavislych sloupcti.
Definice 1.20: Necht’ mame ¢tvercovou matici A stupné m a h(4A) = m, pak matice se nazyva

regularni. V piipad¢, ze hodnost ¢tvercové matice A stupné m je mensi nez m, tedy h(A) < m,

nazyvame takovou matici singularni.

Hodnost matice neni ovlivnéna provedenim elementarnich (resp. ekvivalentnich) uprav. Mezi

elementarni upravy patii:
¢ nasobeni libovolného fadku redlnym ¢islem odlisnym od nuly,
e pficteni k libovolnému fadku linedrni kombinaci ostatnich,
e zaména poradi radku,
e pridani ¢i vynechani nulového fadku ¢i fadku, ktery je linedrni kombinaci ostatnich
radka. [12]

Nejjednodussim zplisobem, jak urcit hodnost matice, je prevedeni dané matice do tvaru horni
(resp. dolni) trojuhelnikové matice, a to z toho diivodu, ze nenulové tadky trojuhelnikové
matice jsou linearné nezavislé. Pfevést vychozi matici do potfebného tvaru mizeme pomoci
vyse uvedenych elementarnich uprav. Pocet nenulovych radki vysledné trojuhelnikové matice

pak urcuje hodnost této matice.
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1.2.3 Inverzni matice
Pojem inverzni matice se vztahuje pouze na ¢tvercové matice.

Definice 1.21: Necht mame matici A4, ktera je étvercova. Pak fikame, ze matice A1 je inverzni

k matici A, kdyz jejich soucin se rovna jednotkové matici. Plati tedy nasledujici rovnost:
A-A'=A4"1-A=E

Invertibilni matici, nazyvame matici, ke které existuje inverzni matice. [5]

Poznamka: Inverzni matice A~1 k étvercové matici A existuje pouze v piipadé, kdyZ je matice

A regularni. Pokud k &étvercové matici 4 neexistuje inverzni matice A~1, tak z toho vyplyva, ze

matice A je singularni. [13]

Kdyz chceme najit k dané matici matici inverzni, tak je vhodné k tomu pouzit Gauss-Jordanovu
elimina¢ni metodu. Prvnim krokem bude rozsifeni ptivodni matice A o jednotkovou E, a tak
dostaneme novou matici (4 | E). Pak provedenim elementarnich Gprav pfevedeme matici A do
tvaru jednotkové matice. Matice, kterd vznikne po téchto upravach z matice E bude inverzni

k nasi ptivodni matice. To znamena, Ze ve vysledku ziskdme matici ve tvaru (E | A™1).

1.3 Soustava linearnich rovnic

Reseni soustav linearnich rovnic je po¢ateénim problémem, ktery se fesi v linearni algebie. Ve
mnoha ekonomickych problémech linearni rovnice charakterizuje vztah mezi dvéma
proménnymi x a y. Dosazenim hodnoty x do zadané rovnice mizeme odvodit pfidruzenou
hodnotu y. Nicméné€ hodné Casto v ekonomice se mizeme setkat se situaci, kdy budeme mit

najednou vice linearnich rovnic, které musi byt splnény soucasné.
Soustava m linedrnich rovnic o k nezndmych obvykle mé nasledujici podobu:

a11x1 + a12x2 + -+ alkxk = b1
a;1Xq + az2Xo + -+ Aok X = b2

Am1X1 + QaXy + o+ QX = by,
kde x4, x5, ..., X jsouneznamé, a;; jsou koeficienty soustavy,kdei = 1,2,...,m,j = 1,2, ..., k,
b; jsou realna ¢isla, kde i = 1,2 ...m.

Soustavu linearnich rovnic nazyvame homogenni, pokud b; = 0, pro i = 1,2 ... m. Pokud tato

podminka neni splnéna, soustava je nehomogenni. [11]
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Vsechny koeficienty soustavy muzeme zapsat do jedné matice, kterou nazyvame matici
soustavy. Kdyz roz$ifime matici soustavy o sloupec s prvky by, by, ..., by, pak dostaneme

rozsifenou matice soustavy. Tyto matice m4ji nasledujici tvar:

a;; Qg2 Ak air Qg2 a1 by

a1 Az Ay a a a b
A= A, = 21 22 2k 2

m1 Am2 - Ok An1 Amz - Amk bm

Reseni soustavy linearnich rovnic mizeme také zapsat jako vektor. ZapiSeme ho naptiklad ve

X1

X2
X =

Xk

Pak nasi pavodni soustavu linearnich rovnic mizeme zapsat takto:

sloupcovém tvaru:

A-x=0b,
kde A je matice soustavy, x vektor feSeni, b vektor realnych cisel. [12]

Véta 1.5 (Frobeniova): Soustava linedrnich rovnic mé aspon jedno feseni, kdyz hodnost

roz§ifené matice soustavy se rovna hodnosti matice soustavy, tudiz h(4) = h(4,).

Pokud Frobeniova véta je splnéna, vyvstava dalsi otazka, kolik feSeni bude mit soustava. Pocet
feSeni soustavy zavisi na po¢tu neznamych. Pokud méame soustavu rovnic o k neznamych, pak

plati:
e pravé jedno feSeni soustavy, jestli h(A) = h(4,) =k,
e nekonec¢né mnoho feSeni soustavy, jestli h(A) = h(4,) < k. [12]

K urceni feSeni soustavy lze vyuzit Gaussovu elimina¢ni metodu. Nejdiive musime zapsat
danou soustavu ve tvaru rozsifené matice a pomoci ekvivalentnich uprav prevedeme matici na
trojuhelnikovou. Dale vyuzitim Frobeniovy véty zjistime, kolik feSeni ma soustava. Pak

ptifadime trojuhelnikové matici novou ekvivalentni soustavu a vyfesime ji.

1.4 Matematické modelovani

Matematika je v podobé€ nejriiznéjSich modell propojend s mnoha védnimi disciplinami, véetné
ekonomie. V ekonomické praxi se hodné cCasto setkdvame s rozmanitymi rozhodovacimi
problémy. Abychom zvolili spravnou variantu jejich feSeni, mizeme ktomu pouzit
matematické modely, které poskytnou dodatecné informace anebo pomohou najit optimalni

feSeni daného problému.
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Matematické modely vyuzivané v praxi jsou zékladem opera¢niho vyzkumu. Podstatou
operacniho vyzkumu je zkouméani riiznych operaci, jejich analyza a koordinace s cilem najit
takovou variantu feSeni rozhodovaciho problému, kterad bude odpovidat co nejlepSimu a
nejefektivnéjSimu fungovani systému.

V ptipadé provadéni analyzy jakéhokoliv systému pomoci opera¢niho vyzkumu je nutné si
zobrazuje realitu. Nehled¢ na to, mizeme konstatovat, Ze vyuziti matematickych modelti ma

fadu vyhod:

e vyuziti modelli pomaha usporadat systém, davéa prehledné a zjednodusené zobrazeni

reality, a tim usnadiluje pochopeni podstaty problému,

e matematické modely mohou uSetfit spoustu casu, protoze procesy probihajici
v analyzovaném systému nékdy trvaji v realném cCase dny ¢i dokonce i mésice, ale

v modelu mohou byt simulovany ihned,

e prizkum redlného systému byva velmi obtizny ¢i dokonce nemozny, a navic zkoumani
skute¢ného systému je mnohem draz$i nez vytvoieni a realizace matematického

modelu,
¢ jednoducha manipulace s modely ddva mozZnost prozkoumat vice variant feseni. [8]

Pokud se rozhodneme, Ze k feSeni nové vzniklého problému pouzijeme model opera¢niho
vyzkumu, musime piesné védét, jak bychom méli postupovat pti vytvoreni a aplikaci tohoto
modelu. Postup feseni rozhodovaciho problému miizeme rozd¢lit do Sesti na sebe navazujicich

krok.

I.  Vprvnim kroku je nutné pochopit, v ¢em spociva problém a ptesné¢ ho definovat.
Musime se také rozhodnout, zda se jedna o jiz znamy problém, ktery se znovu opakuje,
a k jeho teSeni se da pouzit standardni model. Anebo se jednad o novy problém, a proto
bychom m¢éli projit vSechny nésledujici kroky a vytvofit model, ktery by odpovidal

souCasnému stavu systému.

II.  Druhym krokem je formulace ekonomického modelu, coz je zjednoduseny popis reality.
Musime provést detailni analyzu systému, abychom mohli zjistit, které prvky se vztahuji
k feSeni tohoto problému, tedy nemlizeme je v daném piipadé¢ vyloucit ani zjednodusit,
a které elementy systému jsou zanedbatelné v daném modelu. Ve findle ekonomicky
model musi obsahovat cilovy stav systému ¢i cil analyzy, nejdilezitéjsi prvky a procesy

probihajici v systému, a také vzajemné vztahy mezi cilem, prvky a procesy.
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III.  Tretim krokem je pifevedeni ekonomického modelu do tvaru matematického.
Matematicky model se skladé ze stejnych prvki jako ekonomicky model, ale ty uz jsou

zapsany v matematické podob¢.

IV. Ctvrtym krokem je feSeni vytvofeného matematického modelu, k tomu pouziviame
vhodné matematické metody s ohledem na to, o jaky typ problému se jednd. V soucasné

dobé se feseni modelu obvykle provadi pomoci vhodného programového systému.

V. Nasledujicim a velmi dalezitym krokem je interpretace vysledku a jejich kvalitativni
ovéieni. Musime posoudit, zda nami vytvotreny model dobie popisuje redlny systém ve
vztahu k danému problému. Pokud budou zjisténé néjaké chyby ¢i neptesnosti, je tieba

se vratit k pfedchazejicim krokiim a model upravit.

VI.  Pokud ekonomicky a matematicky model byly sestaveny spravn¢ a verifikace vysledka
probé&hla uspésné, I1ze zahajit posledni krok, a to je implementace. Po implementaci by

se mélo zlepsit fungovani analyzovaného systému. [8]

Pro vétsi piehlednost tyto kroky jsou zachyceny na Obrazku 1.

Definice problému

» Ekonomicky model
__>> Matematicky model

ResSeni

$ matematického

modelu

Interpretace a

__> kvalitativni ovéreni

vysledki

__> Implementace

Obriazek 1: Kroky aplikace opera¢niho vyzkumu v praxi

Zdroj: upraveno podle [8]
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Existuje velké mnozstvi nejriznéjsich rozhodovacich problému, a proto k jejich feSeni se také
pouzivaji velmi rtiznorodé matematické modely. VSechny tyto modely mizeme rozdélit do

skupin, podle urcitych kritérii. Zakladni klasifikace matematickych modelu je nésledujici:
e Zaprimarni mizeme povazovat déleni modeld na deskriptivni a normativni.

Deskriptivni systém pouze zobrazuje elementy systému a vztahy mezi nimi, z toho pak
muzeme odvodit dalsi vlastnosti systému, sledovat vliv zmén prvkt tohoto systému na
jeho chovani. V deskriptivnim modelu nas nezajima zadny cilovy stav skute¢ného
systému, ale pouze spravny popis jeho chovani. Normativni modely slouzi k analyze
skutecného systému a pomahaji najit optimalni feSeni pro dosaZeni stanoveného cile.

Tento typ modeld obvykle zahrnuje cilovou funkci ¢i soubor takovych funkei.

e Na zdklad¢ toho, zda model obsahuje nahodné veli¢iny rozliSujeme deterministické a

stochastické modely.

V deterministickych modelech se nevyskytuji Zadné ndhodné veliiny, coz znamena, ze
vztahy veli¢in v takovém modelu jsou pevné dany. Ve stochastickém modelu je
pfitomna aspoil jedna ndhodna veli¢ina.

e Deterministické a stochastické modely déle mizeme c¢lenit dle vyvoje v Case, a to na

statické a dynamické.

Statické modely jsou spojené s ur¢itym casovym usekem a popisuji systém bez ohledu

na jeho ¢asovy vyvoj. Dynamicky model je naopak zavisly na pritbéhu casu.
e Dle spojitosti se modely déli na spojité a diskrétni.

e Podle toho, jakymi funkcemi je matematicky model tvoien, rozliSujeme linearni a
nelinearni modely. [7]

Pokud v priibéhu analyzy redlné¢ho systému budeme schopni ur€it, do jaké skupiny bude patfit

nas matematicky model, pak budeme moci identifikovat jeho strukturu a vlastnosti, a tim si

znaén¢ zjednodusime postup pii vytvoreni a feSeni modelu.
Z toho diivodu, Ze cilem prace je ukéazat aplikaci maticového poctu v ekonomickych vypoctech,
budeme se dale zabyvat pouze modely s maticemi.

1.5 Strukturni analyza

Zakladatelem teorie strukturni analyzy, ktera je také zndma jako input-output analyza, je
profesor Wassily Leontief, ktery v roce 1973 ziskal Nobelovou cenu za vytvofeni input-output

modelu a jeho nasledné uplatnéni pfi feSeni zasadnich ekonomickych problému. Piivodné byl
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Leontiefiiv. model vytvofen pro analyzu ndrodniho hospodaistvi ve Spojenych statech.
V literatufe se mizeme také setkat s jinymi ndzvy tohoto modelu, napt. bilancni model, model

meziodvétvovych vztaht,, model input-output analyzy. [14]

Primérnim cilem strukturni analyzy bylo zobrazeni vztahti na narodohospodaiské trovni a
nalezeni podminek rovnovahy a stability tdchto systému. Casem se ukazalo, Ze modely
strukturni analyzy lze také pouzit ke zkoumani jakéhokoliv systému, ktery se sklada z nékolika
Casti, mezi nimiz existuji vyrobné-spotiebni vztahy. To znamend, Ze kazdy prvek systému
pusobi na jedné strané jako vyrobce néjaké produkce, a na druhé strané vystupuje jako
spotiebitel dodavatelskych vyrobkl. Pokud nastdvd zmeéna v jedné casti analyzovaného

systému, projevuje se tato zmeéna i ve vSech ostatnich prvcich.

Modely strukturni analyzy davaji moznost popsat vazby mezi elementy hospodarskych
systémd, ale také 1 jejich vazby s okolim. Mizeme vSechny tyto modely klasifikovat z né¢kolika
hledisek. Model je uzavieny, pokud v modelu sledujeme pouze jeho vnitini strukturu,
nezajimaji nas vztahy s okolim. Jestli zkoumame vazby mezi systémem a jeho okolim, jde o
otevieny model. Z ¢asového hlediska ¢lenime modely na statické a dynamické. Podle rozsahu
informaci rozliSujeme modely narodohospodarské bilance a dil¢i bilance. Pokud k vytvofeni
modelu byly pouzity pouze linearni funkce, model je linearni, v opaéném piipad¢ nelinearni.

Nejcastéji se miizeme setkat s linearnimi, otevienymi a statickymi modely.

1.5.1 Statické modely

Vétsina ekonomiko-matematickych modelit strukturni analyzy patii do skupiny statickych
modeld. Statické modely, jako vSechny ostatni modely strukturni analyzy, jsou zalozeny na
bilanci mezi produkci a spotfebou. Ale na rozdil od dynamickych modeli tyto modely neberou
v uvahu faktor ¢asu, coz znamend, Ze se sledovany systém v ¢ase neméni. Tato podminka
predstavuje urcité zjednodusSeni reality, ale pfi feSeni nékterych typt rozhodovacich problému
faktor ¢asu neni podstatny, a proto k dosazeni stanoveného cile neni potieba popisovat vyvoj

sledovaného systému v cCase.

NejznaméjSim modelem strukturni analyzy je staticky model meziodvétvovych vztahti. Tento
model casto byva vyuzivan k analyze, planovani a prognézovani vyvoje ekonomickych
systémtl na narodohospodaiské urovni. Dany model zkouma otevieny ekonomicky systém,
ktery se sklada z jednotlivych odvétvi, mezi nimiz existuji urcité dodavatelsko-odbératelské
vztahy. Z okoli do systému vstupuji vné&jSi vyrobni faktory, které se podileji na vyrobé
produkce, povazujeme je za primarni Cinitele, mezi n¢ patii napiiklad lidska prace a suroviny.

Ven ze systému odchazi ¢ast produkce, kterou oznacujeme jako finalni spottebu. Tento model
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casto byva vyuzivan k analyze, planovani a progndzovani vyvoje ekonomickych systému na
narodohospodéaiské urovni.
Model meziodvétvovych vztahii je modelem bilanénim, a jeho zdkladnim ptedpokladem je

dlouhodoba rovnovaha mezi vyrobou i spotiebou, to znamena, ze celkova produkce i — t€ho
odvétvi se rovna souctu finalni spoteby a pfimé vyrobni spotieby.

Predpokladejme, Ze ekonomicky systém je tvoten z n odvétvi. Oznacime x; - produkei i — tého
odvétvi, x;; - produkci i — t€ho odvetvi, kterd byla spotfebovana j — tym odvétvim, tuto Cast
produkce nazyvadme piimou vyrobni spotiebou, y; - mnozstvi produkce i — tého odvétvi, které

je urceno k findlni spotfebe. Pak bilan¢ni princip mizeme zapsat nasledovné:

X1 =X11 X2+t X )1 (D)
Xy = X1 T Xpp+t Xon T2

Xn = Xn1 + Xpo + 0+ Xnp + Y
Pokud oznacime x; spotiebu j — t¢ho odvétvi, pak plati nasledujici vztah:

x. .
al-jzl,izj:l,Z,...,n. (2)

Xj
Kde a;; je technicko-ekonomicky koeficient, fikime mu také norma piimé vyrobni spotieby.
Tento koeficient ndm tika, jaké mnozstvi produkce i — tého odvétvi se spotfebovava pii vyrobe
jedné jednotky produkce j — tého odvétvi. [14]
Mnozstvi produkee x;; pak miZeme vyjadrit pomoci linearni funkce x;; = a;; - x;. Dosazenim
tohoto vztahu do vSech rovnic soustavy (1) ziskame linearni bilan¢ni model, ktery bude vypadat

nasledné:

X1 = Q11X T A% + 0 QX + Yy 3)
Xy = Ap1X1 + AppXp +  + AopXy + Y2

Xn = ApiXy + ApaXy + o+ AQupXp + Yy
Bilan¢ni model mtzeme také zapsat v maticovém tvaru, pak soustava (3) bude vypadat
nasledovné:
X=A-X+Y (4)

V rovnice (4) X je vektorem celkové produkce, 4 je matice norem piimé vyrobni spotieby, ¥
je vektor finalni produkce. VySe uvedenou rovnici mliZzeme upravit a zapsat v nasledujici

podobeé:

X-A-X=Y->(E—A)-X=Y (5)
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Upraveny model (5) obsahuje matici (E — A), této matici fikdme Leontiefova matice, je
pfedstavena rozdilem mezi jednotkovou matici E typu n X n, kde n je pocet odvétvi, a matici

norem vyrobni spotfeby A. Dale z upravené rovnice (5) vyjadiime vektor X a dostaneme:
(E-A)-X=Y->X=(E-A)1vY (6)

Dalsi upravou bilanéniho modelu jsme ziskali inverzni matici Leontiefova (E — A)~1, prvky
tyto matice se nazyvaji koeficienty plnych nékladu, resp. koeficienty komplexni spotieby, a
vyjadiuji, v jakém rozsahu ovlivituje findlni produkce j — tého odvétvi celkovou produkei i —
tého odvétvi. Tento tvar bilanéniho modelu se vyuziva k feSeni zakladni ulohy analyzy
meziodvétvovych vztahu, a to k nalezeni takového mnozstvi celkové produkce X, které je

potiebné pro zabezpeceni vyroby finalni produkce ¥ pii danych koeficientech plnych nakladi.

Bilan¢ni modely se vyuZivaji nejenom na narodohospodaiské urovni, ale také byvaji
aplikovany v podniku, napf. pro planovani potieb surovin nebo pro pldnovani finalni produkce

podniku.

1.5.2 Dynamické modely

V procesu vyvoje a zdokonalovani statického modelu meziodvétvovych vztahli byl vyvinut
dynamicky model ekonomického systému, ktery jiz bral v iivahu faktor ¢asu. Z toho diivodu,
ze dynamické modely zohlediuji zmény systému v ¢ase, mizeme fict, ze tyto modely se
priblizuje vice realité. Pomoci dynamického modelu popisujeme nejenom stav ekonomického

systému k ur¢itému okamziku, ale i vyvoj zkoumaného systému.

Predpokladejme, ze zakladnim faktorem ovliviiujicim zmény v technologii vyroby je technicky
pokrok. Proto, aby model zohlediioval zmény ekonomického systému v ¢ase, musime do néj
zahrnout investice do novych technologii, a také investice do vyzkumu a vyvoje. Tyto investice

vyvolavaji zmény ve vyrobnim procesu, a tim ovliviiuji i mnozstvi celkové produkce.

Abychom mohli zahrnout investice do modelu, je potieba zavést tzv. kapitalové koeficienty,
budeme je oznaCovat b;j. Pokud f;; je mnoZstvi produkce i — t¢ho odvétvi, které je nutné
investovat do j — t€ho odvétvi k vyrob€ produkce x;, pak kapitalové koeficienty vypocitime
podle nasledujiciho vztahu:

_Jy 9

Xj

Koeficienty, které vypocitame podle vyse uvedeného vztahu (7), ndm ftikaji, jaké mnozstvi

investic z i — tého odvétvi pottebujeme ke zvyseni produkce j — t€ho odvétvi o jednotku.
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Kapitalové koeficienty vytvéreji ctvercovou matici B typu n X n, kde n je pocet odvétvi. Tato

matice vypada nasledovné:

bll b12 bln (8)
B — b21 b22 bZTl
byi bpz . bun

Pak vektor celkovych investic miizeme vyjadfit vztahem:
F=B-X (9)

Do vySeuvedené rovnice (9) mizeme dosadit bilan¢ni rovnici (6), kterou jsme ziskali pii

vytvoreni statického modelu, a tim ziskame:
F=B-(E-A)'-v (10)

Vysledny vztah (10) vyjadiuje mnozstvi investic, které potfebujeme k vyrobé urcitého
mnozstvi finalni produkce. Ale vzhledem k tomu, Ze tento model neni dostate¢né¢ dlouhodoby

a hodn¢ zjednodusuje realitu, v praxi se pro pldnovani investic vétSinou nepouziva.

1.6 Linearni programovani

Linearni programovani se zabyva feSenim rozmanitych rozhodovacich problému a je to
jedna z nejpopularnéjSich metod pouzivanych v praxi pii rozhodovani. Pomoci modeli
linearniho programovani je mozné nalézt optimalni variantu feSeni, kterd bude co nejlépe
odpovidat definovanému cili, ale dilezitou podminkou pii hledani fteSeni daného

rozhodovaciho problému je respektovéani fady omezujicich podminek.

Modely linearniho programovani je vhodné pouzit v situaci, kdy mame velké mnozstvi variant

feSeni problému, a musime posoudit, jaka varianta je nejlepsi vzhledem ke stanovenému cili.

Z nazvu linearni programovani vyplyva, Ze vSechny modely jsou tvofeny pouze linearnimi
funkcemi. Je zfejm¢, Zze linearni modely, stejné jako ostatni matematické modely znaéné
zjednodusuji realitu, a je tfeba si to dobfe pamatovat. Ale nehled€ na to, Ze redlny systém je
popsan s urcitou mirou neptesnosti, je mozné s jistotou fict, ze tyto modely poskytuji velmi

uzitecné informace pro rozhodovani.

NejdulezitéjSim krokem pii vyuziti metod linedrniho programovani v praxi je sestaveni
ekonomického a matematického modelu. Ekonomicky model ulohy linearniho programovani
by mél obsahovat cil analyzy daného problému, vSechny podstatné procesy probihajici
v systému, Cinitele ovlivitujici tyto procesy. Dilezitou soucéasti modelu je také popis vztahl

mezi definovanym cilem, procesy a Ciniteli. [8]
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V okamziku, kdy mame ekonomicky model hotovy, je tieba ho pfevést do matematické

podoby. Tuto transformaci je mozné rozdélit do tii zdkladnich fazi:

L.

II.

I1I.

V prvni fazi musime urcit rozhodovaci proménné, které jsou obvykle reprezentovany
jednotlivymi procesy. Na tyto procesy obvykle odkazuje cil analyzy stanoveny
v ekonomickém modelu. Kromé¢ toho je také dilezité urcit jednotky, ve kterych

proménné budou vyjadfovany.

Druhym krokem je sestaveni takzvané ucelové ¢i kriteridlni funkce, kterd je

matematickym vyjadfenim definovaného cile.

V posledni fazi musime zapsat vSechny Cinitele v matematické podobé€, to znamena ve
tvaru linedrnich rovnic ¢i nerovnic. Tyto rovnice (resp. nerovnice) jsou omezujici

podminky daného modelu. [8]

Modely linearniho programovani se vyuzivaji pii feSeni velkého mnozstvi rtiznorodych

problémti. Podle toho, o jaky problém v podniku se jedna, mizeme rozdélit ulohy linearniho

programovani do n¢kolika zdkladnich skupin:

uloha vyrobniho planovani,
uloha finan¢niho planovani,
distribucni uloha,

uloha o déleni materialu,
problém smési,

problém rozvrhovani pracovnik,

planovani reklamy. [§]

Na prvni pohled miize se zdat, Ze tyto modely se od sebe hodné lisi. Ale tak tomu neni, kazdou

ulohu linedrniho programovani miizeme zapsat ve standardnim tvaru.

Standartni tlohou linearniho programovéani rozumime nalezeni extrému ucelové funkce za

splnéni v§ech omezujicich podminek. Anebo mizeme tuto ulohu zformulovat takto:

Najit takové feSeni soustavy linedrnich rovnic, tedy rovnic vyjadiujicich omezujici podminky,

pfi kterém kriteridlni funkce nabyva svého maxima, resp. minima.
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V matematickém tvaru to zapiSeme nasledovné:
F(x) = cyx1 + c3x5 + -+ + cpx, = max(min) (11)

a11x1 + a12x2 + -+ alnxn = bl (12)
alel + azzxz + -+ aann = bz

Am1X1 + QpaXy + -+ QnXn = by,
x;=20,i=1,2,...,n (13)

Takovou formu zapisu tlohy linedrniho programovani nazyvame jejim kanonickym tvarem.
Funkce (11), kterd méa byt maximalizovana, resp. minimalizovana, je nasi ucelovou funkci,
soustava linedrnich rovnic (12) pfedstavuje omezujici podminky a nerovnice (13) je podminkou

nezapornosti. [1]

Ulohu line4rniho programovani miizeme také zapsat v maticovém tvaru. Standardni tvar Glohy

pak vypadé nasledovné:
z = cT - x > max(min) (14)
A-x=bh (15)
x=0 (16)

V tomto zéapisu z = ¢ - x je kriterialni funkce, ¢’ = (cy, ¢y, ..., ¢,) je vektorem ohodnoceni &i
vektorem cenovych koeficientl, 4 je matice strukturnich koeficientt, b = (b4, by, ..., b,)T je

vektorem omezeni a X = (xq, X5, ..., )" je vektor nezavislych proménnych. [3]

Z toho divodu, Ze modely uloh linedrniho programovani jsou velmi riznorodé, je tieba veédét,

jakym zptisobem miizeme pievést libovolnou tlohu do kanonického tvaru.

Pokud chceme prevést matici soustavy do kanonického tvaru, musime provést takovou

transformaci dané¢ matice, aby obsahovala uplnou jednotkovou submatici. [§]

Omezujici podminky hodné €asto byvaji zapsané ve tvaru nerovnic, tyto nerovnice je potieba
prevést do standardni podoby, to znamend, vS§echny nerovnice maji byt odstranény a prevedeny
do tvaru linedrnich rovnic. Tuto transformaci je mozné provést pomoci zavedeni nové

proménné, tzv. doplitkové proménné.

Jde-li o nerovnost typu < , pak pfi¢teme k levé stran¢ dané omezujici podminky novou
proménnou. V piipad€ nerovnosti typu > doplitkovou proménnou musime odecist. Pak tyto

nové proménné zavadime do ucelové funkce a ptifazujeme jim nulové koeficienty. [10]

V ptipadé, Ze i po téchto upravach matice neobsahuje tiplnou jednotkovou submatici, je potieba

zavést dalSi proménné, které se nazyvaji pomocné. Tyto proménné je nutné vlozit do
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omezujicich podminek typli = a >. VZdy to udélame tak, Ze pficteme pomocné proménné k levé

stran¢ téchto rovnic, resp. nerovnic, a budeme je povazovat za zékladni proménné soustavy.

Matematicky zapis pfevodu omezujicich podminek do kanonického tvaru vypada nésledovné:

a11X1 + a12xX; < by = ag1x1 + a1x, +x3 = by (17)
A11X1 + 12X, = by = a11x1 + AyX; — X4 + X5 = by (18)
A11X1 + A12X; = by = a11%; + ag2X, + X = by (19)

Kde nerovnice (17) a (18) a rovnice (19) jsou rizné typy omezujicich podminek, x5, x, jsou

zavedené doplitkové proménné, x5, x4 jsou pomocné proménné.

Po pievedeni tlohy do kanonického tvaru miizeme zaéit hledat jeji feseni. Ulohy linearniho
programovani maji nékolik typti feSeni. Nezapornd feseni se nazyvaji pripustna, pokud spliuji
vSechna omezeni. Pfipustna feseni, kterd maximalizuji, resp. minimalizuji ii¢elovou funkci jsou
optimalni feseni.

Pokud soustava omezujicich podminek v tloze linedrniho programovani se skladd z m rovnic
o n neznamych (n > m), jeji feseni ziskdme tak, Ze polozime n — m proménnych rovno nule.
Témto nulovym proménnym fikdme nezékladni, ostatnim fikame zakladni ¢i bazické neznamé.
Pak jednoduse najdeme feSeni vzniklé soustavy m rovnic o m proménnych, fikdme mu
zakladni (bazické) feSeni ulohy linedrniho programovani. Toto feSeni obsahuje maximalné m
nenulovych slozek. V ptipad€, Ze pocet nenulovych slozek bazického feSeni je mensi nez m,

jde o degenerované feSeni. [3]

Pokud mame tlohu v maticovém tvaru, pak mizeme fict, Ze vektor x je bazickym ¢i zadkladnim
feSenim, jestliZze sloupce matice A4, které odpovidaji nenulovym slozkdm zékladniho feseni, jsou
linearné nezavislé.

Véta 1.6 (Zakladni véta linearniho programovani): Jestlize ma 1loha linearniho
programovani optimalni feSeni, potom ma také 1 optimalni bazické (zédkladni) feseni. [14]

K nalezeni optimalniho feSeni ulohy linearniho programovani se pouzivaji nasledujici metody:

1) Grafickd metoda

Tento zplisob vyuziva analytickou geometrii k nalezeni optimalniho feseni. Mizeme ho pouzit
pouze v téch tlohach, ve kterych jsou definovany nejvyse tfi proménné, proto je postup feseni

pouze ilustraéni a zadny prakticky vyznam nema.

2) Simplexova metoda
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To je univerzalni zptsob feSeni uloh linearniho programovani, podstatou metody je iteracni
postup, ktery vede knalezeni bazického feSeni s nejlepsi hodnotou kriteridlni funkce.

Podrobnéji tato metoda bude popséna v nasledujici kapitole.

1.6.1 Simplexova metoda

Simplexova metoda byla vyvinuta G. B. Dantzigem v roce 1947 a v soucasnosti je asi
nejznaméjS$im postupem pro feSeni tloh linedrniho programovani. Tato metoda spoc¢iva v tom,
ze musime prozkoumat néjaké bazické feseni a posoudit, zda je toto feSeni optimalni. Pokud
ne, nalezneme dalsi zékladni feSeni, kterému bude odpovidat vétsi, resp. mensi nebo stejna
hodnota ucelové funkce. Tento postup se opakuje a koné¢i az v okamziku, kdy bude nalezeno
optimdlni feSeni, tedy takové bazické fesSeni, kterému odpovida nejmensi hodnota kriteridlni

funkce.

Reseni uloh linearniho programovani pomoci simplexové metody mtizeme rozdélit do n€kolika

na sebe navazujicich krokii:
1. pirevedeni dané tlohy do kanonického tvaru,
2. nalezeni bazického feSeni dané ulohy,
3. provedeni testu optimality,

4. pokud feSeni je optimalni, vypocet tim konc¢i. Pokud ne, pak nasleduje ptfechod
k novému bazickému feSeni s lepsi hodnotou tcelové funkce a znovu se opakuje test
optimality.
Tento postup je univerzalni, miizeme ho pouzit k feSeni jakékoliv tulohy linedrniho
programovani. [8]
1. Ptfevedeni dané ulohy do kanonického tvaru
Podminkou aplikace simplexové metody je zapis matematického modelu v kanonickém tvaru,
proto na zacatku musime provést upravy soustavy omezujicich podminek. Nejprve musime
odstranit vSechny nerovnice, pomoci zavedeni doplitkovych proménnych. Pak, pokud je to
nutné, vlozime dal§i pomocné proménné, aby matice soustavy obsahovala uplnou jednotkovou

submatici. Pfevedeni modelu do kanonického tvaru bylo podrobnéji popsano v predchozi

kapitole.
2. Nalezeni bazického feSeni dané tillohy

Kdyz mame model v kanonickém tvaru, uz mizeme jednoduse najit feSeni dané ulohy.

Polozime nezakladni proménné rovny 0, a pak ziskdme hodnoty zédkladnich proménnych. Kdyz
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pii pirevedeni ulohy do kanonického tvaru jsme zavedli nejenom doplitkové, ale 1 pomocné
proménné, pak musime zjistit, jakych hodnot nabyvaji pomocné proménné. Pokud ony nabyvaji
kladnych hodnot, takové feSeni neni piipustné, a proto budeme muset hodnoty pomocnych
proménnych postupné anulovat, a tim jiz ziskdme bazické feseni dané ulohy. V piipad¢, ze
nemizeme vynulovat vSechny pomocné proménné, potom nemohou byt splnény vSechny

omezujici podminky a neexistuje zadné piipustné feSeni tlohy linearniho programovani.
3. Provedeni testu optimality

V okamziku, kdy je nalezeno zadkladni bazické feSeni, mizeme provést test optimality a
nasledné v piipad¢ potieby toto feSeni zlepsit. Pro lepsi piehlednost a usnadnéni vypocti je
obvykle vyuzivana simplexova tabulka. Vychozi simplexova tabulka obsahuje zakladni feseni,
ve kterém bazickymi proménnymi jsou doplitkové a pomocné proménné, budeme je oznacovat
Xn+1r Xn+2s - Xnem» Kde n je poCet neznamych v ptivodni soustavé a m je pocet linedrnich

rovnic. Obecny tvar simplexové tabulky pak vypada nasledovné:

Tabulka 1: Obecny tvar simplexové tabulky

Zakladni Proménné
b;
proménné X4 Xo e Xn Xn41 e Xn+m
Xni1 a1 a,, an 1 0 0 b,
Xnt2 ay Ay, Ayn 0 0 b,
Xntm Am1 A2 .. Amn 0 0 1 b,,
—C; —C1 —Cy e —Cp, 0 0 0 zZ

Zdroj: upraveno podle [4]

V tabulce jsou obsazeny nasledujici udaje: v levém sloupci tabulky jsou zapsany bazické
proménné, v prvnim fadku jsou vSechny proménné dané ulohy, pravy sloupec je predstaven
vektorem pravych stran. V poslednim tadku jsou koeficienty ucelové funkce v anulovaném
tvaru, tyto koeficienty odpovidaji anulovanému tvaru ucelové funkce z — c;x; — cpxp — -+ —
cnx, = 0, z toho vyplyva, ze koeficienty se zapisuji do tabulky s opaénymi znaménky. Témto
koeficientim v tabulce fikame redukované cenové koeficienty. V pravém dolnim rohu je
obsazena hodnota Z ucelové funkce pii daném bazickém feSeni. Prostiedni cast tabulky

obsahuje matici strukturnich koeficientt. [4]
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Po sestaveni simplexové tabulky jiz mizeme provést test optimality vychoziho bazického
feSeni. Musime prozkoumat posledni fadek tabulky a zjistit, jakych hodnot nabyvaji
redukované cenové koeficienty ticelové funkce. Pokud pfi maximalizaci Gcelové funkce plati
nerovnost —c¢; =0, i =1,2,...,n a pfi minimalizaci plati —¢; <0, i =1, 2,...,n, potom
muzeme fict, Ze feSeni je optimalni, a tim feSeni dané tlohy kon¢i. [8]

4. Nalezeni nového bazického feseni a opakovani testu optimality

V ptipad€, ze posledni fadek simplexové tabulky obsahuje zaporné hodnoty v ptipadé
maximalizace uCelové funkce, resp. kladné hodnoty v pfipadé jeji minimalizace, pak dané
feSeni neni optimalni. To znamend, Ze je mozné nalézt jiné bazické feSeni, kterému bude

v

odpovidat vyssi, resp. niz§i hodnota ti¢elové funkce.

K vypoctu nového zakladniho feSeni pak mizeme vyuzit ndsledujici algoritmus:
1) prvnim krokem je volba vstupujici proménné,
2) naésleduje volba vystupujici proménné,
3) algoritmus kon¢i prepoctem simplexové tabulky.

Zvolit vstupujici proménnou x;, mizeme podle redukovanych cenovych koeficienti. V ptipadé
maximalizace ucelové funkce vybereme nejmensi ze zapornych koeficientli, pokud funkce ma
byt minimalizovana zvolime nejvétsi z kladnych koeficientil. Cim vétsi absolutni hodnotu ma
redukovany cenovy koeficient, tim vét$i zmény ucelové funkce mizeme dosdhnout. Proto pfi
volb¢ vstupujici proménné, kterd se stane proménnou zakladni, je tfeba vyhledat v poslednim
radku simplexové tabulky redukovany cenovy koeficient, ktery ma nejvyssi absolutni hodnotu.

Sloupec vstupujici proménné x;, oznacujeme jako klicovy sloupec.

Pak musime zvolit proménnou vystupujici. Nejdiive se musime podivat na klicovy sloupec,
pokud pro koeficienty, které jsou obsazeny v daném sloupci, plati vztah a;- < 0, pak ucelova
funkce neni ohrani¢ena a feSeni neexistuje. V piipad¢, Ze nékteré hodnoty koeficientl
v kli¢ovém sloupci jsou kladné, musime rozhodnout, jakou zakladni proménnou vyloucime.

K zabezpeceni spravného rozhodnuti miizeme pouzit nasledujici vztah:

. b .
D, = min —,i=1,2,..,m,
aijr>0 Qir

Kde s je ¢islo fadku obsahujiciho kladny koeficient. Najdeme podily hodnot pravé strany a
kladnych hodnot strukturnich koeficientt kli¢ového sloupce, pak vybereme z téchto podilu
minimalni. Radek s minimalnim podilem uréuje zakladni vystupujici proménnou, tento fadek

oznacujeme jako klicovy. [8]
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Poznamka: Pokud mame nekolik fadkti s minimalnim podilem, pak mizeme zvolit

jakoukoliv vystupujici bazickou proménnou uré¢enou témito radky.
Prvek, ktery je prusecikem kli¢ového sloupce a klicového fadku se nazyva klicovy prvek.

Ve chvili, kdy jsme jiz urcili vstupujici a vystupujici proménnou, je potieba provést prepocet
simplexov¢ tabulky, to musime udélat tak, ze ve sloupci se vstupujici proménnou dostaneme
jednotkovy vektor a klicovy prvek se bude rovnat jedné. Kromé toho je potieba zachovat
jednotkové vektory u ostatnich bazickych proménnych. Takovou transformaci prvka

simplexové tabulky mizeme provést podle nasledujicich pravidel:

1) Kli¢ovy tadek transformujeme tak, Zze vydélime cely tento fadek klicovym prvkem.

Matematickym jazykem tuto transformaci miiZzeme popsat nasledné¢:

kde a, je klicovy prvek (s — ¢islo klicového tadku, r — Cislo klicového sloupce), ag; a

bs jsou pvodni hodnoty prvki, a’s; a b’s nové hodnoty prvki klicoveho radku. [4]

2) Transformace ostatnich fadkl se provadi jinak. Vypocitame nové prvky zbyvajicich
radki tak, ze vynasobime jiz transformovany klicovy fadek prvkem —a;, klicového
sloupce, nachézejicim se v transformovaném tadku, a pak pricteme vysledny fadek k i-

tému tadku tabulky.

3) Radek ucelové funkce mulzeme transformovat obdobnym zplsobem, nejdiive
vynasobime piepocitany klicovy fadek hodnotou —c;, odpovidajici klicovému sloupci,
a pak pfi¢teme soucin kli¢ového fadku a redukovaného cenového koeficientu k fadku

ucelové funkce.

Touto transformaci ziskdme nové bazické feSeni, a pak se vracime k pfedchozimu kroku
algoritmu simplexové metody, tedy znovu provadime test optimality. Kdyz test bude splnén, to
bude znamenat, Ze feSeni je optimalni a algoritmus tim konc¢i. V opaéném piipadé je potieba

znovu vypocitat nové bazické feseni a ovéfit, zda nalezené feseni bude optimalnim. [§]

Obecny tvar simplexové tabulky mizeme také zapsat v maticovém tvaru, pak tabulka bude

vypadat nasledovné:

Tabulka 2: Maticovy tvar simplexové tabulky
A E b

—cT o7 0

Zdroj: upraveno podle [8]
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Ve vySeuvedené tabulce A = (a;;) je matice strukturnich koeficientd, E je jednotkova matice,

b je vektorem omezeni, a —c' je opaénym vektorem k vektoru cenovych koeficientt.

Pak pii provedeni vypoctu podle algoritmu simplexové metody, tabulka se transformuje do

jiného tvaru:

Tabulka 3: Transformovana simplexova tabulka

A 1.4 A1 Al-p

ch-A1-A-c" ch-A71 ch-471-b

Zdroj: upraveno podle [8]

V dané tabulce A~ je matice inverzni k matici 4, a ¢} je vektor cenovych koeficientt, jehoz
prvky odpovidaji bazickym proménnym v daném kroku feSeni. V piipadé, ze simplexova
tabulka je zapsana v takovém tvaru, pak optimalnim feSenim je ¢4 -A~1- b, pokud ¢ - 471~

A-cT <o0.
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2 APLIKACE MATEMATICKYCH MODELU V EKONOMICKYCH

VYPOCTECH

V této Casti prace bude uvedeno nékolik ptikladl, ve kterych se budou feSit problémy
planovani vyroby. K feSeni danych problémi budou pouzity bilanéni model a simplexova
metoda, hlavnim cilem vypoctli bude stanoveni optimalni struktury vyroby za stanovenych

podminek.

2.1 Vyuziti bilanéniho modelu v podniku

Podnik vyrabi tii druhy vyrobkl V;, V, a V. Vyroba produkce probiha ve tfech dilnach D,
D, a D5 , kazda z dilen se specializuje na vyrobu jednoho druhu vyrobkt. V dilné D; se vyrabi
vyrobek V;, ve druhé dilng D, probiha vyroba V,, dilna D se specializuje na vyrobu V. Cast
produkce se spotfebovava uvniti podniku, zbyvajici produkce je finalni spotfebou. Mnozstvi
findlni produkce podniku je ddno matici ¥ a 4 je matice norem piimé vyrobni spotieby:
01 03 02 72
02 02 0,3‘, Y = [22‘.

01 01 04 16

A=

Je potieba ur¢it mnozstvi celkové produkce podniku, které zabezpeci vyrobu planovaného
mnozstvi findlni vyroby a také vypocitat mnozstvi ptimé vyrobni spotieby V;, V, a V5 kazdé

dilny, odpovidajici zadanému planu finélni produkce podniku.

K feSeni dané ulohy pouzijeme staticky bilanéni model, protoze v této uloze je potieba
analyzovat systém bez ohledu na jeho vyvoj v ¢ase. Zakladnim ptedpokladem bilan¢nich
modeld je dlouhodobd rovnovaha mezi vyrobou a spotfebou. Normy vyrobni spotieby jsou
dany matici A, pokud ozna¢ime x4, x5, X3 mnozstvi produkce dilen D;, D, a D3, pak mizeme
zapsat linedrni bilan¢ni model daného systému:

X1 = Q11X + A1pXp + Ag3X3 + )

Xy = Ap1X1 + ApXy + Ap3X3 T V>
X3 = A31X1 + A32Xp + A33X3 + Y3

Vyse uvedeny model zapiSeme v maticovém tvaru:
X=A-X+Y,

kde X je sloupcovym vektorem celkové vyroby. Z této rovnice musime vyjadfit vektor X,
abychom mohli ur¢it mnozstvi celkové produkce podniku, které je potiebné k zabezpeceni
vyroby zadaného mnozstvi findlni produkce podniku. Upravime danou rovnici nésledujicim

zpisobem:
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X-A-X=Y
(E-A)-X=Y
X=(E-A1v

Po upravach jsme dostali rovnici, kterd obsahuje inverzni matici k matici Leontiefové, ktera se
sklada z koeficienti komplexni spotieby. Tuto rovnici jiz miizeme pouzit k nalezeni feSeni dané

ulohy.

V prvnim kroku feSeni najdeme rozdil jednotkové matice a matice norem spotieby, a tim

ziskame Leontiefovu matici (E — A):

1 0 0 01 03 02 09 -03 -0,2
E-A=|0 1 0f- [0,2 0,2 0,3] = [—0,2 0,8 —0,3]
0 0 1 01 01 04 -0,1 01 0,6

V nasledujicim kroku musime ziskat inverzni matici k matici Leontiefové, k tomu pouzijeme

Gaussovu-Jordanovu metodu:

1) Prvnim krokem je rozsifeni plivodni matice o jednotkovou matici:

0F9 _0,3 _0,2 1 0 0
[—0,2 08 -03 0 1 0]
-01 -01 06 0 0 1

2) Ve druhém kroku musime pomoci elementarnich Gprav ptevést ptivodni matici E — A

na jednotkovou, pro usnadnéni vypocti prvky vychozi matice zapiSeme ve tvaru
zlomkai:

10 vr , ; 10
e R/ X > tzn. 1. fadek vynasobime 5

r 9 3 2 0 0' i 1 1 2 10 0 O-
10 10 10 3 9
1 4 3 1 0 1 4 3 0 1 0
5 5 10 5 5 10
1 1 3 0 1 1 1 3 0 0 1
10 10 5 10 10 5
1 1
L R2+§XR1aR3+1—OXR1
1 1 2 10 0 '1 1 2 10 0_
3 9 9 3 9 9
1 4 3 0 1 Slo 11 31 2 0
5 5 10 15 90 9
1 1 3 0 0 0 2 26 1 1
10 10 5 L 15 45 9 .
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Matice, ktera po upravach vznikla z jednotkové matice, je inverzni matici k Leontiefoveé matici

E — A:

45 10 257
34 17 34
(E—a)yt=|15 26 31
34 17 34
5 6 33
17 17 17

Ted dosadime inverzni matici Leontiefova do rovnice X = (E — A)~1 - Y a vypocitame vektor

celkové produkce X:
45 10 257 (45 72 + 10 22 + 25 16_
34 17 34 72 34 17 34 120
X = 1526 31'22 - 72+26 22+31 16| =180
34 17 34} |46 34 17 34 60
> 6 03 > 72 + 0 22 + 33 16
L1717 17 L17 17 17

Celkova produkce podniku je dana vektorem X = (120,80,60). Protoze piedpokladame
bilanci mezi vyrobou a spotebou, pak mizeme fict, ze i celkova spotieba vyrobka V;, V, a V3

se rovna vektoru X.

K nalezeni vyrobni spotifeby kazdé dilny musime dosadit hodnoty celkové produkce
jednotlivych vyrobku do bilan¢niho modelu systému, timto zaroven ovéfime, zda mnozstvi
celkové produkce bylo ur¢eno spravng.

s;=01-120+0,3-80+0,2-60 + 72

s, =02-120+0,2-80+ 0,360 + 22
s3=01-120+0,1-80+0,4-60 + 16

s =12+ 24+12+72
S, =24+16+ 18+ 22
s3=12+8+ 24+ 16

s, =120
52 = 80
53 = 60

Z vyse uvedené soustavy vyplyva, ze podminka bilance mezi celkovou vyrobou a celkovou
spotfebou je splnéna, to znamena, Ze celkové mnozstvi vyrobené produkce se rovna souctu
pfimé vyrobni spotieby a finalni spotieby. Rovnice soustavy odpovidaji jednotlivym dilnam,
jejich celkova vyroba je dana hodnotami sy, S,, S3. Spotieba je vyjadiend soucty pravych stran,

kde souCiny a;; - x; udavaji mnoZzstvi ptimé vyrobni spotieby jednotlivych vyrobki a s¢itanci
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y; vyjadiuji findlni spotfebu produkce. Pro lepsi ptfehlednost zapiSeme mnoZstvi spotieby

jednotlivych vyrobka do tabulky:

Tabulka 4: Spotfeba vyrobka podniku

Ptima vyrobni spotieba Vi v, |78
D; 12 24 12
D, 24 16 18
Dy 12 8 24

Finalni spotieba 72 22 16

Celkova spotreba 120 80 60

Zdroj: vlastni zpracovani

Tabulka obsahuje feSeni stanovenych problémil. Celkova spotieba se rovna celkové vyrobé, a
proto mizeme fict, Ze v poslednim fadku vidime optimalni vyrobni plan podniku, tedy 120 kust
vyrobku V;, 80 kusi vyrobku V,, 60 kust vyrobkl V. Takové mnozZstvi celkové produkce
zajisti vyrobu stanoveného mnozstvi finalni produkce. Radky tabulky odpovidajici jednotlivym
dilndm podniku obsahuji informace o mnozstvi vyrobki V3, V, a V3, které budou spotifebovany

pii vyrobé finalni produkce.

2.2 Vyuziti simplexové metody

Simplexova metoda se nejvic vyuziva pii feSeni kapacitnich problémi. V tlohach daného
typu je nasim cilem uréeni optimalni struktury vyroby podniku pii omezenych zdrojich.
Hlavnim kritériem rozhodovani obvykle byva maximalizace zisku podniku, ale také se mizeme
setkat s ptiklady, kde kritériem je minimalizace nakladd ¢i maximalizace mnozstvi vyrobkl
urcitého druhu. Déle budou uvedeny dva ilustracni ptiklady, prvni piiklad bude vénovan
problému omezeného mnozstvi surovin, ve druhém ptikladu bude ukolem nalezeni optimélniho

vyrobniho pldnu s ohledem na omezeny ¢asovy fond vyrobnich zatizeni.

2.2.1 Omezené mnozstvi surovin

Podnik chce vyrabét 3 druhy vyrobki V;, V, a V. K jejich vyrobé planuje pouzit 3 druhy
surovin Sy, S, S3. Pfi vyrobé jednoho kusu vyrobku V; se spottebuji 2 kg suroviny S;, 4 kg

suroviny S, a 1 kg suroviny S3. Na vyrobu vyrobku V, je potieba 2 kg suroviny S;, 4 kg suroviny
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S,, 4 kg suroviny S;. Vyroba jednoho kusu vyrobku V; vyzaduje 4 kg suroviny S;, 6 kg

suroviny S.

Podnik ma k dispozici 360 kg suroviny S; 420 kg suroviny S, a 240 kg suroviny S3. Prodej
jednoho vyrobku V; piinese podniku zisk ve vysi 15 K&, vyrobek V, se vyrabi se ziskem 22,5
K¢ a vyrobek V3 se ziskem 30 K¢. Nasim cilem je stanovit optimalni vyrobni plan podniku za

podminky maximalizace zisku.

Ve vyrobnich podnicich se hodné Casto setkdvame s tilohami daného typu. Cilem feSeni je
nalezeni optimalni struktury vyroby, tedy takové struktury, pii které bude maximalizovan zisk

¢1 minimalizovany néklady.

Pro lepsi ptehlednost vSechny informace zapiSeme v maticovém tvaru:

2 2 4 360
A=14 4 6 B =420 Cc=[15 22,5 30]
1 4 0 240

Matice A obsahuje normy spotieby surovin na vyrobu jednoho kusu vyrobka V;, V, a V5. Prvky
matice B nam fikaji, jaké mnozstvi kazdé ze surovin mame k dispozici. Matice € udava, jaky

zisk pfinasi prodej jednoho kust vyrobku V;, V, a V5.
Ted mizeme pfiistoupit k vytvofeni matematického modelu. Nejprve zavedeme nésledujici
proménné: x; je pocet vyrobku V;, x, je pocet vyrobku V,, x5 je pocet vyrobku V5.
Pak ucelova funkce maximalizace zisku bude vypadat nasledovné:
z = 15x; + 22,5x, + 30x; — max,
tato funkce vyjadiuje celkovy zisk podniku z prodeje vyrobka V;, V, a V3.

Vyroba je omezena kapacitou surovin, které jsou k dispozici. A proto v nasledujicim kroku je

potieba zapsat v matematické podob¢ vSechny omezujici podminky.
Vime, jaké mnozstvi surovin se spotfebovava pii vyrobé jednotky kazdého vyrobku, a proto
muzeme jednoduse vyjadrit celkovou spotifebu kazdé suroviny. Soucet 2x; + 2x, + 4x3 je

celkovou spotiebou suroviny S;, 4x; + 4x, + 6x3 vyjadiuje celkovou spotiebu S, a soucet

x; + 4x, je celkovou spotiebou S5.

Pak soustava omezujicich podminek vypada néasledovné:

2x1 + 2x2 + 4‘x3 < 360
4x, + 4x, + 6x3 < 420
X, +4x, < 240
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V poslednim kroku vytvotfeni matematického modelu je potteba piidat podminky nezédpornosti,

které vylou¢i feseni, kde proménné nabyvaji zdpornych hodnot:
X1,%X2,%3 =0

V okamziku, kdy mame matematicky model hotovy, musime pfevést danou tlohu do
kanonického tvaru. Nejprve musime zapsat v§echny omezujici podminky ve tvaru rovnic, to

udélame pomoci zavedeni doplitkovych proménnych:
2X1 + ZXZ + 4‘X3 + X4_ = 360
4x, + 4x, + 6x3 + x5 = 420
xl + 4x2 +x6 = 240
Dale musime ptidat doplitkové proménné do podminek nezapornosti:
X1,X2,X3,X4,Xs5,Xg = 0

Ted uz mame tlohu v kanonickém tvaru a mtizeme vytvoftit vychozi simplexovou tabulku:

Tabulka 5: Vychozi simplexova tabulka

Proménné
Zakladni
b;
proménné
X1 X2 X3 X4 X5 Xe

Xy 2 2 4 1 0 0 360

X5 4 4 6 0 1 0 420

Xg 1 4 0 0 0 1 240

—C; —-15 —22,5 -30 0 0 0 0

Zdroj: vlastni zpracovani

Pokud polozime nezdkladni proménné x;,x,,x; rovny nule, pak mizeme snadno ziskat
hodnoty zékladnich proménnych x, = 360, x5 = 420, xc = 240. Ve vysledku dostaneme
vychozi bazické FeSeni dané ulohy X, = (0,0, 0,360,420,240). Toto bazické feSeni, aviak
neni optimalni, protoze vektor redukovanych cenovych koeficienti obsahuje zaporné prvky, a

proto musime nalézt jiné bazické feSeni dané tlohy s lepSi hodnotou ucelové funkce.
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Nejprve musime zvolit proménnou vstupujici, proto se musime podivat na vektor redukovanych
cenovych koeficientl a najit zaporny prvek s nejvétsi absolutni hodnotou. V daném piipadé se
tato hodnota nachazi v tfetim sloupci, proto vstupujici proménnou bude proménna x5 a treti
sloupec oznacime jako klicovy. Pak musime zvolit proménnou vystupujici, udélame to tak, ze
najdeme podily hodnot pravé strany a kladnych strukturnich koeficient v klicovém sloupci.
Minimalni podil pak bude urovat fadek s vystupujici promeénnou.

1) Dy =22=090,

2) D, ==2>=70.

Nejmensi hodnota podilu se nachazi ve druhém tadku, to znamend, zvolime vystupujici
proménnou x5 a tento fadek oznacime jako klicovy fadek. Klicovy prvek pak je prusecikem

klicového sloupce a klicového tadku, to je prvek matice strukturnich koeficientti a,; = 6.

Ted’ uz miizeme zacit prepocet simplexové tabulky. Klicovy fadek vychozi simplexové tabulky
vydélime klicovym prvkem. Ostatni fadky transformujeme tak, ze pti¢teme ke kazdému fadku
vychozi tabulky soulin jiz transformované¢ho klicového tfadku a odpovidajictho prvku

klicového sloupce s opacnym znaménkem.

e Klicovy radek (2. fadek):

2 2 1
(4,4,6,0,1,0,420)/ 6 = (5,5,1,0,,0,70)

6

e 1. tadek:

(2 2 101 070) £ +(2,2,4,1,00,360) = (=2, -2 0.1.-2 0.80
3'3’))6!l () y &)1, 4,Y, Y, _(3;311)3;1)

e 3 tadek:
22 1

(5,5,1, 0,3,0,70) -0+ (1,4,0,0,0,1,240) = (1,4,0,0,0,1,240)

e 4. tadek:

(22101070> 30+( 15 5 300000)-5 500502100
3:31):611 ) 21 y Y Y, Y, _(; 21::11 )
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Vsechny tadky vychozi simplexové tabulky jsou transformovany, a proto mizeme sestavit

novou simplexovou tabulku, kterd vypada takto:

Tabulka 6: Prvni krok vypo¢tu simplexovou tabulkou

Proménné
Zakladni
b;
proménneé
X1 X2 X3 X4 X5 X6
2 2 2
Xy —_— —= 0 1 S 0 &0
3 3 3
2 1
X3 — — 1 0 — 0 70
3 6
Xe 1 4 0 0 0 1 240
5
—C; 5 == 0 0 5 0 2100

Zdroj: vlastni zpracovani

Upravena simplexova tabulka jiz obsahuje jiné bazické feseni X; = (0,0,70,80,0,240),
kterému jiz odpovida lepsi hodnota ucelové funkce. Toto feseni avSak zase neni optimalni,
protoze v poslednim fadku tabulky se vyskytuje koeficient se zdpornou hodnotou, coz znamena,
ze muzeme dale zvySovat hodnotu ucelové funkce. Abychom ziskali dalsi bazické feSeni dané

ulohy, musime znovu pfepocitat simplexovou tabulku.

Prvnim krokem je zvoleni vstupujici proménné. Tentokrat zapornou hodnotu mé pouze jeden
cenovy koeficient, ktery se nachdzi ve druhém sloupci, tento sloupec oznacime jako klicovy.
Vstupujici proménnou pak bude x,. Abychom mohli zvolit vystupujici proménnou, musime

vypocitat podily hodnot pravé strany a kladnych hodnot kli¢ového sloupce:

1) D, =%= 105,

240 _

2) D3 =22 =60.

Nejmensi podil je ve tfetim fadku, a proto vystupujici proménnou je x4. Ttreti fadek oznacime

jako klicovy a jiz mizeme urcit i klicovy prvek as, = 4.
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Dale transformujeme vSechny fadky tabulky:

e Klidovy fadek (3. fadek):

1 1
(1,4,0,0,0,1,240)/ 4 = (Z' 1,0, O'O'Z' 60)
e 1.fadek:
1000160 2+ 2 201 2080— 1001 1120
( ) ( 3 )y Vy 4y 3 » Y ) - ( 2 y Y, Y, 4, 3 ) 6 ) )
e 2. tadek:
1000 ,60 + 1070—10101 130
( ) ( ) ( 6’ ) ) - (2 )y Vy 4y 161 61 )
e 4. tadek:
1 5 5 5
( 1,0,0,0,— 60) —+(5 0050 2100)—( 0,0,0,5,5,2250)
Zapiseme vysledky do simplexové tabulky:
Tabulka 7: Druhy krok vypoctu simplexové tabulky
Proménné
Zakladni
b;
proménné
X1 X2 X3 X4 X5 X6
2 1
X4 — 0 0 1 S — 120
3 6
1 1 1
X3 — 0 1 0 - —— 30
2 6 6
1 1
Xo - 1 0 0 0 - 60
4 4
45 5
—C; — 0 0 0 5 — 2250
8 8

Zdroj: vlastni zpracovani

Posledni tadek dané tabulky neobsahuje zadné zdporné hodnoty, to znamena kritérium

optimality je splnéno. Algoritmus simplexové metody tim konci a je nalezeno optimalni bazické

feseni dané ulohy X, = (0, 60, 30,120, 0, 0).
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Poslednim a velmi dilezitym krokem je interpretace vysledkli. V pravém dolnim rohu tabulky
mame hodnotu ucelové funkce pii optimalnim bazickém feSeni z = 2250. Tato hodnota
odpovida maximélnimu zisku podniku. Aby tato vyse zisku byla dosazena, podnik musi vyrabét
60 kust vyrobku V,, 30 kust vyrobku V3, vyrobek V; se nemé vyrabét. V optimalnim feSeni
mame jesté jednu proménnou odlisSnou od nuly, to je x, = 120, coz znamend, Ze pii vyrobé

podle daného planu ziistane nevyuzita 120 kg suroviny Sj.

2.2.2 Omezeny ¢asovy fond

Podnik vyrabi 4 druhy vyrobku Vi, V,, V3, V, a pouziva k tomu 3 typy vyrobniho zatizeni
Z4, Z,, Z5. Normy spotieby ¢asu na vyrobu jednotky kazdého vyrobku jsou zadany matici A,
kazdému fadku této matice odpovida pfislusné vyrobni zatizeni. Casovy fond vyrobnich

zafizeni je predstaven matici B.

12 6 2 8 252
A=|4 8 10 2 B = 144]
2 4 8 6 80

Zisk z prodeje jednotky produkce V3, V5, V3, V, je zapsan do fadkové matice C.
C=[96 66 32 44]
Cilem je urcit optimalni plan vyroby podniku, pfi kterém podnik dosdhne maximalniho zisku.
Nejprve je potieba sestavit matematicky model zadané lohy. Zavedeme proménné x,, x, X3,
x4 odpovidajici jednotlivym vyrobkim V;, V,, V3, V,. Pak miZeme vytvofit t€elovou funkci:
z = 96x; + 66x, + 32x3 + 44x, > max

Budeme hledat maximum dané funkce, protoZe nasim cilem je maximalizovat zisk podniku.
Ted je potieba zapsat soustavu omezujicich podminek, které ndm zajisti, ze Casovy fond

vyrobnich zafizeni nebude prekrocen:

12x; + 6x, + 2x3 + 8x, < 252
4x, + 8x, + 10x3 + 2x, < 144
2x1 + 4x, + 8x3 + 6x, < 80

Posledni ¢asti formulace matematického modelu jsou podminky nezapornosti:
X1,X2,X3,X4 =0

Abychom mohli sestavit simplexovou tabulku a najit vychozi bazické feseni je potiteba zapsat
danou tlohu v kanonickém tvaru. To udélame zavedenim dopliikovych proménnych x5, x¢, X7,

pak soustava omezujicich podminek bude vypadat nasledovné:
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Dopliikové proménné musime zahrnout i do podminek nezapornosti:

12x; + 6x5 + 2x5 + 8x4 + x5 = 252
4'x1 + 8x2 + 1OX3 + 2x4 + x6 == 14’4’
2x1 + 4x2 + 8X3 + 6X4 + x7 == 80

X1, X9,X3, X4, X5, Xg, X7 = 0

Nasledujicim krokem je sestaveni vychozi simplexové tabulky:

Tabulka 8: Prvni krok vypoctu simplexové tabulky

Proménné
Zakladni
b;
proménné
X1 X2 X3 X4 X5 Xe X7
X5 12 6 2 8 1 0 0 252
X6 4 8 10 2 0 1 0 144
X7 2 4 8 6 0 0 1 80
—C; —96 —66 —-32 —44 0 0 0 0

Zdroj: vlastni zpracovani

Tato tabulka obsahuje vychozi bazické feseni X, = (0,0,0,0,252,144,80). Vidime, ze

v poslednim tadku jsou zadporné koeficienty, proto mizeme fict, Ze toto feSeni neni optimalni.

Abychom mohli najit jiné bazické feSeni, musime transformovat vychozi tabulku, udélame to

obdobnym zptsobem jako v ptikladu 2.2.1. Klicovym sloupcem bude prvni sloupec, protoze

jemu odpovida zaporny koeficient s nejvétsi absolutni hodnotou. Pak najdeme podily hodnot

pravého sloupce a kladnych hodnot klicového sloupce:

1) D1=%=219

2) D, === =36,

3) Dy =2 =40.
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Nejmensi podil je v prvnim fadku, tedy v kliCovém tadku. Klicovy prvek je aq; = 12,

vstupujici proménnou je x4, vystupujici proménnou je xs.

Vime vSechno co je potieba pro transformaci simplexové tabulky, a proto mizeme piepocitat

jednotlivé radky:

e Klidovy fadek (1. fadek):

1121
12,6,2,8,1 252)/12=(1,=,=-,=,— 21
( I6r '8; 1070) 5 )/ (;2;613112;0)0; )
e 2 tadek:
111210021 4+48102010144—0628 2 11060
(12i6731127" )( ) (I) )&, 4,Y, )_(II3I 3' 3111)
o 3. tadek:
111210021 2+248600180—OE’>2314 10138
(J2I6F3I12171 )( ) (lllll)) )_(;;3;3; 6;;; )
o 4 tadek:
(11 12 10021) 96 + (—96,—66,—32,—44,0,0,0,0)
’2’6’3'12 ) ) ) ) ) ) ) ) )
= (0,—-18,-16,20,8,0,0,2016)
Zapiseme transformované fadky do tabulky:
Tabulka 9: Druhy krok vypoctu simplexové tabulky
Proménné
Zakladni
b;
proménné
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
1 2
X1 1 1 - - i 0 0 21
6 3 12
28 2
Xg 0 6 — ——= —— 1 0 60
3 3
23 14 1
X 0 3 — — —-— 0 1 38
3 3
—C; 0 —18 -16 20 8 0 0 2016

Zdroj: vlastni zpracovani
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Znovu vidime v poslednim fadku simplexové tabulky zaporné hodnoty, pro nas to znamena, ze
muzeme dale zvySovat hodnotu ucelové funkce, tedy podnik miize dosahnout vétsiho zisku pfi
jiném vyrobnim planu.

K nalezeni jiného bazického feSeni znovu zopakujeme stejny algoritmus. Kli¢ovym sloupcem
v daném kroku vypoctu je druhy sloupec, to znamena vstupujici proménnd je x,. Pak najdeme

podily prvki sloupce b; a kladnych prvki klicového sloupce:

21
1) D1 :m: 42,

2) D =2 =10,
3) Dy=2=12:.

Klicovym tadkem je druhy fadek, vystupujici proménnou je x4. KliCovym prvkem je
v pruseciku kli¢ového tadku a sloupce a,, = 6.

Transformujeme tadky tabulky:

e Klicovy radek (2. fadek):

<0628 2 11060) 6 = 0114 1 - 1010
;;3; 31 3})) /_(119; 9' 18'6;; )
e 1. fadek:
(0114 ! 11010)<1>+(111210021>
II91 9’ 18’6' ) 2 ’2'6’3,12’ ) )
— (10 11 13 1 1 016
= (L0, 18°18°’9" 12’ )
e 3. fadek:

(0114 ! 11010)(3)-|—(032314 10138)- 0,0,35,0 118
”9’ 9' 18'6” ”3’3' 6”’ _(IIII) 2'1)

e 4 tadek:
( TP 1010) 18 + (0,—18,-16,20,8,0,0,2016)
) ) 9 ) 9’ 18’6' ) ) ) ) ) ) B B
= (0,0,12,18,7,3,0,2196)
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Zapiseme vysledné fadky do tabulky:

Tabulka 10: Tteti krok vypoctu simplexové tabulky

Proménné
Zakladni
b;
proménné
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
11 13 1 1
X1 1 0 S — — S 0 16
18 18 9 12
14 1 1 1
X, 0 1 — —— R — 0 10
9 18 6
1
X7 0 0 3 5 0 —3 1 8
—C; 0 0 12 18 7 3 0 2196

Zdroj: vlastni zpracovani

V poslednim fadku neni zadny zaporny koeficient, to znamena test optimality je splnén a timto

krokem algoritmus simplexové metody konci. Bazické feSeni odpovidajici dané simplexové

tabulce X3 = (16,10, 0,0, 0, 0, 8) je optimalni. Aby toto FeSeni mohlo byt vyuzito pii planovani

managementem podniku, je tfeba ho spravné interpretovat. Podnik dosdhne maximalniho zisku

z = 2196, pokud bude vyrabét 16 kust vyrobki V;, 10 kust vyrobka V,, vyrobky V5 a V, dle

optimalniho pldnu se nevyrabé&ji vlibec. Pfi daném vyrobnim planu vyrobni zatizeni Z;, Z,

budou maximaln¢ vytizeny a Z; nebude pracovat po dobu 8 hodin.
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ZAVER
Cilem dané bakalatrské prace bylo vysvétleni zékladnich pojmi teorii maticového poctu a

shrnuti informaci o vybranych maticovych modelech vyuzivanych pro rozhodovani.

Na zacatku prvni kapitoly byly uvedeny vsechny nejpodstatnéjsi teoretické pojmy tykajici se
maticového poctu. Pak jiz pozornost byla vénovana vybranym matematickym modeltim.
V podkapitole pojednavajici o strukturni analyze byly popsany statické a dynamické modely,
jejich vyvoj a oblasti vyuziti. Dale se teoreticka ¢ast prace vénovala linearnimu programovani,
jeho zdkladni tloze a simplexové metodé. Tato prace se omezuje pouze na jednofazovou
simplexovou metodu, protoze se ukazalo, ze obsdhlost tohoto tématu presahuje ramec
bakalarské praci. Nebyla zde tedy zahrnuta problematika dvoufazové simplexové metody,

seznameni s ni se nabizi jako moZznost rozsifeni tohoto textu.

Ve druhé kapitole byly ukdzadny moznosti vyuziti matematickych modeli na ptikladech z

ekonomické praxe.

Po vypracovani této prace jsem dospéla k zavéru, ze pomoci maticovych modelii je mozné
popsat riiznorodé ekonomické problémy a najit jejich optimalni feSeni. Vzhledem k tomu, ze
model je pouze zjednodusenym zobrazenim reality, skutecné vysledky se mohou odchylovat
od vypoctenych hodnot, ale nehledé na to vysledky vypocti jsou uzitenymi podklady pro
rozhodovani manazerti. Vyuziti matematickych modeli a metod dle mého nazoru pomaha
podniku dosdhnout co nejvétsi efektivity, coz je dostateCnym divodem pro jejich aplikaci

V praxi.
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