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ANOTACE

Predmétem této bakai&ké prace je popigeSeni Poissonovy rovnice, kterd popisuje
rozlozeni elektrického potencidlu v elektrickém ipgomoci numerické metody. Pro
piesnéreSeni slouzi analytické metody, které jsou omezenépro jednoduché oblasti,
proto je poteba zvolit vhodnou numerickou metodu i kdyZz posjeytignom piblizné
feSeni. Touto numerickou metodou je metoda &oyeh diferenci. Cilem této prace je
porovnatieSeni analytické metody s numerickou metodou a pomomerické metody

vyiesit Poissonovu rovnici.

KLICOVA SLOVA
feSeni, rovnice, matice, metody, podminky

TITLE

The numerical solving of the Poisson equation diesy the distribution of the potential

of the electric field

ANNOTATION

A point of this bachelor thesis is to describe $loéving of the Poisson equation, which
describes the distribution of the electric potdntighe electric field by numerical method.
For the correct solving we are using analyticallhmds, which are limited only for simply
solutions, which are why we need to choose sontiegitnumerical method even if it
provides us only approximately solving. This nuiter method is the finite difference
method. The point of this work is to compare thévisg of analytical method with
numerical method and by numerical method resolgePthisson equation.

KEYWORDS

solving, equations, matrixes, methods, conditions



Obsah

LU Yo o IR PRRTP TP 10
1. Potencial elektrostatiCkENo POl .........coeeeeevveiiiiiiiiee e 11
2. Metoda konénych diferenci (metoda Siti) .......cccuvvviiiiiiiieiiiii 13
2.1 Dirichletova okrajova podminKa...........cccceerurrumiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeanneeaeees 17
2.2 Neumannova okrajova podminka ............cceeeeervuvmeeniiiiiiee e eeeeeeeeeeeeeeeeeenennnnees 17
2.3 SESTAVENT MALICE ....evieiiiiiiieie et e e e e e e e e s 18
2.4 Algoritmus na sestaveni MALICE .........coovvviiiiiiiiiiiiieeeee e 20
BLRESENTMALIC ...cevveeeeceeeee ettt ettt e et e et e e e eae st e s ete s ereanas 24
0 I 1 (=T 1 T 1 0 = (o Lo | S 24
3.1.1 Jacobiova iteEai MELOTA ..........ccciiiiiiiiiieee e 25
3.1.2 Gassova-Seidelova Metoda ..........uvieeeeeeeeiiiiiie e 28
3.2 Gaussova elimitai MEeTOA ..........uuiiiiiiiiiiiie e 30
3.3 Porovnani vysledkiteratnich a eliminanich metod ..........ccccccvvvviiiiiiieeee. 34

4. Porovnani metody kotieych diferenci s analytickou metodou........c.eeeeeennnnn... 38

5. Numerick&eSeni POISSONOVY FOVINICE .....cccciiieeeeeeieeeeeeeeciee e e e e e e e e e e e e e eeeeeeeaeannn s 43
S0 I = 124 = Vo P PPRPPPPRPPN 43
IV = 41 4= Vo P UPPRPPPPRRPN 45

WA 1Y < SO PUTPPPP PPN 48

o TUp4 €= W 11 =] = LU | = DO PPPPPPPPTPPPRR 49

Seznam obrazk u

Obrazek 1 Obdélnikipdstavujici elektrostatické pole............ccccmmiviiiiiiiiiiiiiiiiieeeeee, 12
Obrazek 2 Zobrazeni uzlu&d jeho sousednich Wzl...............coooeeviiiiiic e 16
ODbrazek 3 FHKIA STE..........oooiiiieiiei e 16
Obrézek 4 Hklad sit s UEenim NEZNAMYCN..........coooiiiiiiiiiii i e 19
ODrazek 5 FHKIA STB.......cooiiiiiiiiiii e 36

Obrazek 6 graf funkcd (X,y) vytvoreny Vv Maple .........coooveveiiiiieiiiiieeee e ee e 39



Obrazek 7 Graf fibéhu potencialu mezi deskami rovinného kondenzataru.............. 44

Obrazek 8 Uzemimé rovinné rovnokzné polonekonmé vodivé desky s kolmou rovinnou

Seznam tabulek

Tabulka 1 Porovnani nejtdich rozdil mezi analytickou metodou a metodou kémgesh
diferenci proizné velikosti Krok Sit............eevveiiiiiiiiii e 42

Tabulka 2 Potenciadl mezi deskami rovinného kondenga.............cccoeeevveevveveenn . 4.4

Tabulka 3 Potencial mezi 8ma rovnolznymi uzemgnymi elektrodami, ukotenymi
FOVINNOU ElEKITOTOUL. ...ttt ettt e e e e e e s e e e e e e e e e e e e eeeas a7

Tabulka 4 Fiklad vypateny pomoci tabulkového procesoru .........coceeeeeeeeiiiiiieeeeeeenn. a7



Uvod

Elektricky potencial je skalarni fyzikalni vé&iha, ktera popisuje potencialni energii
jednotkového elektrického naboje v nemém elektrickém poli. Jedna se tedy o potenciél
elektrického pole, tzn. mnoZstvi praceipbhé pro feneseni jednotkového elektrického
naboje ze vztazného bodu, kterému fsquzen nulovy potencial, do daného mista. Za
misto s nulovym potencialem (tzn. vztazny bod) Iseykle bere bd nekongné vzdaleny
bod (k&Zné u jinych potencial u elektiny obvykle pouze v teoretickych ulohach), nebo
povrch Zen¥. Ze vztahu mezi intenzitou elektrického pole a&ilekym potencidlem a
podle Gaussova zakona elektrostatiky pro spajizloZzeny naboj vyplyva Poissonova

rovnice

pNg=-9
EO
ProtfeSeni Ize pouzit analytickou nebo numerickou metBdwziti analytickych metod je
jen velmi omezené pro jednoduché oblasti s jednoghac okrajovymi podminkami. Ve
vétSing realnych pipadi musime pouzit vhodnou numerickou metodu. Jedna z
numerickych metod je metoda k@ngch diferenci. Je zaloZzena na aproximaci pardglni
derivaci diferencemi na obdélnikové siti. Jeji kgali se soustavaigvede na soustavu

linearnich rovnic. Pro jefieSeni Ize pouzitizné iblizné metody.
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1. Potencial elektrostatického pole

Poissonova rovnice

pg=-2 11
E

0
£,— permitivita vakua £, =8,8541878% x10™** F/m)

o - ploSna hustota naboje je fyzikalni watia, ktera je definovana vztahem:

_ i AQ _ dQ

o=lm—=—

kde Q je naboj aS je plocha a jednotkou ploSné hustoty naboje jearbb na metr

ctvereni | —
m

V piipac, Zze o =0 vznika Laplaceova rovnice:

Np=0 1.2

Poissonova rovnice vyplyva ze vztahu mezi intenzitektrického poleE a elektrickym

potencialemg :
E = —gradg 1.3

Intenzitou elektrického poléE podle Gaussovy &ty v diferencialnim tvaru pro spajit

rozloZeny elektricky naboj:

dvE =2 1.4
gO

Budemeresit ploSné rozloZeni potencialu v elektrostaticks@t rovinného kondenzatoru.

11



Obrézek 1 Obdélnik predstavujici elektrostatické pole

Neumannovy okrajové podminky

Dirichletovy

A 4

okrajové

podminky

Pro uteni okrajovych hodnot pouZijeme Dirichletovy a Neumovy okrajové podminky
podle Obrazek 1.

Pro Dirichletovu okrajovou podminku je znama hodnaitrajové funkce
f:g(x)= f(x).

Pro Neumannovu okrajovou podminku je znama derinvacenaly okrajové funkce.

12



2. Metoda konénych diferenci (metoda siti)

Je to metoda prdgeSeni parcialnich diferencialnich rovnic, zwa&tiptického typu.
Spaiiva v tom, Ze v oblasti, ve které hledaiegeni, zvolime gakou konénou mnoZzZinu
bodi, kterou nazveme siti &iplusné body jejimi uzly. Potom nahradime derivialeglané
funkce, které se vyskytuji v dané diferencialni mov a v okrajovych podminkach,
linearnimi  kombinacemi furtkich hodnot vdchto uzlech. Tim dostaneme misto
pavodniho problému soustavu kame& mnoha rovnic pro hodnoty hledané funkce

v uzlech.

Priklad budeme piitat pomoci programu, ktery vytkime v programovacim jazyku C#. Je
vysokourowiovy objektow orientovany programovaci jazyk vyvinuty firmou bsoft.
Microsoft zalozil C# na jazycich C++ a Java (agédyt nepimym potomkem jazyka C, ze
kteréhocerpa syntaxi). C# Ize vyuzit k tvarldatabazovych programwebovych aplikaci
a stranek, webovych sluzeb, formiaaych aplikaci ve Windows, softwaru pro mobilni

zarizeni (PDA a mobilni telefony) atd.

Reseni Poissonovy rovnice metodou kameh diferenci (metoda siti):

2 2
_0¢ . 09__0o 2.1
x> ay’ &

Ng

Tuto funkci mizeme rozvinout jako neko&®ou mocninnoufadu, ktera se nazyva
Taylorovarada. Toto vyjageni funkce pomoci Taylorowady se nazyva Taylbv rozvo.
Veéta 2.1 Necht funkee | je diferencovatelna az dédu N*1 v bod %o g jeho okoli

U(XO). Potom pro kaidé(DU(XO) plati:

f"(x)

2!

P+t f(n)(XO)(x—XO) +

(x—x
’ n! 2.2

P = Flx)+ £/ )x =) +

L () £ (00)
+ Xo(x t)" £ ™t

Existuje ¢ = E(x) lezici mezix a X, (a zavislé nax) takové, ze:

! Matematicka analyzponline]. 2007 [cit. 2010-05-04]. Taylorova formulBostupné z WWW:
<http://analyza.kma.zcu.cz/PREDMETY/M1_MA1/mateyiddA1l_7_Taylorova_formule.pdf>.
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JORRITSER 0N (R P S R AL L P

+f(n+1)(<¢)(x x)”+1 2.3
(n+1) °

kde

fl)+ b))+ 0 e L0y pamg 2

Bk =R 25

Polynom T, (x) nejvySe n-tého stupt se nazyva Taylér polynom funkcef v bods x, .
Rozdil f(x)-T,(x)=R.,(x.x) se nazyva chyba aproximace funkde Taylorovym

polynomem.
Vztah:

F(3) =T, (%) + Ry (%0, %) 2.6
se nazyva Taylorovym rozvojem nebo Taylorovou fdirfwuboct x,).

véta 2.7 Necht funkce f ma vbod x, a jeho okoliU(x,) derivace viechadi a
existuje ¢islo M >0 takove, Ze‘f(”)(x)‘sM pro vSechnan> Oa pro libovolné

x[U(x,). Potom

lim R, (%,,x)=0 2.7

n- +oo

Pro feSeni Poissonovy rovnice aproximujeme parcialnivdee diferetinimi kvocienty.

Pritom vyjdeme z Wty 2.1 a sestavime Taylorovu formuli:

pix+hy) = gxy) +hEEXN D2 PO g 28
e DBY) NP 9%(x,y)
px-h.y) = g(x y) ~hEEXI B2 O g 2.9

2 Matematicka analyzponline]. 2007 [cit. 2010-05-04]. Taylorova formulBostupné z WWW:
<http://analyza.kma.zcu.cz/PREDMETY/M1_MA1/mateyiddA1l_7_Taylorova_formule.pdf>.
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Protoze Taylalv rozvoj je rozvoj funkce v nekotigou fadu, tedan — o, tak mizeme

podle \Ety 2.2 zanedbat chybR, a odéteme-li rovnici 2.9 od rovnice 2.8, obdrzime:

0p(x,y) _

D) = L [p0c+ hy) = px=h.y)] 2.10

Podobr podle y dostaneme Taylorovou formuli:

pixy+) = pxy) +kEPON L LON g 211
el 9B(6Y) | KE 97P(X,Y)
pixy-K) = gxy) -k EEXN L0 (g 212

Po odéteni dostaneme:

0p(x,y) _

o o0y +K - g0,y K] 2.13

Setenim rovnic 2.8 a 2.9 dostaneme vyraz pro drutenivaci hledané funkce podle
X:

9°g(x,y) _ [#(x=h,y)-28(x,y)+ #(x +h, y)] 214
x> h?

Podobr podle y :

0°¢(x.y) _ [#(x y—k)-24(x )+ #(x,y + k] 2.15
ay> k?

Parametryh a k se nazyvaji krokem sitn za pedpokladu, Zeéh = k vyplyva:

Plc=h.y)+glx+hy)+g(xy+h)+ gy —h) - 4g(x,y)= - -1’ 2.16

0

Tato metoda vede ngeSeni soustavy linearnich. Tato rovnice se nazydquovou

aproximaci.

15



Obrazek 2 Zobrazeni uzlu si a jeho sousednich ual

A

y
Oi-1 | 8) ¢ (X,y+h)
¢ (x-hy) 1o (xy)
N ’
Qii-1 Qii+1
owi © ¢ (xy-h)

%(_x+h,y)

v

Obrazek 3 Friklad sité

Neumannova okrajova

podminka
$ 00 0 0,1 ¢o,2 ¢o3 0 0.4
01,0 (P 1,1 Q1,2 ¢13 0 1.4
Dirichletova okrajova
podminka
020 P 2,1 ¢ 2.2 ¢23 P 2.4
?30 ®31 032 033 034

Rovnice 2.16 zobrazena podleuzit:

g
Giat it bt~ = _g_hz

0

16
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2.1 Dirichletova okrajova podminka

Tu plati, Zetast hranice elektrostatického pole jeitra sotasti vodée a proto
@ = konst

Z Obréazku 3 vyplyva:

2.2 Neumannova okrajova podminka

Pro tuto podminku je znama derivace:

0¢

— = f{x, 2.18
o= )

n — vektor vigjSi normaly.

f(x, y)— znama funkce, nebo hodnota

Vztah 2.18 nizeme upravit do tvaru:

%2(4-%%: f(x, y) 2.19

ox dn dy dn

dx _ dy . . L, . ‘e . .

an cosa,% =sina, kde a je snerovy Uhel. Protoze v naSentipadt jsou sndrove

ahly L a 3_77 tak dx = O,Q =la dy =-1. 9 =0 a pro vypget 99 pouZijeme vztah
2 2 dn dn dn oX ay

2.13.

Pro hranici, s kterou svira vektorg®i normalyn smerovy Uhela = n/2, plati:
1
Srlpey e -gxy-n]= txy) 2.20

Prot02e¢(x, y+ h) je nezname, tak to vyjéidne:
d(x,y+h)=2hf (x,y)+d(x,y-h) 2.21

Tohle potom dosadime do rovnice 2.16 pro dany okgajizel:

17



B(x=h,y)+ p(x+h,y)+ 20 TF(x, y)+ p(x, y - h) + g(x y ~ h) - 4g(x,y) = - T h?2.22

&o

Pro hranici, s kterou svira vektor &&i normaly n smérovy uhel a =371/2, to plati
podobre:

#(x,y—h) = 2hf (x,y)+ #(x, y + h) 2.23

¢(x—h,y)+¢(x+h,y)+¢(x,y+h)+2th(x,y)+¢(xy+h)—4¢(xy):—§h22-24

0
Z Obrazku 3 vyplyva:

Pro hranici, s kterou svira vektor&si normalyn smeérovy thela = n/2:

g
¢i,j-1 +¢i,i+1 +2h [ (X’ y)+¢i+1,j +¢i+lj _4¢i,j = _g_hz 2.25

0
kdei=0aj=(1...3)

Pro hranici, s kterou svira vektor&si normalyn smérovy thela =371/2:

g
¢i,j-1 +¢i,j+1 +¢i—1,j +2h (X’ y)+¢i—1j _4¢i,j = _g_hz 2.26

0

kdei=4aj=(1...3

2.3 Sestaveni matice

Pro rekteré okrajové uzly je dena hodnota Dirichletovou okrajovou podminkou. @it
nejdiv urime neznamé uzly v siti. Uzly, pro které plati Neunmova okrajova podminka,
nepa@itame jako nezndmé pro sestaveni matice. Pro V';senhmnétmé¢ sestavime
rovnice podle 2.16 a vznikne ndm soustava se stejpgtem rovnic, jako je piet
neznamych. Pro ziskani hodnot v uzlech, pro kteat Neumannova okrajova podminka,

pouZijeme po vypéteni matice vztahy 2.21 a 2.23.

Patet nezndmych v siti podle Obrazku 3:

18



Obrazek 4 Friklad sité s uréenim neznamych

Neumannova okrajova

podminka
P1 ?2 ?3
L= hodnota podle P= hodnota podle
Dirichletovy okrajove P4 s e Dirichletovy okrajové
podminky podminky
(p7 0s 09
P10 P11 P12

Na Obrazku 4 jsme dili v siti neznamé uzly podle Obrazku 3 pgp, , kdei =(0.... 4) a

j=(1...3). Oznaili jsme je ¢,, kde a = (1... 12)vyjadiuje paset neznamych. Teda uzel
$o, jsme oznaili jako ¢,, stejnym zjisobem jsme wovali vSechny nezname az po uzel
$,5 = @,,. Protoze pro neznamg¢, , a ¢,, ,, plati Neumannova okrajova podminka,

sestavime soustavu 6 rovnic pro 6 neznanggchz ¢,. Vznikla matice a jeji prava strana

A¢ =bmaji tvar:

-4 1 0 2 0 O ~ole,-2hf(x, y)-L
1 -4 1 0 2 0 —ole, -2hf(x,y)
0 1 -4 0 0 2| |-0lg-2hTf(xy)-P
2 0 0 -4 1 0| |-glg-2hOf(xy)-L
0O 2 0 1 -4 1 —olgy—2hf(xy)
0 0 2 0 1 -4) (-oglg-2hTf(xy)-P

Definice 2.2: Matice se nazyv&idka matice, pokud v niipvladaji pevazi nulové

prvky.

¥ MOSOVA, VratislavaNumerické metodyVyd. 1. Olomouc : Univerzita Palackého, 2003.<4%BN 80-
244-0620-9.
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Definice 2.2: Matice je oste diagonals dominantni, kdyZ plati:

Zn:‘aij ‘ <lay]

i=Li#]
kde 0j = (1,...,n)
Definice 2.1 dokazuje, Ze v naSerfipact se jedna didkou matici a Definice 2.2, Ze
matice je ose diagonalty dominantni.
2.4 Algoritmus na sestaveni matice

Program jsme sestavili pro elektrostatické polel@@brazku 1. Nejidv jsme zadali peet

uzli na osex=m a na osey =n. Potom podle Dirichletovy okrajové podminky jsme

urcili hodnoty pro uzlyg, , a ¢ kdei = (O,...,n—l).

im-11

Potom jsme ufili pocet neznamycha =(m-2)*(n-2), teda rozniry matice budou

a* a. Dale jsme sestavili matici pomoci nasledujicétigoritmu:
Vstupy: a,m,n
proi=0]1...,a-1

| proj=01...,.a-1
1 Ali]=0

| I kdyz j =i
1 LAl]=-4
| | kdyZ j +1=i

[ N V] et

| | kdyz j —-1=i

[ N V] et

| | kdyZ j -m-2=i

4 MOSOVA, VratislavaNumerické metodyVyd. 1. Olomouc : Univerzita Palackého, 2003. 43BN 80-
244-0620-9.
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1 1AfL]=t

| | | kdyZi < m-2
| | L 1Afi.i]=2

| | kdyZ j+m—-2=i

| | | Ali,j]=1

| | | kdyzi >a-m- 3

o Al i]=2

proi=0]1...,a-3

| Ai*m-3i*m-2]=0

L Ai*m-2i*m-3|=0
Vystup: A[i,j], kdei=0}1...,a-l1laj=0]...,a-1
Vstupy:
a je patet neznamych
m-2 je paet nezndmych na ose
n-2je paset neznamych na osg
Prvni cyklus nejtiv nate pro celou matici hodnoty O, protoze maticeéigka, co podle
Véty 2.3 znamend, Ze v nitgvladaji nulové prvky. V dalsim kroku pomoci podhyin
piitadime do vSech béddlavni diagonaly hodnoty -4. Potom nasleduji patkyipomoci,
kterych giradime hodnoty 1 pro vSechny sousedni uzly & d&timinky pomoci, kterych
piifadime navic hodnotu 2 podle Neumannovy okrajovérpokly, u hornich okrajovych

uzli k spodnim sousednim umh a u spodnich okrajovych uzlk hornim sousednim

uzlim. Nesmime zapomenout, Ze pro uzly, a ¢ kde i =(0L...,n-1) plati

im-1

Dirichletova okrajova podminka a proto pro uzdy, plati, Ze jejich leve sousedni uzly

jsou znadmeé hodnoty, které sgegouvaji na pravou stranu a jejich hodnoty v masicu
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nulove, steja to plati pro prave sousedni uzly gl ,. Tento problénteSi druhy cyklus,

ktery tyto nulové hodnoty kg do matice. Ve vystupu nam vysSla matide

V néasledujicim kroku sestavime algoritmus pro puestpanu matice:

09 09

Vstupy: a,h,o,&,,L,P,—— ,—— .myn
Py 0 anu ono

proi=0L...,.a-1

h? [
&

| bfi]=-
proi=0L....m-2

| b[i]:b[i]—zmgg—ﬁ

L Ha-1-i]= b[a—l—i]—ZE[hG?%D
proi=01...,n— 2
| bl(m-2)a]=p[(m-2)d]-L
| bl(m-2)a+(m-3)| =b[(m-2)a+(m-3)-P
Vystup: bfi], kdei = 04,...,a- 1
Vstupy:
a je patet neznamych
h je krok si¢
o je plosna hustota naboje
£, je permitivita vakua

L, Pjsou hodnoty podle Dirichletovy podminky pro hi@ma levé a pravé stran

% g—ﬁ jsou hodnoty pro derivaci ¥j8i normaly pro horni a dolni hranici
H D

m-2 je paiet neznamych na ose

n-2 je paet neznamych na osg
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Vypocetli jsme hodnotu podle

a dosadili ji do vSech badha pravé stran Potom jsme v dalSim cyklu podle Neumannovy

okrajové podminky odetli pro horni okrajové uzly

22

onw

a spodni okrajoveé uzly

2mif?

onp

V poslednim cyklu jsme odetli hodnoty podle Dirichletovy okrajové podminksodevou

a pravou hranici sit Ve vystupu ndm vysla prava straina
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3. Reseni matic

Obecrt nelzefici, kterou metodu, pro ktery okraleSenych dloh je nejvyhodisi pouzit.
Metody @imé (Gaussova elimidai metoda). Tyto metody poskytujiigznéieSeni v
kone&ném pdtu krokii, pokud Bhem vyp@tu nezaokrouhlujeme.

Metody nepimé tzv. iterdni (Gaussova-Seidelova metoda, Jacobiova metoda)itd

metodami ziskame pouze aproximatiiegeni.

Lze uvést, Ze préeSeni soustavy s plnou matici je vyh&gi@hpouzit spisipmou metodu a
stidkou matici iteréani metodu. Iteréni metoda je taky vyhodjsi v tom, Ze klade mensi

naroky na pamt potitace.

U iteratnich metod je péebna podminka konvergence a Jacobiova a Gaussaedyva
iterani metoda je konvergentni, pokud je maticgesliagonaltd dominantni, co jsme si
dokézali podle Definice 2.2.

3.1 Iteraéni metody

Konstrukce iteréni metody je nésledujici:

Z kazdé rovnice soustavyAX = b vyjadiime pra¢ jednu neznamou v zavislosti na

zbyvajicich neznamych. Soustag& = b tak prejde na tvar:

X=Hx+(g 3.1
Odtud ziskame itetai formuli:

x* = Hx® + g 3.2
Vlastni iter&ni proces probiha tak, Ze:

1) zvolime poéateni iteraci X @

2) prostednictvim iterani formule X*® = HX™ + g urtime dal3i vektory
teSenix®?; k= 012;...;

3) proces ukotime, kdyz bude spéma zastavovaci podminka:

\7((“1) - >"<<k>\ < 3.3

(FeSeniXje urkeno s pPesnostbd)
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3.1.1 Jacobiova itera éni metoda

Z kazdé i-té rovnice soustavy:
allxl + a:I.2X2 Tt alnxn = bl
a'21)(1 + a22x Tt aZan - b

a X ta, X +.+a X =b,

Vyjadiime i-tou neznamou. Vznikne itérd rovnice v krokuk +1, kde k = 01,2

+ 1
K = (0, - ax -ai -
A

1
k+l) _— 3 k a k
X§+) (bZ_ 21X:I$)_ 23X§3)
22

1
(k+1) — _ (k) _ (k) _
Xn - (bn anlxl an 2 X2

nn

Jacobiova iteréni formule:

g (k+) — 3 (K)
X —Hjx +9,

0
a
a21 O
H | = Ay
Ay &y
ann ann

X(k))

k
—...—a,,x)

K1)

I"I n-1

25
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Ann 3.8

. . et .50 R . . -
Na konci zvolime p&ateni iteraci X, pak prostednictvim iterani formule ugime dalsi

J(X(k+1) _ X(k)‘ <o
iterace, dokd nebude spkna zastavovaci podminka

Ted’ si zobrazime algoritmus pro vy® matice pomoci Jacobiovy itéra metody:
Vstupy: a, A b

proi=0]1...,a-1

E bi]

L g Al

|
Vystupy: gj[i], Hj[i,j], kdei=0}L...,a-1aj=0]...,a-1

Vstupy:

Matice A

Prava strand®
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Patet neznamyctha

Nejdiiv jsme sestavili maticd ; a g;. Ted potrebujeme zvolit p&atetni iteraci a pomoci
iterani formule X“*¥ =H X% +g,, kterou jsme dostali vipdchozim algoritmu, it
dalsi iterace, az dokud nebude s$plm zastavovaci podminkqﬁi("”’ - )”("‘)‘ <J.
Algoritmus pro dalSi iterace ma tvar:

Vstupy:a,H,,9,,0

proi=0]1...,a-1

| x[i]=konst

y=0

délej

| proi =01,...,a-1

| I proj=01...,a- 1

| | | z=y+H [, j]{j]
1 _y=z

1 K[i]=y+gf]

I ____y=20

| proi =0]1,...,a-1
1 i =]
| x[i]=k[]
dokud proi =0}1,...,a- 1

L Ifi]-K[]<o
Vystup: x[i], kdei=01...,a-1
Vstupy:

lteratni maticeH ; a g,
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Patet neznamyctha

Zastavovaci podminka

Ve vystupu jsme dostali vysledek

3.1.2 Gassova-Seidelova metoda

Od Jacobiovy se lisi tim, Ze vSechny v§temé hodnoty okamZitpouzivame v dalSim

iteratnim kroku. To znamena, Ze v krokk+1, kde k= 012:....obdrzime iterani

formule:

k+1) —

X{

1
XD === (b, —a,x "

22

k+1) (k+1)

1
k+1) —
Xrg ) = _(bn - an1x1( —a,X%;

nn

lteradni formule:

o (k) _— g (k)
X - HGSX + gGS

0 - ﬁ
a
o _ Heso
H GS a,,

e e s
1

— (k) _
Ap3%3

0
an )

o—a, xW)

2n”*n

_ (
e B X

28
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Oes = a,, 3.12

Na konci stejd jako u Jacobiovy metody zvolime d@eni iteraci X©, pak

prostednictvim iter&ni formule utime dalSi iterace, doanebude spkna zastavovaci

podminka‘i("ﬂ) -xWl <o
Algoritmus pro Gaussovu-Seidelovu itemametodu:
Vstupy: a,A,b

proi=0]1...,a-1

| y=0

| proi=04...,i-1

1 z=y Al ] el i]

I l____y=2

y +bi]
Al i]

I

proi=0]1...,a-1

| proj=0L...,.a-1

I I y=0

|| kdyzj=0

|1 | Hgli.i]=0

| | kdyz j >i

| | | prok =01,...,i- 1
111 z=Hglk i Aik])+y
o _y=z
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Hes[i.j]=%’[ii]”

| | kdyz j <i

| | | prok =01...,i -1
1 z=Hk A Aik])+y
o _y=z

Hesli. 1] :K[.y_.]
| [
-
Vystupy: gGS[i], HGS[i,j], kdei=0}L...,a-1laj=0]1...,.a-1
Vstupy:
Matice A
Prava stran®
Patet neznamyctha

Ve vystupu jsme dostali matidd . a ggg

Pro dalSi iterace jsme pouzili stejny algoritmusja Jacobiovy itekai metody.

3.2 Gaussova eliminéni metoda

Je to pima metoda. Jedna se o standardni pos8pni soustavy linearnich rovnidj p
némz vhodnymi Upravami (eliminacemifgvadime soustavu rovnic s obecnou matici na

soustavu s horni trojuhelnikovou matici. Eliminugesoustavu:
0 0 0 — A0
a:I.1X:I. + a:I.2X2 ot a:I.nxn - a1,n+1

0 0 0 — A0
a'21)(1 + a22)(2 Tt aZan - a2,n+1

0 0 0 — A0
ayX ta,X, +..+a, X, =a 3.13

nn‘*n n,n+1
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Eliminace neznam&, z rovnic 2,...,n, ¢ehoz se dosahne adenim vhodnych nasolk
prvni rovnice (tato rovnice se nazyva pivotni r@ena prveka,, se nazyva pivotni prvek)

od dalSich rovnic. Prvni rovnicestbem celé operaceigtava nezrnéna, dalSi se #mi.

Vynasobime jgislem

a picteme k feti rovnici, takto pokréujeme az do konce, kdyz prvni rovnici vynasobime

éislem

a [i¢teme k posledni a pak dostaneme soustavu:
0 0 0 — A0
a:I.1X:I. + a:I.2X2 ot a:I.nxn - a1,n+1

1 1 — Al
a22)(2 Tt aZan - a2,n+1

al, X, +..+a x =a 3.14

nn‘*n n,n+l

Obecrg v k-tém kroku k =12;...;n— 1 vynulujeme prvky vk -tém sloupci tim, Ze -ty
fadek vynasobeny multiplikatorem
a.Ik—l
_ i

k-1
a‘kk

pricteme ki-témuiadku ( =k +1...;n). Matici tak frevedeme na horni trojuhelnikovou

matici:
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Ay Xy = n i 3.15
Z tyhle soustavy zinou eliminaci ziskame hodnoty neznamych
Xy Xppgse e Xq -

Pti feSeni soustavy pomoci Gaussovy elimimanetody niZze nastat fipad, kdy vk -tém
kroku je hlavni prvekaS' =0. Pokud takova situace nastane, musime pouZit Gauss

eliminani metodu s vyérem hlavniho prvku. Mameitmoznosti:

Gaussova elimirai metoda se sloupcovym wiem — za hlavni prvek &-tém kroku
bereme nejtSi prvek vk -tém slopci. Vybirame mezadky, z nichZ jsme dosud nevzali

vedouci prvek. Hlavni prvek jefadku p a plati pro gj:
‘apk‘ = mia>4a1|;_l‘

Gaussova elimirai metoda $adkovym vykrem — za hlavni prvek «-tém kroku
bereme nej§tsi prvek vk -téemtadku. Vybirame mezi sloupci, z nichZ jsme dosudzakv

vedouci prvek. Hlavni prvek je ve slougia plati pro gj:
— k-1
] = manfal”

Gaussova elimirai metoda s Uplnym vyem - za hlavni prvek k-tém kroku bereme
nejwtsi prvek vtomiddku a sloupci, ve kterém jsme dosud nevybrali uetigprvek.

Hlavni prvek se nachazi p-témiadku aq-tém sloupci a plati progn
— k-1
‘apq‘ B rqja)4a11 ‘

V naSem pipact je podle Definice 2.2 matice @st diagonald dominantni a proto

ptedchozi pipad, kdy vk -tém kroku je hlavni prvela)," = Onenastane.

Algoritmus pro vypdéet Gaussovy elimiriai metody:
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Vstupy: a, A b
proi=0]1...,a-
| proj=i+li+2...,a-1
vt Al
| | b[j] =b[j] m[ﬂ)[l]
| | prom=i,i+1i+2..,a-1

1 _Yim= hlhﬁhnﬂ

Ali]

| | pron=i,i+1i+2..,a-1

1 A= Alj.n]-Y[in]

Ha-1l= A{ab[—al L_al]— 1]

proi=a-2a-3... 0

I y=0

| proi=a-la-2,...,i
1 AL]=AL ] m{j]

| y=y+Ali j]

bli] = bli] - y
Al
Vystup: bfi], kdei = 01,...,a-
Vstupy:
Matice A

Prava strand

Patet neznamyctha
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Prvni cyklus, ve kterém jsou vioZzené dai$icikly, slouzi na dpravu maticd do tvaru
horni trojuhelnikové matice podle soustavy 3.15toRovypateme posledni rovnici a
v poslednich cyklech vygteme zgtnou eliminaci zbylé hodnoty. Ve vystupu dostaneme

vypoétenou pravou stranh.

3.3 Porovnani vysledk itera¢nich a eliminaénich metod

Pro porovnani vysledkiteratnich a elimin&nich metod pouzijeme Laplaceovu rovnici,

kdyz prava strana bude rovna O:

2 2
0’ % _,
x> oy’

Priklad uvedeme podle Obrazku 3, kde desky kondenrdvodou mit $ku 3 mm,
vzdalenost mezi nimi budou 4mm a krokésiit=1mm. Podle Dirichletovych okrajovych
podminek budeme uvédhodnoty na desce vlevo 100V a vpravo 0V a poddariannovy

okrajové podminky bude derivace&& normaly

¢ _
o
Vznikne matice:
-4 1 0 2 0 0O O 0O oOo o o o -100
1 -41 0 2 O O O O O o0 o 0
o 1 -4 0 0 2 O O O 0 o0 o 0
1 0 0o -41 0 1 O O O o0 O -100
o 1 0 1 -412 0 1 O O o0 O 0
o 0 1 0 1 -40 O 1 O O O] | O
O 0 0 1 0 0O -4 1 0 1 0 0] |-100
o 0o o o 1 0 1 -4 1 0 1 o0 0
o 0o o o o 1 O 1 -4 0 0 1 0
o 0o o o o o 2 O 0 -4 1 o0 -100
o 0 o o o o o 2 0 1 -4 1 0
O 0 0 o o o o o 2 1 -4 0
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Jacobiova iter&ni metoda:

Proces jsme ukaili po85. iteraci, kdyz byla spéma zastavovaci
podminkgx“? ~%®| < &, podle které jsme stanoviltgsnostd = 0,000

@1 = 74,999941p, = 49,99992¢p3 = 24,99994

@4 = 74,999941p5 = 49,99992¢ps = 24,99994

(7 = 74,999941p5 = 49,99992¢p9 = 24,99994

010 = 74,99994p11 = 49,99992p1, = 24,99994

Gaussova-Seidelova itérd metoda:

Proces jsme ukdaili po 43. iteraci, kdyz, stefnjako u Jacobiovy itetmi metody, byla
splréna zastavovaci podml’n‘lié"“) - 7("‘)‘ < J, s fesnostid = 0, 0001

@1 = 74,99994p, = 49,99992p3 = 24,99994

@4 = 74,99994ps = 49,99992ps = 24,99994

07 = 74,999941pg = 49,999921pg = 24,99994

010 = 74,99994p11 = 49,99992p1, = 24,99994

Gaussova elimirii metoda:
®1=75;¢2 = 30;93 = 25

¢4 = 75,95 = 50;¢6 = 25

07 = 75;08 = 50; 09 = 25
®10= 75,911 = 50;¢012 = 25

Pomoci eliminanich metod ziskame spravriéseni, kdyzto u itetmich metod se
k spravnémueseni jen blizime. Uvedeme si jefden piklad, kde pouzijeme hug$i st
(viz Obrazek 5)
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Obréazek 5 Fiklad sité

b1 02 ¢3 P4
(05 0% 07 OF:
(P9 P10 P11 (P12
P13 P14 P15 (P16
P17 P18 P19 ¢20
Jacobiova iteréni metoda:
Proces jsme ukaii po130. iteraci, kdyz byla spéma zastavovaci

podml'nk#)?('“l) - 7("‘)‘ < 0, podle které jsme stanoviltgsnostd = 0,0001:

01=79,99992; ©,=59,99988; (¢3=39,99988; ¢,=19,99992;

05=79,99992; ¢0=59,99988; 97;=39,99988; ¢s=19,99992;

(9=79,99992; ¢10=59,999881p1:=39,99988p:,=19,99992;

015=79,99992}p;,=59,99988p;:5=39,99988p:6=19,99992;

017=79,99992}p:5=59,99988p16=39,99988p20=19,99992;

Gaussova-Seidelova itérd metoda:

Proces jsme ukdaili po 67. iteraci, kdyz, stefnjako u Jacobiovy itetmi metody, byla

splréna zastavovaci podmin‘k”é'“l) - 7("‘)‘ <J, s gesnostid =0, 0001a vysledek vysel

témet shodny s vysledkem Jacobiovy itrametody:
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01=79,99993 (,=59,99990 (5=39,99991 ¢,=19,99995
05=79,99994 (6=59,99991 ¢;=39,99992 (¢=19,99996
(05=79,99995 ¢15=59,99992p1,=39,99993p;,=19,99996
013=79,99995p14=59,99993p15=39,99994p16=19,99996

017=79,99996p15=59,99994015=39,99994p,;=19,99997

Gaussova elimirii metoda:

¢1=80,00000 ¢»=60,00000 ¢3=40,00000 ¢4,=20,00000
¢5=80,00000 ¢s=60,00000 ¢7=40,00000 (g=20,00000
99=80,00000 ¢10=60,00000p1,=40,00000p1,=20,00000
¢13=80,00000p14=60,00000p15=40,00000p16=20,00000

¢17=80,00000p1g=60,00000p19=40,00000p,c=20,00000
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4. Porovnani metody konénych diferenci

s analytickou metodou

Pro vypa@et analytické metody jsme pouzili program Maple. to program prdesSeni
matematickych probléim Stejré tak jako matematik, Maple ovlada pravidla algehbry
matematické analyzy. N&glad vi, jakieSit rovnice, zjednoduSovat vyrazy, vykreslovat
grafy a pd@itat derivacedi integraly. Pracuje imo se symboly, kterymi jsou rovnice
tvoreny, coZz znamend, Ze zachovava obecnost, dokudiekepemeciselnou odpoid’.
Umi vykreslovat dvojrozirné i trojrozngrné grafy, dale vém Ize také tvat pokrccilejSi

grafiku, jako animace, pole vektgmparametricke ivky nebo dynamické systémy.

Protoze analytické metody jsou omezené pouze moopuché oblasti, pouzijeme pro

vypocet Laplaceovu rovnici a okrajové podminky stanovpudle Dirichletove metody:

f(x0)=0 4.1
f(x1) =0 4.2
f(0y)=0 4.3
f () =sin(7g) 4.4

V programu Maple vySel vysledek:

sin(7x) sinh(7y)
sinh(m)

fxy)= 4.5

VyuZijeme i moznosti Maple a zobrazime graf funkicg, y) :
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Obrazek 6 graf funkce f (X,y) vytvoreny v Maple

PouZzili jsme krok 0,2 a po dosazeni jsme dostatiangiesné analytické funkcé x(y,:)

0.03412498922 0.08217106922 0.1637383%B312101757
0.05521539243 0.1329555829 0.264934220504991252
0.05521539243 0.1329555829 0.264934220304991252
0.03412498922 0.08217106922 0.1637383%8B312101757

Vysledek podle Gauss-Seidelovy it&mametody vySel po 26. iteraci, kdyz byla sria

zastavovaci podml’n‘ofa("*l) - Y((")‘ < J, s gesnostid = 0, 0001

0.03636 0.08660 0.16990.3181(
0.05883 0.14012 0.27490.5146¢
0.05883 0.14012 0.27490.5146¢
0.03636 0.08659 0.16990.3180¢

Porovnani pesné analytické metody x (y, $ gibliznou metodou kon@mych diferenci

p(x,y), kde pro vypoet matice byla pouZita Gauss-Seidelova eranetoda:

0.00223501078 0.0044289307/8 0.006161641605998242
0.00361460757 0.0071644171 0.0099757MO09698748
0.00361460757 0.0071644171 0.0099657MO09698748
0.00223501078 0.00441893078 0.006161641605988242
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kde max f (x,y) - p(x, )| = 0,009975709

Vysledek podle Jacobiovy itéfiai metody vySel po 46. iteraci, kdyZz byla spia

zastavovaci podml'nka('“l) - 7(“‘)‘ < J, s gesnostid = 0,000

0.03637 0.08662 0.16998.3181.:
0.05885 0.14016 0.274998.5147:
0.05885 0.14016 0.27498.5147.
0.03637 0.08662 0.16998.3181:

Porovnani pesné analytické metody x (y, $ gibliznou metodou kon@mych diferenci

p(X,y), kde pro vypoet matice byla pouzita Jacobiova itarametoda:

0.00224501078 0.0044489307/8 0.006191641606008242
0.00363460757 0.0072044171 0.0100157/0O09728748
0.00363460757 0.0072044171 0.0100157O09728748
0.00224501078 0.00444893078 0.006191641606008242

kde max f (x, y) - p(x, y)| =0,0100157089
Vysledek podle Gaussovy elimitrd metody:

0.03635 0.08658 0.16989.3180!
0.05882 0.14010 0.27489.5146¢
0.05882 0.14010 0.27489.5146¢
0.03635 0.08658 0.16989.3180¢

Porovnani pesné analytické metody x (y, $ gibliznou metodou kon@ych diferenci

p(x,y), kde pro vypoéet matice byla pouZita Gaussova elingimametoda:

0.00222501078 0.00440893078 0.006151641605988242
0.00360460757 0.0071444171 0.0099557MO09688748
0.00360460757 0.0071444171 0.0099557MO09688748
0.00222501078 0.00440893078 0.006151641605988242
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kde max f (x,y) - p(x, )| = 0,009955709

Pro lepSi porovnani si uvedeme stejnykllad s husijsi siti. Abychom toho dosahli,

zmenSime krok sitna 0,1.
Dale si uvedeme jenom maximalni rozdily:

Porovnani pesné analytické metody (x,y) s gibliznou metodou kon@mych diferenci

p(x,y), kde pro vypoéet matice byla pouZita Gauss-Seidelova teranetoda:
max f (X, y) = p(x, y)| = 0,002901284

Porovnani pesné analytické metody x (y, $ gibliznou metodou kon@mych diferenci

p(X,y), kde pro vypoet matice byla pouzita Jacobiova it@rametoda:
max f (X, y) = p(x, y)| = 0,002991284

Porovnani pesné analytické metody x(y, § pibliZnou metodou konmmych diferenci

p(x,y), kde pro vypoéet matice byla pouZita Gaussova elin¢gimametoda:
max f (X, y) = p(x, y)| = 0,002821284

Uvedeme si jestjeden piklad husgjsi si€, kdy ot zmenSime krok sitna 0,05.

Porovnani pesné analytické metody x(y, § pibliZnou metodou konmmych diferenci

p(x,y), kde pro vypoéet matice byla pouZita Gauss-Seidelova teranetoda:
max f (X, y) = p(x, y)| = 0,001051663

Porovnani pesné analytické metody x (y, $ gibliznou metodou kon@mych diferenci

p(X,y), kde pro vypoet matice byla pouzita Jacobiova it@rametoda:
max f (X, y) - p(x, y)| = 0,001431663

Porovnani pesné analytické metody x(y, § pibliZnou metodou konmmych diferenci

p(x,y), kde pro vypoéet matice byla pouZzita Gaussova elingimametoda:

max f (X, y) = p(x, y)| = 0,000711284
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Tabulka 1 Porovnani nejtSich rozdila mezi analytickou metodou a metodou koniych
diferenci pro rizné velikosti kroki sité

Krok: 0,2 0,1 0,05

Gauss-Seidelova | 0,0099757709 0,0029012764 | 0,0010516663

itera*ni metoda

Jacobiova iter@ni | 0,0100157709 0,0029912764 | 0,0014316663
metoda

Gaussova 0,0099557709 0,0028212764 0,0007112764

eliminani metoda

Podle tabulky Mzemefict:

Gaussova eliminmi metoda je fesrE|Si od iter&nich metod

VIV s
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5. NumerickéreSeni Poissonovy rovnice

5.1 Friklad 1°

V piikladu vyp@teme pole mezi deskami rovinného kondenzatoru &timag) =100/,

které jsou od sebe vzdaleny 8mmik&idesek je 8mm. Mezi deskami se nachézi naboj o
hustot ¢ =500"C/m*. Krok si¢ zvolime h=1010"°m. Pro Dirichletovu podminku

plati na levé desce kondenzatogu=100/ a na pravég =0V . Podle Neumannovy

9% —o.

podminky u€¢ime derivaci vajsi normélya— =
n

Podle Gaussovy-Seidelovy itéra metody jsme dostali vysledek po 198. iteracybyla
splngna zastavovaci podml’n‘lié"“) - 7("‘)‘ <, s gesnostid = 0, 0001

01=285,15 ¢,=413,82 93=486,03 ¢4=501,76 ¢5=461,03 ¢s=363,82 ¢7=210,15
0g=285,15 ¢9=413,82 ¢10=486,03¢11=501,76¢91,=461,03¢15=363,82¢14,=210,15
015=285,15¢916=413,82¢17=486,03¢15=501,76¢910=461,03¢020=363,82¢9,,=210,15
022=285,15¢923=413,82¢,4=486,03¢p25=501, 76p26=461,03¢027=363,82¢925=210,15
029=285,1593=413,82¢031=486,03¢3,=501,76¢33=461,0393,~363,82¢035=210,15
036=285,15¢37=413,82¢35=486,03¢35=501,76¢45=461,03¢04:=363,82¢45=210,15
043=285,1504/=413,82¢45=486,030p46=501,76047=461,03045=363,82045=210,15
050=285,15¢951=413,82¢5,=486,03¢p53=501, 76954,~461,03¢055=363,82¢956=210,15
057=285,15955=413,82¢55=486,03p60=501,76¢s=461,0306,=363,82963=210,15
Na prikladu vidime, kdyZ je derivace &8i normaly

99 _
on

® HENZL, Ctibor.Elektrorevue casopis pro elektrotechnionline]. VSB-TU Ostrava : 1.9.2000 [cit.
2010-05-04]. Pouziti EXCELuipreSeni Poissonovy rovnice. Dostupné z WWW:
<http://www.elektrorevue.cz/clanky/00033/index.h¢mimericke_reseni#numericke_reseni>. ISSN 1213-
1539.
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tak plati, ze g, ; =¢,.,; = ¢,.,;. Proto si u dalSich ffkladi uvedeme hodnoty jenom
v jednomtadku. Podle Jacobiovy itémrs metody jsme po 375. iteraci dostali vysledek,
kdyZ byla splgna zastavovaci podmin‘lié"*l) - 7(“‘)‘ < J, s gresnostid = 0,0001:
01=285,15¢,=413,82¢03=486,03¢04=501,76¢s=461,03ps=363,829,=210,15

Vysledek podle Gaussovy elimitrd metody:

01=285,15¢,=413,82¢3=486,030,=501, 760s=461,03ps=363,82¢;=210,15

Tabulka 2 Potencidl mezi deskami rovinného kondenzdru

h(mm) | 0 1 2 3 4 5 6 7 8

¢(V) 100 285,15 413,8] 486,03 501,J6 461,03 363,82 21005

Podle Tabulky 2 si vytidme graf pro pibéh potencialu mezi deskami:

Obrazek 7 Graf priabéhu potencialu mezi deskami rovinného kondenzatoru

600

500 //——\
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5.2 Friklad 2°

Obrazek 8 Uzemréné rovinné rovnokézné polonekonéné vodivé desky s kolmou rovinnou
deskou

V piikladu ukime potencidly mezi dvna rovnolBZznymi uzemunymi elektrodami,
ukorgenymi rovinnou elektrodou, kterd se udrZzuje na tamteim potencialu podle
Obrazku 8. Pole ve sfru osy z se nedtmi, a tedy derivace podle je nulovd, takze
muzeme uvazovat dvojroztmy piipad. Podle Dirichletovy okrajové podminkycime
pro x=0¢ =100/, proy=0aproy=b=5mm ¢ =0. ProtoZe nekori@ou vzdalenost
neumime ufit, tak ugime si x =15mma pro tuhle vzdalenostipadime hodnotu derivace
vngjSi normaly podle Neumannovy podminky

Pred p@itanim si jed&t musime vyjatit Neumannovu okrajovou podminku. N#jd si

upravime rovnici 2.20

0¢ dx , 09 dy _ f(x,y).

9x dn a_y dn
dx _ dy .
— =cosa,—= =sina
dn dn

kde a je snerovy Uhel. ProtoZe v naSentipact je snérovy Uhela = Q tak

2(:1
dn

® BEZOUSEK, Pavel; SCHEJBAL, Vladimir; SEDIVY, PavElektrotechnikaVyd. 1. Pardubice:
Univerzita Pardubice, 2003. vi, 214 s. ISBN 80-7-6240-6.
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ﬂ = O
dn
takze
% =0
oy
a pro vypdaet
[
oX

pouZzijeme vztah 2.10.
1
Srlpcehy) -g(x-hy)]= t(xy)

protoZep(x+h, y)je neznamé, tak to vyjéidne:
#(x+h,y) =2hTf (x, y) + (x~h,y) 5.1

Vztah 5.1 dosadime do rovnice 2.16 pro dany oksaimel:

Px=h,y)+ 200 (x y) + (= y)+ fx,y +1) + glx y = h) - 4(x,y) = -7 h*5.2

0

Potom sestavime matici.

Ted si uvedeme fiklad pro Laplaceovu rovnici, teda = 0C/m?, kdyz bude krok sit

h=1007°m. Protoze vysledky metod pro vy matic jsme uz porovnali wkolika
piikladech a dokazali jsme, Ze jsou témshodné, tak pro znazam vypaitu pouzijeme

jenom Gaussovu elimigai metodu.
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Tabulka 3 Potencial mezi déma rovnobéznymi uzemrénymi elektrodami, ukonéenymi
rovinnou elektrodou

h(mm) | O 1 2 3 4 6 7 8 9 10 15
0 100| O 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 100| 45,67, 22,86 11,98 6,42 3,471,88|1,02|0,56|0,30|0,17|0,03
2 100| 59,81 33,78 18,66 10,22 5,63,04|1,65|0,90|0,49|0,27| 0,05
3 100| 59,81 33,78 18,66 10,22 5,63,04|1,65|0,90|0,49]|0,27| 0,05
4 100| 45,67, 22,86 11,98 6,42 3,471,88|1,02|0,56|0,30|0,17|0,03
5 100| O 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Vysledek jedt srovname sifkladem vypdétenym pomoci tabulkového procesoru.
Tabulka 4’ Piiklad vypoéteny pomoci tabulkového procesoru
A B C B { B | F G H [ Y
1 | 100 | 7513 | 54.04 | 3787 | 2615 | 17.91 12.21 8.31 5.64 0
2 | 100 | 7324 | 5159 | 3565 | 2440 | 1663 | 11.21 7.68 522 0
3| 100 | 6625 | 43.41 2872 | 1919 | 129 8.72 550 4.00 0
4 | 100 | 4834 | 27.1D | 1664 | 10.73 7.10 4,76 3.21 217 0
5 | 100 | 0.0O 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0

V piikladu je vypd@itana jenom spodni polovina tabulky, protoze tanhfw stejna. Fklad

se liSi jen proto, Ze byla v¥m pouZzita vzdalenost mezi rovrgimymi deskami 8 mm.

"BEZOUSEK, Pavel; SCHEJBAL, Vladimir; SEDIVY, PavElektrotechnikaVyd. 1. Pardubice:
Univerzita Pardubice, 2003. vi, 214 s. ISBN 80-7-620-6.
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Zaveér

V praci jsem vyesil Poissonovu rovnici, ktera popisuje rozlozdekiického potencialu
v elektrostatickém poli, pomoci programu, kterynjssestavil v programovacim jazyku
C#. Na zaatku jsem zadal elektrostatické pole mezi deskaminného kondenzétoru.
Okrajové hodnoty potencialu elektrostatického pwedeskach kondenzatoru jsodeny
Dirichletovou okrajovou podminkou a okrajové hodnanezi deskami vyplyvaji z
Neumannové okrajové podminky. Jako numerickou cwetgsem pouzil metodu
koneinych diferenci, podle které jsem sestavil gielektrostatickém poli. Podle toho se
tato metoda nazyva i metodou siti a uzly tét® Aiazofiuji praw rozlozeni elektrického
potencialu. Potom jsem nahradil derivace hledangkde linearnimi kombinacemi
funkénich hodnot vdchto uzlech a dostal jsem soustavu se stejnyteporovnic, jako je
pocet neznamych uil

Pro vypa@et soustav slouzi metodyimé a metody népme, kterym se takyika itera&ni.
Jako pimou metodu jsem pouzil Gaussovu elindimametodu a ndggmé metody jsem

pouzil Jacobiovu itekai metodu a Gaussovu-Seidelovu itmiametodu.

Potom jsem porovnal vysledky numerické metody dyéickou metodou, a protoze
analytickou metodu je mozné pouzit jenom pro jedi88dvypdaty, pctital jsemieSeni pro
zjednoduSenou Laplaceovu rovnici, které prava atrgn nulova a vSechny okrajové
hodnoty jsem wiil pomoci Dirichletovy okrajové podminky. Analytiokh metodu jsem
vyieSil pomoci programu Maple, ktery slouzi feseni matematickych problémPF¥i
porovnani jsem zjistil, Zefiplizné reSeni metody koraych diferenci seifblizuje tim vic

tomu realnémdesSenigim vic zmenSujeme vzdalenost mezi uzly a tim gEtthusgjsi.

DalSim feSenim jsem dokazal, Ze v porovnani se slozitymytckym reSenim, je

numerick&esSeni dobrou alternativou.
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