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ANOTACE

Tato bakalafskd prace se zabyva problematikou derivaci funkei jedné redlné proménné
s vyuzitim prosttedi MATLAB. V praci jsou zahrnuty jak teoretické¢ zaklady derivaci, tak 1
jejich praktické vypocty, a to jak tradi¢nim zplisobem, tak i za pomoci MATLABu. Diraz je
kladen na implementaci metod pomoci vytvoreni a nasledného vyuziti M-skript pro vypocet

ilustracnich ptiklad?i.

KLICOVA SLOVA
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TITLE

Derivatives of Functions Using MATLAB

ANNOTATION

This bachelor’s thesis focuses on the problematics of derivatives of single-variable functions
using the MATLAB environment. The thesis includes both the theoretical foundations of
derivatives and their practical calculations, performed manually as well as with the use of
MATLAB. Emphasis is placed on the implementation of methods by creating and then using

M-scripts for the computation of illustrative examples.
KEYWORDS

derivation, differential, analytical methods, numerical calculations, Taylor's polynomial,
MATLAB
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UvOD

Derivace jsou jednim =z klicovych pojmi matematické analyzy, maji vyznam nejen
v matematice, ale i v celé fad¢ obori, jako jsou fyzika, ekonomie, inzenyrstvi a informatika.
Tato bakalarska prace je zaméfena na vypocet derivaci funkci jedné redlné proménné
s vyuzitim programového prosttedi MATLAB, které poskytuje Siroké moznosti pro feSeni

derivaci numericky 1 analyticky.

Prace je rozdélena na dvé Casti, a to na teoretickou a praktickou. V teoretické casti jsou
uvedeny zékladni definice derivace, a to konkrétné derivace v bodé&, derivace jako funkce,
diferencialu, vyssi derivace a Tayloriiv polynom. Dale je vysvétlen vyznam derivaci a jejich

pouziti, jako je analyza rychlosti zmén, nebo optimalizace a dynamika systémd.

V ramcei Gvodu do programového prosttedi MATLABu jsou popsany jeho klicové funkce a
nastroje, které¢ jsou vyuzity v ramci vypoctu této prace. Zejména je zde popsan Symbolic
Math Toolbox, ktery umoziuje snadno provadét analytické derivace, odvozovéani vzorct a

usnadiiuje praci s Taylorovymi polynomy.

Prakticka ¢ast obsahuje konkrétni metody vypoctu derivaci v prosttedi MATLABu. Zahrnuje
analytické 1 numerické pfistupy a pro kazdou metodu je zpracovan M-skript s ilustraénim
piikladem, ktery ukazuje pouziti piislusného postupu. Jednodussi piiklady jsou spocitany i
tradicnim vypoctem pro kontrolu spravnosti vysledkii a ilustraci rozdilu slozitosti vypoctu
mezi tradicnim vypoctem a vypoctem pomoci MATLABu. Mezi zpracovavanymi metodami
jsou vypocty derivaci pomoci limitni definice a vyuziti piikazu diff pro analytické derivace.
Nejsou zde ani opomenuty numerické vypocty prvnich a vyssich derivaci, véetné aproximace
derivaci na intervalu. Také je soucasti aplikace derivace pii nahrazovani funkci Taylorovymi

polynomy.

Studium derivaci je nejen klicové pro pochopeni zékladnich matematickych konceptt, ale
predevsim v praktickém vyuziti v redlném svété. Diky derivaci se ve fyzice dokaze popsat
pohyb a sila, zatimco v ekonomii derivace slouzi k analyze zmén cen, produkce nebo
poptavky. Dalsi dilezité vyuziti derivaci je optimalizace jako je napiiklad minimalizace

nakladd nebo maximalizace zisku.

Cilem této prace je vytvofit komplexni prehled metod vypoctu derivaci jedné redlné
proménné s vyuzitim MATLABu, vytvofit praktické ukazky pro jejich implementaci a pouziti

pii praktickych vypoctech.
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1 TEORETICKA CAST

1.1 Definice pojmu derivace funkce v bodé

Derivace funkce v bodé je zadkladnim pojmem matematické analyzy. Definuje se jako
okamzitd mira zmény funkce v daném bodé. Je tedy dilezita pro pochopeni lokéalniho chovani
funkci. Lze zjistit, jak rychle se funkce méni v libovolném bod¢ svého definiéniho oboru. Ma
Siroké uplatnéni jak v matematice, fyzice, biologii, ekonomice, zkratka vSude, kde je dilezité
sledovat miru zmén procesu nebo jevu. Pfi vypoctech se pouzivaji rizné techniky, napiiklad
limitni definice, polynomy, exponencidlni funkce nebo trigonometrické funkce. Limitni

definice derivace funkce je klic¢ovy krok k pochopeni derivace v bod¢. [3], [7]

Limitni derivace je jeden ze zplsobl, jak matematicky definovat derivaci v bod¢. Zékladni
mySlenka spo¢iva v analyzovani funkce f(x), kdy je potfeba zjistit, jakd je mira zmény
funkce v konkrétnim bod€& x,. Pro zjiSténi miry zmény se musi spocitat hodnoty funkce v
bod¢ x, a v jeho blizkosti, tedy mezi dvéma body x, a x, + h, pficemz h je malé ¢islo. Diky
tomu je zjiSténa primérna mira zmény funkce mezi témito body. Primémou miru zmény

’ h

funkce lze vyjadfit jako diferencni podi . Jedna se o diferen¢ni podil, ktery

vyjadfuje miru naristani, resp. poklesu funkce f (x) na intervalu od x, do x, + h. [3], [7]

Pro ziskdni derivace v bodé¢ x, se musi diferencni podil limitovat h — 0,
f'(x) = lim [l t02700) piistusny diferenéni podil je zfejmy z trojuhelnika na Obrazku 1.
[7]

f(xo+ h) — f(xy)udava zménu funkce mezi dvéma blizkymi body. Poté, co se funkce

vydéli h, se zjisti primérnd mira zmény funkce na intervalu x, az x, + h. Nakonec kdyz se

f(xg+h)—f (%)
h

pro h = 0 pouzije: }llrrcl) , stane se takova hodnota derivaci [7]

Jako ptiklad lze pouzit rychlost auta v konkrétnim okamziku. Pokud je znamo, jak daleko
auto dojelo za Casovy interval, d& to primérnou rychlost. Pokud se bude tento Casovy interval
bez omezeni zmenSovat, bude se primérna rychlost bez omezeni blizit okamzité rychlosti v

daném bodé.

fxg+h)—f(x—h)

Existuje také ekvivalentni definice derivace, kterou je f'(x,) = }1”% -

Limitovany diferen¢ni podil je ziejmy z pfislusného trojihelniku na Obrazku 2. [1]
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Obréazek 1 ilustruje zdkladni princip derivace funkce f(x). Derivace je definovana jako
smérnice tecny, ktera je limitni seCnou pii h = 0. Funkce f(x) je zndzorn¢€na Carkované,
secna teckovan€ a vysledna tecna je zobrazena slabou plnou ¢arou. Dale jsou zde popsané
body P a @Q, kterymi seCna prochazi a jako posledni je zde zobrazen diferencni trojuhelnik,
ktery je vyobrazen plnymi silnymi carami. Na obrazku 2 je znazornéna ilustrace symetrické
definice derivace, kde jsou stejnym stylem jako na obrazku 1 zndzornény ¢asti grafu. Plnou
¢emou silnou carou je zobrazen diferencni trojuhelnik, ¢arkovanou carou funkce f(x),

teCkovanou se¢na a slabou plnou ¢arou vysledna te¢na.

f(xy+h) |

Obrazek 1: Obecna definice derivace (zdroj — viastni) Obrazek 2: Symetricka definice derivace (zdroj — viastni)

1.2 Derivace funkce na intervalu
Derivace funkce f(x) je funkce f'(x), ktera vyjadiuje, jak se méni funkce f(x) v kazdém

bodé defini¢niho oboru funkce f(x), kde je funkce diferencovatelnd. Matematicky je

vyjadiena jako limita v libovolném bod¢é x né&jakého intervalu f'(x) = }llrr(l) w
Derivaci Ize chapat jako novou funkci odvozenou od f(x) oznagenou jako f'(x). Derivace
f'(x) fik4, jak se méni f(x) pro jakoukoliv hodnotu proménné v defini¢nim oboru derivace.

Funkce f'(x) udava, jaka je mira zmény f(x) pro kazdé x. [2], [3]

Mezi f(x) a f'(x) existuje n€kolik vztah, které popisuji vlastnosti. Napiiklad rast a klesani
funkce. Pokud je derivace f'(x) kladna na né€jakém otevieném intervalu, funkce f(x) roste na
tomto intervalu, ale pokud je derivace f'(x) zaporna na n&jakém otevieném intervalu, funkce
f(x) klesd na tomto intervalu. Pokud je derivace f'(x,)= 0, znamena to, ze v tomto
staciondrnim bod¢ muize byt lokalni extrém, a to bud’ minimum, nebo maximum. Pro zjiSténi,
zda ve staciondrnim bod¢ x, nastdvd maximum nebo minimum, se provede druha derivace
f'"(x,), pfiemz x, je stacionarni bod. Pokud je f"'(x,) > 0, jedna se o minimum a kdyZ je
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f"(x,) <0, jedna se o maximum. Dale lze zjistit charakter zaktiveni funkce neboli jestli je
konvexni nebo konkavni, to se zjisti nasledovné: pokud je f" (x,) > 0, je funkce konvexni a
pokud f"(x,) <0, funkce je konkavni. Pokud vyjde f"(x,) =0, znamena to, Ze se tu

nachdazi inflexni bod a funkce zde méni sviij charakter zakiiveni.[7]

Derivovanymi  funkcemi mohou byt polynomy, coz jsou funkce ve tvaru:
fx)=a,x"+a,_;x" '+ +a,x +a, Derivace polynomi je soucet nasobki derivaci
mocninnych funkei (x*)" =k -x*"1. Naptiklad kdyz je funkce f(x) = x2, derivace bude
f'(x) = 2x. Pokud je funkce f(x) = 2x? + 2x + 2, derivace bude f'(x) = 4x + 2.
Jako dalsi funkce mizZe byt exponencialni funkce, kterd ma tvar f(x) = e*,kde e je
iraciondlni Eulerovo c¢islo, které se rovna zaokrouhlené 2,718 a je zdkladem piirozenych
logaritmi. Jeho derivace je f'(x) = e*. Zakladni trigonometrické funkce maji derivace

(sinx)’ = cos x, (cos’x) = —sinx a (tanx)’ = sec?x. [8]

Pro analyzu dalSich vlastnosti funkci je nezbytné pouzivat vyssi derivace. Vyssi derivace jsou
dalsi derivace predchozich derivaci. Ptiklad vys$$i derivace se da ukazat na jiz zminéném
polynomu f(x) = 2x3 + 2x? + 2x + 2. Prvni derivace je f'(x) = 6x? + 4x + 2,
druhé derivace je f"'(x) = 12x + 4 a tieti derivace je f® (x) = 12x + 4. Exponencialni
funkce ma vyssi derivace stejné jednoduché jako prvni derivaci, a to tedy ze f(x) = e* -
f'(x) =e* - f"(x) =e*. Derivace trigonometrické funkce sinus se periodicky opakuji
kazdou &tvrtou derivaci f(x) = sin(x) = f'(x) = cos(x) = f"(x) = —=sin(x) = f®(x) =
—cos(x) = f@(x) = sin(x).[3], [7]

1.3 Odvozeni vztahi pro derivace funkci pomoci limit

V libovolném bod¢& x defini¢niho oboru funkce f:y = f(x) je derivace funkce f definovana

flx+h)—f(x)
h

pomoci limity: f'(x) = lim . Lze si povSimnout rozdilu mezi timto vzorcem a
h-0

vzorcem, ktery se pouziva k vypoétu definice derivace v bodé x,: f'(x,) = ;Llr% w
Lisi se prav€ bodem x,. Definice derivace v bod¢ je mirou zmény funkce v bodé¢ x,, ale v této

¢asti bude pouzit pro odvozovani vztahti pro derivace funkci obecny vzorec.[2], [6]

Jako piiklad se odvodivztah pro derivaci funkce f(x)= +/x. Jelikoz druhd odmocnina

neobsahuje ve svém defini¢nim oboru zaporna ¢isla, bude tento vztah platit pro x € (0; +o0).
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Odvozeni vztahu pro tuto derivaci tradiénim postupem je provedeno nasledovné:

f(x+h)—f(x)_lim\/x+h—\/ﬁ_hm (Vx+h—+h)- (Vx +h ++h)
h - h k=0 h (Vx+h++x)

h—-0

f'(x) =lim

(x+h—x) h 1 1
=l. =l. =l. =
WOk (VX TR +vE) ho0h- (VAT h+vx) ho0h-(Vxt htvx) 2vx

Nyni se odvodi vtah pro derivaci mocninné funkce f(x) = x™, kde n je libovolné realné &islo.

Zacne se opét definici derivace:

FGHm—f) G+ —x"
h = A h

f'(x)= lim

Pro vyraz (x + h)™ se pouzije binomicka véta, coz je matematické pravidlo, jak rozvinout

mocniny dvoj¢lent. Binomickd véta je uziteCnd v oblastech matematiky, kdy je potieba

rozvinout vyrazy ¢lend tvaru (a + b)™, kde n je celé ¢islo. [2], [6], [9]

Obecny tvar binomické véty je:

n

(a+b)" = Z (Z) a"~kpk

k=0
Rozvinuty tvar binomické véty pro (x + h)"™ se dosadi do limitni definice:

n

(x" +nx™1h + (2

)x”‘zh2 + -+ h") —x"
h

1 — l
f(x) lim
Lze si povSimnout, ze x™ se vyrusi a po vydéleni h vyjde:

/ — 13 n-1 n n-2 n-1
f(x)—kl_rg(nx +(2)x h+--+h

Kdyz h = 0, vSechny Cleny, které obsahuji h, maji limitu 0 a ziska se:
f'(x) = nx™?
[9]

1.4 Diferencial

Diferencial je zakladnim matematickym pojmem, ktery je uzce spojeny s derivaci. Slouzi
k pfibliznému urceni zmén hodnoty funkce na zékladé¢ malé zmény jeji vstupni proménné.

Diferencial je zména funkce, ktera je linedrn¢ zavisld i na malé zmén€ vstupni proménné. [3]
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Definice diferencialu dy je, pro funkci y = f(x), definovana vztahem dy = f'(x)dx.
f'(x) je derivace f(x). dx je zména vstupni proménné x a dy je odpovidajici pfiblizna
zména funkce y. Jedna se tedy o linedrni aproximaci zmény funkce v bod¢ x, kdy se x zméni
o dx. Nejlépe to funguje, kdyZ je dx co nejmensi, protoze kdyz je dx velké klesa pfesnost
aproximace. Pro piiklad se da pouzit funkce f(x) = 2x2 Po derivaci vyjde f'(x) = 4x a
diferencial bude dy = 4xdx. Pokud se za x dosadi 2 a za dx mald zména 0,1, ma hodnotu
dy =4-2-0,1 a vysledny diferencial funkce f(x) = 2x2 bude dy = 0,8. Funkce f(x) =

2x? se tedy zméni pfiblizné o0 0,8, pokud se zméni x z 2 na 2,1. [3]

Diferencial ma Siroké pole vyuziti, a to v aplikacich, kde je potieba analyzovat malé zmény.
Naptiklad ve fyzice se jedna o analyzu v malych zménach zrychleni rychlosti elektrickych a
magnetickych veli€in. V ekonomii v analyze margindlnich zmén v nabidce a poptavce, a

v inZenyrstvi pfi odhadech zmén teploty, tlaku, napéti a dalSich veli€in.[10]

1.5 Diferencialy vySSich radu

Diferencial vyssiho fadu popisuje zménu piedchoziho diferencialu. Pokud mame funkci
y = f(x),jeji prvni diferenciél je dan derivaci f'(x) a tedy dy = f'(x)dx. Druhy diferencial
tedy popisuje zménu tohoto diferencialu na zékladé vysSich derivaci. Druhy diferencial
popisuje zmeénu prvniho diferencidl, tieti udavd zménu druhého diferencidlu a takhle to jde az
po n-ty diferencidl. Kazdy vyssi diferencial poskytuje detailnéjsi informace o chovani funkce.
Druhy diferencial by byl d?y = f"(x)dx?, kde f"(x) je druhd derivace f(x) a dx?
kvadraticky pfirtistek rozdilu x. Druhy diferencial davé informaci o zakfiveni grafu funkce a
vyjadfuje miru zmény funkce. Treti diferencial d3x = f® (x)dx? je tieti derivaci funkce
f(x) a udava informace o mife zmény zakfiveni grafu funkce. Dale pokracuji vyssi
diferencialy az po n-ty diferencial, ktery je dan vztahem d™y = f™ (x)dx™. Jako priklad
funkce f(x) =2x3+2x%+ 2. Prvni derivace bude f'(x)=6x%+ 4x a diferenciil
dy = (6x% + 4x)dx. Druha derivace f"(x) = 12x + 4, diferencial d?y = (12x + 4)dx?,
tieti derivace f® (x) = 12 a diferencial d3y = 12dx3. [7], [10], [11]

V pokrocilejsich aplikacich nestaci jen sledovat zmény funkce, ale je potfeba i1 analyzovat
dynamiku zmén, a pravé v tomto piipad¢ se hodi diferencialy vyssich fadi, které se uplatiiuji
pfi tvorbé Taylorovych polynomi a Taylorovych fad. Ve fyzice se uplatnuji diferencialy
vysSich fada naptiklad k studii pohybovych zakoni. Prvni derivace polohy podle ¢asu udéava
rychlost, druha derivace charakterizuje zrychleni a tfeti derivace vyjadifuje zménu tzv. ryv,

coz je veli¢ina, ktera charakterizuje radzy. Pro piesnéj$i aproximace funkci v bodé€ slouZzi
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Taylorovy polynomy, které jsou konstruovany pomoci diferencidlii vyssich radu. [7], [10],

[11]

1.6 Tayloriv polynom funkce v daném bodé
Taylortiv polynom pro funkci f(x) vbodé x, je vytvofen z funkéni hodnoty v bodé x, a

derivaci funkce v bodé€ x, a slouzi k aproximaci funkce v bod¢ x, a jeho okoli. [2], [12]

Pokud funkce f(x) ma v bod¢ x, vSechny derivace az do fadu n, Taylorliv polynom n-tého
fadu je definovan:

e -

Kazdy ¢len polynomu obsahuje derivaci urcitého fd&du v daném bodé€ x, a ur€itou mocninu

T,(x) = f(xy) + f'(x)(x—x,) +

£ (x)
(x—xo)z + -+ TO
vzdalenosti x - x,, kterd urcuje, jak daleko je x od bodu x,. f (x,) je hodnota funkce v bodé&

Xo- f'(x,) je prvni derivace v bod¢€ x,, f"' (x,) je druha derivace bod¢ x,, atd. [2], [12]

Piesnost Taylorova polynomu zavisi na poétu ¢lentl, které jsou zahrnuty do polynomu. Cim
vice ¢lenti bude polynom mit, tim pfesnéj$i bude aproximace v okoli daného bodu x,.
Presnost se ale zhorSuje, kdyz se x vzdaluje od dané¢ho bodu x,, pro ktery byl polynom

sestaven. Tayloriiv polynom prvniho fddu ma tvar:
T, (x) = f(xg) + f'(x0) (x — x)

Jednd se o linearni funkci, jejimz grafem je ptimka, ktera je te¢nou ke grafu funkce v bod¢ x,.

Taylortv polynom druhého tadu je:

£ (x0)
2!

T,(x) = fxg) + f'(xp) (x —x4) + (x —x,)?

TaylorGv polynom druhého fadu poskytuje kvadratickou aproximaci, ktera je presnéjsi nez
linearni. Tayloriv polynom tfetiho fadu je:
f& (x)

(x — xp)? +T (x — xp)*

f7 (%)
2!

T3(x) = fxg) + f(x) (x— x0) +
Taylorovy polynomy vysSich radi poskytuji presnéjsi piiblizeni na vétSim okoli bodu x,.
[2], [6], [12]

Pro piiklad je pouzita funkce f(x) =2x%+ 2x vbodé x,=1. Prvni derivace bude
f'(x)=4x+2 po dosazeni bodu x, se ziska f(1)=2-1*+2-1=4 a
f'(xy) =4-1+2=6. Po dosazeni vzorce vyjde polynom T,(x) = 4+ 6(x — 1), ktery
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vyjadiuje linearni aproximaci funkce. Nyni Tayloriv polynom druhého fadu. Vypocita se
druh& derivace, kterd bude f'"(x,) =4 a miZe se dosadit rovnou do vzorce na vypocet
Taylorova polynomu druhého Fadu: T,(x) =4 +6(x— 1) +§(x —1)2. Vysledek je
T,(x) =4+ 6(x—1)+2(x—1)? a tento polynom poskytuje kvadratickou aproximaci
funkce. Polynom tfetiho fadu bude stejny jako druhého fadu, protoze tteti derivace je rovna 0.
Ptidanim vysSich derivaci se zlepSuje piesnost piiblizeni, ale pokud jsou vysSi derivace

nulové, nemusi se polynomy vyssiho fadu liSit od nizsiho. [12]
1.7 Numerické aproximace derivaci

1.7.1 Aproximace prvnich derivaci

Numerické vypocty derivaci jsou diilezitym nastrojem, kdyz derivace nelze fesit analyticky
prostiednictvim symbolickych proménnych a kdyz ptedpis funkce neni viibec znam a jsou
znamy jen diskrétni hodnoty derivované funkce. Cilem je tedy aproximovat hodnotu derivace,
aniz by byla nutni znalost pfesné funkéni formy derivace. Pouzivaji se proto numerické

vypocty, které odhaduji hodnoty derivaci pomoci hodnot funkce v okoli daného bodu.[1], [13]

V praxi je snaha zjistit, jak se méni funkéni hodnota s malou zménou vstupu. Vyuziva se to
nejen v matematice ale 1 ve védeckych a inzenyrskych aplikacich a pfi analyze dat. Zkratka

vSude kde je potfeba odhadnout zménu néjakého jevu na zaklad€ zmétenych hodnot.

Existuje nékolik metod pro numerické aproximace derivaci. Prvni znich je dopfedna
aproximace derivace. Je to nejjednodussi metoda pro odhad derivace. Odhaduje derivaci
vbod¢é¢ pomoci hodnoty funkce a hodnoty vbodé x,+h, pficemz h je maly krok.

Lot =1 () 7 yorec mize byt

Matematicky je dopfedna diference definovana jako: f'(x) = .

odvozen pomoci Taylorova vzorce, kdy se pomoci né&j vyjadii funkéni hodnota funkce f
2

vbodé  xo+h, ziska  se  flxo+h)=fO)+f () h+f"() %, kde

X9 < (&) <x,+h. Ztéto rovnice Ize vyjadfit vztah pro prvni  derivaci

f'(x,) = w + (&) - g Aproximace derivace v bodé Xo je

y'(x) = [(xo )= (%) tento vyraz se uplatnuje v  definici  derivace:

h
f'(x) = }Lm(l) w Je tomu zdivodu, ze v diferencidlnim poctu funkci redlné

proménné je derivace funkce v bod¢ x, definovana jako limita diferen¢niho podilu pro h — 0.

Jeli vypocten diferencni podil pro hodnotu pfirtstku h, ktera je ,,dostatecné blizko* nuly, je 1
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13

hodnota diferenéniho podilu ,,dostate¢né blizko”“ hodnoté derivace f'(x,) a je tedy

numerickou metodou vypoctu prvni derivace f'(x,) vypocet diferenéniho podilu pro

,dostate¢n¢ malé“ h. [1], [13], [14]

Zpétnad aproximace derivace je podobna jako dopfednd aproximace derivace s rozdilem, Ze
misto hodnoty funkce v bodé x,+ h pouzivd hodnotu x, —h. Prav€é touto zménou se

f(xo)_f(xo
h

derivace odhaduje jako: f'(x) = ~)  Tento vzorec miiZe byt odvozen pomoci

Taylorova  vzorce, kde lze  vyjadiit xo—h  jako  funkéni  hodnotu
2

flxg—h)=f(xy) —f'(xo) -h+ f"(&) -h?, kde x, —h <& < x,a ze ziskané rovnice lze

vyjadiit  f'(x,) = w +f"(&) g vyrazem y'0 = w. Rozdil mezi

doptednou a zpétnou je ten, ze doptrednd derivace je pouZitelnd, pokud je znama hodnota

funkce pouze pro body na pravé strané bodu x,a zpétna je pouzitelnd, pokud je znama
hodnota funkce pouze pro body na levé stran€ bodu x,. Nejptesnéjsi aproximaci derivace je

sttedovd nebo také centrdlni aproximace. Pfislusny vztah mize byt odvozen opét pomoci

Taylorova vzorce za pouziti funkéni hodnoty v bodech x, — h a x, + h. Ziska se:
flro+ 1) = fOo) + £ (ko) h+ 7" (xg) - B> +2£3(8,) - P

flro=h) = () = f'(x) - h 45" (xg) - h2 = f P (&) - 2

Kde xy <¢ <x,+h ax,—h<¢,<x, Ztéto soustavy rovnic lze odvodit vztah pro

_ _ 2
derivaci v bod¢ x,: f'(x,) f(x°+h)2hf(x° n F@©® '% kde xy —h < ¢ < x, + h. Stiedova

2
aproximace derivace je funkci druhého ¥adu, protoZe korekéni &len £ (&) -h? je funkci

fxg+h)—f(xq—h)
2h )

0(h?), pise se fP (&) -%2= O(h?). Vysledny vyraz tedy je y',=
Bod ¢ se nachazi mezi hodnotami x, a x, + h nebo x0 — h a x0. 0(h?*) se pouzivé k popisu
chyby aproximace. O neboli ,,velké O oznacuje fad chyby. Vyjadtuje, jak rychle se chyba
zmen$uje, kdyz se krok h zmenSuje. V tomto pifpadé O(h?) znamen4, Ze je chyba iméma
druhé mocning kroku h. Kdyz se tedy krok h zmensi na polovinu, chyba se zmensi pfiblizné
cca Ctyfikrat. Zpétnd a dopfedna maji chybu O(h), ale stfedova aproximace derivace ma
chybu O(h?) a je tedy dvakrat piesn&jsi. Nemiize, ale byt pouzita, pokud nejsou dostupné
hodnoty funkce na obou stranach od bodu x,. [1], [13], [14]
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1.7.2 Aproximace druhych derivaci
Stejné jako numerické vypocty aproximaci prvnich derivaci se pouzivaji k odhadu hodnot

druhé derivace, kdyz nelze pouzit analytické feSeni nebo jsou k dispozici pouze diskrétni

hodnoty. [1], [14]

Pro aproximace derivaci vysSich fadi se miize pouzit postupné vypocty aproximaci. Lze tedy
ziskat aproximace druhé derivace v bod¢ diferencnim podilem aproximaci prvnich derivaci
v uzlovych bodech. Aproximace tfetich derivaci lze ziskat diferen¢nim podilem druhych
derivaci a pro ziskani aproximace n-t€ho fadu, je tedy mozné pouzit diferencni podil
z aproximaci derivaci (n-1)-tho fddu. OvSem také lze pro aproximace vysSich derivaci vztahy
odvodit, a to diky jejich funkénim hodnotam v uzlovych bodech 0 — nh, ..., x, — 2h, x4, x, +
h,x, + 2h, ...,x, + nh se dokaze vypocitat pfisluSna n-t4 derivace v bod¢. Funkéni hodnoty

v uzlovych bodech se mohou oznacit symboly:

Yoo =flxg—nh),...,y_1=fxg—h),y, = f(x0), ¥, = f(xg + h), ...,y 4, = f(x, +nh).

Pro aproximace vysSich derivaci funkci se zaméfime jen na nejpfesncjSi metodu, a to na
sttedovou aproximaci. Pro odvozeni stiedové aproximace druhé derivace funkce f a vztahu
pro jeji chybu se bude uvazovat diskretizacni krok h, pfiCemz (h > 0) a body x, — h, x,a
X, + h zdefinicnitho oboru funkce f. Pro odvozeni bude predpokladéno, ze funkce f je
spojité diferencovatelnd tfidy C, v bod¢€ x, a jeho okoli, do kterého patii vySe zminéné body
X, — h a x,+ h. Nyni se stfedova aproximace druhé derivace odvodi pomoci Taylorova

vzorce. Zacne se tim, ze se praveé pomoci Taylorova vzorce vyjadii funkéni hodnoty:

FOxa= 1) = FGx) = £ Geg) bt 4 () 2 =2 f D () 1 4 5O -

Fx+ 1) = FGx) + £/ Gro) bt 4 7 () 1242 f D () 14 5O (E) e

kde xy —h <& < xja x, <& <x,+h. Do vyrazu f(x,+h) —2f(x,) + f(x, — h), se
dosadi za funkéni hodnoty vyjadfené Taylorovy vzorce, je tim ziskdnd rovnice:

1 <f(4) &) +f@ (fz)) ”

Fro +h) =2 Ceo) + fGog =) = £/ (xp) - h* + 15 -

, . oo N A (AT AN Y 0
Pokud se nahradi na zéklad¢ véty o stfedni hodnoté vyraz % hodnotou f** (£),

_ _ 2
kde &, < € < &, mitze se poté vyjadiit £ (x,) = Lt G/l _ p)(g) . 1
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Stfedova diference pro aproximaci druhé derivace v bod¢ x, je ur€ena prvnim Clenem:

y'" (x,) =L (x°+h)_2f}g°)+f (Xo=h) Druhy ¢len, o ktery se jednd, je ¢len korekéni neboli

2
chybovy a pro n& plati, ze —f@(¢) % je funkci O(h?). Pokud je pouzita uvedena

diferen¢ni aproximace pro druhou derivaci dopusti se absolutni chyby, ktera muze byt

2
odhadnuta shora jako a,,,, = % ve<rnxins |f ) (x)|. Druhé derivace funkce v bodé x,, se
mize v tomto ptipadé vyjadiit jako f' (x,) = f(x°+h)_2fg°)+f(x°_h) + a,,4,- Kdyz se dosadi

zay_; =f(xo—h), yo = f(x,) a zay, =f(x,+h), mize se nyni sttedova aproximace

druhé derivace funkce f v bodé¢ x,vyjadiit jednoduse jako y"', = y‘l_i# [1], [14]

Diferenc¢ni vztah pro druhou derivaci v bodé€ x,, 1ze 1 bez narokl na vyjadfeni zbytku a odhad

chyby odvodit jako diferencni podil, ktery je sestaveny z numericky ziskanych hodnot

sttedovych aproximaci prvnich derivaci v bodech x, —% axg +§ neboli z hodnot f'(x, — g)

af'(xg+ g) Muze se tedy vyjadfit jako:

Pt B) = r -ty (Gt —fn) [ flo=h)

14

Yo~ h h -
:f(xo+h)_2f(xo)+f(xo_h)
hZ

[1], [14]

1.7.3 Aproximace tretich derivaci

Stejné jako u vypoctu aproximace druhych derivaci se zde omezime pouze na stfedové

aproximace derivaci. Je dana funkce f jedné redlné proménné, diskretiza¢ni krok h a body
Xo— 2h, xo—h, x, +h a x,+ 2h vokoli bodu x,. V tomto bod¢ je funkce f spojité
diferencovatelna ttidy Cs. [1], [14]

Nyni se vyjadii funkéni hodnoty funkce f v bodech v okoli x, pomoci Taylorova vzorce:

fOo +2h) = fCxo)+2f () - h+2f" (xg) - b+ fP () b3 +2 F @) - h* + D) - 12,
fOrg+1) = fOeo) + f'(xg) - =" (o) - b2 +=f @ (o) - 1* +-f @ (o) - bt + —fFO (&) 1o,
fOtg =) = fleg) = f'(xg) - =" (o) - h2 == f @ (xg) - 1* +-f W (xg) bt = —fO (&) 1o,

fOg—2h) = fCxg)—2f () - h+2f" (xg) - h* == P () - b + 2 F @ () - h* = =) - 12,

21



Kdex, <& <xy+2h,x, <& <xy+h,xg—h<& <x,ax,—2h<¢, <x, Kdyzse
do vyrazu dosadi f(x,+ 2h) — 2f(x,+ h) + 2f(x, — h) — f(x, — 2h) vyjadiené vztahy,

ziské se rovnice:
flxo+ 2R) —2f(xy + h) + 2f (xy — h) — f(x, — 2R) = 2R3 f P (x,) + a(h),

ve které

a(ny = Lps (FEGI PG fOG) - PG fOG) —FOE)
2 2 30 30

Lze si vSimnout, ze vyraz a(h) je pomémé¢ slozity, mize se vSak nahradit zjednodusenym
vyrazem a(h) = %hsf(s) (&), kde x, —2h < & < x,+ 2h. Diky tomu mize byt vyjadiena

treti derivaci funkce f v bod¢ x jako:

f(3) (x,) = f(xo+2h) = 2f(x, + h)2‘|};32f(xo —h) = f(xy—2h) _ %f(s) @) -2

V uvedeném vztahu pro tfeti derivaci je ndsledujicim vyrazem urcena stfedova diferencni

aproximace tfeti derivace funkce f v bodé x,,.

@ fOg+2h) =2f(xg+ h) +2f (xg— h) — f(xy — 2h)
Yo T 2h3

2
A jeji korekeni Clen —%f(S) (&) je funkci O(h?).

Pokud se pouzije pro vyjadfeni tfeti derivace stfedova diferencni aproximace, dopusti se

absolutni chyby, ktera mize byt shora odhadnuta hodnotou:

n?
_n max
max 4 XE<O0x—2h,x+2h>

_f(x0+Zh)_zf(xo+h)+2f(xo_h)_f(xo_Zh)

f(g) (xo) - 2h3 i Amax

a If® (x)] a tieti derivaci funkce v bodé x, se miize vyjadfit jako:

Pokud se dosadi za y_, = f(xg — 2h), y_; = f(xg = h), Yo = f(x0), y1 =f(xo+ h) aza
Y, = f(x,+ 2h), dokaZe se jednoduse vyjadriit sttedova aproximace tfeti derivace funkce f

_ Yom2Y1 2y 41—y,
= BB )

v bod¢ x, a to jako: yé3)

1.7.4 Aproximace n-tych derivaci

Pokud se zobecni pouzité metody pro ziskani stiedovych aproximaci prvnich, druhych a

tretich derivaci, lze ziskat obecny postup pro aproximaci derivaci libovolného fadu n. Ovsem
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pti odvozovani téchto vzorcl se musi rozlisit pfistupy pro sudé a pro liché hodnoty n. Tato

kapitola se jiz nebude zabyvat podrobnym odhadem chyb aproximaci vyssich derivaci a bude

se vice soustiedit na sudé derivace. [1], [13]

U aproximace liché n-té derivace uvazujme funkci f o jedné redlné proménné, libovolné
ptirozené liché ¢islo n a diskretizaéni krok h. Bude se ptedpokladat, ze funkce f je spojité

diferencovatelna tiidy C,,, vbodé¢ x, a jeho okoli, ve kterém jsou obsazeny body

Xog— nTHh,xO - (nTH - 1)h,---,x0 —h, xog+h -, x+ (nTH - 1),960 +nT+1h
Lze tedy odvodit vztah pro sttedovou aproximaci liché n-té derivace v bod¢ x,, ktery bude

vypadat nasledovné:

eSO (e (- 08) - e (52108

Tento vztah Ize déle jesté zjednodusit, pokud se oznaci-li se:

n+1 n+1
YV n+1 =f(x0— h),y n+1 =f<x0—( — 1)h>,"',y_1 =f(x0—h),
—z 2 — 2

Yo = f(x0),y1 = f(xo+h),~--.yn7+1_1 = f(xo+ (nTH— 1) h), yro =f(x0+%1h) [1]

Lze vyjadfit aproximaci liché n-té derivace funkce f v bod€ x, jednoduse:

n—1
1 -1
n _ n
5 =i 2 O (" ) s s )
k=0

[1]

Aproximace sudé n-té derivace lze obdobné jako u liché aproximace n-té derivace, uvazovat o
funkci f jedné realné proménné, libovolné pfirozené sudé Cislo n a diskretizacni krok h. Opét

Ize predpokladat, ze funkce f je spojité diferencovatelna tiidy C,,,; v bod€ x,a jeho okoli, ve
kterém jsou obsaZzeny uzlové body x, — gh, Xy — (g— 1) h,--, xg—h, xg+h,, x5+

+(§—1)h, xo +2h [1]

Pro stfedovou aproximaci sudé n-té derivace se mize v bod€ x,odvodit vztah:
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n
1 n
m _ k(M -
7 = 2 () (ot G- 1))
k=0
Tento vztah se muze dale zjednodusit, pokud se oznaci funkcéni hodnoty funkce f v uzlovych
bodech jako: y_n = f (xo = 5h), ¥ 2,y = f (%o = (5= 1)), y00 = fxg = ),

Yo = FG = o+ W yiy = f (xo+ (3= 1)), y2 = £ (% +2h)

Ziska se zjednoduseny vztah vyjadfujici aproximaci sudé n-t¢ derivace funkce f v bod¢ x:

0 =g 2 0 ()
k=0
[1]

1.7.5 Aproximace derivaci na intervalu

V aplikacich numerické matematiky je obcas tieba aproximovat derivace vyssich fadt funkce
na uritém intervalu. Aproximace n-té¢ derivace na intervalu je ddna aproximacemi n-tych
derivaci v jednotlivych uzlovych bodech. Vypocet se mize provadét dvéma zpiisoby, a to bud’
pfimym, nebo postupnym vypoctem aproximaci n-tych derivaci v uzlovych bodech. Piimy
vypocet vyuziva znamé vzorce, nebo jednordzové aproximacni metody, které rovnou
aproximuji n-tou derivaci funkce v daném uzlovém bodé€. Pfimé vzorce jsou zalozeny na
diferencnich vzorcich, které piimo pocitaji pozadovanou derivaci. Tato metoda se pouziva
v piipadech, kdy je potieba rychle a jednorazové vypocitat derivaci bez nutnosti predchozich
vypoctli. Na rozdil od pfimého vypoctu je postupny vypocet zamefeny na vypocet derivaci
krok za krokem. Casto vyuziva pfedchozi vypoéty nizsich derivaci. Postupny vypocet ¢asto
kombinuje postupné aplikace diferencnich vzorctl, nebo opakované diference. Kazda hodnota
se tedy vypocita spomoci jiz dfive vypocitanych hodnot. Tato metoda je uzitecnd
v piipadech, kdy se vyssi derivace postupné odvozuji z jiz vypocitanych hodnot anebo kdyz

se derivace vypocitavaji opakovang. [1], [14]

1.8 MATLAB

MATLAB je programovaci prostfedi a programovaci jazyk, ktery je Siroce vyuzivan v
akademickém prosttedi, primyslu a vyzkumu. Jeho flexibilita a Siroka Skala vestavénych
funkci poskytuji uzivatelim mocné ndstroje pro analyzu dat, numerické vypocty, vizualizaci,
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modelovani. MATLAB zvlada jak zékladni matematické operace, jako je s¢itani, od¢itani, tak
1 pokrocilejsi operace jako jsou: matice, derivace, integraly. MATLAB také poskytuje velkou
flexibilitu pii vytvareni vlastnich skripti neboli programi, simulaci, nebo analyz dat, a to diky
programovacich konstrukci, jako jsou piikazy, cykly a funkce definované uzivatelem. Pomoci

vvvvvv

dokéze uzivatel vytvéafet vlastni algoritmy a fesit efektivné komplexni problémy. [2], [16]

Nekteré funkce ma MATLAB obsazené v zakladnim modulu, ale k ale k pouzivani mnoha
dalsich potiebuje knihovny neboli toolboxy. Diky tomu, Ze ma MATLAB piistup k velkému
mnozstvi knihoven, mtizou byt moznosti pouziti MATLABu_rozsifeny o dalsi funkce nebo
nastroje. V této praci bude vyuzivan néstroj Symbolic Math Toolbox, ktery rozsifuje moznosti
MATLABu o prici se symbolickymi vyrazy. Rozdil mezi numerickymi vypocty a
symbolickymi vypocty je ten, Ze numerické vraci konkrétni hodnoty proménnych, a druhé
pracuji se symbolickymi proménnymi a symbolickymi konstantami, diky tomu lze provadét

operace jako jsou derivace, integraly nebo limity, a to je v této praci klicové. [2]

V této praci budou pouzivany funkce, které jsou soucasti Symbolic Math Toolbox. Jako prvni
bude vyuzivana funkce limit. Tato funkce slouzi pro vypocet derivace pomoci definice
derivace. Funkce limit je klicova pro analyticky vypocet derivaci a vyuziva se pfi

odvozovani vzorcl pro derivaci funkei. [2]

Déle se bude vyuzivat funkce diff, kterd je vyuzivdna k derivovani funkci. Poskytuje
moznost analytického vypoctu derivaci a je zdkladnim néstrojem pro feSeni tloh tykajicich se
derivaci funkei. Vyhodou je, Ze funkce diff dokéze jednoduse spocitat derivace libovolného
fadu, a kromé toho sjeji pomoci dokdzeme pocitat parcialni derivace pro funkce vice

proménnych. [2]

Dalsi funkci, ktera je v praci vyuZzivana je funkce taylor, kterd slouzi k Vypoctu nékolika
prvnich c¢lenti Taylorovy fady dané funkce v daném bodé&. Tato funkce je uzite€na pro

aproximace funkci a analyzu chovani funkci v okoli pfislusnych bodu. [2]
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2 PRAKTICKA CAST

2.1 Derivace funkce jako limita diferen¢niho podilu

Zjednodusené by se dalo fict, ze derivace vyjadiuje okamzitou zménu funkce f (x) v daném
bod¢ x,, takZe se jednd o rychlost miry narGstani, jakou se hodnota funkce méni, kdyz se
nepatrmym zplisobem zméni jeji vstupni hodnota. Vice do hloubky je tato definice vysvétlena
v teoretické Casti. V této casti bude ukazano, jak ji lze vypocitat pomoci MATLABu
s knihovnou Symbolic Math Toolbox a jeji funkci 1imit. Pro tento vypocet je vytvofena

nasledujici M-funkce.

function df = derivace limit(f, x0)
syms X hj;
f sym = f(x);
df _limit = limit((subs(f_sym, x, x + h) - f sym) / h, h, 0);
df = double(subs(df_limit, x, x@));

end

Tato M-funkce slouzi k vypocitani derivace v bodé x, pomoci definice derivace, ktera je
vysvétlena v teoretické &asti. Nejprve se vytvoii funkce s vystupni proménnou df. Radek
syms x h deklaruje symbolické proménné, které budou pouzity pro algebraické manipulace.
Na tadku f_syms = f(x) se prevede funkce f(x) na symbolicky vyraz pro vypocet
derivaci a limit. Na dal$im fadku se vola funkce limit:
f limit = limit((subs(f_sym, x, x + h) - f_sym) / h, h, 0) tentofadek

w. Vzorec je zde vysvétlen po Castech. Nejprve

reprezentuje vzorec: f'(x,) = }Ll_r)%
¢ast subs (f_sym, x,x+h), kterd v symbolickém vyrazu funkce f (x) neboli ¥_sym nahradi
kazdé x, x + h. Diky tomu se =ziskd funkéni hodnota vbodé x + h.
(subs(f_sym, x, x + h) - f_sym) / hjerozdil funkénich hodnot délenym rozdilem
argumentu, ktery je v tomto piipadé h. Nakonec se vse vlozi do funkce 1imit(..., h, @),
ktera vypocita limitu vyrazu kdy h sméfuje k 0. Tento krok simuluje nekone¢né maly krok h
bez omezeni a diky tomu vypocita ptesnou derivaci. Vysledek je ale stale symbolicky neboli

matematicky vyraz. Proto je pouzita funkce double, kterd ho pievede na konkrétni Ciselnou

hodnotu. To se provede nasledovné: df = double(subs(df_limit, x, x0)) natomto
fadku je dosazeno za proménnou X x0, coz je bod, ve kterém je derivace spocitana a nasledné

se pouzije funkce double.
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Pro ukazkovy piiklad se pouzije funkce f(x) = x%+ 2x+ 2 vbod& x, = 1. Nejprve se
derivace pro kontrolu spo¢ita standartnim zptisobem. Prvni derivace je f'(x) = 2x + 2. Nyni
se za x dosadi x,, vyjde tedy f'(x) = 21+ 2, tim vznikne vysledna derivace 4. Nyni se
funkce spocita pomoci funkce derivace_limit v MATLABu. Do ptikazového fadku se
vlozi f=@(x)x"2+2*x+2 ¢imz se vytvoii funkce ktera piijima jeden vstupni argument a tim
je x. Dale do ptikazového fadku vlozi x0=1 a tim se vytvoii proménnad x, s hodnotou 1, ktera
je bodem, ve kterém se bude derivace pocitat. Jako posledni se vlozi do piikazového fadku
df = derivace_limit(f, x@), to spusti M-funkci a do proménné df ulozi vysledek
df=4.

2.2 Symetricka definice derivace

Symetricka definice derivace je alternativni definici derivace, protoze zahrnuje obé strany
bodu x,, na rozdil od jedné strany jako definice derivace. Podrobné&ji je vysvétlena

v teoretické Casti. Jelikoz se jedna v podstaté o rozsifeni vzorce definice derivace

, . h)- . . . , ,
f'(x,) = EH%M na symetrickou definici derivace, ktera ma vzorec:

f'(x,) = }llrr(l) cs +h)2_hf(x° ) i tedy i M-funkce velmi podobn.

function df = derivace_limit_symetricka(f, x0)
syms X h;
f_sym = f(x);
df limit=limit((subs(f_sym,x,x+h)-subs(f_sym,x,x-h))/(2*h),h,0);
df = double(subs(df_limit, x, x@));

end

Jelikoz je M-funkce podrobné vysvétlena u definice derivace, projdou se jen kroky stru¢né a
je tedy tahle cast zaméfena jen na rozdily mezi funkcemi. Nejprve se vytvoii funkce
s vystupni proménnou df a deklaruji se symbolické proménné x a h. Déle se ptevede funkce
f(x) na symbolicky vyraz. Zména pfichazi na fadku, kdy je pouzita funkce limit
df limit=1imit((subs(f_sym,x,x+h)-subs(f_sym,x,x-h))/(2*h),h,0) kde se
nahradi v druhé c¢asti £_sym vyrazem subs(f_sym,x,x-h) a tim se pfida i druhd strana
bodu x,. Pro tento postup je nutné ptidat druhé h, protoze je zohlednén jak posun zprava, tak

posun zleva.
Jako priklad je pouzita stejna funkce jako u limitni definice derivace a to f(x) = x2 + 2x + 2
vbodé x, = 1. Z pfedchozi ¢asti je jiZ znamo, Ze vysledek by mél byt 4. Stejné€ jako v
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ptedchozim piikladu je do piikazového tadku vlozen piikaz f=@(x)x"2+2*x+2, ¢imz se
vytvoii funkce. Nasledné je zaddna hodnota x0=1. Po spusténi M-funkce je zjiSténo, Ze

vysledek je opét 4.

2.3 Odvozeni vztahi pro derivace funkci pomoci limit za pomoci
MATLABu

Tato Cast popisuje, jak podle této definice lze odvodit vztahy (vzorce) pro derivaci funkci

pomoci MATLABu. Tyto vztahy jsou odvozeny tradicnim zplisobem v teoretické asti.

Stejné jako v teoretické &4sti se jako prvni odvodi vztah pro derivaci funkce f(x) = +/x. Pro

odvozeni vztahu pro tuto derivaci pomoci MATLABu bude potieba si vytvofit nasledujici

M-funkeci:

function df = odvozeni_vztahu_odmx()
syms X h;
df=1imit((sgrt(x+h)-sqrt(x))/h,h,0);

end

Nasledné se do konzole vlozi: odvozeni_vztahu_odmx, ¢imz se M-funkce zavolad. Lze

vidét, Ze je dosazeno stejného vysledku: 1/(2*x”(1/2)). Po ptevedeni do standartni

L, L1, 1
matematické formy se ziska W
X

K odvozeni vztahu pro derivaci mocninné funkce se vytvoii M-funkce:

function df = odvozeni_vztahu_mocnin()
syms X h nj;
df = limit(((x+h)”n-x"n)/h,h,0);
end
V MATLABu se M-funkce zavold: odvozeni_vztahu_mocnin. Vysledny vysledek
bude n*x~(n - 1) ato je po Upravé do matematické formy nx™ 1, coz se rovna vysledku,

ktery vysel i po standartnim odvozeni.

Dalsi ptiklad se odvodi pouze pomoci MATLABu a to vztah pro funkci f(x) = xe *?, kde a

je volitelny parametr.
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Je vytvofena M-funkce:

function df = odvozeni_vztahu_exp()
syms X a h;
df=limit ((((x+h)*exp((-1)*a/(x+h)"2)-(x*exp((-1)*a/x"2)))/h),h,0);

end

Z toho vyjde vysledek (exp(-a/x"2)*(x"2+2*a))/x"2 po ptepisu do matematické formy

. e<_§%)(x2+2a)
je ziskan vyraz: — e
ax+b
cx+d

Dalsi vztah, ktery bude odvozen je vztah pro funkci f(x) = kde a, b, ¢, d jsou

parametry. Je vytvofena M-funkce s ndzvem odvozeni_vztahu_parametry:

function df = odvozeni vztahu_parametry()
syms X a b c d h;
df=1imit (((((a*(x+h)+b)/(c*(x+h)+d)) - ((a*x+b)/(c*x+d)))/h),h,0);

end

Po zavolani funkce vyjde vysledek a/(d+c*x)-(c*(b+a*x))/(d+c*x)~2. Tento
vysledek muize byt upraven pomoci piikazu simplify, ktery slouzi ke zjednoduseni
symbolickych vyrazi. Zavola se pomoci simplify(ans). V proménné ans je vysledek,

ktery vratila nase M-funkce. Po provedeni simplify piikazu vyjde zjednoduseny vysledek

ad—-bc

(a*d-b*c)/ (d+c*x)"2. V matematickém tvaru je to: TP

Dalsi odvozeni bude pro funkci f(x)=sin(x). Ktomu je vytvofena M-funkce

odvozeni_vztahu_sin(), ktera bude vypadat nasledovn¢:

function df = odvozeni vztahu_sin()
syms x h;
df = limit((sin(x+h) - sin(x)) / h, h, 0);

end

M-funkce odvozeni_vztahu_sin se zavola a ziska se vysledek cos (x).
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Posledni piiklad te$i odvozeni vztahu pro funkci: f(x) = Inlnlnx. Opét je vytvoiena

M-funkce s nazvem odvozeni_vztahu_1ln. Tato M-funkce bude vypadat takto:

function df = odvozeni_vztahu_1n()
syms X h;
df=1imit((log(log(log(x+h))) - log(log(log(x)))) / h, h, 0);

end

Po zavolani M-funkce bude vysledek 1/(x*log(log(x))*log(x)) a po piepisu do

. o 1
matematické podoby se ziska m.D], [5]

2.4 Derivovani pomoci prikazu diff

Derivace je jednim ze zakladnich nastroji matematické analyzy, vyjadiuje miru zmény
funkce vzhledem k jeji nezavislé proménné. Pokud je dana funkce f(x), jeji derivace f'(x)
ika, jak rychle se méni hodnota funkce, kdyz se méni hodnota x. Podrobnéji je derivace

vysvétlena v teoretické  Casti. Pro  vypocet derivaci pomoci MATLABu a

Symbolic Math Toolboxu je pouzita tato M-funkce:

function df = odvozeni vztahu(f)
syms X
df = diff(f, x);

end

Pro derivovani existuje n¢kolik zakladnich pravidel. Prvni je na fad¢ derivace souctu dvou
funkci. Derivace souctu dvou funkci je rovna souctu jejich jednotlivych derivaci. Vzorec tedy
bude pro derivaci dvou funkci: f(x)+ g(x) je (f(x) + g(x))' = f'(x) + g’ (x). Pokud je
déna funkce f(x) = 2x2 + x3, jeji derivace bude f'(x) = 4x + 3x2 Pomoci MATLABu je
mozno tento vztah zjistit, pokud do funkce vypocet_derivace_diff je vloZena funkce
f=@(x)2*x"2+x"3. Vysledek je stejny, jen v opaéném poradi s¢itanct f'(x) = 3x%+
+4x. [7]

Podobné jako derivace souctu je i derivace rozdilu dvou funkci rozdilem jejich derivaci:
(f(x) - g(x))’= f'(x) — g'(x). Pro piiklad je pouzita stejnd funkce jako pro soulet
sjedinym rozdilem, plus se zaméni za minus. Vznikne funkce f(x) =2x%—x3 a jeji
derivace bude f'(x) = 4x— 3x% Pro vypodet derivace v MATLABu se pouZije stejna

30



M-funkce jako pii sou¢tu vypocet_derivace_diff. Mize se pouzit stejnd M-funkce diky
ptikazu diff, ktery sdm pouzije derivacni pravidlo na zaklad¢ vloZené funkce. V MATLABu
je vlozena funkce: f=@(x)2*x"2-x"3 a je zavolana M-funkce

vypocet_derivace_diff(f). Vyjde f'(x) = —3x2 + 4x. [7]

Derivace soucinu funkci se ¥idi sou¢inovym pravidlem, pokud tedy pro funkce f(x) a g(x)
plati vztah (f (x)- g(x))' =f'"(x)-g(x) + f(x)- g'(x). Derivace dvou funkci neni jen
soucin jejich derivaci, ale zahrnuje i jejich plvodni funkce. Tato formulace zohlediuje
vzajemny vliv zmén obou slozek v zavislosti na proménné x. Jako pfiklad je zde pouzita
funkce s oznacenim h(x) = (2x% + 3) - (x3 — 5x), na niz je ilustrovano pouziti vzorce. Pfi
klasickém derivovani je vysledkem: h'(x) = 4x(x®—5)+ (2x*>+3) - (3x%—5). Tato
funkce je vlozena do MATLABu h=@(x) (2*x"2+3)*(x*3-5*x) a je zavolana M-funkce
vypocet_derivace_diff(h), vkonzoli se ukaze vysledek h'(x)= (2x* + 3)-
(3x% — 5)— 4x(— x® + 5x) coz je stejny vysledek jako pfi tradicnim vypoctu jen

v rozdilném potadi ¢lent. [7]

f(x) ), _ 0g0-f()-g (%)

Pro derivaci podilu funkei f(x) a g(x), kde g(x) # 0, plati: (g(x) = oD

Jako piiklad je pouzit podil funkei f(x) =e* a g(x)= 3x+ 1. Derivace spocitina

Y’ 2e%% (3x+1)-3e%* , , ;1.
g o) = (1) , po roznasobeni se ziska

standartnim  zplsobem je ( (x11)?

Po konecéné

(f(x))' _ 6xe?* +2e%% —3e%%

f(x))’ _ 6xe?*—e?*
g% (3x+1)?

, po rozpocitani vyjde vysledek (g(x) Gri)?

! 2x 2x
upravé je vysledek (%) = 2x3e +eT. Po vloZzeni funkce do MATLABu

h=@(x)exp(2*x)/3*x+1 a nasledné se opét zavola M-funkce

vypocet_derivace_diff(h). MATLAB vrati vysledek exp(2*x)/3+

eZ

X 2Xx
+(2*x*exp(2*x))/3 v matematickém tvaru tedy T+ 2x3e .

MATLAB pomoci funkce
diff sam pouzije vztah pro derivovani podilu a vysledek je znam takika ihned. [7]
Dalsi jsou derivace elementarnich funkci, a ty se déli na mocninné, exponencialni,

logaritmické a trigonometrické funkce. Jejich derivace jsou dilezitym zakladem pro vypocet

slozit&jSich derivaci. [7]

Nejprve derivace mocninnych funkci. Pro mocninné funkce f(x) =x™ plati pravidlo
f'(x) =n-x""1. Tomuto vztahu se fika pravidlo derivace mocninné funkce. Pokud je do

MATLABu zadano f=@(x,n)x”n. JelikoZ je pouzivana i promé€nna n, musi se do parametru
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pfidat k parametru x, jinak by byla ohlaSena chyba, kdyz je zavolana M-funkce
vypocet_derivace diff(f), je ziskano nx™ — 1 v matematickém tvaru nx " coz je i

zaroven obecny vzorec pro derivaci mocninnych funkci. [7]

Jako dalsi je na fadé exponencidlni funkce. Exponencialni funkce f(x) = e* ma derivaci
f'(x) =e* jeji hodnota po derivaci zustava stejnd. Do MATLABu je vloZena
f=@(x)exp(x) a zavolana M-funkce vypocet derivace diff(f). Vysledek je
exp(x) = e*. [7]

Derivaci logaritmické funkce f(x) = In(x), je f'(x) = % V MATLABu je vlozena funkce
f=@(x)1log(x) a opét je zavolana M-funkce vypocet_derivace_diff(f). MATLAB

vrati 1/X, coZ je presné vzorec f'(x) = i [7]

Jako posledni tu jsou trigonometrické funkce, coz jsou napiiklad sin(x) a cos(x). Derivaci
f(x) =sin(x) se rovna cos(x) a derivaci f(x) = cos(x) je —sin(x). Do MATLABu se
vlozi f=@(x)sin(x) a zavola se M-funkce vypocet derivace diff(f). Vyjde
cos(x). Pot¢ je  vlozeno f=@(x)cos(x) a opét zavolana  funkce

vypocet_derivace_diff(f). MATLAB vrati — sin(x). [7]

2.4.1 Parcialni derivace pomoci prikazu diff

Parcidlni derivace jsou derivace funkci, kde se derivuje pouze sohledem na jednu
proménnou. Zbylé proménné jsou povazovany za konstanty. Parcialni derivace ukazuje, jak se
funkce méni, kdyZ se méni jen jedna proménnd a ostatni zlstavaji stejné. Tyto derivace jsou
dilezité, protoze jsou klicovym nastrojem pro analyzu funkci vice proménnych. [7]

Je déna funkce f(x,y), ktera je funkci dvou proménnych x a y, kterd mize mit parcialni
derivaci podle proménné x, g—’;. Parcialni derivaci podle proménné y, Z_f/ Funkce o n

proménnych mohou mit podle jednotlivych proménnych celkem n parcidlnich derivaci.

Funkce f(x,y) =2x?+y? ma Z—’; = 4x a parcidlni derivace Z—f/ = 2y. Funkce

f(x,y) = 2x%y + 3x2y? ma derivaci podle x Z—i = 4xy + 6xy? a parcialni derivaci podle

of _ 5.2 2
y ay—2x + 6x°y. [7]
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Reseni parcialnich derivaci v MATLABu lze provést pomoci M-funkce

function [dfx,dfy] = parcialni_derivace(f)

syms x y

dfx = diff(f,x);

dfy = diff(f,y);

disp('Parcidlni derivace podle x:')
disp(dfx)

disp('Parcidlni derivace podle y:")
disp(dfy)

end

M-funkce vraci dvé hodnoty, a to dfx a dfy, cozZ jsou parcidlni derivace podle x a podle y.
Funkce pfijimé jeden vstupni argument a tim je symbolickd funkce f. Ve funkci se nejprve
deklaruji symbolické proménné: syms x y a poté se spocitd parcidlni derivace pomoci
funkce diff: dfx = diff(f,x) a dfy = diff(f,y) Do funkce diff vstupuje
funkce f a proménnd, podle niz se parcidlni derivace pocita. Poté pomoci piikazu disp jsou

vypsany vysledky parcialnich derivaci do konzole.

Pfi vlastnim vypoétu se do MATLABu vlozi funkce f(x,y)=2x2?+ y? piikazem:
f=@(x,y)2*x"2+y”"2 a poté je zavolana M-funkce parcialni_derivace(f). Vystupem
jsou hlaseni: Parcidlni derivace podle x:4*x a parcialni derivace podle
y:2*y. Podobné pro druhou funkci f(x,y) = 2x%y+ 3x%y? se v MATLABu vytvofi
f=@(X,y)2*x"2*y+3*x"2*y"2 opét se zavola M-funkce parcialni_derivace(f).
V konzoli se vypiSe vysledek: parcialni derivace podle x:6*x*y”2+4*x*y a

Parcialni derivace podle y:6*x"2*y+2*x”2.

2.5 Derivovani polynomiu

Tato Cast je zaméfena na to, jak 1ze pomoci MATLABu vyjadiit polynomy, kdyZz jsou zadany
jako vektor koeficientt jednotlivych ¢lenti. Polynom je algebraicky vyraz, ktery je slozeny ze
Clent, pficemz kazdy clen je soucinem konstanty a mocniny proménné. Obecnd forma
polynomu je f(x)=ax"+a, x" ' +-+ax+a, a,-,a, jsou koeficienty
polynomu, x je proménnd, pro kterou chceme zjistit vysledek polynomu a n je stupeii

polynomu. [7]
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Pro ilustraci jsem vybral polynom p(x) = 5x3 — 2x% + x — 4. Pro tento polynom je vektor
koeficientti: v = [5,—2,1,—4]. Derivace polynomu je p’'(x) = 15x% —4x+ 1 a vektor
koeficientti v’ = [15,—4,1]. Derivaci polynomu lze vypoéitat pomoci MATLABu obéma
zpusoby. Derivaci polynomu Ize provést pomoci jiz vytvofené M-funkce
vypocet_derivace_diff Vysledkem je polynom 15*x*2-4*x+1. Pro derivaci
polynomu jako vektoru koeficienti si je vytvofena novd M-funkce snazvem

derivace_polynomu_vektor, kterd bude vypadat nasledovné:

function df = derivace _polynomu_vektor(v)
df = polyder(v);

end

V uvedené¢ M-funkeci je pouzita funkce polyder, kterd vypocitd derivaci polynomu zadané¢ho
jako vektor koeficientli. Nejprve se vytvori vektor v=[5 -2 1 -4] poté je zavolana
M-funkce derivace_polynomu_vektor(v) se vstupnim parametrem v. Funkce vrati

vysledek: 15 -4 1, ktery vyjadfuje polynom 15x2 — 4x + 1.

Pouzivani vektoru koeficientii ma nékolik vyhod. Vektor koeficientii polynomu se snadno
zapisuje a Cte. Diky tomu MATLAB provadi rychleji derivace, dalsi operace a vypocet je tedy
efektivnéjsi. MATLAB nemusi provadeét slozité algebraické manipulace, protoze vse probiha

pfimo na koeficientech.

Posledni piiklad bude polynom p(x) = 4x°> —2x3 + 3x2 — 2 + 5x* + x. Pokud je potieba
s polynomem pracovat jako s vektorem koeficienti, musi se polynom sefadit od nejvyssiho
stupné po nejnizsi, jinak by byl vypocet chybovy. Po spravném sefazeni je ziskan polynom
p(x) = 4x5 + 5x* — 2x3 + 3x2 +x — 2. Nyni lze s polynomem p pracovat nejen jako s
vektorem koeficientti, ale také piimo jako s polynomem. Nejprve se derivace polynomu
spo¢ita standartnim zplisobem a vyjde p'(x) = 20x* + 20x3 — 6x2? + 6x + 1. V MATLABu
se vytvofi polynom p=@(X)4*x"5+5*x"4-2*x"3+3*x"2+x-2 a zavola se M-funkce
vypocet_derivace_diff(p), vysledkem je polynom 20*x"4+20*x"3-6*x"2+6*x+1
v matematickém tvaru 20x* + 20x3 — 6x% + 6x + 1. Vysledky se shoduji. Nyni se provede
vypocet podle vektoru koeficientii. Pro vypocet podle vektoru koeficientt se vytvoii vektor
v: v=[4 5 -2 3 1 -2] a je zavolana M-funkce derivace_polynomu_vektor(v).
MATLAB vrati vysledek: 20 20 -6 6 1, coz odpovida [20,20,—6,6,1].
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2.6 Vytvoreni Taylorova polynomu pomoci prikazu taylor

Nejprve pro pfipomenuti, co je Tayloriv polynom. Tayloriv polynom T,(x) je aproximace
funkce pomoci stupné n. Jde o pfiblizeni hodnoty funkce v okoli ur¢itého bodu, ktery ktery
bude ve vypoltech nazyvan x,. Vzorec Taylorova polynomu pro funkci f(x) v bod¢ x, je

definovan:

f”(xo) f(n)( Xo)

T, (x) = f(xo) + f' (xo)(X xo) +

(x=x)%+ 4+ ———=(x—x)"

Tayloritv polynom je podrobnéji vysvétleny v teoretické ¢asti.
Jako priklad je déna funkce f(x) =3Vx%?—x+2 vbodé x,. Pro ilustraci je vytvoien

TaylorGv polynom étvrtého stupné T, (x) a nasledné nakreslen jeji prabéh.

Vzorec bude vypadat nasledovné:

£ (xo) f(3)( £ (xo)

2!

T,(x) = f(xo) + f’(xo)(x 0) + (x — 0)2 (x— x0)3 +

(4)
+ L0 )t 20, [12)

Pro vypocet je vytvofena M-funkce vypocet_derivace_diffn, kterd bude pocitat derivaci

vlozené funkce urcitého stupné na zakladé vlozeného n. M-funkce bude vypadat takto:

function df = vypocet_derivace_diffn(f,n)
syms X
df = diff(f,x,n);

end

Nejprve jsou vypoéitany vSechny derivace funkce f(x) v bodé x, = 3 az do ¢tvrtého fadu a
poté jsou tyto hodnoty dosazeny do uvedeného vzorce pro vypocet Taylorova polynomu T,.

V MATLABu je jako prvni krok  vytvofena  funkce  f(x)  piikazem
f=@(x) (x"2-x+2)"(1/3). Poté se zatnou postupné vytvaret derivace. Prvni derivace je
vytvofena zavolanim M-funkce dfl=vypocet_derivace_diffn(f,1). Vysledek
M-funkce je rovnou ulozen do proménné df1l, aby se s nim Iépe pracovalo. Vysledek se
ziska: dfl=(2*x-1)/(3*(x"2-x+2)"(2/3)). Takto se vypocita i derivace zbylych
stupnd. Derivace druhého stupné¢ bude df2=vypocet_derivace_diffn(f,2)

s vysledkem:
df2=2/(3*(x"2-x+2)"(2/3))-(2*(2*x-1)"2)/ (9*(x*2-x+2)"(5/3))
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Treti stupen se ziska: df3=vypocet_derivace_diffn(f,3), ktery bude:
df3=(10*(2*x-1)"3)/(27*(x"2-x+2)"(8/3))-

(2*(8*x-4))/(9* (x*2-x+2)"(5/3)) - (4*(2*x-1))/(9*(x"2-x+2)"(5/3))
Finalni ¢tvrty stupen bude: df4=vypocet_derivace_diffn(f,4) s vyslednou hodnotou:
dfa=(80* (2*x-1)72)/(27* (x"2-x+2)"(8/3)) -

(80% (2%x-1)74)/ (81% (x"2-x+2)~(11/3)) -8/ (3*(x 2-x+2)"(5/3) )+
(10*(2*x-1)*(8*x-4))/(27*(x*2-x+2)"(8/3))

Jako dalsi krok je nahrazeni symbolickou proménnou x ve vysledcich, pro vypocet je pouzit
bod x,=3. Nejprve je vytvofen bod piikazem x@=sym(3) a poté jsou do novych
proménnych ulozeny vypocty derivaci v bodé x,. Nejprve se ale jest€ musi vytvorit
symbolickd  proménna x  jelikoz je doposud jen vytvofend ve  funkci
vypocet_derivace_diffn a nelze sni pracovat v piitkazovém tadku. Postupné se do
ptikazového radku zada: x=sym('x"), df1x@=subs(dfl,x,x0),
df2x0=subs(df2,x,x0), df3x0=subs(df3,x,x0) adf4x0=subs(df4,x,x0). Nyni
jsou vytvorené vSechny hodnoty derivaci, které budou k findlnimu vypoctu potieba. Jesté jako
posledni c¢ast, nez budou moct byt hodnoty vlozeny do vzorce, se vytvoii proménna
fx=(x"2-x+2)"(1/3) a fx@=double(subs(fx,x,x0)) diky kterym bude funkcni
hodnota funkce f(x) vbodé x,. Jako posledni krok se do piikazového fadku se vlozi:
T4x0=Fx0+df1x0/factorial (1)*(x-x0)+df2x0/factorial (2)*(x-
x0)"2+df3x0/factorial (3)*(x-x0)"3+df4x0/factorial(4)*(x-x0)"4
Vysledkem je T4x0=(5*x)/12-(x-3)"2/288-(95*(x-3)"3)/20736+(511*(x-
3)74)/248832+3/4 a v matematické formé:

5

3 1
T = —4 —- _— — 3 2 + . -3 3 +
W) =gt ¥ moee (k= 3T+ o (= 3) T+ e

Pfi vypoctu je pro x, = 3 pouzita symbolicka konstanta x@=sym(3). Proto jsou hodnoty

(x—3)*

derivaci a koeficienti v Taylorové polynomu vyjadieny jako podil celych cisel neboli
podilem symbolickych konstant. Pokud se za x,dosadi ¢iselnd hodnota 3, zisk4 se vysledek

vyjadieny desetinnymi ¢isly.
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Grafy funkce a Taylorova polynomu se ol f(xl) ]
vytvofi a nakresli v okn¢ Figure pomoci . R /’i
ptikazi: 6l /’/
ezplot(f,[-2,10]);holdon; o
ezplot(T4x0,[-2,10]);grid; y47

hold off; Prabéh funkce f(x) 1
Taylorova polynomu T,(x) jsou na

obrazku obr.3, plnou carou je graf f(x) a

carkovanou carou je graf T, (x). 2 0 2 s 6 " 10

Obrazek 3: Graf Taylorova polynomu (zdroj — viastni)

Tutéz ulohu lze vytesit v MATLABu pomoci ptikazu taylor. Je proto vytvofena M-funkce

snazvem taylor_polynom, ktera vypada nasledovné¢:

function df = taylor_polynom(f, n, x0)
syms Xx
df = taylor(f, x, 'ExpansionPoint', x©, 'Order', n+l);
disp(['Taylorlv polynom je:'])
pretty(df)

end

M-funkce ma jednu vystupni proménnou df a tfi vstupni promeénné, které jsou f, n a x0. f je
funkce, zniz se vytvari Tayloriiv polynom, n je stupeii Taylorova polynomu a x@ je stied
polynomu. M-funkce tedy vraci Tayloriv polynom az do zadané¢ho n stupné, ktery
aproximuje danou funkci f v okoli bodu x0. V M-funkci je nejprve vytvorena symbolicka
proménnd X pomoci piitkazu syms. Dale se pouzie MATLAB funkce taylor, kterd ma
zakladni syntaxi taylor(f, x, 'ExpansionPoint', x@, 'Order', n). f je
symbolickd funkce proménné x. 'ExpansionPoint', x@ urcuje bod, okolo kterého se
polynom vytvoii a 'Order', n urcuje maximalni stupeni Taylorova polynomu. Dale je zde
vypis textu pomoci disp() a nakonec se vypiSe vysledny Tayloriv polynom pomoci piikazu

pretty. Vypocteny TaylorGv polynom v bézn¢ uzivaném matematickém tvaru.

Pouziti M-funkce taylor_polynom lze vidét na piikladu funkce f(x) = ¥xZ —x + 2 pro
n=4 a x,=3. Nejprve se funkce vytvoii tim, ze se do piikazového fadku vlozi:
f=@(x) (x*2-x+2)"(1/3). Poté se zavola M-funkce taylor_polynom(f, 4, x0).
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Vysledek se vypise jako:
(5%x)/12-(x-3)72/288-(95%(x-3)"3)/20736+(511*(x-3)"4)/248832+3/4

. w f s 5x  (x-3)%2  95(x-3)% | 511(x-3)*
Provedenim piikazu pretty se ziska tvar: —— -
12 288 20736 248832

+ %. Uvedeny

vysledek je totozny s vysledkem ziskanym vypoctem jednotlivych stupiiti derivaci.

2.7 Numerické vypoc¢ty aproximaci prvnich derivaci.

Numerické aproximace prvnich derivaci slouzi k pfibliznému vypoctu hodnot derivace funkce

v bodech, kde neni mozné nebo praktické pouZzit analytické metody. Podrobné jsou popsany

v teoretické ¢asti i s odvozenim vzorcu.

Jako ptiklad je nejprve spocitana zpétna a dopiednd aproximaci prvni derivace beta funkce.
Beta funkce je definovana jako integral: B(x,y) = f01 11 —t)Y ldt piicemz
x> 0,y > 0. Této integral je zndmy jako Eulerova beta funkce. Pro ilustraci jsou vybrany
body x,=3, y,=2a jako hodnoty diskretizatniho kroku jsou zvoleny
h =0,01;0,0001;0,000001;0,00000001. Pro vypocet se pouzije MATLAB funkce
beta(x,y).[16]

Vytvoii se M-funkce numericke_aproximace_prvni_derivaceDZ, kterd bude vypadat:

function [df_d,df_z]=numericke_aproximace_prvni_derivaceDZ( x0,y0,h)
df _d (beta(x@ + h, y@) - beta(x0, yo)) ./ h;
df z (beta(x0, y0) - beta(x0 - h, yo)) ./ h;
fprintf('Doprednd %.8f\n', df d')
fprintf('Zpétna %.8f\n', df_z)

end

Funkce ma 2 vystupni proménné df_d a df_z, které jsou pro dopfednou a zpétnou
aproximaci derivace a tii vstupni a to bod x,, Yy, a h, ktery bude naplnén naSimi
diskretiza¢nimi kroky. M-funkce pouziva MATLAB funkci beta, ktera slouzi k vypoctu
hodnoty beta funkce, ktera pocitd vztah mezi dvéma proménnymi a slouzi k popisu
pravdépodobnosti a vztahti v riznych oblastech matematiky. Poté se pouzije funkce
fprintf, kterd slouzi k formatovanému vystupu a diky tomu se vypiSou vysledné hodnoty
do konzole zaokrouhlené na 8 desetinnych mist. Nejprve je vytvoien bod x0=3, y@=2 a poté

vytvofeno pole diskretizatnich hodnot h=[0.01 ©.0001 ©.000001 ©.00000001].
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Nasledné se zavola M-funkce numericke aproximace_prvni_derivaceDZ(x0, y9,

h).
M-funkce vypise vysledek pro dopfednou a zpétnou aproximaci derivace:

Dopredna -0.04839783
Dopredna -0.04860897
Dopredna -0.04861109
Dopredna -0.04861111
Zpétna -0.04882608
Zpétna -0.04861325
Zpétna -0.04861113
Zpétna -0.04861111

Z porovnanych hodnot vyplyva, Ze:

B'(3,2) = —0,048 pro h = 0,01.

B'(3,2) = —0,048 6 pro h = 0,000 1.
B'(3,2) = —0,048 611 pro h = 0,000 001.
B'(3,2) = —0,048 61111 pro h = 0,000 000 01.

Narastani poctu platnych Cislic v aproximacich derivaci v zavislosti na pouzitém
diskretizacnim kroku h je linearni a odpovida tomu, Ze zpétna i dopfednd aproximace jsou

funkcemi prvniho fadu.

Nyni se tento ptiklad spocitd pomoci sttedové aproximace prvni derivace beta funkce B(X,y)
opét vbodé x,=3 a y, =2 ale jen pro h =0,01 a 0,0001. Pro vypocet se vytvori
M-funkce:

function [df_s] = numericke_aproximace_prvni_derivaceS(x0, y@, h)
df s = (beta(x@0 + h, y9) - beta(x0 - h, y@)) ./ h/2;
fprintf('Stredovd %.8f\n', df _s');

end

Jelikoz body x, = 3 a y, = 2 jiz mam¢ vytvofené v minulém piikladu, sta¢i ndm jen upravit
pole diskretizaénich hodnot h=[0.01, ©.0001] Nakonec je zavolana M-funkce

numericke_aproximace_prvni_derivaceS(x0,y0, h).
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Ziska se vysledek:

Stredova -0.04861196
Stredova -0.04861111
Vzhledem k tomu, Ze ob¢ ziskané hodnoty aproximace téZe derivace se shoduji na Sest
desetinnych mist, a ze hodnota aproximace pro mensi h je ptesnéjsi, mize se odhadovat, Ze
aproximace pro h =0,01 je spravna nejmén¢ na Sest desetinnych mist, tedy

B'(3,2) = —0.048611.

Nyni se tyto vysledky porovnaji s vysledky z dopfedné a zpétné aproximace derivace. Lze si

povsimnout, Ze hodnota derivace B'(3,2) je spolehlivé odhadnuta na sedm desetinnych mist a
vSechna se shoduji s prvnimi osmi misty stfedové aproximace pro h = 0,000 1. Lze tedy
povazovat za spolehlivou hodnotu $'(3,2) = —0.04861111. Tato hodnota byla u doptedné a
zpétné aproximace ziskana pro h = 0,000 000 01, ale pii pouziti sttedové aproximace uz pii
pouziti h = 0,000 1. Diky tomuto zjisténi se miiZze potvrdit, Ze metoda stfedové aproximace

je druhého fadu a tedy, Ze korekéni ¢len, kterym je uréena chyba aproximace je funkci O(h?).

2.8 Numerické vypocty aproximaci druhych derivaci.

Obdobn¢ jako numerické vypocty aproximaci prvnich derivaci se pouzivaji 1 druhé k odhadu
hodnot druhé derivace, kdyz nelze pouzit analytické feSeni nebo jsou k dispozici pouze
diskrétni hodnoty. Numerické vypocty druhych derivaci byly nalezité popsany v teoretické

¢asti véetné odvozeni vzorcu.

Jelikoz se bude s funkci beta pracovat i v dalSich castech, je dobré vytvofit M-funkci

f beta(x,y), ktera vypada nasledovné:

function f = f_beta(x,y)
f=beta(x,y);

end

M-funkci  pro  vypocet sttedové  aproximace druhé derivace s nazvem

numericke_aproximace_druhe_derivacesS se vytvoii takto:

function [df_s] = numericke aproximace_druhe_derivaceS(x0,y0, h, f)
df_s=(feval(f,x0+h,y0)-2*feval(f,x0,y0)+feval(f,x0-h,y0))./h."2;
fprintf('Stredovd druhd: %.10f\n', df_s);

end
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V uvedené M.funkci je pouzita MATLAB funkce feval, diky které¢ se dokaze vlozit do této
funkce jind funkce nebo handler jako vstupni argument. Prvni argument ve funkci feval je
nazev funkce a dalSi argumenty jsou vstupy pro tuto funkci. Naptiklad tedy bude
feval(f,x) fungovat tak, ze MATLAB zavold funkci s ndzvem f a sargumentem X.
Nejprve se vytvoii proménné x0=3, y0=2 a h=[0.1 0.001 0.00001] Poté sec zavola
M-funkce:

numericke_aproximace_druhe_derivaceS(x0,y0,h,'f beta'). Zde funkce
'f_beta' vklada jako fetézec neboli string. MATLAB v podstaté hledd funkci s timto
nazvem v MATLAB adreséii. Funkce se mize vkladat i jinak, a to pomoci anonymni funkce,
jak byla pouzivana v minulych piikladech. Anonymni funkce by se vytvofila takto:
f=@(x,y)beta(x,y) anasledn¢ by byla zavolana takto:
numericke_aproximace_druhe_derivaceS(x0, y@ h, f) Vysledek je vtakovém

ptipadé totozny. Vysledek z funkce bude:

Stredova druhd: 0.0428869267
Stredova druhd: 0.0428240804
Stredova druhd: 0.0428240776

Sttedové aproximace druhych derivaci beta funkce B(x,y) vbodé x, =3 ay, = 2 jsou

B'(3,2) = 0.042 886 926 7 pro h = 0,1.

B'(3,2) = 0.042 824 080 4 pro h = 0,001.

B'(3,2) ~ 0.042 824 077 6 pro h = 0,000 01

M-funkei pro vypocet aproximace druhé derivace

numericke_aproximace_druhe_derivaceS lze snadno vyuzit pro vypocet druhych

derivaci i jinych funkei i pro jiné hodnoty x,, y, a diskretiza¢niho kroku h.

2.9 Numerické vypocty aproximaci tietich derivaci.

Odvozeni vzorcl pro aproximaci tfetich derivaci bylo provedeno v teoretické ¢asti 1.7.3.

Jako ptiklad opét pouziji beta funkci B(x,y) v bodé x, = 3 ay, = 2. Vypodet se provede pro
stejné h jako pfi vypoctu stiedové aproximace druhé derivace, tedy pro h = 0,1,
h =0,001, a pro h = 0,0001. Pro vypocet se pouzije jiz vytvorena M-funkce f_beta, ktera
byla vytvofena v predchozi Casti. Nyni se vytvori M-funkce

numericke_aproximace_treti_derivacesS.
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M-funkce vypadé nasledovné:

function [df_s] = numericke aproximace_treti derivaceS(x®0,y0,h,f)
df_s=(feval(f,x0+2*h,y0)-2*feval(f,x0+h,y0)+2*feval(f,x0-h,y0)-
feval (f,x0-2*h,y0))./(2*h."3);
fprintf('Stredovd treti: %.12f\n', df_s);

end

Nejprve se zadd bod x0=3, y0=2 a diskretizacni krok h=[0.1 ©.001 0.0001] Jako

posledni se M-funkce zavola:

numericke_aproximace_treti_derivaceS(x0,y0,h, 'f _beta'). Vysledek je:

Stredova treti: -0.050976590887
Stredova treti: -0.050636723981
Stredova treti: -0.050681681074

Z vyslednych hodnot vyplyva, Ze pro stiedové aproximace tietich derivaci beta funkce v bod¢é

Xo aY, jsou:

B'(3,2) ~ —0.050 976 590 887 pro h = 0,1.
B'(3,2) = —0.050 636 723981 pro h = 0,001.
B'(3,2) = —0.050 681 681 074 pro h = 0,000 1

2.10 Numerické vypoc¢ty aproximaci n-tych derivaci.

Na zéklad¢é odvozenych vztahli v ¢lanku 1.7.4 se spocita sttedova aproximace Ctvrté derivace
beta funkce vbodé¢ x, =3 a y, =2 pro h =0,1;0,001;0,000 1. Vztah pro stiedovou

aproximaci sud¢ n-té derivace pro n = 4 plyne:
1 4
4
B G030 = 5 ) (¥ () Blxa + 2= 0, 3) =
k=0

= %(B(xo +2h,y5) —4B(xo + b, yo) + 68 (x0,50) — 4B (xo — h,y,) + B(xy — Zh'YO))
[1], [16]
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Pro vypocet se vyuzije jiz vytvofena M-funkce f_beta a vytvoii se M-funkce pro vypocet
sttedové aproximace Ctvrté derivace s nazvem:

numericke_aproximace_ctvrte_derivacesS takto:

function [df_s] = numericke aproximace ctvrte derivaceS(x0,y0,h,f)
df_s=(feval(f,x0+2*h,y0)-4*feval(f,x0+h,y0)+6*feval(f,x0,y0)-
4*feval(f,x0-h,y0)+feval(f, x0-2*h,y0))./h."4;
fprintf('Stredova ctvrta: %.12f\n', df_s);

end

Do piikazové tadky se zada nejprve bod x0=3, y@=2 a poté vektor diskretizacnich krokti
h=[0.1 ©.001 ©0.0001] a nasledné¢ se zavold M-funkce pro vypocet:
numericke_aproximace_ctvrte_derivaceS(x0, y@, h, 'f _beta'). Ziska se

vysledek:

Stredova c¢tvrtad: 0.075805766163
Stredova ctvrta: 0.075300876645
Stredova c¢tvrta: -2.775557561563

Z vysledki lze vypozorovat, ze stiedové aproximace Ctvrtych derivaci gama funkce v bodé

Xo=3ay, = 2jsou

B'(3,2) ~ 0.075 805 766 163 pro h = 0,1.
B'(3,2) ~ 0.075 300 876 645 pro h = 0,001.
B'(3,2) ~ —2.775 557 561 563 pro h = 0,000 1

Lze si vSimnout, ze vysledek stiedové aproximace c¢tvrté derivace beta funkce pro
h =0,0001 je —2.775 557561563 a je velmi odlisSny od ostatnich vysledkl pro jiné h.
Tento vysledek naznacuje, ze miizou byt problémy s numerickou stabilitou neboli kdyzZ je
krok h pfili§ maly, mohou se objevit zaokrouhlovaci chyby nebo chyby zpiisobené omezenou
presnosti vypoctli a nemusi se dostat validni data. Lze tedy odvodit, Ze vysledky pro h = 0,1

ah = 0,001 jsou pravdépodobné presnéjsi a spolehlivéjsi nez pro krok h = 0,000 1.

V praktickych tlohach ¢asto nastava situace, kdy piesny analyticky tvar funkce f neni znam,
ale jsou zndmy jen s urcitou piesnosti naméiené funkcéni hodnoty v uzlovych bodech. Pokud
tento piipad nastane, je diferencni aproximace derivace jednou z mala metod, jak ziskat

kvalifikované odhady derivaci na zaklad¢ dostupnych dat.
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Bude se uvazovat, ze byly zjiStény funkcéni hodnoty pro sudé n a diskretizacni krok h
, n n n n
v uzlovych bodech x, —;h,xO — (;— 1) h, -, xog —h,xy+ h, -, xy + (;— 1) h,x, + ;h,

kter¢ jsou oznaCeny y_n,y_n_,,

“Y_1,Y0 Y+1r Yy, yn. Pouzivaji se zde jako indexy
2 2 2 2

kladnd i zaporna cela ¢isla a nula. Ovsem pfti indexovani poli v MATLABu se mize pouzivat
jen celd kladna cisla, proto se musi provést transformace indexti neboli funkéni hodnoty y,,
které¢ jsou indexovany celymi Cisli i = —3, —§+ 1:-,-1,0,1,- ,g— 1,3. Tyto indexy se
ulozi do slozky vektoru u, kde praveé kazdy index kazd¢ slozky bude mit hodnotu g + 1 veétsi

nez index i. Bude tedy platit y; = un

2

+14i- Po této transformaci se miZe aproximace sud¢ n-té

derivace funkce vyjadfit nasledujicim vztahem

n 1 n
yé ) = 2:0(_1)k(k)u1+k [1]

Pro feSeni piikladli aproximaci sudych n-tych derivaci pomoci MATLABu se mize vytvofit
M-funkce, do které se vlozi sudé n jako stupen derivace, h jako diskretizacni krok a

vytvofeny vektor u o (n + 1) slozkéch, coz budou funkéni hodnoty funkce f vypoctené

v uzlovych bodech.

Tato M-funkce se mize nasledné¢ opakované volat s jinymi vstupnimi hodnotami. M-funkce

bude vypadat nasledovné:

function df_s = numericke_aproximace_sude(n,h,u)

if h<=0 disp('Krok h neni kladné ¢islo!'), df_s=NaN, return, end

if 2*floor(n/2)~=n disp('Cislo n neni sudé!'), df_s=NaN, return, end
[r,c]=size(u);

if r~=1 disp('Neni pouzit vektor u!'), df_s=NaN, return, end

if c>n+l disp('Vektor u md moc komponentl!'), df_s=NaN, return, end
if c<n+l disp('Vektor u md moc malo komponent(!'), df s=NaN, return,
end

df_s=0;

for k=0:n, df_s=df_s+(-1)"k*nchoosek(n,k)*u(1+k); end

df_s=df_s/h”n;

end

M-funkce ma jeden vystup df_s a tfi vstupni hodnoty a to n (fad derivace), h (diskretiza¢ni
krok) a u (vektor hodnot funkce). V M-funkci se pouzije podminény piikaz if, coz kontroluje
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podminky, zda jsou vstupni hodnoty validni. Nejprve kontroluje, zda je diskretizacni krok h
kladné ¢&islo. Pokud by nebylo, vyskocilo by hlaSeni a vystupni hodnota by se nastavila na
NaN, coz znamena neplatnd hodnota. Dalsi podminka kontroluje, zda je n sudé Cislo. Vyraz
2*floor(n/2)~=n vraci nejblizsi sudé¢ Cislo, které je mensi nebo rovno n. Pokud neni roven
n, fika to, ze n neni sud¢ Cislo. Dalsi podminka kontroluje rozmér vektoru u. Funkce size
zjistuje pocet fadkl a sloupct [r,c] v matici u. Pokud ma matice u vice nez jeden fadek,
nejednd se o vektor. Déle jsou dvé podminky, které¢ kontroluji, zda mé vektor u ptfesné¢ n+1
prvki. Pokud M-funkce projde vSemi podminkami, se nastavi df_s na 0 a poté je proveden
cyklus for, ktery probiha od 0 do n, pficemZ pro kazdou hodnotu k se k df_s pficte ¢len ve
tvaru (-1)"~k*nchoosek(n,k)*u(k+1). Funkce nchoosek(n,k) vraci binomicky
koeficient neboli kolika zplisoby lze vybrat podmnozinu k objekti z n. Nakonec se celkova

suma df_s vyd¢li h”n, ¢imz se ziska finalni hodnota aproximace pro n-tou derivaci.

Nyni jako ptiklad uvazujme bod x, =5 a funkce f dand funk&nimi hodnotami, které jsou

uvedeny v nasledujici tabulce:

Tabulka 1: Funkéni hodnoty funkce f

X 4,6 4,8 5,0 5,2 5.4

f(x) | 1,980 | 1,990 | 2,000 | 2,008 | 2,020

Ze zadanych funkénich hodnot vyplyva, Ze diskretizaéni krok h je h = 0,2. Bod x0=5
diskretizacni krok h=0.2 a stupeil derivace n=4 Nasledn¢ zavolame M-funkci
numericke_aproximace_sude(n,h,u). Ziskd se vysledek: 5.0000. Stfedova

aproximace ctvrté derivace funkce f danou funkénimi hodnotami v bod€ x, =15 je

F®(5)=5.

2.11 Numerické aproximace derivaci funkce na intervalu

Tato prace je zaméfena pouze na piimy vypocet aproximaci n-tych derivaci v uzlovych
bodech. Je dana funkce f o jedné realné proménné a jeji interval < a,b >, ktery je
rovnomerné rozdélen na N podintervalli o délce H = b;}—a. D¢lici body intervalu < a, b > jsou
X, =a, X, =%xg+Hx,=x0+2H,...,xy_; =x, +(N—1)H,xy = b. Je  dan
diskretizacni krok h a predpoklada se, Ze funkce f je diferencovatelna tfidy C,,, ve vSech

bodech intervalu < a — nh; b + nh >. V délicich bodech intervalu < a; b > se pouziji vztahy
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pro sttedové aproximace n-tych derivaci. Pro pouziti této metody je nezbytné, aby byly k
dispozici funk¢ni hodnoty v bodech, které nepatii do intervalu < a,b >, tedy v uzlovych

bodech a — nh,...,a— 2h, a—h,b+ h,b+ 2h,...,b +nh.[1]

(3+cosx,y)

Jako piiklad se vypocita aproximace ¢tvrté derivace funkce f(x) = P na intervalu

< 1,4 >. Pro vypocet se pouzije vzdalenost uzlovych bodit H = 0,05 a diskretizacni krok se
vyuzije h = 0,01. Z vyslednych hodnot je nasledné nakreslen pribéh funkce f(x) a prib¢h
tvrté derivace f™ (x) na intervalu < 1,4 >. Nejprve se pitkazem x0=1:0.05:4 definuje

vektor neboli sada bodi vintervalu < 1,4 > skrokem 0,05. Poté je zadan y@=5 a
diskretizac¢ni krok h=0.01

(3+cosx,y),

Jako posledni se vytvoii M-funkce f(x) = ; -

function f = f_beta_interval(x,y)

f=beta(3+cos(x),y)/5;

end

Po vytvofeni funkce f se vytvoii vektor Y=feval('f_beta_interval',x0,y0) do
které¢ho se ulozi hodnoty funkce f_beta_interval pro vSechny hodnoty x0 a y@.
Nasledné se zavola jiz vytvorena funkce na vypocet stiedové aproximace Ctvrté derivace:

d4Y=numericke_aproximace_ctvrte_derivaceS(x9,y0,h, " 'f beta interval')

piicemz vysledek se ulozi do proménné d4Y.

Nyni jako posledni ¢ast se vytvoii graf 007

(O

pomoci piikazu: 008/ £x) 1".\\
0.05 | / '

plot(x@,d4Y,x0,Y), grid l' v
0.04

Graf je vidét na obrazku obr. 4, kdese | |

nachazi carkovana cara, ktera znaCi Y ggp|

pribéh &tvrté derivace fP(x) na  ootf

1 .
O'W

intervalu < 1,4 > a ¢ernd plnad cara, S } \
~
r . 01 v -0.01 - ¢ \
ktera ukazuje prab¢h funkce f(x). N, I} \
-0.02 | N ! A
“ 7 r
003 I | ‘\../ | ‘-..
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Obrazek 4: Graf ctvrté derivace na intervalu (zdroj — viastni)
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ZAVER

Tato bakalafska prace se zabyva problematikou derivaci funkci jedné redlné proménné a
jejich feSenim s podporou programoveého prosttedi MATLAB. V ramci teoretické ¢asti byly
uvedeny jak zakladni, tak i alternativni definice derivace, a to véetné limitni definice, derivace
jako funkce, vysSich derivaci a jejich vyznamu. Déle byla vénovana cast Taylorovu

polynomu, ktery umoziiuje aproximaci funkci pomoci polynomialni reprezentace.

Praktickd cast se soustfedila na implementaci metod vysvétlenych v teoretické ¢asti, v praxi
pomoci MATLABu. Byly zpracovany vypocty derivaci jak klasickym vypoctem, tak 1 pomoci
Maltabu a porovnany vysledky. Byly zpracovany analytické metody i s vyuzitim piikazu diff
a pouzitim knihovny Symbolic Math Toolbox, stejn¢ jako numerické pfistupy pro vypocet
aproximaci a to prvnich, druhych, tfetich, n-tych derivaci a derivaci funkce na intervalu. Dalsi
¢asti bylo nahrazeni funkci Taylorovymi polynomy, coz nam ukazuje, jak lze derivace vyuzit
k aproximaci funkci v konkrétnim bod€¢ a jeho blizkém okoli. Pro kazdou metodu byly

vytvoteny M-skripty a vzorové piiklady pro jejich vyuziti.

Vysledky prace dokazaly, ze MATLAB je velmi efektivni nastroj pro feSeni derivaci
analyticky i numericky. Diky svym mozZnostem vizualizace, pfizpisobeni a jednodussi syntaxi
je MATLAB intuitivni a umoziuje uzivateli snadno se zorientovat a vyuzivat dle svych

potieb.

Prace tak nejen shrnuje ale i implementuje zndme metody vypoctl derivaci. Jeji vystupy
mohou slouzit jako zaklad pro dalsi rozvoj, naptiklad rozsiteni na funkce vice proménnych a

pokrocilé aplikace derivaci pomoci MATLABu.
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