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ANOTACE

Prace je vénovana fraktalni geometrii, spocteni Hausdorffovy dimenze a odhadu fraktalni
dimenze pomoci miizkové metody. Cilem préce je urceni fraktalni dimenze nacteného obrazku.
Teoretickd Cast prace je vénovana seznameni se zakladnimi principy miizkové metody a jeji
implementaci. Experimentalni studie prace porovnavd vypocty ve vytvorené aplikaci s
vysledky dostupného softwaru Fractalyze.
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obvodova metoda, matematické fraktaly

TITLE

Image and fractal dimension

ANNOTATION

The Bachalor work is dedicated to fractal geometry, calculation of Hausdorff dimension and
estimation fractal dimension with the box counting method. The goal of the work is to determine
the fractal dimension of the loaded image. In the theoretical part are introduced basic principle
of the box counting method and implementation. Experimental part of the work is compered
the results of the application with the results of the available software Fractalyze.
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UvVOD

Ze skoly si jisté¢ kazdy vzpomene na geometrii, predevsim tu Euklidovu, kde pracujeme s body,
pfimkami, ctverci, kvadry a jinymi hladkymi utvary. Relativné snadno u téchto objektl
za pomoci nejriznéjSich vzorci umime spocitat mnohé. Navzdory omezenim obycejného

papiru, na ktery byly provadény zakladni ¢rty, mame povédomi i o dimenzich takovych objekti.

Svét kolem nés ale neni tvofen hladkymi hranami a jasnymi tvary, které se lehce znézorni
&i analyticky popisi. Zijeme v kfivolakém nepravidelném prostoru, kde se vyskytuji spletité a
navrstvené objekty jako stromy a mraky. S bliz§im pohledem tak objevujeme vice detaild, az se
to zda byt nekonecné a chaotické. Neni to ovSem jen chaos, ale i ndpadna pravidelnost a n€kde
sobépodobnost. Jako kdybychom se vnotovali do obrazu v obrazu. Hleddni novych néstroji a

metod pro popsani naseho svéta je tak stale aktudlni.

Potiebné jsou i odpovédi na paléivé otazky jako: ,.Jak dlouhé je pobtezi Velké Britanie?*,
kterou si kladl Benoit Mandelbrot ve stejnojmenné praci z roku 1977, kde se pojem fraktal
objevil. Problém s méfenim délky pobiezi spocivd v jeho Clenitosti. Pobiezi bylo v mapach
ruznych métitek zjednodusené riizné, a to vedlo k znacnym rozdilim ve vysledcich méfeni
délek. Tento problém jen ilustruje limity, na které lze v redlném svéte narazit. Pohled na délku
pobiezi Mandelbrot feSil pomoci Hausdorffovy dimenze. Objevil souvislosti a pomoci
necelociselné dimenze zajistil méfitkovou neménnost méfeni, a tim 1 jednotny vysledek. Onen

objev necelociselné dimenze, ptedstavujici Clenitost, dal zrodu fraktalni geometrii.

Tato prace se bude zabyvat pfedevSim zdkladnim popisem tématu a spoctenim fraktalni
dimenze obrazu. Pro vypocet fraktalni dimenze objektu vznikly rizné metody, z nichZ nékteré
popisuji v teoretické ¢asti této prace spolecné se zakladnimi pojmy fraktalni geometrie. Tento
teoreticky zaklad slouzi pro sestaveni aplikace, ktera spocita fraktalni dimenzi. Obdobné
aplikace jiz existuji, a proto své vysledky z vlastni vyvinuté aplikace porovnavam s vysledky

dostupného programu Fractalyze.

Vyzvou a motivaci k volbé tohoto tématu byla jeho matematickd sloZitost a algoritmizaéni
vyzva. Snazim se tak uplatnit nabyté védomosti z bakalafského studia a aplikovat je prakticky.
Druhou a osobné méné podstatnou motivaci je fakt, ze komercné dostupné¢ PASSaGE a
Fractalyse ptisobi zastarale a nova obdobna aplikace by mohla pfijit vhod dalsim badatelim.
V tomto fraktalnim svété jakozto novy badatel nachazim krasu a doufam, ze se najdou Ctenafi,

kterym bude moje prace k uzitku.
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1 FRAKTALNIi GEOMETRIE

Fraktalni geometrie je soucasti Sir$i obsahlejsi teorie chaosu. Slouzi jako néstroj k popisu

dynamickych, turbulentnich a nelinedrnich déja, které maji fraktalni charakter.

Pousti se tak castecné od Newtonovského determinismu, tedy konceptu pficiny a nasledku,
v ktery se vétilo do 60. let 20. stoleti. Jedna se tak o soucast relativné nové, perspektivni védni
discipliny, ktera prekonava zndmé bariéry a ma ptresah napii¢ obory jako jsou meteorologie,
astronomie, biologie, ekonomie a dalsi. Je to véda o popisu béznych jevl a véci z jiného
pohledu. Upousti se v ni od pfedpokladu, ze vSe je spojité a hladké. Naopak je to geometrie

singularit, anomalii, hrboll, pokfivenin, spleti a deformaci.

Fraktalni geometrie ve svych pocatcich teSila pal¢ivy problém s méfenim délky tokl ek,
hranic a pobfezi. Dnes je nastrojem slozitych systému, napt. pohybu vesmirnych objektt, kdy
nejsme schopni sestavit dostate¢ny model a predvidat budouci stav s jistotou, protoze je az ptili§
moznych ovlivitujicich vlivl. Fraktalni geometrie ndm takové predikce umoziuje s urcitou

pravdépodobnosti spravné zkonstruovat.

Slozité¢ strukturované ptirodni utvary, tézko popsatelné Euklidovskou geometrii, 1ze né¢kdy
uchopit fraktalni geometrii. Cesta k pochopeni a vzniku popisu pomoci fraktalni dimenze vedla
1 pfes matematické fraktaly. Mezi ty nejznamé;jsi a prvni svého druhu patii Cantorova mnozina
s ojedinélou dimenzi mezi 0 a 1 z roku 1884, Kochova kiivka z roku 1904 s vlastnostmi tvotici
objekt pfipominajici snéhovou vlocku a Juliovy mnoziny jakozto matematické mnoziny, které
vznikaly béhem 1. svétové valky bez pomoci vykonnych pocitaci, a staly se zaklady pro dalsi

vyzkum. Tyto Utvary byly konstruovany tak, aby nebyly méfitelné.

Matematik Mandelbrot, ktery navazal na poznatky svych kolegii a zaroven zavedl pojem
fraktal, vychazel i z poznatki Richardsona, ktery méfil pobfezi ostrova Korsiky. Richardson
empiricky odvodil vztah mezi délkou a méfitkem. Jinymi slovy — ¢im mensi ty¢ si na métfeni
ostrova vezmeme, tim pfesnéjs$i bude vysledek méfeni. Mandelbrot objevil souvislosti mezi

timto vztahem a Hausdorffovou dimenzi a oznacil pobftezi za fraktal.

Stalo se tak poprvé, co byl pojem fraktal pouzit. Mandelbrot a dal§i matematici objevili a
sjednotili poznatky s dosud matoucimi matematickymi objekty. Byli tak u zrodu fraktalni

geometrie.

(4,5,6,8,9,15)
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1.1 Fraktaly

Podstatna vlastnost, tak jak to Mandelbrot zamyslel, je métitkova neménnost.

Samotné slovo ,fraktal vychazi z latinského ,.fractus* a z n€j navazujici ,frangere*, coz lze
prelozit jako ,,rozlamat. Mandelbrot tak oznacuje objekty, které vzniknou po onom rozlomeni,
v idealnim ptipad¢ tvofici zmensSenou kopii originalu. Obecné jsou to tedy sobépodobné
objekty. Geometricky se jedna o objekty tézko popsatelné Euklidovskou geometrii, protoze jsou

nepravidelné a délitelné na mensi repliky zdkladniho motivu.

Fraktaly mohou byt striktné nebo statisticky sobépodobné. Striktné sobépodobné fraktaly jsou
takové, které lze rozlamovat na libovolné malé Casti. Statisticky sobépodobné fraktaly jsou
celku podobné jen statisticky. Vedle sobépodobnych jsou taktéz sobé afinitni neboli
sobéptibuzné fraktaly. U takovych fraktald mimo struktury ilomkt je podstatna transformace
meéfitka.

Transformace fraktald jsou lépe popsatelné u matematickych mnozin. Pokud bychom chtéli
popsat vznik ptirodniho fraktalu, pfesného popisu se nedobereme, protoze podstata takového
fraktalu ¢ni z transformace fyzikalni anebo chemické podstaty. Pfikladem této myslenky, tézko
popsatelného pfirodniho fraktdlu se mi jevi palice kvétaku. Kvétdk za spravnych podminek
vzejde ze seminka do urcité velikosti a vime pfiblizn€, jakd bude jeho vizudlni struktura
po podélném roziiznuti, ktera bude vypadat jako fraktal. Ale vyjadfit presny popis vzniku
vysledné struktury nelze. To se pfimo dotyka pfirodni unikatnosti svéta kolem nds. Nikdy
nevypéstujeme dva identické kvétaky, na zem nikdy nedopadne stejna vloc¢ka a podobné,

protoze nikdy nejsme schopni zajistit identické podminky, to se opét dotykdme teorie chaosu.

V matematické roviné€ je to jiné, mame konstrukéni algoritmy a jsme schopni vykreslovat
nejruzngj$i umélecké kreace tvorené ve skute¢nosti strojem pomoci matematiky. Jsme schopni

replikovat znamé fraktalni obrazce a hypnoticky se vnotovat do jedné sobépodobné struktury.

Vredlném svéte vnimejme fraktdly srezervou. Lze se vnofovat do blizSiho pohledu
na struktury kolem nds a vidét sobépiibuznost s piedchozim pohledem z vétsi dalky

s pootocenim, posunem nebo jinou transformaci.

Je né€kolik definic fraktdlu. Obecné definice hovoii o sob&podobnosti a sobépiibuznosti

geometricky nepravidelnych mnozin. Ditkazem je urceni fraktalni dimenze.

4,5,6,8,9,15)
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1.2 Dimenze
Mame definovano nékolik dimenzi mnozin. Li§i se vypoctem i zkoumanymi vlastnostmi.
Dimenze nam obecné urcuje, kolik je potfeba soufadnic k popisu bodu v mnozin€. Fraktalni

dimenze nam navic pfiblizuje onu strukturovanost objektu.

Dimenze, jak bylo naznaceno, je pro geometrii kli¢ovy udaj. Fraktalni Hausdorffova dimenze
je obecnd a pokryva vétSinu mnozin, a proto se povazuje za hlavni. Pomysin¢ vedlejsi dimenze

nahlizi na mnozinu zjednodusSen¢, protoze se Casto zajimaji o konkrétni vlastnosti mnoziny.

V praci je uvadim abych 1épe popsal pojem dimenze. Zaroven se nejedné o vycerpavajici vycet
vSech dimenzi, ale o pouhou resersi k ziskani zékladniho piehledu a pochopeni podstaty

fraktalni dimenze.
4)

1.2.1 Topologicka dimenze D,

Topologickd dimenze se divd na geometrické objekty z pohledu jejich vlastnosti, které jsou
pootocenim nebo stlatenim neménné. To znamena, ze velikost a tvar objektu jsou v této
dimenzi irelevantni. V topologické dimenzi se zajimame o spojitost, zdali objekt obsahuje

otvory nebo je zauzleny a podobné.

Topologicka dimenze je vZdy celociselnd. Mnozina, kterou I1ze stlaovanim a ohybanim prevest

na jeden ze simplexl, ma stejnou topologickou dimenzi jako dany simplex:
e Bod ma D, = 0, ptikladem je opé&t bod.
o Usetka ma D, = 1, piikladem je piimka.
e Pravouhly trojihelnik ma D, = 2, ptikladem je Ctverec.
e Tetraedr ma D, = 3, piikladem je krychle.

S vyjimkou pfili§ slozitych mnozin si pii vypoctu topologické dimenze 1ze pomoci pokryvajici

dimenzi, kde se obvykle D; = D,,.

(4)

14



1.2.2 Pokryvajici dimenze D,,

Mnozinu bodt, kiivek a ploch z Obr. 1 lze pokryt disky, respektive koulemi v prostorovych

mnozinach.

Kvadruplety Triplety Dublety Samostatne disky

Mnozina izolovanych bodu
el e |
LCIL
s )

Kfivka v roviné

Obrazek 1: Pokryvajici dimenze — pokryvani bodi, kfivky a plochy koulemi (4).
RozliSujeme uspotadani pokryti, kde hleddme celé pokryti mnoziny S. Mnozina mé dimenzi
D,, = n prav¢ tehdy, pokud pro disky nebo koule o polomérur > 0 existuje pokryti takove, Ze
kazdy bod z mnoziny S patii maximalné do n + 1 pokryvajicich diskd nebo kouli a neexistuje

takové pokryti, Ze by kazdy bod z mnoziny S patfil do » diski nebo kouli:
¢ Body mohou byt pokryty diskem o nekone¢n¢ malém poloméru, Dp = 0.

e K uplnému pokryti kiivky v roving staCi dublety, tedy jediny prinik dvou diskd, D,, =
1.

e Na pokryti cele plochy v roving€ je potieba minimalné€ tripletd, D, = 2.
e Kvadr vyZzaduje kvadruplety, D, = 3.

Z ptikladd je patrné, Ze pro vétSinu mnozin plati D, = D,. Lze si tedy takto pomoci k urceni

topologické mnozZiny.

4
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1.2.3 Sobépodobnostni dimenze D

Mnozina je rozdélena na mensi ¢asti v méfitku s, kde zmensena ¢ast tvoii kopii celku.

1 1 I 11 I 1secka
Objekt Dr | s N(s) = sPs

Usecka 1 3 3=31

Stverec 6 6 =6

* _ 22

= — Ctverec 2 3 9=3
krychle 6 36 = 62
L/
4

4 /1 Krychle |3 3 27 =33

6 216 = 63

Obrazek 2: Sobépodobnost piimky, ¢tverce a krychle (9 s. 7).

Vztah mezi poctem vytvofenych casti N a faktorem zmény meéfitkem sje dan:

N(s) = sPs.

Po upravé sobépodobnosti dimenzi 1ze vypocitat:

log N(s)

D, = .
s logs

Vysledky sobépodobnostni dimenze euklidovskych téles vychazi, stejné€ jako jejich topologicka
dimenze, celoCiselné. Z geometrického hlediska se tedy jedna o hladké objekty a nepovazujeme
je za strukturované fraktaly. Vypocty Hausdorffovy dimenze euklidovskych téles jsou také

celodiselné.

Sobépodobnostni dimenze je uzite¢nd pro vypocet dimenze klasickych fraktalu, které jsou ¢asto
generovany IFS algoritmem pocitace. U takovych fraktal se jedné o zna¢né zjednoduSeni jinak
narocného vypoctu Hausdorffovy dimenze, kterd vychazi u téchto ryze sobépodobnych fraktala

stejne.

(4,9
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1.3 Klasické fraktaly

Pro obecné pochopeni fraktdlu je dobré vidét onu transformaci, kterd tvoii sobépodobnost.
U klasickych fraktald jsou transformace definovany a v iteracich je patrnéj§i vznikla

sobépodobna struktura.

(4) 5) 6’ 9)

1.3.1 Kochova krivka

Kochova kiivka vychazi z useCky o délce 1, kterd je rozdélena na 3 Casti o délce 1/3. Poté je
prostiedni tietina nahrazena rovnostrannym trojuhelnikem. Tato transformace neché vzniknout
z puvodni usecky ctyfi tsecky. S kazdou iteraci tento postup opakujeme na kazdou tsecku.

Pokud stejny postup aplikujeme na strany v rovnostranném trojuhelniku, vznikne nam tzv.

AN A

£
gsnm ENaN

.
IS P P P

Obrazek 3: Konstrukce Kochovy kiivky (11).

Kochova vloéka.

(4,9

1.3.2 Cantorova mnozina

Obdobné je to s Cantorovou mnozinou. Z uzaviené¢ho intervalu (0; 1) se odebere stied
.. 12 , Y. 2 L1
otevienym intervalem (5 ;5). Zbydou nam dva uzaviené intervaly (0 ;%) a (5 ;1) o délce =+

Takto opakujeme na ziskané uzaviené intervaly do nekonecna. Zbylé body jsou Cantorovou

mnozinou.
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Obrazek 4: Konstrukce Cantorovy mnoziny (9 s. 5).
Ziejmé je, ze mezi tyto spocetné body budou pattit krajni body intervalli v nespoc¢etné mnozing,

coz je priklad jedné z pozoruhodnych vlastnosti, které fraktalni mnoziny mohou nabyvat.

(4.9)

1.3.3 Sierpinského trojuhelnik a koberec

Konstrukce Sierpinského trojiihelniku a koberce, akoliv to nemusi na prvni pohled byt zfejmé,
také nastdva rozdélenim. V ptipad€ trojuhelniku zacindme s rovnostrannym trojuhelnikem
o hran¢ 1, ten rozdélime na Ctyfi ¢asti o hran¢ 1/3, tak Ze kazdou hranu trojuhelniku rozdélime
na dv¢ ¢asti — sttedové body spojime a spatfime ¢tyfi trojuhelniky. Prostfedni trojuhelnik vsak

vyjmeme, a postup opakujeme na zbylé trojuhelniky do nekone¢na.

Obrazek 5: Konstrukce Sierpinského trojuhelniku (8 s. 10).

Koberec sestrojujeme obdobné jako trojuhelnik. Hrany Ctverce rozdélime na tii Casti. Tak
pomyslné rozlomime CEtverec na devét kopii celku a prostiedni ¢tverec vyjmeme. Proces
opakujeme do nekonecna a vznikne Sierpinského koberec. Miizeme se setkat i s krychli, ktera

ma nazev Mengerova houba.
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Obrazek 6: Konstrukce Sierpinského koberce (8 s. 10).

(4,9)

1.3.4 Vypocet fraktilni dimenze klasickych fraktalu

Ackoliv tyto klasické fraktaly vychazeji z euklidovskych hladkych téles, pravidly transformace
jsou objekty zménény v strukturované a na prvni pohled sobépodobné objekty v objektech.
Popis jejich vzniku davé predstavu i o IFS algoritmech, které by tyto klasické fraktaly tvofily

ve vypocetni technice v podobném duchu. Tudiz jedna a ta samé operace v poctu iteraci.

Z popisu je lehce Citelné a na obrazcich lehce viditelné, jaka je zména méftitka a pocet novych
¢asti po transformaci. Pokud doplnime do vzorce pro vypocet sobépodobnostni dimenze

dostaneme vysledky v Tab. 1.

Tabulka 1: Sobépodobnostni dimenze klasickych fraktalt (9 s. 8).

Dy zména métitka | pocet Casti N(s) _logN(s)
s v prvni iteraci bs = logs

Kochova kiivka 1 3 3—14+2=4 |1,26
Cantarova mnozina | 0 3 3—1=2 0,63
Sierpienského 1 2 4—-1=3 1,58
trojuhelnik

Sierpienského 1 3 9-1=28 1,89

koberec
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Necelociselné vysledky sobépodobnostni dimenze potvrzuji patrnou strukturu objektii, kde

napiiklad Sierpinského trojiihelnik neni hladké kiivka, ale ani hladka plocha.

4,8,9)
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2 HAUSDORFFOVA DIMENZE

Hausdorffova dimenze je obecna a zaroven charakterizuje libovolné fraktalni mnoziny. Ma
vSak slozity analyticky vypocet, a tak se stava obtizné pocitatelnou. Proto vznikly numericky
jednodussi metody odhadu fraktdlni dimenze. Vysledkem se snazi priblizit k vysledku
Hausdorffovy dimenze, avSak vychazi ze stejnych principti a podobnych matematickych

definic.

Obecné plati, ze slozité problémy se rozkladaji na mensi, a v tomto je rekurze jako nastroj
velice Gspeésnd. Proto nejprve uvedu nckolik zékladnich definic pro popis a k porozuméni

vypoctu Hausdorffovy dimenze.

4,6,8,9,10, 12)

2.1 Mira a dimenze
Fraktaly se matematicky popisuji jako mnoziny s vlastnostmi. Mira matematicky popisuje
velikost mnoziny:

Definice 1 Mira

Necht' X je mnozZina a necht' F je o-algebra podmnozin X. Mira na F je mnoZinovd funkce
M:F - (0, ) takova Ze

1. M(@) =0,

2. M(Up=qAp) = Ymei M (A,), jakmile {Ay} je posloupnost navzdjem disjunktivnich
mnozin

(3, 8,10, 12)
Definice 2 Vnéjsi mira

Necht' X je mnoZina. Vnéjsi mira na X je funkce M definovana na vsech podmnozZinach mnoZiny
X, ktera zobrazuje do intervalu < 0,00 > a zaroven plati

1. M(p) =0,
2. Pokud A € B, pak M'(A) < M (B),

3. Pro libovolnou posloupnost mnozin A,, € F
s (U An> < Z M (4)
n n
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(3,8, 10, 12)
Tteti podminka zajiSt'uje, aby mira mnoziny nebyla vétsi nez suma mér pii spocetném prostoru.

Pro kazdou miru existuji mnoziny, na kterych se mira chova aditivné. Tyto mnoZiny se nazyvaji

pu-meéfitelné mnoziny a matematicky jsou definovany takto:

Definice 3 p-méfitelnd mnozina

Mnozina A € X se nazyva p-meftitelna mnozina prave tehdy, kdyz
H(E) = u(ENA) + p(E\A)

pro vSechna E C X.

(3,8, 10, 12)

Definice 4 Rozdeleni hmoty

Necht' u je mira na omezené podmnoziné A € R™. Necht pro ni plati 0 < u(R") < oo. Pak
tuto miru nazyvame rozdélenim hmoty a u(A) nazyvame hmotou mnoziny A.

Slozité mnoZziny, pro jednodussi pocty, se mohou piekryt prost§imi spocetnymi mnozinami.

Definice 5 Spocetné pokryti

MnozZina mnozZin A se nazyva spocetné pokryti mnoziny F prave tehdy, kdyz

F‘;UA

AEA
a A je konecna (casto spocetna) mnozina.
(3, 8,10, 12)

V potaz je potieba vzit 1 maximalni mozny diametr.

Definice 6 e-pokryti

Necht ¢ je kladné readlné cislo (Casto velmi malé). Pokryti A se nazyva e-pokryti, pokud plati
diam < € pro vsechny mnoziny A € A.

(3,8,10, 12)
Metody odhadu fraktalni dimenze pracuji pravé na principu piekryti naptiklad ctvercovou
miizkou.
Definice 7 Dolni induktivni dimenze
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Dolni induktivni dimenze prostoru (S, p) je definovana jako
indS=-15=90
indS<k & (3p ctbaze)(VBEL)(inddB<k—-1)
indS=k ©indS<kA-indS <k-1
indS =40 & (VkeN)(A=indS <k)
(3, 8,10, 12)
Definice tik4, Ze mnozina mé dimenzi k, pokud jeji hranice ma dimenzi k—1. Tedy krychle ma

dimenzi 3, protoze je ohranicen ¢tverec s dimenzi 2. Ctverce ohranicuji usecky s dimenzi 1.

2.2 Hausdorffova mira
Hausdorffova dimenze mé zéklady v mirach. I u fraktalti nas obecné zajimaji rozméry. Jak je

spocitat nam fika Hausdorffova mira.

V definici se pohybujeme v R™ podmnozinach A.

Definice 8 Hausdorffova s-rozmeérna vnéjsi mira
Definujeme
HEF) = inf Yyea(diam A)°,

kde infimum je pies vSechna e-pokryti A mnoziny F. Kdy? se & bude zmenSovat, pak se Jg (F)
bude zvysSovat, jelikoz se snizi pocet dostupnych pokryti. Ma tedy smysl definovat

HS(F) = lirréﬂ-_[gs (F) = supHZ(F),
£

£>0
coz je Hausdorffova s-rozmérnad vnéjsi mira mnoziny F.
Hausdorff dokézal, Ze existuje ¢islo Dy (A) takové ze

s o pro s < Dy(A)
H (F){Opro s> Dy(A)”

3,8, 10, 12)
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2.3 Definice Hausdorffovy dimenze
Definice 9 Hausdorffova dimenze
Pro libovolnou mnozinu F definujeme Hausdorffovu dimenzi jako

DyF = inf{s > 0: H5(F) = 0} = sup{s = 0: H5(F) = oo}.
3,8, 10, 12)
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3 METODY URCOVANI FRAKTALNI DIMENZE

Jakmile jsou nadm transformace tvofici fraktdl neznamé, spocteni fraktdlni dimenze zbude
na naro¢ném analytickém vypoctu pomoci Hausdorffovy dimenze. AvSak pro vypocetni
techniku je vhodnéjsi projit fraktal po ¢astech, vyuzit numerické metody, statisticky vysledky
zpracovat a ziskat priblizny odhad dimenze. Tato odhadnutd dimenze by se mé¢la ptiblizovat

k oné Hausdorffové dimenzi.

Metody odhadu lze uplatnit na mnoziny bodt, ¢asové fady i na topologicky 2D a 3D objekty.
Musi se vSak brat v potaz rozpéti dimenze, kterou odhadujeme. Nelze proto na vSe mit jednu
univerzalni metodu. Metody tedy maji spise za cil jednodussi koncepci vypoctu. Prikladem je
miizkovéa metoda, kterd vyzaduje modifikaci zdkladniho algoritmu pfi jiném rozmezi dimenze.
Kdyz posuzujeme okoli ptimky, zajima nas interval, u plochy ¢tverec a pro hraci kostku uz nés

bude zajimat krychle.

(1,2,4,8,9,10)

3.1 Obvodova Metoda (Calliper method)

Jak naznauje nézev jiZz nazev, metoda slouzi k urceni dimenze linii jako proslulé piipady
s délkou pobtezi. Metoda vychazi z poznatkti zminéného Richardsona, kde nas odhad dimenze
bude tak pfesny, jak bude malé naSe métidlo. Pro pobfezi L, méefidlo r a pocet délek métidla
N(r) plati:

L(r) = N()r.

Pokud by tedy existovala kone¢na délka pobieZi spocteme:

lim L(r) = L,.

r—0

AvSak vSechny pobfteZi jsou stejné nekonecné dlouhé.

Tabulka 2: Richardsoniv efekt pobfezni linie (4).

r[km] N L =N * r[km] log r log L

200 12 2400 2,3010 3,3802
100 28 2800 2,000 3,4472
50 63 3150 1,6990 3,4983
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30 126 3780 1,4771 3,5775

20 230 4600 1,3010 3,6628

Z tabulku je tedy patrné, ze s menSim méfidlem se délka pobiezi skutecné prodluzuje. Lewis

Fry Richardson z namétenych dat ve svych pracich odvodil vzorec:

L(r) = KrtPc,

Kde K a D jsou nenulové, konecné, a predevSim nezavislé konstanty na délce pouzitého
méftidla.

Po aproximaci, fraktalnich kiivek jako pobftezi, méfidly rizné délky nam vzniknou soutadnice
bodd, které by v logaritmickych soutadnicich mély lezet v pfimce jejiz smérnice je rovna

1-D.

37000 -

36500 »

|
36000 “““\

1 35500

f=2]

< 35000 — A log L *

34500

34000 Alog J

| .
3.3500 f

12000 14000 16000 18000 20000 22000 24000
logr

Obrazek 7: Zavislost mezi log r a log L (14).
Body protneme regresni ptimkou a upravime Richardsonliv vzorec nasledovné:
log L(r) = logKkr~Pc,

AlogL(r)

De=1- Alogr ~

A dostavame kyzeny odhad fraktalni dimenze, v tomto pfipadé pobiezni linie. AvSak hlavni
myslenka je pouZziti obecného Richardsonova vzorce na €lenité ptirodni kiivky. V praxi se

muZeme setkat s analyzou a rozliSenim lemi riznych materiald.
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Pti praktické realizaci je potieba si uvédomit, ze pracujeme v pocetn¢ kone¢né matici. Proto je
potieba si dat pozor na zvoleni délek méfidel. Pfi volbé pouze velkych nebo pouze malych

méiidel mize byt smérnice regresni piimky zkreslena, a tim odhad ztrati presnost.

(4,6, 10)

3.2 Mrizkova metoda (Boxcounting method)

Principem metody je ptekryti fraktilu ctvercovou miizkou a naslednym spoctenim ctverct,
které skutecn¢ fraktal prekryvaji. Proces se zopakuje na husts$i miizce. Ziskané vysledky jsou
vyneseny do logaritmického grafu, kde ze smérnice regresni piimky spocteme odhad fraktalni

dimenze.

Hlavni vyhodou oproti obvodové metodé¢ je Sirsi zabér, jak bylo naznaceno v ivodu kapitoly.
S Gpravami algoritmu muizeme odhadovat fraktalni dimenze piimek, ploch a objekti, tedy

v rozmezi 0-3.

Mrfizkovéa metoda obecné vychézi z Hausdorffovy miry:
. . [o'e) . D
HP(E) = (S]LI‘(I)lJr 1nf2j=1(d1amUj) .

. V- ; vr 1 ; o v v o v . x o .
Kde U; jsou mnoziny pokryti §. Polozime § = -a zvolime pramér Ctverct. Pocet Ctverci, které

obsahuji ¢ast fraktalu oznacime N(r). Pti praktické realizaci pracujeme v kone¢ném prostoru,
kde nejmensi délkou je pixel, takze r — oo neni proveditelné. Proto tedy aproximujeme a

dostavame se k odhadu:
HP(E) ~ N(r)rP.
Vyjadiime D.
In HP(E) ~ InN(r) + Inr™?

1
InN(r) = —Dln; +In HP(E)

Pti praktické implementaci volime rozdilné hodnoty primért boxt. Vysledky N(r) prolozime

v logaritmickych soufadnicich metodou nejmensich ¢tverci.

n n
Z(lnN(r-))2 Z L )
i=1 1 = h ) (C1) _ i=1 InN (1y). lnr_i

C2 L, InN(ry)
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Hodnota smérnice p¥imky ¢, = —D a konstanta ¢, = HP(E).

Ve zdrojich se mizeme také setkat se stejnym principem a zjednoduSenym vypoctem, kde
Hausdorffova mira je vyjadiena jako konstanta K a vypocet naznacen pro vypocet fraktalni

plochy, jako Sierpinského trojuhelnik:

K = HP(E),

N(r) = K === Kr Pz,

Spocitame plochu pro potiebnou pro pokryti fraktalu, kde celkova plocha pokryti A(r):
N(r) = N(r) - r?,

N(r) = K -r?7Ps,

Naméiend data jsou vynesena do logaritmického Richardson—-Mandelbrotova grafu, kde vztah
mezi namétenou plochu a velikosti strany aproximujme regresni piimkou. Odhad fraktalni

dimenze se spocte opét ze smérnice této piimky.

De — AlogA(r)
B ™ “Alogr
AlogA(r
DB - 2 - & ()
Alogr

Uprava algoritmu pro spoéteni odhadované dimenze mezi (1, 2), tedy pro linie, kiivky.
Pro délku plati:

L(r)=N(r)-rt.

Obdobné pro télesa ve tfech dimenzich, kde jsou misto ¢tvercli pouZity krychle:

C(r) =N()-rd.

Pro metodu je zasadni volba r. Z implementa¢niho hlediska je potteba si dat pozor, aby bylo
mozné napiiklad obdélnikovy obrazek [m; n] pokryt ¢tvercovou siti o zvoleném r. Jako mozné
feSeni je doplnéni obrazku na C&tverec [h; h] prazdnymi fadky barvy pozadi. Hodnotu h
rozdélime na r e N dild. Pokud h je sr nesoud€lné, tj. délka boxu neni celoCiselnd,
zaokrouhlime tuto délku strany boxu. Vznikne nam tak ptesah ptes hranice dat obrazku a ten

feSime jako prazdné pozadi.

(1,2,4,8,9,10)
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4 APLIKACE

Aplikace je napsana v jazyce C# pro cilovou architekturu .NET Windows v prostiedi Visual

Studia. Pro linearni regresi je pouzita externi knihovna Math.net.

Reseni obsahuje demonstraéni WinForms aplikaci Fractal images, kterd pouziva knihovni tfidy

BoxCounting a Fractallmage v knihovni aplikaci Library.

b= ﬁ{eienl'FractaIs_images (pocet projektd: 2z 2)
4 Fractals_images
a_ Properties
1 Zavislosti
£ Resources
Main.cs
c# Program.cs
4 Library
b &G Zavislosti
b C# BoxCounting.cs

A A =

[ C#® Fractallmage.cs

Obrazek 8: Projekty tridy (vlastni).

4.1 Rozhrani knihovny (Library)
Ttida Fractallmage nabizi dvé metody pro nacteni vstupniho obrazu do bitmapy a vytvofeni

bitmapového nédhledu do demonstraéni aplikace.

Ttida BoxCounting implementuje rekurzivni algoritmus miizkové metody v metodé Estimate

a udalost pro zobrazeni priitbéhu vypocétu miizkové metody.

4.1.1 Popis algoritmu mrizkové metody

Nacteny obraz se pokryva stejn€ velkymi oblasti vypoctu, které nemusi byt ¢tvercové. Kazda
oblast nese oznaeni A z anglického slova area a pofadového ¢isla od nuly. Napiiklad: A, az
Ayp. Ay ma rozméry nactené¢ho obrazu. A; az A, maji rozméry polovicni a As az A,y maji
rozméry Ctvrtinové. Dale se algoritmus nezanofuje z ¢asové ndro¢nosti vypoctu a zkresleni dat,

kde sklon regresni pfimky se zkresluje vybérem dat z kraje mnoZiny.

Oblasti A,, jsou pokryvany ctvercovou miizkovou siti, kterd se v iteracich dvojnasobné
zhust'uje, dokud je strana Ctverce v siti vétSi nez jeden pixel. V iteracich se sCitd plocha, ktera

pokryvé fraktal.
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Ctverec sité pokryva fraktal, pokud obsahuje pixel, ktery mé svitivost pixelu v HSL modelu

mensi nez 0,5.

Logaritmus pokryté plochy a délky strany ¢tverce v miizce jsou nadsledné pomoci Math.net
prolezeny regresni piimkou. Druhy parametr smérnice pfimky c, se dosazuje do vzorce pro

vypocet dimenze:
DAn == 2 - CZ'

Celkova miizkova dimenze obrazu se praméru:

1
Dp = n i=o Dy,
4.2 Rozhrani demonstracni aplikace (Fractals_images)
Demonstracni aplikace nacitd obraz z dialogové okna s filtry png, jpg, eps. Z nacteného obrazu
se tvofi ndhledovy obraz, u kterého se zobrazi ndzev obrazu a rozméry. Ptes tlacitko Miizkovy

odhad se provadi vypocet fraktalni dimenze. Ziskané data jsou vypsany v jednoduché textové

formé.

o® Miizkova metoda - O >

MNacist obraz  Mapovéda  Viydistit konzoli

Mahled "Mikes na strome.png": 1138x734 Sifka oblasti Ax: 1138734 px
[px]

AD: 1,7102
Pramér Dimenzi A(0-0) = 1,7102
Sitka oblasti Ax: 569k 367 px

Al:1,5849 AZ:1,6342
A3 1,7457 Ad:1,7242

Primeér Dimenzi A(0-4) = 1,6798

Sifka oblasti Ax: 285x184 px

A5 1,493 Af: 1,5562 AT 1,5997 AB:1,5758
AS: 1,697 Al 17347 Al1: 1,688 Al2:1,6743
A13:1,7179 A4 11,6729 A15:1,7065 Al6: 17,6493
A1T: 11,6689 Alg a7 A19:1,6335 A20: 1,611

Pramér Dirmenzi A(0-20) = 1,6579

Mrizkovy odhad Pribeh - 100 %

Obrazek 9: Ukazka demonstracni aplikace (vlastni).

Aplikace obsahuje proklik na sepsanou napoveédu v pdf form€ a moznost vycisténi vystupni

konzole.
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4.2.1 Popis vystupnich dat
Vystupni data se vypisuji v jednoduchém textovém formatu do textového pole. Pfed vystupnimi

daty se uvadi rozméry oblasti.

Tabulka 3: Ptiklad upravenych vystupnich dimenzi (vlastni).

A5 Ab A7 A8 1,49 1,56 1,6 1,58
1,58 1,63
AS A10 All A12 1,7 1,73 1,69 1,67
A0 1,71
A13 Al4 A15 Al6 1,72 1,67 1,71 1,65
1,75 1,72
Al7 A18 Al19 A20 1,67 1,72 1,65 1,61
Obrazek 10: Oblasti pokryti (vlastni). Obrazek 11: Matice dimenzi (vlastni).
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5 POROVNANI VYSLEDKU S FRACTALYZE

Nactena data ve Fractalyze byly nejprve nactena ve formatu .tif, nasledn€ binarizovana na cerné

a bil¢é pixely, aby bylo mozno provést mfizkovou metodu.
V aplikaci tento krok neprovadim. Pixel vyhodnotim jako soucast fraktalu, pokud je jeho

svitivost v HSL modelu pod 0,5. Tedy je to tmavsi pixel.

5.1 Klasické fraktaly
Nejprve jsem porovnal matematické fraktaly z rastrovych obrazkt, kde z ptedchozich vypocta

Sobépodobnostni dimenze znam fraktalni dimenzi.

Tabulka 4: Porovnani vysledkd mfizkové metody matematickych fraktald (vlastni).

Fractalyze aplikace Sobépodobnostni
dimenze
Sierpinského trojuhelnik 1,572 1,5765 1,5849
Sierpinského koberec 1,834 1,8670 1,8927
Kochova kiivka 1,203 1,2808 1,2618

Vysledky odhadu jsou v obou piipadech podobné Sobépodobnostni dimenzi.

Pozoroval jsem, zZe mezikrok nutné binarizace ve Fractalyze miize vést k ztraté obrazovych

bodii. To mtze vede k snizené presnosti.

5.2 Obrazky Josefa Lady
Cernobilé obrazky Josefa Lady jsem vybral pro dobry kontrast, aby dopad binarizace byl

na vysledek co nejmensi.

Algoritmus se pii odhadu zanofuje do obrazku po ¢tvercich. Pro kazdou oblast An je provedena

miizkova metoda.

A5 AB A7 A8

AS A10 All Al12
AD

Al3 Al4 A15 Al6

Al7 A18 A19 A20

Obrazek 12: Obecna matice dimenzi (vlastni).

Celkova dimenze je primérem téchto oblasti AO — A20.
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Tabulka 5: Porovnani obrazku Josefa Lady (vlastni).

foresax ~
P
L

Obrazek 17: Mikes na stromeé

|—..\ rry
\-.‘-\\Wﬁ_y%‘)‘\\ i

1,44 1,43 1,5 1,52
L 156 1,53
1,67 1,69 1,62 1,63
1,58
1,62 1,59 1,58 1,54
1,6 16
1,31 1,37 1,3 1,33

(vlastni).

Obrazek 14: Matice dimenzi Svejka na Bélehrad

1,54

1,65

1,61

1,65

1,74

1,61

1,65

1,71

1,56

144

1,49

1,61

68

1,51

1,4

1,47

1,5

1,62

1,34

Obrazek 16: Matice Mikese na cesté (vlastni).

1,49 1,56 1,6 1,58
1,58 1,63
1,7 1,73 1,69 1,67
1,71
1,72 1,67 1,71 1,65
1,75 1,72
1,67 1,72 1,65 1,61

(13 5. 15).

Obrazek 18: Matice MikeSe na stromée (vlastni).

obrazek dimenze z Fractalyze primér dimenzi z aplikace
Svejk na Bélehrad 1,580 1,5241
Kocour Mike$ 1,588 1,5738
Mikes na stromé 1,679 1,6579

Analyzované obrazky Josefa Lady maji podobnou propracovanost detailt.
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ZAVER
Cilem prace bylo naprogramovat aplikaci urcujici fraktalni dimenzi obrazku. Vyvinuta aplikace
umoziiuje nacist obrazek ve formatu jpg, png, eps a urceni dimenze. Mfizkova metoda se

implementuje na rastrovy obraz bez binarizace na bilé a ¢erné pixely. Vysledky jsou dle

ocekavani v porovnani s Fractalyze odlisné v jednotkéach desetin a setin.

V teoretické Casti jsem predstavil kontext fraktalni geometrie, jeji zakladni pojmy a definice,
s kterymi jsem se setkal v odborné literatufe. Blize jsem se vénoval dimenzim a jejich
vypoctim. Uvedl jsem matematicky zéklad z teorie miry pro definovani Hausdorffovy miry,

ktera je klicova pro odvozeni vypoctu miizkové metody Hausdorffovy dimenze.

Aplikaci jsem koncipoval pro snadné rozsifeni v souladu se zdsadami objektovée orientovaného
programovani a Citelného kodu. Aplikace ma nenaplnény potencial a rad bych ji dale rozsitil a
pridal nékolik funkcionalit. Napiiklad funkce pro generovani matematickych fraktala, uprave

vstupnich dat a exportu vystupnich dat.
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Ptiloha A — Aplikace
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PRILOHA A — APLIKACE
Obsahuje zdrojovy VS projekt s kody a spustitelnou aplikaci.
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