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ANOTACE

Tato bakalarska prace se zabyva problematikou diferencidlnich rovnic. V praci jsou popsany
a vysvétleny zakladni metody feSeni diferencialnich rovnic, véetné analytickych i numerickych
pristup. Soucasti prace je také tivod do prostiedi Matlab ajeho vyuziti pfi feSeni
diferencidlnich rovnic, kdy jsou demonstrovany praktické vypoCty a vizualizace. Kromé
softwarovych metod jsou v praci prezentovany ivypocty vybranych ptikladi bez pouziti

pocitaCovych nastrojii, coz umoziuje lepsi pochopeni teoretickych principi.
KLICOVA SLOVA

Diferencialni rovnice, Matlab, metody feseni diferencialnich rovnic

TITLE

Solution of Higher-Order Linear Differential Equations with MATLAB Support
ANNOTATION

This bachelor's thesis deals with differential equations. The work describes and explains
fundamental methods for solving differential equations, including both analytical and numerical
approaches. It also includes an introduction to the MATLAB environment and its application
in solving differential equations, demonstrating practical calculations and visualizations. In
addition to software-based methods, the thesis presents manual calculations of selected
examples without the use of computational tools, which facilitates a better understanding of the

underlying theoretical principles.
KEYWORDS

Differential equations, Matlab, methods for solving differential equations
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SEZNAM ZKRATEK A ZNACEK

Matlab. .. ..o Matrix laboratory (MATLAB)
ODR/ODE. ... o Obycejna diferencialni rovnice
PDR /PDE. ... i Parcialni diferencialni rovnice
D515 Netuha



TERMINOLOGIE

e Diferencialni rovnice (Differential equation)
Rovnice, kterd obsahuje nezndmou funkci a jeji derivace.
e Linearni diferencialni rovnice (Linear differential equation)
Diferencialni rovnice, kde nezndma funkce a jeji derivace vstupuji linearné.
e Rad diferencialni rovnice (Order of differential equation)
Nejvyssi derivace, ktera se v rovnici vyskytuje.
e Homogenni diferencialni rovnice (Homogeneous differential equation)
Diferencialni rovnice, kde prava strana je rovna nule.
e Nehomogenni diferencialni rovnice (Nonhomogeneous differential equation)
Diferencidlni rovnice, ktera ma nenulovou pravou stranu.
e Analytické reSeni (Analytical solution)
Presny matematicky vyraz pro feseni diferencialni rovnice.
e Numerické reSeni (Numerical solution)
Ptiblizné feseni ziskané pomoci numerickych metod a algoritmti.
e Matlab
Software pro numerické vypocty, ktery umoziuje feSeni diferencialnich rovnic a jejich

vizualizaci.



Diferencialni rovnice patii mezi zakladni nastroje matematické analyzy a maji Siroké vyuziti ve
fyzice, inzenyrstvi, biologii a dal§ich védeckych disciplinach. Pomoci téchto rovnic lze
popisovat vztahy mezi funkcemi a jejich derivacemi, coz umoziuje modelovani dynamickych

procest, jako jsou mechanické kmity, elektrické obvody, Sifeni tepla nebo rist populaci.

V této praci se zamétime na linearni diferencidlni rovnice vyssich fadi, tedy rovnice druhého
a vys$iho stupné, které se v praxi objevuji napiiklad pii analyze mechanickych soustav
s tlumenim, elektromagnetickych vin ¢i proudéni tekutin. Cilem prace je nejen vysvétlit
zakladni principy feSeni téchto rovnic, ale také ukazat, jak lze tyto metody efektivné
implementovat v prostiedi Matlab. Tento software nabizi Sirokou Skalu nastroji pro analytické
i numerické feSeni diferencidlnich rovnic, aproto se stal bézné pouzivanym nastrojem

v technickych a ptirodovédnych oborech.

Prace je rozdélena do nékolika casti. Nejprve se sezndmime se zdkladni teorii linedrnich
diferencialnich rovnic, vcetné metod jejich analytického feSeni, jako jsou metoda
charakteristickych kofent, variace konstant nebo Laplaceova transformace. Déle se budeme
vénovat numerickym metodam, jako je Eulerova metoda nebo Runge-Kutta metody, které
umoznuji aproximaci feSeni diferencialnich rovnic v situacich, kdy analytické metody

selhavaji.

V praktické ¢asti se zamétime na implementaci téchto metod v Matlabu a ukaZzeme konkrétni
priklady jejich vyuziti. Pomoci symbolickych vypocti Matlabu budeme hledat analyticka feseni
vybranych diferencidlnich rovnic anésledné porovname jejich piesnost snumerickymi
vysledky. Vysledky budou prezentovany formou grafickych vystupii a tabulek, coZ umozni

lep$i pochopeni a interpretaci chovani feSenych systémi.

Cilem této prace je tedy nejen poskytnout teoreticky piehled o feSeni linedrnich diferencialnich
rovnic vys§ich fadi, ale predevsim ukazat praktické aplikace t€chto metod v Matlabu, ktery je

vhodnym néstrojem pro modelovéni a analyzu dynamickych systémi.
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1. DIFERENCIALNI ROVNICE
(Podle [1,2, 3,4, 5,9, 12])

Diferencialni rovnice jsou rovnice, které obsahuji nezndmou funkci a jeji derivace. Pouzivaji
se k modelovéani dynamickych systémii v pfirodnich védach, inzenyrstvi, ekonomii a dalSich
oborech. Pomoci diferencidlnich rovnic lze napiiklad popsat pohyb téles, Sifeni tepla nebo

zmény v elektrickych obvodech.

1.1 Obycejné a parcialni diferencialni rovnice
Diferencidlni rovnice se obecné déli do dvou hlavnich kategorii: obycejné diferencialni rovnice
(ODR) a parcidlni diferencidlni rovnice (PDR). Obé& tyto kategorie maji specifické vlastnosti

a uplatnéni v riznych védeckych a technickych disciplinach.

1.1.1 Obycejné diferencialni rovnice

Obycejna diferencidlni rovnice (ODR / ODE) je rovnice, kterd obsahuje nezndmou funkci
zavislou na jedné nezavislé proménné a alespon jednu jeji derivaci. Neznama funkce je ¢asto
oznacovana jako y(x), pficemz x je obvykle ¢as nebo jina nezavisla promeénna. Derivace funkce,

které¢ se v ODR objevuji, mohou byt prvniho nebo vyssiho fadu, rovnice mlize zahrnovat

wevr

Obycejné diferencidlni rovnice lze klasifikovat podle n€kolika kritérii. Muzeme je d€lit na

linedrni a nelinearni ¢i homogenni a nehomogenni.
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1.1.2 Parcialni diferencialni rovnice

Parcidlni diferencidlni rovnice (PDR / PDE) jsou rovnice, které obsahuji vice nez jednu
nezavislou proménnou a alespon jednu parcialni derivaci nezndmé funkce podle jedné z téchto
proménnych. Na rozdil od obycejnych diferencialnich rovnic, které se zabyvaji zavislosti mezi
funkeci a jejimi derivacemi vzhledem k jedné proménné, PDR modeluji situace, kde zavislost

na vice proménnych je klicova.

Ptikladem parcidlni diferencialni rovnice mtize byt rovnice pro §ifeni tepla nebo vinova rovnice.
V téchto ptipadech zavisi zména urcité veliiny (naptiklad teploty nebo amplitudy viny) na vice

faktorech, jako je Cas a prostor.

S A4

PDR jsou ¢asto slozit¢jsi na analytické feseni a vyzaduji pokrocilé metody, véetné numerickych
ptistupt, jako jsou metody kone¢nych rozdili nebo kone¢nych prvki. Tyto rovnice maji Siroké
vyuziti v inzenyrskych a ptirodovédnych oborech, naptiklad pfi modelovani turbulentniho

proudéni tekutin, elektromagnetickych poli nebo pfi analyze akustickych a mechanickych vin.

1.2 Linearni a nelinearni diferencialni rovnice
Linearita a nelinearita rovnic urcuji jejich strukturu a obtiznost feSeni. Linedrni rovnice
obsahuji neznamou funkci ajeji derivace pouze v prvni mocning, bez jejich soucinti ¢i

vvvvv r A4

slozit&jsich vyrazl. Nelinearni rovnice naopak obsahuji vy$$i mocniny, souciny nebo jiné

vvvvvv

1.2.1 Linearni diferencialni rovnice

Linearni diferencialni rovnice jsou rovnice, ve kterych neznama funkce a jeji derivace vystupuji
pouze v prvni mocning, bez vy3Sich mocnin nebo jejich souéini. Reseni téchto rovnic je
jednodussi na analyzu, protoZe u homogenni rovnice je feSeni tvofeno linedrnimi kombinacemi
zakladnich feSeni. Linearni rovnice jsou typické tim, Ze pro pocatecni podminky existuje jedno
jediné feSeni.

Tento typ rovnic je dobfe zvladnutelny a pro jeho analyzu existuje mnoZstvi dobte vyvinutych

metod.
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1.2.2 Nelinearni diferencialni rovnice

Nelinearni diferencidlni rovnice jsou rovnice, ve kterych se neznama funkce nebo jeji derivace
objevuji v jinych nez linearnich vyrazech, naptiklad v druhé mocnin€, soucinu funkci nebo
dalsich nelinedrnich formach. Na rozdil od line4rnich diferencialnich rovnic, kde je neznama
funkce a jeji derivace v prvni mocning, nelinearni rovnice mohou mit slozitéjsi strukturu, ktera

¢ini jejich analyzu a feSeni vyrazné obtiznéjSimi.

Typickym piikladem nelinedrni diferencidlni rovnice je rovnice, kterd zahrnuje ¢leny jako
y'(x) - y(x) nebo y(x)?. Nelinearni rovnice mohou popisovat slozit&j$i dynamiku neZ linearni
rovnice ajsou bézné pouzivané v modelovani procest, kde jsou vztahy mezi proménnymi

slozit&jsi.

Nelinearni diferencidlni rovnice mohou mit vice nez jedno feSeni, mohou vést k chaosu nebo
jinym slozitym dynamickym jeviim, coz ¢ini jejich studium velmi zajimavym, ale také
obtiznym. Tyto rovnice se Casto fesi numerickymi metodami, protoze jejich analytické feSeni

byva malokdy mozné.

I presto, ze je obtizn&jsi najit explicitni feSeni nelinedrnich rovnic, existuje mnoho metod
a technik pro jejich aproximaci, naptiklad metoda iteraci, variace parametru, nebo numerické

integrace.
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1.3 Homogenni a nehomogenni diferencialni rovnice
Homogenita a nehomogenita diferencialnich rovnic souvisi s pfitomnosti nebo nepiitomnosti
vnéjSiho pisobeni v rovnici. Homogenni rovnice neobsahuji zadny vnéjsi zdroj nebo budici

¢len, zatimco nehomogenni rovnice takovy ¢len maji a ovliviiuje jejich feseni.

1.3.1 Homogenni diferencialni rovnice
Homogenni diferencidlni rovnice jsou takové rovnice, u kterych je prava strana rovnice rovna

nule.

Homogenni rovnice maji dilezitou vlastnost — jejich feSeni mohou byt vyjadfena jako linedrni
kombinace zakladnich feSeni. Pokud napiiklad nalezneme dvé nezavisla feSeni y, (x) a (x) pak

obecné feSeni bude ve tvaru:

y(x) = C1y1(x) + Coy,(x)

kde C; a jsou libovolné konstanty. Tato vlastnost je klicova pfi feSeni linearnich diferencidlnich

A4

rovnic vyssich rada.

Homogenni rovnice se Casto vyskytuji v pfirodnich védach a technice, naptiklad pii popisu
oscilaci mechanickych soustav, elektromagnetickych vin nebo stabilnich stavii dynamickych

systémdl.

1.3.2 Nehomogenni diferencialni rovnice
Nehomogenni diferencialni rovnice jsou rovnice, které na pravé stran€ obsahuji nenulovy ¢len,

tedy maji tvar:

L(y) =f(x)

kde L(y) je linearni diferencialni operator, ktery ptisobi na neznamou funkci y(x) ajeji
derivace. Tento operator obvykle zahrnuje derivace funkce y(x) v riznych fadech a mize
zahrnovat i funkce, které tuto derivaci modifikuji (napt. p(x), q(x) atd.). V ptikladu operator

L(y) mize mit naptiklad nasledujici formu:

Ly)=y"+px)y +qx)y

f(x) je dana funkce, kterd neptimo ovliviiuje feSeni rovnice. Tento ¢len se nazyva zdrojovy

¢len nebo téZ nehomogenni ¢len.
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Nehomogenni rovnice se od homogennich li§i tim, Ze jejich feSeni neni pouze linearni
kombinaci zakladnich feSeni. Obecné feseni nehomogenni rovnice lze vyjadfit jako soucet
partikularniho feSeni y, (x), které zavisi na tvaru funkce f (x), a obecného feseni odpovidajici

homogenni rovnice y;, (x):
y(x) = yn(x) + y,(x)

Tento piistup umoziuje nejprve najit homogenni feseni a poté hledat specialni funkci y, (x),

ktera splituje celou rovnici.

Nehomogenni diferencidlni rovnice se vyskytuji v mnoha aplikacich, naptiklad v mechanice pfi
pusobeni vnéjsich sil na téleso, v elektrotechnice pti analyze obvodii s vné&j$im zdrojem napéti

nebo v dynamickych modelech piirodnich jevi, kde plisobi vnéjsi vlivy.

1.4 Rad diferencialnich rovnic
Rad diferencialni rovnice odpovida nejvy$simu fadu derivace neznamé funkce, ktera se

v rovnici vyskytuje.
Piiklady radu diferencialnich rovnic:
e prvniho Fadu:
y' +r@y = qx)
Nejvyssi derivace je ¥’ jde tedy o diferencialni rovnici prvniho fadu.
e druhého radu:
y'+p@)y" +q()y = f(x)
Nejvyssi derivace je y" jde tedy o diferencialni rovnici druhého fadu.
e n-tého Fadu:
Y™ + g )y + 4 po(0)y = f(x)
Nejvyssi derivace je y™ takze jde o rovnici n-tého fadu.

Diferencialni rovnice vysSich fada vétSinou je lze prevést na soustavy rovnic prvniho fadu, coz

usnadiiuje jejich numerické fesent.
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1.5 Pocatecni a okrajové podminky

Pocatecni a okrajové podminky urcuji konkrétni feseni diferencialnich rovnic. Pocatecni
podminky udévaji hodnotu neznamé funkce (a jejich derivaci) v jednom bodé¢ a pouzivaji se
u uloh s ¢asovou zavislosti. Okrajové podminky specifikuji hodnoty funkce nebo jejich derivaci

zpravidla na hranicich defini¢niho oboru a jsou typické pro prostorové rozlozené problémy.

1.5.1 Pocatecni podminky
Pocatecni podminky jsou dodatecné informace, které umoziuji jednoznacné urcit konkrétni
feSeni diferencialni rovnice. Udavaji hodnotu nezndmé funkce a pfipadné jejich derivaci

v urCitém bodé¢.

Obecna podoba pocatecnich podminek:

Pro diferencialni rovnici n-tého fadu maji pocatecni podminky obvykle tvar:
y(x0) = ¥o,¥' (%0) = y1,¥" (*0) = Y2, 0, YV (%0) = Yns

kde x, je bod, ve kterém jsou podminky zadany, a , y4, ..., ¥,_1 jsou konkrétni hodnoty funkce

a jejich derivaci.
Vyznam pocate¢nich podminek:

o Jednoznacnost feSeni — u linedrnich rovnic plati, Ze pro dané pocatecni podminky

existuje prave jedno feSeni.

e Fyzikilni interpretace — v mechanice mohou urcovat naptiklad pocatecni polohu

a rychlost télesa, v elektrotechnice po¢atecni napéti a proud v obvodu.

Diferencialni rovnice s po€ateCnimi podminkami se Casto nazyvaji pocateCni ulohy a jsou

klicové naptiklad v modelovéani dynamickych systémi.
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1.5.2 Okrajové podminky

Okrajové podminky (nebo také podminky na okraji intervalu) jsou dopliujici podminky, které
urcuji hodnoty neznamé funkce na koncovych bodech definicniho oboru. Pouzivaji se
predevSim pii feSeni Uloh, kde je nutné urcit chovani funkce nejen v jednom bodé (jako

u pocate¢nich podminek), ale na celém intervalu.
Priklady okrajovych podminek:
e Dirichletovy podminky — urcuji hodnotu funkce na okraji intervalu:
y(a) =A,y(b) =B
e Neumannovy podminky — urcuji hodnotu derivace funkce na okraji intervalu:
y'(@=Cy'(b)=D
e SmiSené (Robinovy) podminky — kombinuji hodnotu funkce i jeji derivace:
ay(a) + By'(a) = A,yy(b) + 6y'(b) =B

Okrajové podminky se Casto vyskytuji ve fyzikéalnich a technickych ulohach, jako jsou
problémy vedeni tepla, mechanika pruznych téles nebo elektrodynamika. Napftiklad pti vypoctu
teplotniho pole v ty¢i fixované na obou koncich je nutné znat teplotu (Dirichletovy podminky)

nebo tok tepla (Neumannovy podminky) na okrajich.

21



2  METODY RESENI DIFERENCIALNICH ROVNIC

Reseni diferencidlnich rovnic umoziuje predpovédet chovani systému na zakladé znamych

vztahu mezi veli¢inami.

Existuji dva hlavni piistupy k feSeni diferencialnich rovnic: analytické metody, které vedou
k presnému vyjadreni feSeni ve form¢€ uzavieného vyrazu, a numerické metody, které¢ umoznuji
ptiblizné feSeni v ptipadech, kdy analytické postupy selhdvaji. Vybér vhodné metody zavisi na

konkrétni rovnici, pozadované presnosti a praktickych moznostech vypoctu.

2.1 Analytické metody FeSeni

(Podle [1, 3,4, 6,9, 12])

Analytické metody feSeni diferencidlnich rovnic slouzi k nalezeni ptesného vyjadieni feSeni
pomoci matematickych nastrojii, jako jsou transformace, integrace a manipulace s rovnicemi.
Tyto metody jsou vhodné pro rovnice, které umoznuji ziskat uzaviené feSeni bez nutnosti

ptibliznych vypocti. Mezi hlavni analytické metody patfi:

2.1.1 Metoda charakteristickych kofeni

Metoda charakteristickych kotfent je standardni postup pro feSeni linedrnich diferencialnich
rovnic s konstantnimi koeficienty. Tato metoda se pouziva predev§im u homogennich
diferencialnich rovnic, kde neexistuje zadny vnéjsi ¢len. Zakladem je predpoklad, Ze feSeni ma

exponencialni tvar y(x) = e™*, kde r je kofen, ktery musime nalézt.
Postup FeSeni

1. Predpoklad FeSeni: Piedpokladame, ze feSeni ma tvar y(x) = e"*, kde r je neznamy

koften, ktery je tieba urcit.

2. Dosazeni do diferencidlni rovnice: Tento tvar feSeni se dosadi do ptvodni
diferencidlni rovnice. Po dosazeni do rovnice vznikne charakteristicka rovnice, coz je
algebraickd rovnice pro r. Charakteristickd rovnice ma obvykle tvar polynomu, jehoz

koteny (redlné nebo komplexni) odpovidaji kofeniim hledané rovnice.
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3. Urceni kofenti: Kofeny charakteristické rovnice mohou byt:

o Realné a rizné: Pokud ma rovnice dva rizné realné koteny r; a, feSeni je
kombinaci exponencidlnich funkci y(x) = C;e™* + C,e™*, kde C; a jsou

konstanty uréené pocatecnimi podminkami.

o Opakované realné koreny: Pokud jsou kofeny stejné (napt. r; = ry), feSeni je

ve tvaru y(x) = (C; + Cyx)e™.

o Komplexni kofeny: Pokud jsou kofeny komplexni, feSeni obsahuje sinusové
a kosinusové funkce. Napiiklad pro koteny r = a + fi, kde i je imaginarni

jednotka, bude feSeni ve tvaru y(x) = e**(C; cos(fx) + C, sin(Bx)).

4. Ziskani obecného FeSeni: Linedrni kombinaci vSech nezavislych fesSeni (podle poctu

ruznych kofentl) dostaneme obecné feseni diferencidlni rovnice.

2.1.2 Metoda variace konstant

Metoda variace konstant je uzitend pro feSeni nehomogennich linearnich diferencialnich
rovnic, kde je pfitomny vnéjsi €len, ktery ovliviiuje feSeni. Tato metoda umozinuje ziskat obecné
feSeni téchto rovnic pomoci zndmych metod feSeni homogennich rovnic a nasledné upravy
pomoci proménnych funkei. Tato metoda je velmi uzite¢nd, protoze umoziluje nalezeni feSeni

wev .

1 pro slozitéjsi rovnice, u kterych by jiné metody byly méné efektivni.
Postup FeSeni

1. ReSeni homogenni rovnice: Nejprve se vyiesi pfislusnd homogenni rovnice, coz
znamend, 7e v puvodni rovnici odstranime vnéj$i Clen. Tim ziskame homogenni
diferenciadlni rovnici, kterou mlzeme fteSit pomoci metod jako metoda

charakteristickych kotend.

2. Variace konstant: Po ziskdni feSeni homogenni rovnice pfedpokladame, ze konstanty,
které se objevuji v jejim feSeni, nejsou pevné, ale zavisi na proménné x. To znamena,
Ze tyto konstanty povaZujeme za funkce, které se méni v ¢ase nebo prostoru. Tento

predpoklad se nazyva variace konstant.
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3. Dosazeni do pivodni nehomogenni rovnice: Takto upravené feSeni (kde jsou
konstanty nahrazeny funkcemi) se dosadi zpét do ptivodni nehomogenni diferencidlni
rovnice. Tim vznikne algebraicka rovnice, kterou je potieba vyiesit. Derivace funkeci,
které¢ nahrazuji ptivodni konstanty, se nasledné vyfesi a integraci se ziskaji ptislusné

funkce.

4. Urceni funkci pro variaci konstant: Po dosazeni do rovnice ziskdme soustavu rovnic
pro neznamé funkce, které nahrazuji ptivodni konstanty. Tyto funkce se poté integruji,

coz ndm poskytne konkrétni tvar feseni.

5. Ziskani obecného FeSeni: Obecné feSeni nehomogenni rovnice je kombinaci feSeni
homogenni rovnice a ¢asti feSeni vychazejicich z variace konstant. Vysledné feseni tedy
obsahuje jak exponencidlni ¢asti, tak i funkce, které¢ odpovidaji vnéjSimu ptisobeni.

Priklad
Pro rovnici y"' + p(x)y’ + q(x)y = f(x) se postupuje nasledovné:
e Nejprve se vyfesi homogenni rovnice y”' + p(x)y’ + q(x)y = 0, jejiz feSeni bude mit

tvar y, (x) = Cie™* + Ce™*.

e Poté se pouZije variace konstant, tedy misto konstant C; a pouzijeme funkce C;(x)

a (x)

e Vysledna rovnice se dosadi zpét do pivodni nehomogenni rovnice a zjednodusi,

abychom ziskali konkrétni funkce pro C; (x) a (x)
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2.1.3 Metoda prosté integrace

Metoda prosté integrace je jednim z nejzékladnéjSich pristupii k feSeni diferencidlnich rovnic,
ktery se pouziva predevSim u rovnic prvniho fadu, kde Ize pfimo vyjadfit derivaci hledané
funkce. Princip této metody spociva v prevedeni diferencidlni rovnice na integral, ktery lze

nasledné vyfesit.
Postup reSeni

1. Uprava rovnice na separovatelny tvar: Pokud je diferencialni rovnice zadna ve tvaru
dy
= =f®
prepiSeme ji tak, aby bylo mozné vyjadtit diferencil jedné proménné.

2. Neurcité integrovani: Pro ziskani hledané funkce y(x) sta¢i obé& strany rovnice

integrovat:
y) =[fl)dx+C
kde C je integracni konstanta.

3. Urceni konkrétniho FeSeni: Pokud jsou zadany pocate¢ni nebo okrajové podminky,

1ze urcit hodnotu konstanty C dosazenim konkrétniho bodu.
Priklad
e M¢jme jednoduchou diferencidlni rovnici prvniho fadu:

dy

—— = 3x?2
dx x

e Pouzitim neurcitého integralu dostaneme:
y(x) = [3x?dx=x*+C

Timto jsme nasli obecné feSeni této diferencidlni rovnice.

25



2.1.4 Metoda Laplaceovy transformace

Laplaceova transformace je G¢inna metoda pro feseni linedrnich diferencialnich rovnic,

zejména téch, které obsahuji pocateCni podminky nebo cleny zavislé na cCasové

proménné. Vyuzivd transformaci diferencidlni rovnice do algebraické rovnice

v obrazové oblasti, ktera se nasledné tesi a vysledné feSeni se prevede zpét do pivodni

proménné pomoci inverzni Laplaceovy transformace.

Postup reSeni

1.

Aplikace Laplaceovy transformace

Na ob¢ strany diferencidlni rovnice aplikujeme Laplaceovu transformaci, ktera

prevede derivace na algebraické vyrazy. Pro obecnou funkci y(t) plati:
L{y' ()} = sY(s) — y(0)
L{y" ()} = s*Y(s) — sy(0) — y'(0)
kde Y (s) je Laplaceova transformace hledané funkce y(t).

Reseni algebraické rovnice
Po transformaci ziskame algebraickou rovnici pro Y (s), kterou vytes§ime b&znymi

algebraickymi metodami.

Aplikace inverzni Laplaceovy transformace
Vyslednou funkci Y (s) pievedeme zpét do pivodni oblasti pomoci inverzni

Laplaceovy transformace, ¢imZz ziskame feSeni v ¢asové doméné.

Priklad

o M¢jme diferencialni rovnici:
y"+3y"+2y=0,y0) =1y'(0)=0
o Aplikujeme Laplaceovu transformaci:
s2Y(s)—s-1—=0+3(sY(s)—1)+2Y(s) =0
o Po tpravach ziskame:

s+3
(s+1)(s+2)

Y(s) =
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o Rozkladem na parcialni zlomky a aplikaci inverzni Laplaceovy transformace
nalezneme:

y(t) = Ae t + Be™?t

kde A a B ur¢ime z poc¢ate¢nich podminek.

2.1.5 Metoda separace proménnych
Metoda separace promeénnych je jednou z nejjednodussich a nejpiiméjSich analytickych metod
pro feSeni diferencidlnich rovnic. Pouziva se pro separabilni rovnice, tedy rovnice, které Ize

ptepsat do tvaru:

dy
Ix f(x)gy)

kde funkce f (x) zavisi pouze na proménné x a funkce g(y) pouze na y. Princip metody spociva

v tom, ze obé proménné oddelime na opacné strany rovnice a nasledné integrujeme.
Postup FeSeni

1. Separace proménnych — piepiSeme rovnici tak, aby ¢leny s y byly na jedné strané

a Cleny s x na druhé.

2. Integrace obou stran — provedeme integraci levou stranou vzhledem k y a pravou

stranou vzhledem k x.

3. Vyjadreni obecného feSeni — po integraci ziskdme vztah mezi x a y, pfipadné¢ miZeme

vyjadiit y(x).

4. Dosazeni pocatecnich podminek — pokud jsou k dispozici pocatecni podminky,

dosadime je a dopocitdme integracni konstantu.
Priklad

M¢jme diferencialni rovnici:
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Separujeme proménné:

d
& o 3x2dx
y
Integrujeme:
1
[ —dy = [3x%dx
y
Vyjadiime y:

y= Ce*’

Pokud mame pocate¢ni podminku y(0) = 2, dopocitame C a ziskame konkrétni feSeni.
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2.1.6 Metoda Fourierovy transformace
Metoda Fourierovy transformace se pouzivd zejména pro feSeni parcidlnich linearnich
diferencidlnich rovnic. Zakladem této metody je prevedeni rovnice z ¢asové nebo prostorové

oblasti do frekven¢ni domény, kde se diferencidlni operace pfeméni na algebraické operace.
Postup reSeni
1. Aplikace Fourierovy transformace

Fourierova transformace funkce f(x) je definovana jako:

co
F(w) = f f(x)e ' “* dx
— 00
Pouzitim této transformace na diferencidlni rovnici pfevedeme derivace na nasobeni
frekvencni proménnou w, coz vyrazné zjednodusi feseni.
2. Transformace diferencialni rovnice

Derivace se v transformované rovnici zméni podle pravidla:

dn
F(52) = (@)Y ()
3. Reseni v algebraickém tvaru

Po aplikaci transformace feSime ziskanou algebraickou rovnici pro Y (w).

4. Inverzni Fourierova transformace

Po nalezeni Y (w) pfevedeme feSeni zpét do pivodni oblasti pomoci inverzni Fourierovy

transformace:

1 ® .
_ iwx
y(x) = o f_ooY(w)e dw
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2.2 Numerické metody reSeni

(Podle [4, 7, 8, 9])

Numerické metody feSeni diferencidlnich rovnic jsou pfiblizné vypocetni postupy, které
umoznuji ziskat feSeni i v pfipadech, kdy neni mozné nalézt analytické vyjadieni. Tyto metody
pracuji s diskrétnimi hodnotami feSeni a postupné je aproximuji v malych krocich. Pouzivaji se
zejména tehdy, kdyz rovnice obsahuji slozité funkce, nelinearni ¢leny nebo kdyz neni mozné
najit uzaviené feseni.

Mezi hlavni numerické metody patii:

2.2.1 Eulerova metoda

Eulerova metoda je zakladni numericka metoda pro pfiblizné feSeni obyc¢ejnych diferencilnich
rovnic (ODE). Pouziva se zejména tehdy, kdyz nelze nalézt analytické feSeni. Metoda spociva

v postupném aproximovani hodnot feseni na diskrétni mnoziné¢ bodii pomoci jednoduchého

ptirtstkového vztahu.
Princip metody
Eulerova metoda vychazi z diferencialni rovnice ve tvaru:

! f

Piedpokladame, Ze feSeni postupné aproximujeme v bodech X, s konstantnim krokem h,

pric¢emz noveé hodnoty y, ;1 vypocitame jako:

Yn+1 = Yn + hf(xn' yn)

Tento vzorec jednoduse tika, ze novy bod y,, ;1 ziskame piictenim zmény funkce odhadnuté na

zaklad¢ smérnice (derivace) v bodé (x;,, yn,)-
Postup FeSeni
1. Definovani poéate¢nich podminek
o Zname pocatecni hodnotu y, v bod¢ x,.

o Urc¢ime krok h, ktery udava, jak daleko se posuneme na ose x.

30



2. Vypocdet iteraci

o Pouzijeme vzorec Eulerovy metody k postupnému vypoctu hodnot y,, pro dalsi

body x,,.

3. PribliZné reSeni
o Po dostate¢ném poctu iteraci ziskame aproximaci feSeni diferencidlni rovnice

v zadaném intervalu.
Presnost a omezeni

e Eulerova metoda je jednoducha, ale ma relativné nizkou ptesnost a miize vést k chybam,

pokud krok h neni dostate¢né maly.

e Chyba metody je umérna velikosti kroku h, tedy ¢im mensi krok pouzijeme, tim

presnéjsi bude vysledek.
e Pro lepsi piesnost se Casto pouzivaji pokrocilejsi metody, jako napiiklad Runge-Kutta.

Eulerova metoda poskytuje intuitivni pfistup k numerickému feseni diferencialnich rovnic a je

vvvvvv

2.2.2 Metoda Runge-Kutta

Metoda Runge-Kutta je jednou z nejbéznéjSich numerickych metod pro feSeni obycejnych
diferencialnich rovnic. Je to metoda, kterd poskytuje velmi piesné vysledky pro Sirokou skalu
problémi, pfi¢emz vyzaduje mensi pocet vypocti nez nékteré jiné metody, jako je metoda
Eulerova. Metody Runge-Kutta jsou variace na metodu aproximace pomoci secitani, kde se

vyuzivaji rizné vahy pro vypocty v jednotlivych krocich.

Existuje n€kolik verzi této metody, pficemz nejbéZznéjsi je metoda Etvrtého fadu Runge-Kutta

(RK4), ktera je velmi piesnd a pouziva Ctyii rizné aproximace v kazdém kroku.
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Postup FeSeni
1. Zakladni formulace: Pokud mame diferencialni rovnici ve tvaru:

dy
a—f(x,)’)

kde y(x) je hledana funkce, a f(x, y) je znama funkce zavisla na x a y, metoda Runge-

Kutta spociva v iterativnim vypoctu hodnoty y pro kazdé x.

2. Vypocet aproximace pro kazdy krok: Pro kazdy krok h (krokovy interval) pocitame
Ctyfi hodnoty:

ki = hf (%, yn)

h ky
kz = hf(xn +§,yn+7)

h k,
k3 = hf(xn +E,yn +7)

k4 = hf(xn + h,yn + k3)

Poté je nova hodnota y,,,, vypocitana jako:

1
Yn+1 = Yn + g(k1 + 2k, + 2k3 + ky)

2.2.3 Metoda stiedniho bodu
Metoda stfedniho bodu je vylepsenim Eulerovy metody, protoze misto derivace na zacatku
intervalu pouzivd hodnotu derivace v jeho stredu. Tim Iépe aproximuje priibéh funkce na

daném intervalu a poskytuje presnéjsi vysledek.
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Postup FeSeni:
Pokud mame diferencialni rovnici ve tvaru:

dy
d_x_ f(x,)’)

kde y(xy) = y, je pocate¢ni podminka, metoda stiedniho bodu spo¢itd novy bod y,,,; pomoci

nasledujiciho postupu:

1. Vypocet stiedni hodnoty derivace: Nejprve poc¢itdime hodnotu derivace na zacatku

intervalu f(x,, ), apoté pocitime stfedni hodnotu derivace na stfednim bodé

intervalu, tedy f (xn + g,yn + %f (xnryn))

2. Aktualizace hodnoty: Pomoci této stiedni hodnoty derivace pak vypocitame novou

hodnotu y,,,1:

h h
Yn+1 = Yn t+ hf (xn + E'yn + Ef(xn'yn)>

kde h je krok integrace.

2.2.4 Metoda Adams-Bashforth
Metoda Adams-Bashforth vyuziva vice bodl k aproximaci hodnoty funkce na novém bodé.
Pouziva historické hodnoty, tedy hodnoty funkce a jejich derivaci v pfedchozich bodech, a na

jejich zéklade€ vypocita novou hodnotu.

Metoda ma rizné varianty v zavislosti na tom, kolik pfedchozich bodl se pouZije k vypoctu
nového bodu. Zakladni verze metody je Adams-Bashforth 2. fadu, ktera pouZziva dva pfedchozi
body. Existuji vSak 1vyssi fady metody, jako naptiklad Adams-Bashforth 3. tadu, které
pouzivaji tfi pfedchozi body, a tak dal.
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Postup FeSeni pro metodu Adams-Bashforth 2. Fadu:
Pokud méme obycejnou diferencidlni rovnici ve tvaru:

dy
a_ f(x,y)

s po¢ate¢ni podminkou y(x,) = y,, metoda Adams-Bashforth 2. fadu pouziva nasledujici

vzorec pro vypocet hodnoty y,,41:

Yn+1 =Yn t g(gf(xnryn) - f(xn—l,yn—l))
kde:
e Y, je aktudlni hodnota feSeni,
e f(xn yn) je hodnota funkce f(x,y) v bodé (x,, ),
e hje krok integrace,
e Vn4+1 je hodnota feSeni na dal§im bodé.

Pro Adams-Bashforth 3. fadu by vzorec vypadal takto:

h
Yn+1 = Yn T E(ZSf(xn' Yn) — 16f (xp_1,Yn-1) + 5f (xn_2, yn—z))

Tento vzorec vyuziva tii predchozi body, coz zvySuje pfesnost metody.

2.2.5 Metoda Adams-Moulton

Adams-Moulton metoda je zalozena na extrapolaci a vyuziva vice bodi k nalezeni pifesné
hodnoty feSeni. Vyuziva historické hodnoty derivaci a hodnoty funkce na aktudlnim bodé¢, coz
ji ¢ini implicitni metodou.

Stejn¢ jako Adams-Bashforth, metoda Adams-Moulton ma riizné varianty podle poc¢tu bodd,
které se pouzivaji k vypoctu nové hodnoty. Jedna se o implicitni metodu, coz znamend, Ze pro
kazdy novy bod je nutné fesit rovnice, které zahrnuji hodnoty na pfedchozim 1 nésledujicim

bodé.
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Postup FeSeni pro metodu Adams-Moulton 2. Fadu:
Pokud mame obycejnou diferencialni rovnici ve tvaru:

dy
d_x_ f(x,)’)

s po¢ateéni podminkou y(x,) = y,, metoda Adams-Moulton 2. fadu (také znama jako

trapezoidalni pravidlo) pouziva nasledujici vzorec pro vypocet hodnoty y,,41:

h
Yn+1 = Yn t+ E (f(xn+1' yn+1) + f(xn: yn))

kde:

e Y, je hodnota feSeni v ptfedchozim bodg,

o f(xn, yn) je hodnota funkce f(x,y) v bod¢ (x,, y,),

e hje krok integrace,

e  Vn4+1 Jje hodnota feSeni na novém bodg¢,

e f(Xn+1, Yn+1) je hodnota derivace na novém bod¢, kterou musime ziskat iterativng.
Pro vypocet y,, .1 je tieba znat hodnotu y,,,, coz vyZaduje iterativni feSeni soustavy rovnic.
Adams-Moulton 3. Fadu:

Pokud bychom pouzili vyssi fad metody Adams-Moulton, napiiklad 3. fadu, vzorec by vypadal

nasledovné:

h
Yn+1 = Yn + ﬁ(gf(xrwli yn+1) + 19f(xnr yn) - Sf(xn—lryn—l))

Opct je tieba pouzit iterativni feSeni pro vypocet y,,41-
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2.2.6 Metoda konecnych diferenci

Metoda konecnych diferenci je jednou z nejcastéji pouzivanych numerickych metod pro feseni
diferencidlnich rovnic, zejména parcialnich diferencidlnich rovnic (PDE), ale da se pouzit i pro
obycejné diferencialni rovnice (ODE). Jejim principem je nahrazeni derivaci pomoci diferenci
mezi hodnotami funkce v diskrétnich bodech. Tento pfistup umoziuje aproximovat feSeni na
predem definované mftizce (siti) hodnot.

Postup FeSeni

1. Diskretizace defini¢éniho oboru

o Interval (napf. ¢asovy nebo prostorovy) rozdélime na rovnomérnou miizku

bodd.

o Naptiklad pro interval [a, b] se zvolenym krokem h vytvoiime uzly xg, x4, ..., X,

kdex; =a+i-h.
2. Nahrazeni derivaci pomoci diferenci
o Derivace v rovnici se nahradi pomoci kone¢nych diferenci. Naptiklad:

= Prvni derivace:

~ Yi+t17 Vi

y' () = (dopfedné diference)

nebo

y'(x) =~ y‘“z;hy"l (centralni diference)

=  Druhé derivace:

meoy L Yie1 = 2Yi t Yicq
y (xi) ~ hz

3. Sestaveni soustavy algebraickych rovnic

o Ponahrazeni derivaci dosadime diference do piivodni rovnice ve v§ech vnitinich
bodech mitizky. Tim vznikne soustava linedrnich nebo nelinedrnich rovnic,

kterou lze vytesit napt. maticovymi metodami.
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4. Zohlednéni okrajovych/pocate¢nich podminek

o Okrajové (nebo pocatecni) podminky jsou dilezité pro spravnou formulaci celé

soustavy a ovlivni prvni a posledni fadek v matici rovnic.
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3 MATLAB A JEHO VYUZITIi PRO RESENI

DIFERENCIALNICH ROVNIC
(Podle [10, 11, 13])
3.1 Uvod do prostiedi Matlab

Matlab (zkratka pro MATrix LABoratory) je vypocetni prostiedi uréené predevSim pro
technické vypocty, simulace, modelovani a vizualizaci dat. V oblasti diferencidlnich rovnic
predstavuje jeden znejCastéji vyuzivanych nastroji diky svym bohatym vypocetnim

moznostem, piehledné syntaxi a podpoie pro numerické i symbolické vypocty.

Matlab se pouziva v celé¢ fadé védnich oborti, od matematiky a fyziky az po strojirenstvi,

ekonomii a biomedicinu.
Zakladni vlastnosti Matlabu
e Numerické vypocty — prace s maticemi, vektory a funkcemi.

e Symbolické vypoéty — feseni rovnic, derivace a integrace s vyuzitim Symbolic Math

Toolbox, rozsifeni Matlabu pro symbolické operace.
e Vizualizace — jednoduché i pokrocilé grafy, 2D a 3D vykreslovani.
e Programovani — psani vlastnich funkci, skriptii a algoritmi.

e Simulace — dynamické systémy, fizeni, modelovani (napt. pomoci Simulinku).
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UZivatelské rozhrani

Po spusténi Matlabu se otevie vyvojové prostiedi, které obsahuje:
1. Command Window — piikazova fadka pro okamzité vypocty.
2. Editor — slouzi k psani a ipravam skriptti (.m soubory).
3. Workspace — pichled proménnych v paméti.

4. Current Folder — pfistup k soubortim v aktualnim adresaii.

HEHi oo oeo0oe

—

Select afile o view details

Rasdy Zoom: 100% [ CRUF | seript (O] Col 1

Obrazek 1: Vyvojové prostiedi Matlabu
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3.2 Zakladni prace se skripty (M-files)

M-soubory jsou zakladnim stavebnim prvkem programovani v prostiedi Matlab. Jedna se
o textové soubory s ptiponou .m, které mohou obsahovat bud’ skripty, nebo funkce. Pomoci M-
soubori je mozné automatizovat vypocCty, vytvafet opakované pouzitelné algoritmy

a strukturovan¢ fesit matematické tlohy vcetné diferencidlnich rovnic.

3.2.1 Skripty
Skript je soubor ptikazl, které se vykonavaji postupné — stejné, jako kdyby byly zadany rucné

do prikazové tadky. Skripty se pouzivaji zejména pro sekvencni vypocty a vizualizaci dat.
Priklad skriptu:

% Vypocet hodnoty funkce sin(x) a jeji vykresleni
X = 0:0.1:2%pi;

y = sin(x);

plot(x, y);

title('Graf funkce sin(x)"');

xlabel('x"); ylabel('sin(x)");

Skript se spousti ptikazem:

>> jmeno_skriptu

(napf. graf sin pro soubor graf sin.m).

3.2.2 Funkce
Funkce je M-soubor, ktery pfijima vstupni argumenty a vraci vysledky. Na rozdil od skriptu
ma vlastni pracovni prostor — proménné definované uvnitt funkce neovliviluji proménné

v zakladnim workspace.

Struktura funkce:

function vystup = jmeno_funkce(vstup)
% Popis funkce
vystup = zpracovani(vstup);

end
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Priklad:
function y = kvadraticka(x)

function y = kvadraticka(x)
% Vraci hodnotu kvadratické funkce y = x*2 + 2x + 1
y = X."2 + 2*¥x + 1;

end

Funkce se vola naptiklad takto:

>> kvadraticka(3)

3.2.3 Komentaie a dokumentace
Komentéie v Matlabu zacinaji znakem %. Prvni blok komentaiti pod hlavickou funkce slouzi

jako napovéda, ktera se zobrazi pfi pouziti ptikazu help.
Priklad:

function y = faktorial(n)
%FAKTORIAL Vypocita faktoridl cisla n
% y = faktorial(n) vrati n!

y =1;

for 1 = 2:n
y=y*ij;

end

end

3.3 Numerické funkce pro reSeni ODE

Matlab nabizi sadu vestavénych funkci pro numerické feSeni obycejnych diferencidlnich
rovnic. Tyto funkce implementuji riizné numerické metody, jako je Eulerova metoda, Runge-

Kutta nebo adaptivni metody vyssiho fadu.

3.3.1 Zakladni funkce pro reSeni ODE

e o0de45 - Adaptivni Runge-Kutta metoda 4.—5. fadu (nejb€zné;si volba)
e 0de23 - Runge-Kutta 2.-3. f4du pro méné pfesné, rychlejsi vypocty

e o0dell3 - Vicekrokova Adams-Bashforth-Moulton metoda

e odel5s - Pro tuhé rovnice (stiff problems)

e 0de23s, ode23t, ode23tb - Dalsi varianty pro tuhé soustavy

41



Volani funkce:

[t, y] = 0de45(@f1 [te tf]: y@);

e (@f—nazev funkce, kterd definuje pravou stranu rovnice,

e [tO tf] — poCatecni a koncovy Cas,

e y0 —pocatecni podminka,

e t—vektor Casovych bodu, ve kterych je feseni pocitano,

e y—matice vysledkl (kazdy fadek odpovida hodnoté y v Case t(1)).

3.3.2 Definice rovnice

Pravou stranu rovnice l1ze zadat jako samostatnou nebo anonymni funkci.

Priklad — rovnice:

Definice pomoci souboru f.m:

function dydt = f(t, y)
dydt = -2%y;
end

ReSeni pomoci ode45:

[t) y] = 0de45(@f) [e 5]) 1)3

plot(t, y);
title('ReSeni rovnice dy/dt = -2y');
xlabel('t'); ylabel('y(t)');

Nebo pomoci anonymni funkce:

f=@(t, y) -2%y;
[t) y] = 0de45(f) [9 5]) 1)3
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3.3.3 Reseni soustav ODE

Pro feSeni soustav rovnic staci definovat vektorovy vystup.

Priklad:
dy: _
dt Y2
dy2 _ _
dt V1
Funkce:

function dydt = f(t, y)
dydt = zeros(2,1);
dydt(1) = y(2);
dydt(2) = -y(1);

end

ReSeni:

[t, y] = ode45(@f, [0 10], [1 @]);
plot(t, y(:,1)); % y1

hold on;

plot(t, y(:,2)); % y2
legend('y_1', 'y_2");
title('Harmonicky oscilator');
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3.4 Analytické funkce pro reSeni ODE
Matlab obsahuje symbolicky toolbox, ktery umoziuje fesit obyCejné diferencialni rovnice
analyticky, tj. ve forme& pfesného matematického vyrazu. Nejcastéji se k tomu pouziva funkce

dsolve.

3.4.1 Zikladni funkce pro analytické reSeni ODE
e dsolve — fesi symbolicky ODE nebo soustavy ODE, vraci pfesny vyraz (ne ¢iselnou

aproximaci)
e syms — deklaruje symbolické proménné a funkce
o diff — reprezentuje derivace symbolickych funkci
Volani funkce:
y = dsolve(rovnice, podminky)

e rovnice — rovnice ve formatu symbolického vyrazu (napt. diff(y, 2) + y == 0)
e podminky — pocate¢ni nebo okrajové podminky ve formatu y(@)==1, Dy(0)==0, atd.

e y—analytické (symbolické) feSeni rovnice

Priklad — rovnice:

d
——-3—+4+2y=0,y(0)=1,y'(0)=0

Kod v Matlabu:

syms y(t)

Dy = diff(y, t);

egqn = diff(y, t, 2) - 3*Dy + 2*y == Q;
sol = dsolve(eqgn, y(Q) == 1, Dy(9) ==
disp(sol)

0);

Vystup:
Resenim je funkce y(t) ve formé:

y(t) = c,e?t + cyet
nebo konkrétné po dosazeni pocate¢nich podminek:

y@) =ef(1—1)

44



Vyhody symbolického FeSeni:
e Poskytuje piesny matematicky tvar feSeni, vhodny pro teoretickou analyzu.
o Umoziuje snadnou derivaci, integraci a dalsi symbolické operace.
Omezeni:

o Hodi se hlavné pro jednodussi rovnice (niz§iho fadu nebo s konstantnimi koeficienty).

vvvvv

o Uslozit&jsich rovnic nemusi byt mozné najit uzaviené feseni, nebo vypocet trva dlouho.

3.5 Grafické nastroje a vizualizace FeSeni
Vizualizace je dilezitou soucésti analyzy vysledki numerického feseni diferencidlnich rovnic.
Matlab poskytuje Sirokou $kalu nastrojii pro tvorbu grafii, diky kterym je mozné efektivné

interpretovat chovani fesent.

3.5.1 Zakladni funkce pro vykresleni grafi

Nejcastéji pouzivand funkce pro zobrazeni pribchu feseni je plot(x, y)
e x — vektor nezavislé proménné (napf. cas),

o y— vektor hodnot funkce (napft. feSeni rovnice).

Priklad:

f=@(t, y) -2%y;
[t) y] = 0de45(f) [9 5]) 1)3

plot(t, y);
title('Exponencidlni pokles: y'' = -2y');
xlabel('cas t');

ylabel("y(t)");
grid on;

3.5.2 Vice pribéhi v jednom grafu

Pti feSeni soustav diferencidlnich rovnic je moZzné zobrazit vice proménnych:

plot(t, Y(::l)J lbl: t: y(:,Z), 'r"l)3
legend('y_1(t)", 'y_2(t)");
title('Re3eni soustavy ODE');
xlabel('cas t');

ylabel('y(t)");
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3.5.3 Tridimenzionalni grafy

Pro vizualizaci ve 3D prostoru slouzi funkce jako plot3, mesh, surf:

plot3(y(:,1), y(:,2), t); % trajektorie v prostoru (x, y, cas)
xlabel('y 1"); ylabel('y_2'); zlabel('cas t');
grid on;

3.5.4 Vektorova pole a smérnicové pole

Matlab umoznuje zobrazit smernicova pole pomoci funkce quiver.

Priklad smérnicového pole pro ODE:

[x, y] = meshgrid(-3:0.3:3, -3:0.3:3);

u=y;

vV = -X;

quiver(x, y, u, v);

xlabel('y 1'); ylabel('y 2");

title('Smérnicové pole soustavy dy 1/dt =y 2, dy 2/dt = -y _1");

3.5.5 UloZeni grafa

Grafy lze ukladat do souborti pomoci:

saveas(gcf, 'grafl.png');
nebo exportem do PDF:
print('grafl’','-dpdf');

3.5.6 DalSi moZnosti Gprav grafi

e Barevné kfivky: 'r', 'g', 'b--', 'k:' apod.

e Zména tlouSt’ky €ary: plot(x, y, 'LineWidth', 2)
e MiizKka: grid on

o Popisky: xlabel, ylabel, title, legend
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4 RESENI LINEARNICH DIFERENCIALNICH ROVNIC
VYSSiCH RADU

4.1 Prehled vybranych diferencialnich rovnic a postup reSeni

V této kapitole jsou uvedena konkrétni feSeni vybranych linedrnich diferencidlnich rovnic

vysSich fadd. Vybér rovnic byl proveden tak, aby pokryl rzné typy rovnic (homogenni

1 nechomogenni), rizné tady, azaroven umoznil demonstrovat moznosti feSeni pomoci

analytickych metod i nastrojii Matlabu. Cilem je ukézat efektivitu symbolického a numerického

feSeni a schopnosti Matlabu pfi jejich implementaci a vizualizaci.
Kazda rovnice bude fesena nasledujicim postupem:

1. Analytické reSeni (pokud je to mozné) — vyuzitim teoretickych metod jako

charakteristicka rovnice nebo variace konstant.

2. Symbolické FeSeni v Matlabu — pomoci funkce dsolve, kterd vraci obecné fesSeni

rovnice.

3. Numerické feSeni v Matlabu — pfevod rovnice na soustavu prvniho fadu a pouziti

numerického solveru ode45.

4. Vizualizace vysledkii — pomoci grafickych funkci Matlabu, s diirazem na srovnani

riznych metod.

Pti numerickém feSeni budou stanoveny pocatecni podminky, aby vypocet byl dobie definovan.

U symbolického feSeni budou uvedeny obecné i partikularni feSeni (u nehomogennich rovnic).

4.2 Homogenni diferencialni rovnice druhého radu

Zadani:

VyfeSme homogenni linearni diferencidlni rovnici druhého fadu:

d
——3—+2y=0,y(00=1,y'(0)=0
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4.2.1 Analytické FeSeni metodou charakteristickych korent bez pouziti softwaru

1. Tvar rovnice:

Jedna se o linearni homogenni diferencialni rovnici druhého fadu s konstantnimi
koeficienty:
y'=3y'+2y=0
2. Charakteristicka rovnice:
r2—=3r+2=0
Resime kvadratickou rovnici:

3+,/(—3)2—4-1-2 3+v9-8 3+1
"= 2-1 -T2 T 2

n=2nr=1
3. Obecné Feseni:
Protoze jsou koteny redlné a rizné, obecné feSeni rovnice je:
y(t) = Cie™t + Ce™t = Cie?t + Cyet
4. Urceni konstant pomoci po¢ateénich podminek:
Dosadime do obecného feSeni:
y(0) =Cie’ + Ce’ =C,+C, =1
Spocteme derivaci:
y'(t) = 2C.e%t + C,et
Dosadime y'(0) = 0:
y'(0)=2C;+C,=0
Resime soustavu:
{Cl+CZ=1 :>Cl=—1
20 +C,=0 " C, =2

5. Konkrétni reSeni:

y(t) = —e?t + 2et
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t et e?t Vypocet y(t) = —e?t + 2et
0.0 1.0000 1.0000 -1+2-1 1.0000
0.2 0.2214 1.4918 —1.4918+ 2-1.2214 0.9510
0.4 0.4918 2.2255 —2.2255+2:1.4918 0.7581
0.6 1.8221 3.3201 —3.3201+2-1.8221 0.3241
0.8 2.2255 4.9530 —4.9530 + 2 - 2.2255 -0.5020
1.0 2.7183 7.3891 —7.3891+ 2-2.7183 -1.9525

Tabulka 1: Analytické hodnoty resSent rovnice y" -3y' +2y = 0 pro vybrané hodnoty t

4.2.2 Numerické reSeni metodou Runge-Kutta 4. fadu bez pouziti softwaru

1. Tvar rovnice:

Jedna se o linedrni homogenni diferencialni rovnici druhého fadu s konstantnimi

koeficienty:

y'=3y'"+2y=0,y,(0)=1,y,(0) =0

2. Vypocet hodnoty vt = 0.2 s krokem h = 0.2

Pfipomenuti funkci:

fi=Yuf=3y,— 20

()0

Vypocty kq, ko, ks, ky:

o ky=h-f(ty,y°:
vy 0
FOy0 = <3y§ - 2yf> - (%)

ki =0.2- (_02) - (—8.4)
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f <o.1, (_32)> = (3 . (_0?2? 2. 1) = (:2:2)

ke =02-(Ze) = (To'sy)

k 1,_
v+ 5= () +3(Co5s) = (Co2)

f (0-1' (_()(',(_9286)> = (3 : (—0.2_60).2—62 : 0.98) B (33133)

—0.26) _ (—0.052)

ks =02- (_2.74 —0.548

o ky=h-f(ty+hy®+ks):
r+is = (o) *+ (Zosas) = (Cosae)
F(02.(55am)) = (5. Cosany ™ 0oas) = (Z550)

ie)

ke = 0.2 ( (—0.1096)

—0.708
3. Vypocet hodnoty yl vt = 0.2

1
yl =y0+g(k1+2k2+2k3+k4)

Secteme slozky:
e Proy;:

0+ % (042 (=0.04) + 2 - (=0.052) + (~0.1096))

1 0.2936
=2 (=0.08 —0.104 — 0.1096) = ———— = ~0.04893
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e Proy,:

0+ % (—0.4+2-(—0.52) + 2 (—0.548) + (—0.708))

1 —3.244
=z (-0.4 —1.04 — 1.096 — 0.708) = — 6 —0.5407

4. Vysledné hodnoty
y1(0.2) = 1 —0.04893 = 0.95107
y,(0.2) = 0 — 0.5407 = —0.5407

A takto pokracujeme i pro dalsi kroky, kdy vzdy spocitame hodnoty k4, k, k3, k, podle vzorce
Runge-Kutta 4. fddu a nasledné vypocteme nové hodnoty y; a pro dalsi bod t. Tento postup

opakujeme pro vSechna pozadovana t, abychom ziskali ptiblizné feseni diferencialni rovnice

v danych bodech.
t y1(t) y2(t)
0.0 1.0000 0.0000
0.2 0.9511 -0.5407
0.4 0.7584 -1.4670
0.6 0.3247 -2.9949
0.8 -0.5008 -5.4528
1.0 -1.9504 -9.3374

Tabulka 2: Numerické hodnoty resent rovnice y' -3y’ +2y = 0 pomoci metody Runge-Kutta 4. radu
MiizZete si vSimnout, Ze numerické feSeni se lehce 1i$i od analytického. Je to proto, Ze numerické
metody, jako je Runge-Kutta 4. fadu, poskytuji ptiblizné hodnoty, které zavisi na velikosti
kroku h. Cim mensi krok zvolime, tim piesné&jsi bude vysledek, ale vypodet bude naroéngjsi.
Navic zaokrouhlovani a numerické chyby pfi vypoctech také zpisobuji drobné odchylky oproti

pfesnému analytickému feSeni.
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4.2.3 ReSeni diferencialni rovnice v Matlabu

clc; clear; close all;

% Symbolické reSeni

syms y(t)

egn = diff(y, 2) - 3*diff(y) + 2*y == 0; % Definice rovnice
sol_general = dsolve(eqn); % Obecné reseni

% Pocatecni podminky

Dy = diff(y, t); % Definice prvni derivace

sol_specific = dsolve(eqgn, y(@®) == 1, Dy(®) == 0); % Konkrétni resSeni
s pocatec¢nimi podminkami

% Vypis vysledkd do konzole
disp('Obecné reseni:');
disp(sol_general);

disp('Konkrétni reseni s pocatecnimi podminkami:');
disp(sol_specific);

% Numerické reSeni pomoci ode45

f = @(t, Y) [Y(2); 3*Y(2) - 2*Y(1)]; % Prevedeni na soustavu 1. radu
t_span = [0 1.1]; % Interval pro resSeni (@ az 1.1)

yo = [1; @]; % Pocatecni podminky [y(©); y'(9)]

[t_num, y_num] = oded45(f, t_span, y@); % Numerické reseni

% Grafické znazornéni - plvodni graf

figure;

fplot(sol_specific, [@ 1.1], 'r', 'LineWidth', 2); % Symbolické reSeni

hold on;

plot(t_num, y num(:,1), 'bo', 'MarkerSize', 3); % Numerické reseni
legend('Analytické resSeni', 'Numerické reSeni (ode45)', 'Location', 'southwest');
xlabel('t");

ylabel('y(t)");

title('Re3eni diferencidlni rovnice y
grid on;

ylim([-3 1.5]);

- 3y't + 2y =0");

% Vypocet rozdill (chyby) v bodech numerického reseni

y_exact = double(subs(sol_specific, t, t_num)); % Analytické hodnoty
v numerickych bodech

error = y num(:,1) - y_exact; % Rozdil (chyba)

% Novy graf rozdild

figure;

plot(t_num, error, 'k.-', 'MarkerSize', 15);
xlabel('t");

ylabel('Rozdil y_{numerické} - y_{analytické}');
title('Rozdil mezi numerickym a analytickym reSenim');
grid on;

xlim([@ 1.1]);
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Vysvétleni kédu

V tomto piikladu jsme pouzili dvé rizné metody pro feSeni diferencidlni rovnice: symbolické

a numerické.
1. Symbolické reSeni (dsolve):

o Pouzili jsme funkci dsolve pro analytické feSeni diferencidlni rovnice. Tato
funkce ndm umoziuje ziskat obecné a specifické feseni rovnice symbolicky,

tedy bez potfeby aproximace.

o Nejprve jsme definovali rovnici pomoci diff, ktera reprezentuje derivace funkce
y(t). Poté jsme pouzili dsolve k ziskani obecného feSeni, které jsme nasledné

upravili pro konkrétni po¢ate¢ni podminky (y(0) = 1,y'(0) = 0).
2. Numerické FeSeni (ode45):

o Pro numerické feSeni jsme pouzili funkci ode45, coz je metoda adaptivniho
Runge-Kutta 4.-5. tadu, kterd je idedlni pro feSeni béznych problému

s nespecifikovanymi po¢ate€nimi podminkami.

o V tomto pfipadé jsme rovnici pfevedli na soustavu 1. fadu (pomoci substituce
y' = z), abychom ji mohli fesit numericky. Funkce ode45 pak vypocitala
hodnoty y v danych bodech t a poskytla numerické feSeni, které jsme nésledné

znazornili na grafu.

o Adaptivni krok: Funkce ode45 pouziva adaptivni metodu, coZ znamena, Ze se
dynamicky pfizpusobuje velikost kroku v zavislosti na poZzadované piesnosti
feSeni. Tento piistup zajiStuje, ze vypocty jsou efektivni, a to jak v oblastech

s malymi zmé&nami, tak v téch, kde dochazi k rychlym zménam.

3. Vizualizace:
o Ob¢ fteSeni jsme zakreslili do jednoho grafu, kde je cCervené zobrazeno
symbolické (pfesné) feSeni a modrymi kolecky numerické feSenti.
4. Analyza rozdili:
o Daéle jsme spocitali rozdily mezi numerickymi hodnotami a pfesnym
analytickym feSenim v bodech vypoctu a tyto chyby zobrazili na samostatném

grafu. To ndm pomaha vizualizovat pfesnost numerického feseni.

53



Vysledky:

Vypis z konzole

Obecné tresSeni:
Cl*exp(t) + C2*exp(2*t)

Konkrétni teSeni s pocatecnimi podminkami :
2*exp (t) - exp(2*t)
Grafické zobrazeni vysledki

Analytické feSeni je znazornéno Cervenou kiivkou, ktera je vysledkem symbolickych
vypocti.

Numerické feSeni je zobrazeno jako modré body, které reprezentuji hodnoty ziskané

metodou ode45. Tyto body ukazuji aproximace feseni v jednotlivych bodech t.

Timto zpisobem lze efektivné porovnat pfesnost a chovani obou metod na stejném problému.

Reseni diferencialni rovnice y" -3y'+ 2y =0
1.5 T T T T T
.1 .
0.5 7
D - -
0.5 .
=
A -
15} .
2 .
2487 Analyticke reseni 7
o Mumericke reSeni (odeds)
_3 i i i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Obrazek 2: Graf reseni diferencidlni rovnice y" - 3y' +2y = 0
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Graf rozdilii mezi numerickym a analytickym FeSenim

Ackoliv se miize na prvni pohled zdat, Ze numerické feSeni pomoci metody ode45 a analytické
feseni ziskané symbolickym vypoctem jsou téméi totoznd, mezi t€émito vysledky existuji malé
rozdily. Tyto rozdily jsou zplsobeny ptedev§im zaokrouhlovacimi chybami a numerickymi
aproximacemi, které jsou inherentni k numerickym metoddm. Metoda ode45 totiz fesi
diferencidlni rovnice aproximativné krok za krokem, coz mize vést k drobnym odchylkam
oproti pfesnému analytickému feseni.

Zobrazeny graf rozdili mezi numerickym a analytickym feSenim (v mikro méfitku) ukazuje
prave tyto malé odchylky. I kdyz jsou fadu jednotek mikro, je dilezité si uvédomit, ze v mnoha
praktickych aplikacich mtze takova chyba ovlivnit vysledky, proto je kontrola pfesnosti

numerickych metod kli¢ova.

0 108 Rozdil mezi numerickym a analytickym rfesenim

Rozdil Youmericke ™ Tanal'_.-'tické
n

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Obrazek 3: Graf rozdiliit mezi numerickym a analytickym resenim diferencidalni rovnice y" - 3y’ +2y = 0 (ode45)
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Pokud si pfiblizime graf pribéhu feSeni ke konci intervalu, miizeme se jasné presvédcit, ze
numerické feseni skutecné nelezi presné na kiivce analytického feSeni. Tento detail ukazuje
drobné, ale vyznamné odchylky, které numericka metoda vytvari, a proto je dulezité volit

metodu podle pozadované piesnosti vysledku.

Reseni diferencialni rovnice y" - 3y' + 2y = 0

-2.922696

-2.9226965 r

-2.922697

-2.9226975

—

=

S
=

-2.922698

-2.9226985

-2.922699

Analytické feSeni
-2.9226995 o Numerické feseni (ode45)

1.0921174 1.0921176  1.0921178  1.092118  1.0921182
t

Obrazek 4: Ukdazka odchylky v pritbéhu reseni (ode45)
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4.3 Nehomogenni diferencialni rovnice druhého radu
Zadani:
VyteSme nehomogenni linearni diferencidlni rovnici druhého fadu:

d?y dy
—_— 2y = t = ! =
702 3 T +2y=¢ely(0)=0,y'(0)=0

4.3.1 Analytické FeSeni metodou variace konstant bez pouziti softwaru

1. Tvar rovnice:

Jde o nehomogenni line4rni diferencialni rovnici druhého adu s pravou stranou e*

a dvéma pocatecnimi podminkami:
y"' =3y +2y=et
2. Homogenni ¢ast:
Nejprve vytfeSime ptisluSnou homogenni rovnici:
y'=3y'+2y=0
Charakteristicka rovnice:
r2—3r+2=0=>nrn=1r,=2
Obecné feseni homogenni ¢asti:

yn(t) = Ciet + Ce?t

3. Variace konstant:
Predpokladame, Ze partikularni feSeni ma tvar:
Yp(£) = uy (e +uy(t)e?
kde uq (t), u,(t) jsou neznamé funkce, které ur¢ime.
Upravime pomoci pomocného systému:

{ uj (et +uy(t)e?t =0
uj(t)et + 2uj(t)e?t = et

Odectenim prvni rovnice od druhé:

Quy()e?t —uy(t)e?) = et s uy(t)e?t = et > u)(t) =et/e?t =et

Integrujeme:

u,(t) = fetdt=—et+C
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Z prvni rovnice:

ui()et +up(t)e?t = 0> uj(t)et = —uj(t)e? = —e - e?t = —et > uj(t) = -1

4. Partikularni FeSeni

Dosadime u (t), u,(t) zpét:

yp(t) = (t)et + (—e He? = —tet — et

Obecné feseni nehomogenni rovnice:

y() = yp(t) + ¥, () = Cret + Ce?t —tet —et = (C; — 1)et + C,e* —tet

Muzeme piepsat:

y(t) = Cjet + C,e?t —tet,kdeC{ = C; — 1

5. Urceni konstant z po¢ateénich podminek

Podminky:

y(0)=0=>C{+C, =0
y'(t) = Clet + 2C,e? — (et +tet) =2 y'(0) =C; +2C, —1=0
Dostaneme soustavu:

Ci+C,=0 _ ;L
{C{+2€2=1$62_1'Cl_ 1
Dosadime zpét:

y(t) = —et + e?t — tet

6. ReSeni:
y(t) = e — (1 +t)et

t et e?t Vypocet y(t) = e? — (1 + t)et
0.0 1.0000 1.0000 1.0000— (1 4+ 0) - 1.0000 0.0000
0.2 1.2214 1.4918 14918 - (1+0.2) - 1.2214 0.0261
0.4 | 1.4918 | 22255 | 2.2255— (1+0.4)-1.4918 0.1370
06 | 1.8221 | 33201 | 3.3201—(1+0.6)-1.8221 0.4047
0.8 2.2255 4.9530 49530 — (1 4+ 0.8) - 2.2255 0.9470
1.0 27183 | 73891 | 7.3891— (1+1)-2.7183 1.9525

Tabulka 3:Analytické hodnoty 7eseni rovnice y'" -3y" +2y = et pro vybrané hodnoty t
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4.3.2 ReSeni diferencialni rovnice v Matlabu

clc; clear; close all;

% Symbolické reSeni

syms y(t)

Dy = diff(y, t); % Prvni derivace

D2y = diff(y, t, 2); % Druhd derivace

ode = D2y - 3*Dy + 2*y == exp(t); % Nehomogenni rovnice

% Pocatecni podminky
condl = y(0) == 0;

cond2 = Dy == 0;

cond2 subs(cond2, t, 9);

conds = [condl, cond2];

ySol(t) = dsolve(ode, conds); % Symbolické reSeni
disp('Symbolické reseni:');
pretty(ySol)

% Numerické reSeni pomoci ode45

f = @(t, Y) [Y(2); 3*Y(2) - 2*Y(1) + exp(t)]; % Soustava 1. radu
t_span = [0 1.1];

ye = [0; @]; % y(@) =0, y'(0) =0

[t_num, y_num] = ode23(f, t_span, y0);

% Grafické znazornéni

figure;

fplot(ySol, t_span, 'r', 'LineWidth', 2); % Symbolické reseni

hold on;

plot(t_num, y num(:,1), 'bo', 'MarkerSize', 3); % Numerické reseni
legend('Analytické resSeni', 'Numerické reSeni (ode23)', 'Location', 'northwest');
xlabel('t");

ylabel('y(t)");

title('Re3eni nehomogenni rovnice y
grid on;

hold off;

- 3y'"' 4+ 2y = ert');

% Vypocet rozdill (chyby) v bodech numerického reseni
y_exact = double(subs(ySol, t, t_num)); % Analytické hodnoty v numerickych bodech
error = y num(:,1) - y_exact; % Rozdil (chyba)

% Novy graf rozdild

figure;

plot(t_num, error, 'k.-', 'MarkerSize', 15);
xlabel('t");

ylabel('Rozdil y_{numerické} - y {analytické}');
title('Rozdil mezi numerickym a analytickym reSenim');
grid on;

xlim([@ 1.1]);
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Vysvétleni kédu
V tomto ptikladu jsme fesili nehomogenni diferencidlni rovnici druhého fadu dvéma zptlisoby:
symbolicky a numericky.

1. Symbolické reSeni (dsolve):

o Pomoci funkce dsolve jsme =ziskali pfesné analytické feSeni rovnice.
za danych poc¢ate¢nich podminek y(0) = 0 a (0) = 0.

o Nejprve jsme definovali diferencidlni rovnici pomoci symbolickych derivaci
diff. Poté jsme zadali pocateCni podminky a ziskali explicitni vzorec feSeni,
ktery jsme vypsali v ptehledné formé.

2. Numerické FeSeni (ode23):

o Pro numerické feSeni jsme rovnici pievedli na soustavu diferencidlnich rovnic
prvniho fadu substituci y; = ya =y’

o Funkce ode23 (metoda Runge-Kutta fadu 2/3) pak spocitala aproximované
hodnoty y(t). Pocateéni podminky byly stejné jako u symbolického feseni.

3. Vizualizace:

o Ob¢ feSeni jsme zakreslili do jednoho grafu, kde je cervené¢ zobrazeno

symbolické (pfesné) feseni a modrymi kolecky numerické feseni.
4. Analyza rozdili:

o Dale jsme spocitali rozdily mezi numerickymi hodnotami a pfesnym
analytickym feSenim v bodech vypoctu a tyto chyby zobrazili na samostatném
grafu. To ndm pomaha vizualizovat pfesnost numerického fesent.

5. Poznamka k metodé ode23:

o Funkce ode23 je vhodna pro problémy, kde neni potfeba velmi vysoka piesnost,

a diky adaptivnimu kroku automaticky pfizpisobuje velikost kroku tak, aby

efektivné pokryla oblast feSeni.
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Vysledky:

Vypis z konzole

Symbolické fedeni:

exp(2 t) - exp(t) - t exp(t)
Grafické zobrazeni vysledki

e Analytické feSeni je znazornéno Cervenou spojitou kiivkou, ktera ptredstavuje presné
feseni ziskané pomoci symbolickych vypocti.

e Numerické feSeni je vyznaceno modrymi body, které zobrazuji aproximované hodnoty
funkce y(t) vypocitané metodou ode23. Tyto body ukazuji hodnoty v diskrétnich
bodech t zvolenych automaticky podle potieby piesnosti.

e QGraf umoziuje pfimé vizualni srovnani obou metod — jak dobie se numerické feseni
ptiblizuje analytickému feSeni.

Timto zptisobem lze piehledné analyzovat chovani feseni, jeho presnost a piipadné odchylky
mezi obéma pristupy.

Reseni nehomogenni rovnice y" - 3y" + 2y = et

25| Analytické reseni i
’ o Mumericke reSeni (ode23)
2 - -
. 16T 7
=
1t i
05 7
D . 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t

Obrdzek 5: Graf Fesent diferencidlni rovnice y" - 3y’ +2y = et
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Graf rozdili mezi numerickym a analytickym FeSenim

Ackoliv numerické feSeni metodou ode23 sleduje celkovy prabéh analytického feSeni pomérné
dobie, z grafu rozdila je patrné, ze odchylky jsou vyrazné vétsi nez v piipad¢ metody ode45.
Zatimco u ode45 byly rozdily v itadu mikro jednotek, zde se chyby pohybuji az v mili
jednotkach. To je zplisobeno tim, ze ode23 je metoda nizsiho fadu (explicitni Runge-Kutta
metoda 2.-3. fadu), kterd neni tak presna jako ode45 (4.-5. fadu).

Rozdil je zplisoben nejen zaokrouhlovacimi chybami, ale i niz$i schopnosti ode23 zachytit
jemné zmény v feseni pti stejném rozsahu hodnot t. Vzhledem k tomu, Ze ode23 voli vétsi krok,
muze dochézet k vétsi kumulaci chyb v oblastech, kde je feSeni zakiivenéjsi nebo se rychleji
méni.

Tento graf jasné ukazuje, jak vybér numerické metody ovliviiuje piesnost vysledku, a proc je

dualezité ptizplsobit volbu metody pozadované piesnosti vypoctl.

-3 Rozdil mezi numerickym a analytickym fesenim
T

Rozdil Youmericke ™ Tanal'_.-'tické

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Obrdazek 6: Graf rozdilii mezi numerickym a analytickym feSenim diferencidlni rovnice y" - 3y’ +2y = et (ode23)
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Pokud si pfiblizime graf pribéhu feSeni ke konci intervalu, miizeme se jasné presvédcit, ze
numerické feSeni skute¢né nelezi presné na kiivce analytického feSeni. Na rozdil od metody
ode45 ale neni tieba graf piiblizovat tolik, protoze odchylky u metody ode23 jsou vyrazn¢ vetsi.
Tento detail ukazuje, jak se muze lisit piesnost riznych numerickych metod, a proto je dulezité

volit metodu podle pozadované piesnosti vysledku.

Reseni nehomogenni rovnice y" - 3y' + 2y =e

Analytické feSeni
2613+ o Numericke feSeni (ode23) |
2612 - i
2611 r i
=
261 i
2.609 - i
2.608 - |
1.0865 1.087 1.0875 1.088 1.0885

t

Obrazek 7: Ukazka odchylky v pritbéhu resent (ode23)
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4.4 Diferencialni rovnice tretiho a vysSiho radu
4.4.1 Analytické FeSeni rovnice tietiho fadu pomoci Laplaceovy transformace
1. Tvar rovnice:
y" —6y"+11y'—6y =0,y(0) = 1,y'(0) =0,y"(0) =0
2. Laplaceova transformace celé rovnice

Pouzijeme linearni vlastnosti Laplaceovy transformace a vzorce:

o L{y'(©)} =sY(s) —y(0)
o L{y"(©)} =s*Y(s) — sy(0) — y'(0)
o L{y" ()} =5Y(s) — s?y(0) — sy'(0) — y"(0)

Aplikujme Laplaceovu transformaci:

L{y"" —6y" + 11y’ — 6y} = L{0}

(s3Y(s) — s2y(0) — sy’ (0) — y"(0)) — 6(s*Y (s) — sy(0) — y'(0)) + 11(sY (s) — y(0))
—6Y(s) =0

Dosadime pocatecni podminky:
(s3Y(s) —s?) — 6(s?Y(s) —s) + 11(sY(s) — 1) — 6Y(s) = 0
3. Uprava vyrazu:
s3Y(s) —s2 —652Y(s) + 6s + 11sY(s) — 11 —6Y(s) =0
Secteme Cleny:

o Y(s)(s®—6s2+11s—6)
e Konstanty: —s? + 65 — 11

Dostavame:
Y(s)(s3 — 652+ 11s —6) = s? —6s + 11
4. VyreSime Y (s)

s? —6s+11

Y(s) :s3—652+115—6

Nejprve rozlozime jmenovatel. Zkusime najit kofeny charakteristického polynomu:
s3—6s2+11s—6

Zkousime raciondlni kofeny: 1 je kofenem!

Délime (polynomialné nebo Hornerem):

(s—1)(s?=554+6)=(s—1(s—2)(s—3)
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takze:

s? —6s+11
(s—D(s—=2)(s—-3)

Y(s) =

5. Rozklad na parcialni zlomky
Najdeme:
s?—6s+11 A B C
= + +
(s—D(-2)(s=3) s—-1 s—-2 s-3
Nasobime a upravime:
s2—65+11=A(s—-2)(s—=3)+B(s—1D(—-3)+C(s—1)(s—2)
Dosadime:
e Pros=11-6+11=A(-1)(-2)=>6=24=>A=3
e Pros=2:4—-124+11=B(1)(-1)=>3=—-B=>B=-3
e Pros=3:9-18+4+11=C22)1)=>2=2C>C=1
Takze:
Y(s) 3 3 1
s) = —
s—1 s—-2 s-3
6. Inverzni Laplaceova transformace
Pouzijeme:
L—l{ 1 }= eat
s—a
7. ReSeni:
y(t) = 3et — 3e?t + e3¢
L t) = 3et —
t et e?t e3t Vypotet yge)u A :3t
0.0 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 3-1.0000 —3-1.0000 + 1.0000 1.0000
0.2 |1.2214 |1.4918 | 1.8221 | 3-1.2214—-3-1.4918 4+ 1.8221 1.0109
0.4 |1.4918 |2.2255 | 3.3201 [3-1.4918 —3-1.2.2255+ 3.3201 1.1189
0.6 | 1.8221|3.3201 | 6.0496 | 3-1.8221 —3-3.3201 + 6.0496 1.5556
0.8 |2.2255 | 4.9530 | 11.0232| 3-2.2255—3-4.9530+ 11.0232 2.8406
1.0 | 2.7183 | 7.3891 |20.0855 | 3-2.7183 —3-7.3891 + 20.0855 6.0731

Tabulka 4: Analytické hodnoty Feseni rovnice y'"' — 6y" + 11y' — 6y = 0 pro vybrané hodnoty t
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4.4.2 ReSeni diferencialni rovnice v Matlabu

clc; clear; close all;

% Symbolické reSeni
syms y(t)

Dy = diff(y,t);
D2y = diff(y,t,2);
D3y = diff(y,t,3);

:@;

ode = D3y - 6*D2y + 11*Dy - 6*y =
==0, subs(D2y,t,0)==0];

conds [y(@)==1, subs(Dy ,t,0)

ySol(t) = dsolve(ode,conds); % analytické resSeni
disp('Analytické (symbolické) reSeni:"); pretty(ySol)

% Soustava 1. radu Y = [y; y'5 yv'']
f = 0@(t,Y) [Y(2); Y(3); 6*%Y(3) - 11*Y(2) + 6*Y(1)];

[1;0;0];
[0 1.1];

yo
t_span

% numerické reSeni nejpresnéjsim nestiff solverem
opts = odeset('RelTol',1le-9, 'AbsTol',le-12);
[t_num,y num] = odell3(f,t_span,y0,opts);

% Graf resSeni

figure;

fplot(ySol,t_span,'r', 'LineWidth',2); hold on

plot(t_num,y num(:,1),'bo", "MarkerSize',3)

legend('Analytické reseni', 'Numerické reSeni (odell3)’',...
‘Location’, 'northwest');

xlabel('t"); ylabel('y(t)');

title('Re3eni rovnice y*{(3)} - 6y*{(2)} + 11y~{(1)} - 6y = 0');

grid on;

% Graf rozdilu
y_exact = double(subs(ySol,t,t num));
error =y num(:,1) - y_exact;

figure;

plot(t_num,error, 'k.-"', "MarkerSize',15);

xlabel('t");

ylabel('Rozdil y_{numerické} - y {analytické}');
title('Rozdil mezi numerickym a analytickym reSenim');
grid on; xlim(t_span);
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Vysvétleni kédu

Tento skript fesi linearni homogenni diferencidlni rovnici tfetiho fddu dvéma zplsoby —

symbolicky a numericky.

1. Symbolické reSeni (dsolve)

o Nejprve jsme rovnici zapsali pomoci symbolickych derivaci diff a stanovili
pocatec¢ni podminky.

o Funkce dsolve vratila pfesny uzavieny tvar feSeni, ktery jsme vypsali
v piehledné podobé¢ piikazem pretty.

2. Numerické reSeni (odel113)

o Abychom mohli rovnici integrovat numericky, pfevedli jsme ji na soustavu
prvniho fadu substituci Y = [y, y’,y"]7.

o Prava strana soustavy je zapsana v anonymni funkci f.

o Pro vypocet jsme zvolili solver odell3 —  vicekrokovou
Adams-Bashforth-Moulton metodu, kterd pti nestiff problémech poskytuje
velmi  vysokou pfesnost. Toleranci jsme zpfisnili (RelTol=1e-9,
AbsTol = le-12), takze numerické feSeni kopiruje analytické s chybou hluboko
pod 1078,

3. Vizualizace vysledki

o Obé feseni jsme vykreslili do jednoho grafu:
= Cervena spojita kiivka predstavuje symbolické (presné) feSeni,
* modré body zobrazuji hodnoty spoctené pomoci odel13.

o Legenda je v levém hornim rohu grafu.
4. Analyza rozdili
o Pro kazdy vypocteny bod jsme odecetli hodnotu analytického feSeni od
numerické aproximace a tyto rozdily zobrazili v druhém grafu. Ktivka rozdill
lezi kolem nuly smaximalni odchylkou zhruba 107°, coz potvrzuje, Ze

numerické feSeni je prakticky totozné s pfesnym vzorcem.
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Vysledky:
Vypis z konzole

Analytické (symbolické) reSeni:

exp(3 t) - exp(2 t) 3 + 3 exp(t)
Grafické zobrazeni vysledki

e Analytické feSeni je zndzornéno Cervenou spojitou kiivkou. Tato kiivka pochazi ze

symbolického feSeni rovnice a pfedstavuje piesny pribéh funkce y(t).

e Numerické feSeni je vyznaCeno modrymi body. Body odpovidaji hodnotam y(t)
vypo¢tenym metodou odell3; casové uzly si feSi¢ voli adaptivné tak, aby splnil

nastavené tolerance presnosti.

e Jeden spolecny graf umoziuje okamzité vizuadlni porovnani obou pfistupii a ukazuje,

jak tésné se numericka aproximace ptimyka k analytické kiivce v celém intervalu.

Tento zpisob zobrazeni dava piehled o chovani feSeni, potvrzuje vysokou ptfesnost metody

odel 13 a zaroven odhali ptipadné odchylky, pokud by se v n¢kterém bod¢ objevily.

Reseni rovnice y'¥ - 6y? + 11y .6y = 0
QF T T T T
Analytické reseni

o Mumericke reSeni (ode113)

Obrazek 8: Graf reseni diferencialni rovnice y''' — 6y" + 11y’ — 6y =0
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Graf rozdilii mezi numerickym a analytickym FeSenim

Graf rozdili nam ukazuje odchylky mezi numericky vypoc¢tenymi hodnotami a pfesnym
analytickym feSenim v jednotlivych bodech intervalu proménné t. Na rozdil od metod jako
ode23, které mohou mit vyssi chyby kvili niz§imu tadu a adaptivnimu kroku, metoda odel13
patii mezi presnéjsi numerické metody.

Odel13 je vicestupiiova metoda zalozena na proménném fadu Adams-Bashforth-Moulton
predictor-corrector schématu, coz ji umoziuje dosahovat vysoké piesnosti ipii relativné
mensich chybéach. Proto jsou odchylky v tomto grafu velmi malé — Casto v fadu desetin az
setin mikro jednotek.

Pouzivani odel13 je vyhodné zejména tehdy, kdyz pozadujeme co nejptesnéjsi vysledky a jsme
ochotni akceptovat delsi dobu vypoctu. Diky své adaptivni povaze automaticky upravuje
velikost kroku v nezavislé proménné t tak, aby minimalizovala chybu, zvlasté v oblastech, kde
se feseni rychle méni.

Tento graf proto jasné ukazuje, Ze volba kvalitni numerické metody vyznamné ovliviiuje

24

klicova.

) 1010 Rozdil mezi numerickym a analytickym fesenim

numericke 1-"Ilaftruah_.-‘til:l';é

Rozdil y

__,.I ﬂ- i i i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t

Obrazek 9: Graf rozdilit mezi numerickym a analytickym resenim diferencidlni rovnice y"' — 6y" + 11y’ — 6y =0
(odell3)
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Pokud si pfiblizime graf prabéhu feSeni ke konci intervalu, miizeme se opé¢t presvédcit, ze
numerické feSeni nelezi dokonale na kfivce analytického feSeni. Na rozdil od predchozich
solverii ode23 a ode45 vSak musime graf zvétSit opravdu hodné. Teprve pii detailnim piiblizeni

uvidime drobné rozdily fadu 1071°, coz potvrzuje, Ze odel13 poskytuje z téchto tif metod
nejvyssi presnost.

Reseni rovnice y'¥ - 6y@ + 11y(V -6y =0
Analytické reseni
o Mumericke reseni (odel13)
8. 7468670905 1
8.74686709 r 1
= 8.7468670895 | :
(]
8. 746867089 1
B.7468670885 1
1.0914799498 1.0914799499 1.09147995 1.0914799501
t

Obrazek 10: Ukazka odchylky v pribéhu (odel13)
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4.5 Shrnuti vysledkii a porovnani metod
V této kapitole jsem fesil tfi reprezentativni linedrni diferencidlni rovnice vyssich tada
dvéma hlavnimi zplsoby — analyticky (symbolicky) a numericky. Nize jsou shrnuty

vysledky a porovnavam pouzité postupy a solvery v MATLABu.

Pouzité analytické metody

Rovnice Pouzita symbolicka Nastroj
metoda MATLABu
homogenni 2. fadu y"” — 3y’ + 2y =0 charakteristické dsolve
koteny
nehomogenni 2. ¥adu y”’ — 3y’ + 2y = €' variace konstant dsolve
homogenni 3. ¥adu y® — 6y” + 11y’ — Laplaceova dsolve
6y =0 transformace
Tabulka 5: PouZzité analytické metody
Pouzité numerické metody MATLABu
Solver = Rad metody / typ Piesnost Vyhody Nevyhody
(priblizné)
ode23 | Runge-Kutta 2/3 chyby v fadu rychly niz§i presnost
102 az 102 a jednoduchy
ode45 | Runge-Kutta 4/5 chyby v fadu dobry pomér Pomalejsi nez ode23,
10¢az10°° piesnost / ne tak presna jako
rychlost odel13
odel13 = Adams-Bashforth- chyby v fadu vysoka ptesnost, | delsi vypocet, vyssi
Moulton (proménny | 107° minimalni naroky na pamé&t’
tad) chyby

Tabulka 6: Pouzité numerické metody
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Hlavni poznatky

1.

Ptesnost roste s fadem metody. Metoda ode23 méla nejvétsi chyby, ode45 podstatné

mensi a odel 13 dosahuje téméi strojové presnosti.

. Viditelnost odchylky odpovida kvalité solveru.

Cena za ptesnost je Cas a pocet krokl. odel13 pracuje s proménnym fadem a poctem

krokd, coz vede k delsi dob¢é vypoctu oproti jednodussim solverim.

Symbolické a numerické feSeni se vzajemné¢ dopliiuji. Symbolické feSeni presné
ukazuje ocekavany pribéh, numerické metody pak slouzi pro efektivni vypocet

ptibliznych hodnot a ovéfeni.

Rucni vypoclty, jak analytické, tak numerické, pln¢ souhlasi s vysledky ziskanymi
v Matlabu. V obou ptipadech je mozné pozorovat drobné odchylky numerickych metod
od analytickych, které jsou zplsobeny zaokrouhlovacimi chybami a numerickymi
aproximacemi. Tyto malé rozdily vSak nemaji vyznamny vliv na celkovou spravnost

fesSeni.
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ZAVER

V této praci jsem se vénoval problematice feseni diferencialnich rovnic, a to jak z teoretického,
tak z praktického hlediska. Nejprve jsem predstavil zakladni pojmy a klasifikace
diferencidlnich rovnic, vcetné jejich tadu, linearnosti atypt pocatecnich ¢i okrajovych
podminek. Dale jsem popsal vybrané analytické metody feSeni, jako jsou metoda
charakteristickych kotenti, variace konstant nebo Laplaceova transformace, které umoziuji

ptfesné vyjadreni feSeni n€kterych typi rovnic.

Vedle toho jsem se vénoval 1 numerickym metodam, které jsou asto nezbytné v ptipadech, kdy
neni mozné nalézt explicitni analytické feSeni. Popsal jsem zékladni numerické ptistupy,
zejména metody Runge-Kutta, Adamsovy metody a Eulerovu metodu, a jejich implementaci

v prosttedi Matlab.

Hlavni cast prace byla zaméfena na feSeni linedrnich diferencidlnich rovnic vysSich tada
v Matlabu. Zde jsem ukazal, jak lze vyuzit jak symbolické funkce (dsolve) pro presné
analytické teSeni, tak numerické solvery (ode23, ode45, odell3) pro aproximaci feSeni
v piipadech, kde je analyza komplikovangjsi. Dikladn¢ jsem porovnal pfesnost a vlastnosti
jednotlivych numerickych metod, vcetné rozdili v adaptivnich krocich a chybovych

tolerancich.

Vysledky ziskané ru¢nimi vypocty, jak analytické, tak numerické, pln¢ souhlasily s vysledky
z Matlabu, coz potvrzuje spravnost a spolehlivost pouzitych postupli. Piestoze numerické
metody vykazuji drobné odchylky od analytickych feSeni, jsou tyto rozdily v ramci pfijatelné

tolerance a vétSinou nemaji vyznamny vliv na praktické pouziti.

Celkové prace ukazuje, ze kombinace teoretickych znalosti s efektivnim vyuZzitim
softwarovych ndstroji, jako je Matlab, umoziuje fesit Siroké spektrum diferencialnich rovnic
s vysokou pfesnosti a efektivitou. Volba vhodné numerické metody je klicova, pficemz metody
jako odel13 nabizi vysokou piesnost za cenu delsi doby vypoctu, zatimco metody jako ode23

mohou byt vhodné pro rychlejsi, ale méné pfesné aproximace.

Tato prace tak poskytuje komplexni ptehled o moznostech feSeni diferencialnich rovnic, ktery
muze slouzit jako uzite¢ny zdroj jak pro studenty, tak pro odborniky zabyvajici se aplikovanou

matematikou a inZenyrskymi vypocty.

Pti kontrole jazykové spravnosti a stylistiky textu bakalarské prace byl vyuZit nastroj

ChatGPT (OpenAl). Upravy byly autorsky posouzeny a podle uvazeni zapracovany.
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Ptiloha A — M-files s vypocty v MATLABu
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