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Souhrn

Tato prace je vénovana predevSim moznosti feSeni nedeterministicky polynomidlnich tloh.
Castecné se zamétuje na historii, definice, algoritmy a na varianty feSeni. Dale se prace zabyva
problémem batohu, problémem obchodniho cestujiciho, barvenim grafu a RSA problémem, nékteré

tyto pojmy na praktickych ptikladech vysvétluje.
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hamiltonovska kruznice a graf, metoda obchodniho cestujiciho, barveni grafii, algoritmy

Title

The possibilities of solving non-deterministic polynomial problems

Abstract

This bachelor thesis is especially dedicated to the possibility of solving non-deterministic
polynomial problems. It is particularly focused on history, definition, algoritms and varieties

of solving. The thesis also deals with explaining of the travelling salesman problem.
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NP problems, NP-complete problems, travelling salesman method
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Uvod

Téma mé bakalafské prace se tyka problému moznosti feSeni nedeterministicky
a vyznam si uvédomuje stale vice matematikl. Jedna se v podstaté o otdzku rovnosti dvou tid,
P a NP (viz. déle), neboli o slavném problému, oznaCovaném "P = NP?", ktery se tyka slozitosti
vypocth. Vznikl v teoretické informatice v dobé, kdy se klasicti matematici na tuto disciplinu divali

s despektem jako na obor, kde se daji dobie prodavat lacino ziskané vysledky.

Za cil své prace jsem si zvolila charakteristiku nedeterministicky polynomidlnich uloh.
V navaznosti na to jsem se rozhodla podrobné popsat a na praktickych ptikladech ukazat problém

batohu, obchodniho cestujiciho, barveni grafu a nékteré vybrané algoritmy.

V prvni casti bakalafské prace se budu zabyvat teorii nedeterministicky polynomiélnich
uloh, polynomialni versus nedeterministicky polynomialni zahrnujici historii, definice
a téz jeho modifikaci. Dale popisuji heuristické algoritmy, které se pouzivaji pti feSeni NP uloh.
Na zavér se budu vénovat problému obchodniho cestujiciho, kde rozsahleji popisuji jeho princip
a feSeni. Tyto dva uvedené problémy patii mezi typické NP - ipIlné ulohy.

V jeji druhé casti se veénuji popisu jednotlivych NP — uplnych problémt a nékterym
praktickym aplikacim.

Tteti Cast prace je zaméfena na nekteré algoritmy. Je ukazan ptistup k jejich popisu a feSeni.

V zavéru bakaléiské prace provadim konecné shrnuti poznatki a cilt této prace.



1 Uvod do NP problému

Ze vsech probléml milénia je odpovéd’ na hadanku vztahu P versus NP nejnachylnéjsi
k tomu, aby ji vyfesil ,,nezndmy amatér — tedy né¢kdo bez matematické pripravy, mozna nékdo
velice mlady a matematické komunité nezndmy. VSechny ostatni problémy jsou pohibeny hluboko
pod masou hodné tézké matematiky. To neni pfipad problému P versus NP, ktery se zabyva tim,
jak efektivné mohou pocitace v dostatecné kratkém case fesit urcity typ uloh. Nejenze je pomérné
snadné pochopit, v ¢em problém spociva, ale je zapotiebi jeden novy dobry napad. Pravé na dobré

napady neni tfeba hlubokych znalosti, staci fantazie.

1.1 Historie

Pro vétSinu lidi ptedstavuji pocitate prostiedek komunikace, ktery slouzi k posilani
a pfijimani vzkazl a k ziskavéani informaci z internetu. V tom ale jejich pivodni idea nespociva.
Pocitace byly prvotné stvofeny k tomu, pro provadéni aritmetickych operaci. Vznikly na zakladé
predchézejiciho dlouhodobého teoretického vyzkumu matematické koncepce ,,vypocitatelnosti®.
Ve tricatych letech minulého stoleti zacalo nezavisle nékolik matematikli studovat otazky
,vypotitatelnosti. Resili, co je vlastnd vypolet a které funkce v oboru pfirozenych &isel lze
vypocitat. Samotny vyzkum probihal diive, nez byla dostupnd moderni vypocetni technika. Pivodni
zajem matematikli nebyl motivovan zadnou myslenkou na provadéni néjakych vypocti, at’ uz rucné
nebo vypocetni technikou. Otdzka ,vypocitatelnosti“ byla zkoumdna vyhradné pro vlastni

matematickou zajimavost bez §ir§ich ndvaznosti.

Zajem o ,,vypocitatelnost* vznikl po zasadnim objevu rakouského matematika Kurta Godela
vroce 1931. Podnétem k tomu byl inspirativni seznam nevyfeSenych matematickych problému

némeckého matematika Davida Hilberta z roku 1900 [5].

Hilbert byl ovlivnén tspéchy tehdy prevladajiciho axiomatického pfistupu k matematice.
Budovéani matematického odvétvi pomoci axiomatického pfistupu znamenalo zformulovat nékolik
zékladnich tvrzeni — ,,axiomt* — a z nich logicky odvodit vSechny ostatni poznatky dané¢ho oboru.
Otazka ,,pravdivosti* n¢jakého vyroku se redukuje na otazku jeho ,,vyvoditelnosti z axiomt“. Tato
ptvodni Thalesova piedstava o matematice (cca 600 pied naSim letopoCtem) se stala zakladem

matematického uéeni starovékych Reka [5].

Uspéch této metody zavisi na tom, jak si budeme pii formulovani axiomil vést.

Aby se matematické tvrzeni mohlo kvalifikovat jako pfijatelny axiom, mélo by byt pomérné
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jednoduché a dostatecné¢ fundamentalni, abychom je mohli povazovat za ziejmé pravdivé.
Dosahnuti této podminky nemusi byt vzdy lehké. Napiiklad Eukleidovy axiomy geometrie vedly
dlouhodobé¢ k diskusim o pravdivosti jednoho z jeho axiomtl, takzvaného postuldtu o rovnobézkach.
Kritici se domnivali, ze tento vyrok je pfili§ slozity na to, aby mohl byt axiomem. Proto bylo
podniknuto mnoho pokusii o jeho odvozeni zjednodussich ptredpokladi. Vznikaly vselijaké
»heeukleidovské geometrie” popisujici postuldt rovnobéznosti jinymi axiomy. Pfi sepisovani
axioml muze byt velice obtizné nalézt vSechna ,,samoziejma‘“ tvrzeni, ktera se do seznamu hodi.
Eukleides vynechal nékteré predpoklady, které jsou pro vyvoj geometrie nezbytné a které ve své
knize vyuzival. AZ do konce devatenactého stoleti, kdy zacal Hilbert tuto problematiku diikladné

zkoumat, nebyl Gplny seznam axiomil sepsan.

Po Gspésném zformulovani vhodné soustavy axiomu eukleidovské geometrie navrhl Hilbert,
toto ucinit v kterémkoli jiném matematickém oboru. Hleddni axiom pro nékolik riznych

matematickych odvétvi pozdéji veslo ve znamost jako takzvany Hilbertliv program.

Hilbert véfil tomu, Ze v kterémkoli matematickém oboru bude mozné sepsat soustavu
zakladnich tvrzeni — axiomdi, ze kterych mohou byt v podstaté vSechny poznatky onoho oboru
odvozeny. V roce 1931 zasadné otfdsl matematickym svétem objev Kurta Godela dokladajici,
ze Hilbertiiv ptedpoklad je nepravdivy. Dokazal, ze v kazdé ¢asti matematiky, bude bez ohledu
na to, kolik tvrzeni pfijmeme za axiomy, vzdycky existovat alesponn jedno pravdivé tvrzeni,
které se z t€chto axiomll vyvodit ned4. Jde o Godeliv princip nelplnosti. Plati tedy, Ze systém
axioml bude vzdy nelplny. Axiomy nikdy nebudou stacit k tomu, aby z nich plynula vSechna

pravdiva tvrzeni. V matematice, stejné jako v zivoté, budou existovat nepolapitelnd zrnka pravdy.

Toto tvrzeni navdzalo na metodu prevedeni otdzek dokazatelnosti na ekvivalentni otazky
»vypocitatelnosti* nékterych funkci na ptirozenych ¢islech. Godel vyvinul formalni teorii koncepce
,Vypocitatelné funkce* a dokazal, ze v kazdém axiomatickém systému bude vzdy existovat funkce,

kterou nelze v ramci tohoto systému vypocitat.

Na Godelovu praci navazali dal$i matematikové, ktefi zacali vySetiovat ,,vypocitatelnost*.
Jejich cilem bylo zjistit, které funkce jsou vypocitatelné a které nikoli. Jednalo se ale pouze
o teoretické studium toho, jak by v principu mohly byt vypocty provadény.

Ohlédneme-li se zpét, spatiime fascinujici vysledky Stephena Kleena, Alana Turinga
a dalSich, kteti konstatovali teoretickou moznost konstrukce programovatelnych pocitact (strojl),
které mohou byt naprogramovany k provadéni rozlinych vypocti. Teoretické myslenky,
vypracované v tficatych a pocatkem ctyficatych let dvacatého stoleti mély hlavni roli v raném

vyvoji pocitacii v letech Ctyficatych a padesatych.
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Matematici ztratili o toto své duchovni dité zajem jiz po dokonceni teorii, na jejimz zékladé
ve svéte vznikly a byly naprogramovany prvni pocitace. Prestoze vyvoj pocitacovych technologii
vyzadoval urCit¢é matematické schopnosti a vyuzival matematické znaceni, tak vétSina prace
jiz nebyla ve své podstaté¢ matematickd. Drtiva vétSina matematikli pracovala (stejné jako pracuji
dnes) pouze naproblémech, které Zzadné piiliS téZké vypocCty nevyZaduji. Vznik pocitact
jeneovlivnil tak, jako tfeba fyziky nebo chemiky. Situace se podstatné zmeénila koncem
osmdesatych let minulého stoleti. Sofistikované pocitacové systémy byly vyuzity k praci v algebfe,
matematické analyze a v dalSich odvétvich symbolické matematiky.

Pfesto se naSlo nékolik matematikd, kteti hledali vyuziti pocitacii a jejich technologii
na feSeni matematickych problémti. Diky tomu vznikla fada novych matematickych odvétvi,
jako napt. numerickd analyza, pocitacova teorie Cisel a teorie dynamickych systémil. Tento rany
vyzkum ukazal nutnost vzniku teoretické informatiky, jako samostatné védecké discipliny. Dale
navazoval vznik jejich matematickych podobori, naptiklad soubor teorii - programovaci jazyky,
algoritmy, databaze, umélé inteligence a vypocetni slozitosti. V posledni citované discipling
nachazime tfeti problém tisicileti. Osobou, ktera se nejvice ze vSech zaslouzila o ustanoveni této
otazky jako veledtilezitého problému teoretické informatiky, byl mlady Ameri¢an jménem Stephen

Cook [4], [5].

1.2 Stephen Cook

»dtephen Cook se narodil v Buffalu ve stdt€ New York vroce 1939. Po absolvovani
Michiganské univerzity (obor elektroinzenyrstvi) nastoupil v roce 1961 na Harvard jako doktorand
v matematice. Jeho zdmérem bylo studium algebry. Zasadni vliv na ného mél logik Hao Wanga,
ptsobici na katedfe aplikovanych véd na Harvardu. Wang pracoval v novém oboru automatického
dokazovani vét, podoboru stejné¢ nového odvétvi, které John McCarthy ambiciézné nazval umélou
inteligenct.

Béhem studii na Harvardu se Cook sezndmil s dilezitou praci Michaela Rabina o teorii
slozZitosti. Ta analyzuje vypocetni procesy, aby zjistila, jak efektivné je Ize provadeét.

V roce 1966 dokoncil doktorskou praci. Ziskal misto na Kalifornské univerzité v Berkeley
anasledné¢ v roce 1970 prestoupil na Torontskou univerzitu. O rok pozdéji publikoval praci

The Complexity of Theorem Proving Procedures'. V ni predstavil novou teoretickou koncepci,

1 Slozitost procedur pro dokazovani vét
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kterou nazval NP uplnost. Na zakladé svého objevu byl Cook nésledné zvolen ¢lenem Kréalovské

kanadské spolecnosti a americké Narodni akademie véd.

Koncepce NP uplnosti vybavila odborniky v teorii slozitosti mocnym nastrojem pro analyzu
vypocetnich Gloh. Cook ve své praci (1971) dokéazal pouze to, ze jisty velice umély a obskurni
problém z vyrokové logiky je NP Uplny a zZe jej téméf zarucené neni mozno vytesit ani pomoci
pocitace. Pfesto za par mésicii dokazal Richard Karp z Kalifornské univerzity v Berkeley totéz
pro dalSich jedenadvacet problémd, z nichz né€kolik vychézelo z praxe a o jejich feSeni mél znacny
zajem pramysl. Nasledné¢ byl seznam NP uplnych problémi rozSifen na nékolik set, mozna tisic.
Témét vSechny vypocetni tllohy maji néjaké aplikace v primyslu‘ [5].

Cook po mnoha letech poznamenal: ,,NP tplnost se mi jevila jako zajimavy napad,

neuvédomil jsem si ale jeji mozny dopad.*?

1.3 Problém P versus NP

Jako problém P versus NP se v teoretické informatice oznacuje otdzka, zda plati rovnost

NS4

tzv. problémil tisicileti.

Problémy tisicileti’ je oznateni pro sedm matematickych problémil, které v roce 2000

vvvvvv

Jsou tak jakousi obdobou Hilbertovych problému ze zac¢atku dvacatého stoleti.

1.3.1 Popis tiid P a NP

Ttida slozitosti P obsahuje vSechny ulohy, jejichz feSeni lze nalézt deterministickym
Turingovym strojem v polynomidlnim c¢ase. Polynomidlné feSitelné tlohy jsou ulohy,
pro néz existuje algoritmus, které tuto ulohu fes$i v polynomidlnim c¢ase. Doba takového feSeni
je pro nejhorsi pfipad omezena shora asymptoticky néjakym polynomem. Pro takovy algoritmus
pak plati, ze doba vypoctu je O(p(n)), kde n je velikost vstupnich dat a p je né&jaky polynom.
Takovy algoritmus fe$i danou ulohu v polynomialnim Case nebo je prosté polynomialni. Ttida uloh
P je tvofena polynomialné feSitelnymi rozhodovacimi ulohami, kdy za rozhodovaci ulohu

13

povazujeme takovou, jejiz vysledek je bud’ ,.ano®, nebo ,ne“. Ulohy tohoto typu jsou vétsinou

2 CITOVANO z [17]
3 Anglicky Millenium Prize Problems
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koncipovany tak, Ze se ptame, zda existuje piipustné feSeni s hodnotou ucelové funkce,
ktera je lepSi nebo aspoil rovna néjaké definované konstanté. ZvlaStnim typem rozhodovaci verze
je pak dotaz, zda vibec pfipustné feSeni existuje. Toto se provede tim, ze se néjakym vhodnym
zpisobem zvoli néjaka konstanta, napf.jako velmi malé (resp. velmi velké) ¢islo. Nasledné
se ptame, zda existuje takové fteSeni, které je vétSi (resp. mensSi) nez zvolend Kkonstanta.
Polynomialn¢ fesitelné tllohy jsou vétSinou ulohy, jez 1ze snadno vyftesit [5], [9], [15].

Pro tfidu NP plati totéz s tim rozdilem, ze se jednd o nedeterministicky Turinglv stroj. Jsou
to ty problémy, jejichz feSeni lze overit v polynomialnim case. Nevime vsak, zda je lze také

v polynomidlnim Case nalézt.

1.3.2 Nedeterministicky polynomialni

NP (zkratka nedeterministicky polynomidlni) je mnozina problémi, které lze fesSit
v polynomidln¢ omezeném Case na nedeterministickém Turingové stroji - na pocitaci.
Ten umoziuje v kazdém kroku rozvétvit vypocet na n vétvi, v nichz se posléze feSeni hleda
souCasn¢. Ekvivalentné¢ se hovoii o stroji, ktery na misté rozhodovani uhodne spravnou cestu
vypo¢tu. Alternativné Ize tyto problémy definovat tak, Ze je to mnozina problému,
u kterych lze pro dodany vysledek v polynomidlnim Case ovéfit jeho spravnost (ale obecné nikoliv
nalézt feSeni v polynomidlnim case). SloZitostni tfida P je obsaZena v NP. NP ale obsahuje velké
mnozstvi dilezitych problémi, zvanych NP-tplné, pro které neni znam zadny polynomialni
algoritmus. Pravdépodobné nejdiilezitéjSim problémem soucasné informatiky (patii mezi Problémy
milénia) je otdzka, zda P = NP. V¢EtSina expertd se spiSe kloni k nazoru, Zze P je vlastni
podmnozinou NP.

Do tfidy uloh NP (nedeterministicky polynomidlni) patii rozhodovaci ulohy,

pro které existuje tzv. ovérovaci algoritmus, ktery ma nasledujici vlastnosti:

e vstupem algoritmu jsou data d popisujici instanci ulohy a tzv. -certifikat,
ktery miizeme popsat jako né&jakou blize nespecifikovanou cast dat, jejiz velikost

je shora omezena urcitym pevné danym polynomem vzhledem k délce vstupnich dat,

e algoritmus pracuje Vv polynomialnim c¢ase vzhledem k velikosti vstupnich

dat d a vysledkem je vzdy odpovéd’ ,,ano* nebo ,,nevim®,

e pro instanci dané ulohy d, kdy je spravna odpovéd’ ,,ano®, existuje takovy certifikat

¢, ze ovérovaci algoritmus da odpovéd’ ,,ano*,
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e pro instanci dané ulohy d, kdy je spravna odpovéd’ ,,ne®, existuje takovy certifikat c,

ze ovetovaci algoritmus dé odpoveéd’ ,,nevim®.

1.3.3 NP — uplnost

V literatutfe se 1ze pomérné Casto setkat s pojmy a vyroky o NP-uplnosti nekterych tuloh,
tedy o tzv. NP-uplnych® ulohach atp. Jistym, aviak pomémé& vagnim vyjadienim mizZe
byt prohlaseni, ze NP-uplné tlohy jsou obtizné feSitelné. Cilem nasledujicich odstavcl je objasnit
pojem NP-tplné ulohy.

Pro pochopeni nékterych zakladnich vlastnosti vyse uvedenych pojmu je tfeba rozliSovat
typ ulohy a instanci Glohy. Typem ulohy rozumime, jakym zplisobem je uloha zadana. To znamena
jakd data avjakém uspofddani budou tvofit zaddni Ulohy, co ma byt vysledkem a jaky
ma byt kone¢ny vztah mezi vysledkem a zadanim. Konkrétnim piikladem tlohy daného typu
je pak instance ulohy. Jednim z konkrétnich typt tloh jsou tzv. rozhodovaci ulohy, kdy vysledkem
je rozhodnuti bud’ ,,ano* nebo ,,ne“. Nékteré rozhodovaci tlohy jsou odvozeny z optimalizacnich
uloh, kdy se k zadani pfida konstanta K. ZjiStuje se, zda existuje piipustné feSeni s hodnotou
ucelové funkce, ktera je lepsi nebo rovna K [9].

Vstupem do algoritmu, ktery fesi konkrétni typ Ulohy, jsou néjaka data popisujici instanci
daného typu ulohy. Tato data se nazyvaji vstupni data. Velikost instance pak méfime jako objem
téchto vstupnich dat. Obecné se pouziva velikost dat v bitech, ale napi. v grafovych tlohach

se velikost dat vyjadfuje poctem vrcholli a poctem hran.

NP-tplné problémy jsou takové nedeterministicky polynomialni  problémy,
na které jsou polynomialné redukovatelné vSechny ostatni problémy z NP. To znamend, ze tfidu
deterministicky polynomidlni algoritmus pro n¢jakou NP-tplnou ulohu, znamenalo by to,
ze vSechny nedeterministicky polynomidlni problémy jsou feSitelné v polynomidlnim case,
tedy ze tfida NP se ,,zhrouti* do tfidy P (NP = P). Otazka, zda néjaky takovy algoritmus existuje,
zatim nebyla rozhodnuta, predpoklada se vsak, ze NP # P.

Hlavni divod, pro¢ jsou NP-uplné ulohy tak zajimavé, je pravé jejich velmi obtizna
fesSitelnost. Naptiklad uplatnéni v moderni kryptografii, kodovani, kde musime byt schopni rychle

oveéfovat spravnost feSeni, ale jeho nalezeni musi trvat dlouho. ObtiZznost vypoc¢tu ovSem zalezi

4 NP-complete, NPC
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1 na konkrétnich datech, pro specidlni mnoZzinu vstupti muze byt tloha polynomialni, naptiklad
feSime-li obarveni tfemi barvami pro jednoduché grafy.

Mezi typické NP-uplné tlohy patii napi. problém obchodniho cestujiciho, tj. hledani
(nejkratSi) hamiltonovské kruZznice, RSA problém, hledani nezdvislé mnoziny, problém kliky
(hledani Gplného podgrafu), hledani isomorfniho podgrafu, 3 barevnost grafu, vrcholové pokryti,

zavazadlovy problém (tzv. problém batohu), problém dvou loupeznikti atd..

1.3.4 Polynomialni versus exponencialni ¢as (vypoc€ty trvajici déle nez stari

vesmiru)

Polynomidlni procesy jsou zhruba feceno ty, které pocita¢ efektivné zvladne. Kdyby totiz
byla ¢isla C a k pfili§ velika, naptiklad kdyby se &k rovnalo nékolika tisicim, pak by proces mohl
vyzadovat tolik zdkladnich kroki, ze by vypocet trval po celou dobu existence vesmiru. V praxi
ale maji polynomialni procesy, které vyvstavaji z kazdodenniho zivota, velmi skromné hodnoty
C a k (k byva obvykle jednociferné) [5], takze je pocitace zvladnou opravdu hravé.

Skute¢ny vyznam polynomidlnich procesi pochopime pii jejich srovnani s témi,
které vyzaduji ,,exponencialni ¢as“. Vlozime-li do nich vstupni data o velikosti N, tyto procesy
spotiebuji 2" nebo vice krokd. Napriklad jednoduchd vyhledavaci procedura, fesici problém
obchodniho cestujiciho, vyZzaduje k nalezeni odpovédi odhadem N! zakladnich krokt, coz je jesté

podstatng vice nez 2" [5].

To, co déla exponencialni proces skoro neproveditelnym, je rychlost, s jakou roste ¢islo
2V pti zvétsujicim se N. Abychom ziskali urgitou piedstavu tohoto riistu, pfedstavme si oby&ejnou
Sachovnici. Reknéme, Ze ocislujeme vSechna policka na Sachovnici, pfi¢emZ postupujeme
od jednicky v levém hornim rohu fadu po fadé¢ dola az k ¢islu 64 v pravém dolnim rohu.

Ptedstavme si, Ze budeme na Sachovnicové policka pokladdat korunové mince. Na policko
oznaéené jednitkou polozime dvé korunové mince (tedy 2'), na policko s &islem 2 polozime étyfi
mince (tedy 2%). Na poli¢ko 3 osm minci (tedy 2°) a tak dale, takze na kazdé politko polozime
piesné dvakrat vice minci nez jsme polozili na policko piedchazejici. Na posledni policko polozime
piesné 2* korunovych minci. Jak myslite, Ze bude vysoky sloupetek tvofeny témito mincemi?
Patnact metrt? Vic? Ve skuteCnosti by dosahl vysky asi 37 biliont kilometra. Tréel by daleko
za Mésic (ktery se nachézi 400 tisic kilometrti od Zem¢) i za Slunce (od kterého nas déli pouhych

150 miliont kilometrtt). Dosahl by az k dalsi nejblizsi hvézde¢, jiz je Proxima Centauri [5].
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Sloupce na prvnich n€kolika polickach se nezdaji byt ptilis vysoké. Ale jak se zvétSuje N,
vysky sloupct dramaticky nartstaji. Pro dostate¢né malé objemy dat je mozné spustit exponencialni
proces a ziskat odpovéd’. Naptiklad problém obchodniho cestujiciho pro tii mésta jsme vyftesili
ruén€. Ale s nartstajicim objemem dat jednou prosté nebude k dispozici dost ¢asu k vyteseni ulohy.
Protoze prakticky vSechny exponencidlni procesy, které vyplyvaji zprimyslu a obchodu,
by zabraly nejrychlej§imu pocitati na svéte cas prevySujici celkové stafi  vesmiru,
1 kdyby zpracovavaly pomémé skrovné a velice redlné objemy dat. Nasledujici
Tabulka 1 porovnava Casy, které by slusné rychly pocita¢ (takovy, ktery umi provést jeden milion
zakladnich aritmetickych operaci za sekundu) potieboval k provedeni procest s riznymi funkcemi

¢asové slozitosti.

Tabulka 1: Porovnani ¢asi, zdroj [5]

Funkce Objem dat: N
casové slozitosti 10 20 30 40 50
N 0,00001s 0,00002s 0,00003s 0,00004s 0,00005s
N? 0,0001s 0,0004s 0,0009s 0,0016s 0,0036s
N 0,001s 0,008s 0,027 s 0,064s 0,125s
2N 0,001s 1,0s 17,19min 12,7 dne 35,7let
3N 0,059 s 58 min 6,5 roku 3855stol. 200mil.stol.

Na prvnich tfech fadcich vidime polynomidlni procesy. Vypocetni Cas sice roste
s nartstajicim objemem dat, nartist je ale umirnény a dokonce jeste i pro data objemu 50 trva proces

jen zlomek sekundy.

Na poslednich dvou fadcich najdeme exponencidlni procesy. Zde narlistd vypocetni
&as dramatickou mérou. U procesii s nezbytnym &asem 2" jde o dny, jakmile se objem dat piiblizi
ke Ctyficeti, a posune-li se objem dat jen k padesatce, uz by ndm nalezeni odpovédi trvalo
pies 35 let. U procesii s nezbytnym &asem 3" vyZzaduji data objemu 40 skoro 4 000 stoleti a data

objemu 50 dokonce zavratnych 200 miliont stoleti.

Tabulka ilustruje propastny rozdil mezi polynomidlnimi a exponencidlnimi procesy.
Pochopitelné plati, Ze je-li exponencialni proces jedinou moznosti, jak vyfesit dany problém,
pak jej prost¢ budeme schopni vyfeSit pouze pro velmi malé objemy dat. Naptiklad
N! je pro viechna N kromé velice malych hodnot mnohem v&tsi nez 3", takze metoda prozkoumani

vSech moznosti v problému obchodniho cestujiciho je pfedem ztraceny piipad.

Obrovska propast mezi polynomidlnimi a exponencidlnimi procesy ilustruje zietelnou

slabinu této klasifikace: je ptili§ hrubd. Kdyz si to matematikové uvédomili, zacali se pidit
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po néjakém pomocném metitku vypocetni slozitosti. PfiSli na to, Ze slozitost takovych procesii,
jako je metoda prostého vyhledavani pro feseni problému obchodniho cestujiciho nebo problému
optimalizace procesu, nespociva vtom, Ze by vypocet byl komplikovany. Naopak, vypocet
je extrémné jednoduchy. To, co d€la problém skoro nefeSitelnym, je prost¢ jen ciry pocet
vSech moznosti, které je tfeba prozkoumat a pro které je nutno onen extrémné jednoduchy vypocet
opakovat znovu a znovu. ProtoZe lidska mysl nebo digitalni pocitac provadi tyto operace postupné,

tedy jednu po druhé, cely proces by trval nemozné¢ dlouho [5].

Pro odliseni takovych procesi od téch, které obsahuji skute¢né¢ komplikované vypocty,
byla zavedena jesté tieti kategorie, takzvané nedeterministické polynomidlni procesy (zkracené
NP). Bézné pocitace jsou deterministické a tudiz pracuji zcela predvidatelnym zplisobem a dodrzuji
pfedem smluvena pravidla. Proto by mél vyraz ,,nedeterministicky* naznacit, ze tento novy koncept
je teoreticky a nema nic spolecného se skutecnymi vypocty. Zakladni myslenka je nésledujici.

Predstavme si, Ze nd$ pocita¢ muze v jist¢ fazi vypoctu rozhodnout zcela nédhodnym
zpisobem mezi nékolika moznostmi. Naptiklad, ze pti feSeni problému obchodniho cestujiciho
muze vzdy vybrat naprosto nahodné jednu z ptipustnych tras. Zvoli si tedy jednu trasu a spocita
odpovidajici vzdalenost. Pravdépodobnost, Ze vybrana trasa nebude tou nejkratsi, je velmi vysoka.
Ale co kdyz ma néa§ pocitac neuvéfitelné Stésti a vzdy vybere tu nejlepsi moznou trasu?
Pak by vyfesil problém v polynomialnim c¢ase. Takova dokonala schopnost S$tastné nahody
by pomohla obejit potize s velkym poctem riznych moznosti.

Obecn¢ tikame, ze problém nebo uloha je typu NP, jestlize jej nebo ji lze vyfesit
nebo dokoncit v polynomialnim ¢ase pomoci nedeterministického pocitac¢e. Ten musi byt schopen
nahodné volby mezi nékolika moznostmi a nadany navic dokonalou schopnosti Stastné trefy.
(M¢li bychom si ale uvédomit, Ze pocita¢ musi ovéfit, ze se trefil spravné. Podstata tiidy NP
spociva v tom, ze jde pouze o ¢iry pocet moznosti. Pro problém typu NP musi byt mozné ovérit
optimalitu ziskaného feSeni v polynomialnim case).

Intuitivné citime, ze problémy typu NP lezi nékde mezi polynomidlnimi problémy (zkracené
problémy typu P) a problémy Ccisté exponencidlnimi. Cely koncept NP je Cisté teoreticky,
protoze je zalozen na zcela nerealné myslence, ze by pocita¢ mohl vzdy bez vyjimky ucinit nejlepsi
moznou nahodnou volbu. Tato schopnost se nékdy oznacuje jako véstirna nebo ordkulum. Nicméné
jak se ukazuje, je to koncept znacného vyznamu. Jednim z divodt je to, ze vétSina exponencialnich
problémi, které vyvstdvaji v prumyslu a vfizeni ekonomiky, jsou typu NP. Jejich fesSeni
jsou obtiznd ne proto, ze by obsahovala komplikované vypocty, ale proto, Zze pomérné jednoduchy

vypocet musi byt opakovan pro ohromujici zaplavu skoro totoznych ptipadi.
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Kdyz byla klasifikace NP v Sedesatych letech dvacatého stoleti zavedena, predpokladali
odbornici na informatiku, ze tfidy P a NP nejsou totozné. Plati, ze kazdy problém typu
P je také zaroven automaticky typu NP, ale na druhé strané¢ existuji problémy typu NP,
které rozhodn¢ nejsou typu P. Zda se totiz, ze neexistuje zadny zptsob, jakym by standardni pocitaé
mohl pomoci algoritmu zavisejiciho polynomialné¢ na ¢ase pracovat stejné¢ dobie jako imaginarni
nedeterministicky pocitac, ktery déla dokonalé volby. Odbornici naptiklad méli za to, Ze problém
obchodniho cestujiciho prost¢ nemize byt vyfeSen v polynomidlnim case bez schopnosti
dokonalého hadani hypotetickym nedeterministickym pocitacem.

Bylo jen otdzkou ¢asu, nez n¢kdo piedlozi néjaky konkrétni NP problém, ktery neni zroven
P problémem. Dokéze tak, ze P a NP jsou rozli¢né tfidy, nebude-li to zrovna problém obchodniho
cestujiciho, najde se néjaky jiny. Nic takového se nestalo. Také vSak nikdo nedokazal opak, tedy

ze obé tridy splyvaji. Tak se zrodil problém P versus NP.

V oné dobé¢ , tj. koncem Sedesatych let dvacatého stoleti, slo o hodné. O mnoha dulezitych
problémech z primyslu a fizeni bylo znamo, Ze jsou tfidy NP. Dtkaz, ze P a NP jsou tytéz tiidy,
by nepochybn¢ odstartoval obrovské usili zaméfené na nalezeni efektivnich procedur,
které by vedly k vyfeseni téchto dilezitych problémi. Zdiraznime, ze diikkaz totoznosti tiid
P a NP by jesté sam o sobé neznamenal, Ze se pro specifické problémy takové efektivni procedury
najdou. Znamenal by pouze, ze kazdy NP problém miize byt v principu vyfeSen pomoci procedury,
ktera zavisi na ¢ase polynomidlné. Nemusel by ovSem piinést navod, jak by takova procedura méla
vypadat [5].

V této fazi se na scéné objevil Stephen Cook. Ve svém slavném clanku zroku 1971
podstatn¢ pokrocil ve studiu problému P versus NP. Zaroven pfinesl druhy zasadni divod jeho
dilezitosti.

Cook pfiSel na to, ze jeden specialni NP problém méa podivuhodnou vlastnost:
kdyby jej bylo mozné vytesit v polynomidlnim case, pak by totéz platilo o kterémkoli jiném
NP problému! Piesnd povaha Cookovy ulohy neni pro néas tolik dilezitd. Obecné feceno
Slo o to, jaké druhy uloh mohou byt feSeny na nedeterministickych pocitacich. Cook ukézal,
ze jakykoli NP problém je mozno pievést na jeho konkrétni problém. Takze kdyby bylo mozné
vyfesit v polynomidlnim case jeho problém, totéz by diky pienosu platilo o kterémkoli jiném
NP problému. Cook tuto podivuhodnou vlastnost nazval NP uplnosti. Podle Cooka tikame,
ze n¢jaky NP problém je NP uplny, jestlize by objev polynomidlni procedury vedouci k jeho feseni
znamenal, ze kterykoli jiny NP problém muze byt feSen polynomialné. Ackoli §lo o vysoce

teoreticky problém formalni logiky, nedlouho poté Richard Karp a dalsi dokézali, ze mnoho jinych
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znamych NP problém tuto vlastnost NP uplnosti ma. To se také tyka problému obchodniho
cestujiciho a problému optimalni technologie.

Objevy NP tplnosti a toho, ze nejznaméjsi NP problémy jsou NP uplné, znamenaly z jistého
hlediska téZkou ranu pro primysl. Konstrukce efektivnich procedur, které by umély vytesit ulohy,
jakou je problém obchodniho cestujiciho, by totiz primyslu pfinesla rast ziskl a miliardy dolart.
NP uplnost neznamena, Ze problém v zadném piipadé nelze vyresit efektivné. Koneckoncti, dokud
je problém P versus NP otevieny, potfad se jesté miize ukazat, ze ob¢ kategorie splyvaji, v kterémzto
pfipad¢ by kazdy NP problém bylo moZné v principu vyiesit v polynomidlnim case. Jde spiS o to,
ze jestlize se prokaze, ze néjaky problém je NP tplny, pak to naznacuje, jak t€zka je to tloha, a tedy
ze je velice nepravdépodobné, ze by se mohla najit polynomialni procedura k jejimu vyfeSeni.
Duivody jsou nésledujici.

Protoze ulohy typu problému obchodniho cestujiciho ¢i problému optimélni technologie
jsou tak dilezité, obétovalo po mnoho let obrovské mnozstvi talentovanych mladych vyzkumnika
mnoho hodin snaze najit efektivni cesty k jejich feSeni. Pfedstavme si, ze dokdzeme, Ze né&jaky
nas oblibeny NP problém je NP uplny. Pak je tento problém uplné stejné obtizny jako vSechny
ostatni problémy, které se vSichni marné snazili vyftesit. V disledku toho povazuji odbornici
jakykoli diikkaz, ze né€jaky problém je NP uplny, za dostatecné padny diavod k tomu, aby piestali
vynakladat Cas a usili na hledani jeho uplného feseni. Misto toho vénuji svou energii na hledani
rozumnych piibliznych feSeni nebo jednorazovych feSeni nékterych specidlnich ptipadd. Takze
navzdory své velice umélé povaze pomaha NP klasifikace manazerim rozhodovat, kam investovat
vyzkumné usili.

A pritom se stidle za v§im skryvd dosud nevyfeSeny problém P versus NP. Dikaz,

ze P a NP jsou totéz, by v principu znamenal, Ze veskera prace na NP uplnosti je ztratou ¢asu.

Takovy dikaz by mé¢l vazné dusledky také pro bezpe€nost internetového provozu.
V polovin¢ sedmdesatych let dvacatého stoleti vybudovali matematici a informatici efektivni novou
metodu koédovani elektronickych vzkazl posilanych otevienou pocitacovou siti. Bezpecnost metody
zvané RSA, zavisi na tom, Ze nalezeni tajného klice neni uloha z kategorie P. PrestoZe tento kli¢
je v principu mozné ziskat, nejrychlejSimu pocitaci by to trvalo nékolik let. Prolomeni kédu je tedy
problém kategorie NP. (Podobné jako u problému obchodniho cestujiciho spociva jeho slozitost
v obrovském poctu riznych kombinaci.) Kdyby se ukazalo, Ze prolomeni kédu je ve skutecnosti

problém z kategorie P, ocitla by se tato metoda nepochybné v ohrozeni.

O problému prolomeni kodu metody RSA neni znamo, ze by byl NP uplny,

takZe moznd by jeho feSeni zdvisejici na Case polynomialné mohlo byt vyvinuto i bez dikazu,
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ze P splyva s NP. Ale vzato z druhé strany by dikaz totoznosti P a NP okamzité¢ znamenal,
Ze problém prolomeni RSA kodu je feSitelny v polynomidlnim €ase. Tim by tak zpochybnil cely
systém internetového zabezpeceni. V soucasnosti nezname zadny zplsob, jak zarucit bezpecnost
komunikace po internetu, ktery by nezéavisel na nemoznosti efektivné vytesit néjaky NP problém.
Soucasna zavislost zapadnich ekonomik na bezpecné elektronické komunikaci pfes internet

soucasn¢ ukazuje, jak mnoho je v sdzce v souvislosti s problémem P = NP.
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2 Vybrané NP-uplné problémy

V této kapitole jsem se zameéfila na 4 problémy, které patfi k nejzndméjsim NP-uplnym
problémtim:
e kombinatorickd optimalizace NP-uplnych problému:
o  Problém batohu
o  Problém obchodniho cestujiciho
o Barveni grafi
e RSA problém
Dlvodem bylo, ze tyto problémy maji také Siroké praktické pouziti. Na nékteré piiklady

jejich praktického vyuziti jsem se zamétila.

2.1 Problém batohu

Problém batohu spocivd v nalezeni optimalniho naplnéni batohu vécmi tak, aby nebyla

ptekrocena jeho nosnost a zaroveil aby sumarni cena véci uvniti byla:
o nejvyssi — exaktni feSeni
® co moznd nejvyssi — rychlé feSeni

Mame batoh, ktery ma pevné danou nosnost. Mame mnozinu véci, které maji svou cenu
a vahu. Ukolem je naplnit batoh, aby soudet vah do batohu uloZenych véci nepiekro&il nosnost
a pritom soucet jejich cen byl co nejvétsi.

Tento problém se da feSit algoritmem, feSici problém hrubou silou, postupné generuje
vSechny mozné kombinace véci umistovanych do batohu a testuje obé podminky (zda zvolené
kombinace nepfetizi batoh a zda cenova funkce nabyvéa maxima).

Negativnim ptikladem problému batohu miize byt napi. zlod¢€j. Jeho snahou je dat do batohu
co nejvice kofisti (Sperky, hodinky). Je vSak limitovan maximalni vysi hmotnosti K v kilogramech,
kterou mtze dat do batohu. Véci, které odcizil a jsou jiz v batohu, se skladdaji zn predméth
o hmotnosti w;, w, ...w, kilogramii o cenédch cj, ¢; ....., ¢, K& Snaha zlodéje je, aby mél
co nejvetsi kofist v co nejveétsi hodnoté [6].

Tato tloha ma mnoho poctivéjSich podob, zejména pfi sestavovani rozvrhu a pldnovani

paraleln¢ probihajicich procest jak v teoretické, tak praktické roving [6].
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Ptikladem muze byt problém batohu, ktery je feSen v grafech. Jde o aplikaci rozhodovaciho
procesu, kdy vrcholy grafu odpovidaji staviim rozhodovaciho procesu a hrany grafu ptedstavuji
mozné rozhodnuti o ur¢itém pfedmétu. Kombinace poloh nakreslenych hran slouzi k rozhodovani
o tom, zda véci o hmotnosti a v cené ,,zabalit“ do batohu anebo ,nezabalit“. Vrcholy grafu jsou
oznacené soutfadnicemi. Jedny ukazuji na to, o ¢em je jiz rozhodnuto. Druhé ukazuji hmotnost
predmétii. Sikmé hrany ukazuji cenu zabalenych pfedmétii. Rozhodovani je limitovano kapacitou
batohu. Zakladem k rozhodnuti jsou tzv. orientované cesty ze soufadnic vrcholu, které mohou
napf. uvadét soucet cen jiz vybranych / zabalenych pfedmétt. Tyto specialni grafy ukazuji také
na skutecnost, Ze v tvahu muze ptichazet vice variant rozhodnuti. Pfi nich napf. nemusi byt naplnén
pozadavek na maximalni vyuziti kapacity batohu [6].

Pti feSeni problému batohu se vSak v§eobecné doporucuje vice vyuzivat znamych algoritmu.
Mezi né napt. patii tzv. backtracking, ktery v zakladu spociva v prohleddvani stromu feSeni
do hloubky. Dale pak metody vétvi a mezi pro feSeni optimalizaénich mezi. Podotykam,
Ze to jiz znacn¢ presahuje ramec této bakalarské prace, a proto nebude t€émto algoritmiim vénovana

dalsi pozornost.

2.2 Problém obchodniho cestujiciho

Problém obchodniho cestujiciho je obtizny diskrétni optimaliza¢ni problém, matematicky
vyjadiujici a zobecniujici ulohu nalezeni nejkrat§iho mozného prichodu vSemi zadanymi body
na map¢ a vraceni zpét do vychoziho bodu. Piesnéji feceno, jde o nalezeni nejkrat§i hamiltonovskeé

kruznice v Gplném neorientovaném grafu, jehoz hrany jsou ohodnoceny délkami.

2.2.1 Hamiltonovska kruznice

Graf, ktery obsahuje jako svou ¢ast kruZnici prochéazejici vSemi jeho vrcholy, nazyvame

hamiltonovsky graf a ptislusnou kruznici hamiltonovska kruznice (viz. Obrazky 1 a 2)
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start & cil

Obrazek 1: Hamiltonovska kruZnice v Hamiltonovském grafu

Obrazek 2: Hamiltonovsky graf - 12-ti stén

Nazev grafu se vztahuje ke jménu irského matematika Williama Rowana Hamiltona. Ten
vymyslel v roce 1857 hru, skladajici se z pravidelného 12-ti sténu (viz. Obrazek 2) a 20 ti kolikd.
Kazdy kolik byl umistén v jednom rohu 12-ti sténu (tj. v kazdém vrcholu) a byl ozna¢en jménem
nékterého z hlavnich mést Evropy. Ukolem hra¢e bylo najit cestu prochazejici viechna mésta,
kazdé praveé jednou, a vratit se zpct do mésta, z kterého vysel. (Pozn.: Na kazdém koliku byl
provazek, ktery hrac¢ spojil vzdy s nasledujicim kolikem, v poradi, jakym mésta prochézel).

Kazdy graf  nemusi mit nutné hamiltonovskou kruZznici. Nutnymi
(avSak nikoli postacujicimi) podminkami je, Ze graf musi byt souvisly a kazdy vrchol musi
mit stupen nejméné rovny dvéma (ke kazdému vrcholu musi vést alesponi 2 hrany).

Jednim z ptrikladd NP ulohy je nalezeni hamiltonovské kruznice, kdy certifikatem

je zde kruznice, oveérovaci algoritmus ovétuje, zda se opravdu jednd o kruznici a zda prochazi vSemi
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body. Je velmi dulezité¢ jakym zpisobem je poloZena otazka, kterd se v tilloze fesi a to z divodu

pozadavku certifikatu a potvrzeni pouze pro kladnou odpovéd’. Pokud otdzku obratime, miizeme

A4

Nyni uvedu nekolik pravidel pro hledani hamiltonovské kruznice v daném grafu:

ma-li dany graf n vrcholt, pak hamiltonovska kruznice mé prave » hran,

jestlize vrchol v ma stupen k, pak hamiltonovska kruznice musi obsahovat pravé

dv¢ hrany incidentni s vrcholem v,

pfi  konstrukci hamiltonovské kruznice nemize byt vytvofena kruZnice,

ktera by neobsahovala vSechny vrcholy daného grafu,

jakmile hamiltonovska kruznice, kterou konstruujeme, prochdzi vrcholem v,

pak ostatni nepouzit¢é hrany incidentni s vrcholem v miZzeme vyloudit

(tyto jiz v hamiltonovské kruznici lezet nebudou) [6].

2.2.2 Obchodni cestujici

Pfedstavme si, ze jsme obchodnimi cestujicimi ze Strakonic. NaSim ukolem je autem

navstivit postupné tfi mésta Olomouc, Most, a Nachod, pficemZz vyjedeme ze Strakonic

a zase se tam

vratime. Abychom usetfili ¢as a benzin, chceme napldnovat svoji cestu tak,

aby celkova vzdalenost, kterou urazime, byla co nejkrat$i. Vytdhneme tedy mapu a zjistime

si nejkratsi silnicni vzdalenosti mezi kazdymi dvéma mésty. Naméiené V}'/sledkyi predstavuje

Tabulka 2.

Tabulka 2: Silni¢ni vzdalenosti, zdroj [5]

Me¢sto Strakonice Olomouc Most Néachod
Strakonice 0 54 17 79
Olomouc 54 0 49 104
Most 17 49 0 91
Néchod 79 109 91 0

Nyni jiz jen zbyva usporadat tfi mésta tak, abychom ujeli co nejkratsi vzdalenost. Jak tézka

je tato uloha? Spocitat celkovy pocet procestovanych km pro kazdé jednotlivé uspotadani danych

mést je snadné. VSe, co je k tomu potieba, je najit tfi Cisla v tabulce a secist je. Provedeme-li

to pro kazdou pfipustnou trasu, tedy pro kazdé mozné uspotradani tii mest, pak staci porovnat
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ziskané vysledky a vybrat ten, ktery udava nejkratS$i celkovou trasu. Nize uvedena vysledna

Tabulka 3.

Tabulka 3: Vysledna tabulka, zdroj [5]

Trasa Celkova délka

S-O-M-N-S 54+49+91+79 =273
S-O-N-M-S 54+ 104 +91+ 17 =266
S-M-N-O-S 17+91+ 109 + 54 =271
S-M-0O-N-S 17 +49+ 104 + 79 =249
S-N-O-M-S 79+ 109 +49 + 17 =254
S-N-M-0O-S 79 +91 +49 +54 =273

Je zfejmé, ze optimalni trasa je S-M-O-N-S s celkovou vzdalenosti 249km.

Podobné¢ jako vétSina jinych jednoduchych ptikladl neni ani tento pfili§ prakticky. Méame-li
navs§tivit jenom tfi mésta, pak mezi jednotlivymi trasami nejsou pfili§ velké rozdily a nejspis
ani nestoji za to provadét néjaké vypoCty. Ale pro obchodniho cestujiciho, ktery se chysta
do vétsiho po¢tu mést, se mize fada drobnych rozdili posklddat do vyznamné sumy. Na tento
piiklad se miizeme divat 1 z pohledu kvality trasy (zda se pojede po délnici nebo silnici II tfidy,
apod.)

Reknéme, Ze jsme vlastné chtéli navstivit celkem deset mést. V takovém piipadé se nejspis
rozhodneme pfenechat vypocet pocitaci. Sestavime tedy tabulku a napiSeme kratké makro,
které ohodnoti délku kazdé mozné trasy a spocita celkovou ujetou vzdalenost. Pro deset mést

totiz ¢ini celkovy pocet tras 3 628 800.

Abychom zjistili, odkud se vzalo toto Cislo, vratme se k ptivodnimu ptikladu se tfemi mésty.
Existuji tfi rizna meésta, ve kterych miizeme zacit. Pak jsou vzdy dalsi dvé moznosti mésta,
které navstivime jako druhé. A pak uz zbyvéd jen jedno mésto pfed ndvratem do Strakonic.

Takze celkovy pocet riiznych tras je
3x2x1=6
To dava celkem Sest riznych tras sefazenych v tabulce na ptredchazejici strance.

Pro deset mést mame deset moznosti, kde zazit, pak devét moznych mést, ktera navstivime

jako druha, osm moznosti tfetiho mésta a tak dale, takze celkovy pocet rtiznych tras je:

10x9x8x7x6x5x4x3x2x1=3628 800.
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To je velikd spousta tras, které musime prozkoumat kvuli jednomu vyletu. Vskutku,
pfedstavme si, ze spocitame celkovou vzdalenost pro kazdou z téchto tras a ze ndm kazdy takovy
vypocet zabere pfesné¢ jednu minutu. Budeme-li pracovat osm hodin denné bez prestavky
péet dni v tydnu padesat dva tydnt ro¢né, pak nam tato prace vydrzi na néco malo pres dvacet let!

Dvacet let kviili deseti méstim.
Ptidame-li jedenacté mésto, pak se celkovy pocet riznych tras pfiblizi ¢tyficeti miliontim:
ITx10x9x8x7x6x5x4x3x2x1=39916800.
Pochopitelné nds ani nenapadne provadét takovy vypocet na papife, prosté pouzijeme
pocita€. Protoze ale faktorialy rostou velice rychle, sta¢i n€kolik malo mést navic, a 1 nejvykonné;jsi

pocita¢ bude udolan. Naptiklad c¢islo 25! je jen kousek od sklicujictho numera sestavajiciho

ze Sestnactky a Ctyriadvaceti nul:
25!'=15511210 042 330 985 984 000 000.

Vzhledem ktomu, Ze okruzni cesta po péctadvaceti méstech neni pro profesionalniho
obchodniho cestujiciho nic nemyslitelného, je zfejmé, Ze tento ,,problém obchodniho cestujiciho®,
jak se také loha spravné nazyva, pred nés klade zavaznou vyzvu. Pokud se ndm zpocatku problém
jevil jako pfimogary, bylo to prosté tim, ze pfimo&ary je. Zadna naroéna matematika neni zapotiebi.
Jediné, co potiebujeme, je s¢itani dlouhych fad Cisel a porovnavani vysledkl. To, co déla tento
problém problémem, je pouhd velikost ¢isla udévajiciho pocet tras. Zménime pocet mést z deseti
na jedenact a vysledny pocet riiznych tras se zjedenactinasobi. Pfiddme dalsi mésto a pocet je rdzem
tteba vyndsobit Cislem dvandct. V dal§im kroku, kdy mame ucinit okruzni cestu pro tfinacti
méstech, pocet tras opét poskoci, a to tentokrat na tfinactinasobek. Zni to tak nevinné: jedno jediné
meésto navic. Jenze s kazdym novym méstem je tieba pocet tras vynasobit konstantou, ktera navic
sama také narudsta.

Jestlize néjaka Ciselnd veliCina naristd timto zptisobem, tj. je-li pomér jejiho rastu v kazdém
okamziku pfiblizné pfimo umérny jeji aktudlni hodnoté, pak fikame, Ze jde o faktoridlni rist.
A je to pravé tento rust, ktery déla z problému obchodniho cestujiciho cosi jako ¢asovanou bombu

[51, [6], [9].

2.2.3 Problém barveni grafi

Barveni grafu je jednou z disciplin teorie grafli, kterd se zabyva piifazovanim barev (témef
vzdy reprezentovanych pfirozenymi ¢isly) riznym objektim v grafu — vrcholiim, hrandm, sténdm

atd. Nejcastéji jde o barveni vrchold, ostatni ptipady lze na tento jednoduse pievést.
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Definice: Obarveni grafu G (nebo téZ obarveni vrcholi grafu) je ohodnoceni vrcholi
hodnotami z mnoZiny B (takzvanymi barvami), a to takové, Zze zddné dva sousedni vrcholy nejsou
ohodnoceny (obarveny) stejnou barvou. V roli barev muzeme brat libovolné prvky z libovolné
mnoziny, ¢asto pouzivame napt. Cisla [6], [9].

Graf nazyvame r-barevnym, jestlize existuje jeho obarveni » barvami. Barevnost grafu
(nekdy téz chromatické Ccislo grafu nebo vrcholova barevnost) je nejmensi pocet barev,

ktery je potfebny k obarveni grafu. Barevnost grafu G znac¢ime y(G) [6], [9].

Priklad: Pteprava nebezpecnych latek. Méjme n nebezpecnych latek. Bezpecnostni predpisy
zakazuji ptepravovat n¢které dvojice latek ve stejném vozidle. Kolik nejméné vozidel nebo kolikrat
se musi automobil vratit k pievozu vSech n latek?

Reseni lze nalézt pomoci barevnosti: Sestrojme graf G, jehoz vrcholy odpovidaji zminénym
latkim a vnémz jsou dva vrcholy spojeny hranou, jestlize odpovidajici latky nesmi byt
pfepravovany spolecné. Piipustné umisténi latek do automobilu pak odpovida obarveni grafu G.
Roli barev zde hraji vozidla nebo kolikrat se automobil vrati. Potfebujeme nejméné y(G) vozidel.

Konkrétni zadani: Méjme 9 nebezpecnych latek, oznacenych A, B, C, D, E, F, G, H, L.
Bezpecnostni predpisy zakazuji pfepravovat nékteré tyto dvojice latek ve stejném automobilu. Tyto

latky jsou pospojované hranou (viz. Obrazek 3).

Obrazek 3: Nebezpecné latky, zdroj [vlastni]

e K feSeni vyuZijeme barevnost respektive barveni grafu (viz. Obrazek 4)
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e Pocet barev nam v tomto piipadé vyznacuje, kolik bude potteba vozidel, pripadné

kolikrat se musi automobil vratit pro naloZeni nebezpecnych latek

A o

Obrazek 4: ReSeni, zdroj [vlastni]

e Pro obarveni tohoto grafu byly potfebné 3 barvy

e Zjistili jsme, ze pro naloZzeni nebezpecnych latek budeme potiebovat bud’ tfi

automobily nebo automobil pojede tii krat.

2.2.4 RSA problém

K problému RSA se vaze aplikace tzv. kryptografie z teorie slozitosti. Jednad se o vetejné
kédovaci klice. Ty umoziiuji individudlni, bezpe¢nou a nezavislou komunikaci a kontakt mezi
riznymi ucCastniky zejména v pocitacové siti. Klicovym problémem je vetejny koédovaci klic,
ktery nemusi byt utajen, kdyz neni mozné zjistit dekodovaci klic. To plati i za podminky,
kdy se zasadné 1isi operace kodovani a dekédovani.

V principu mizeme fici, ze princip RSA problému je zaloZen na systému vetejného klice
ajeho generovani. Jde o systém snadno vycislitelnych funkci. Napt. F, G, E, D. Z funkci
Fa G sepomoci nahodného cisla » vypocitaji kodovaci a dekodovaci klice. Vznikla zprava
x je kédovana funkci £ a kodovaciho klice e. Dekdduje se funkei D a dekédovacim klicem d. Tomu,
kdo by chtél zneuzit takové systémy nesmi byt dostupny dekoddovaci kli¢ d a r (to se mlize 1 znicit)

[1], [16].
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Kritické misto takového systému je funkce F. Neni-li mozné, aby se z funk¢ni hodnoty e dal
odvodit argument r dle e=F (r). Protivnik nesmi vypocitat d pomoci G. Jedna se o slozité funkce,

¢asto nazyvané jako jednosmérné [16]..

vvvvvv

p1 a py a jejich souCin N je soucasti kli¢h. V principu se dekodovaci kli¢ d vypocitava
z p1 a p; a kédovaciho klice e. Spolehlivost systému je zaloZena na principu velmi komplikovaného
rozkladu ¢isla N v soucin [16]. Jednosmérné funkce jsou definovany pomoci pojmu polynomialniho
casu. V samotném disledku neni mozné dokézat, Ze 1ze rozkladat ¢isla polynomidlnim algoritmem.
Z toho v samotném disledku vyplyva, ze jsou pochybnosti o existenci tzv. jednosmérnych
funkcich. Jde o otevieny problém a zda se, zZe jesté t€z§i nez samotny problém P=NP. Piesto verejné
klic¢e existuji. Dosud se jejich bezpecnost opira o znalost nejlepSich algoritmi, kterymi se rozkladaji
¢isla a na navazujici Glohy pro existenci klict. Velmi €asto se studuje problém prvocisel. Ta jsou
zakladem soucasné kryptografie a to tak, Ze pro RSA je nutné ndhodné zvolit dvé velkd prvocisla.
I nadale zlistava otevienou otdzkou neexistence algoritmu, potiebného k rozhodnuti, zda prvocislo
je polynomialnim ¢ase bez pouziti ndhodnych cisel. Tedy je-li mnozina prvocisel v P.

Pomérné zavaznym, a zatim jen v teoretické roving, je problém neexistence tzv. kvantového
pocitace. Presto, Ze byl navrZen tzv. kvantovy Turingiiv stroj jako standardizovany zjednoduseny
matematicky model pocitace. To s sebou pfinaSi nemoznost vyloucit skutecnost, zda se rozklad
¢isel dé pocitat v polynomidlni ¢ase i na obycejnych pocitacich. Nasledné se zatim beznadéjné tesi
zda ,.kvantové“ P je rizné od klasického P. Podstatné je to, kdyby se podafilo kvantovy pocita¢
sestrojit, pak by byla soucasna kryptografie vazné ohrozena [1], [10], [16].

Turinglv stroj je teoreticky model pocitace popsany matematikem Alanem Turingem.
Sklada se z procesorové jednotky, tvofené koneénym automatem, programu ve tvaru pravidel
prechodové funkce a potencialné nekonecné pasky pro zépis mezivysledki. Vyuziva
se pro modelovani algoritmi v teorii vy¢islitelnosti.

Jeden ze zplsobil vyjadieni Church-Turingovy teze tikd, Ze ke kazdému algoritmu existuje

ekvivalentni Turinglv stroj
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3 Vybrané algoritmy

Vzhledem ke slozitosti NP-uplnych optimalizacnich problémi se vétSina védci soustiedi
na jinou slozku technik, tzv. heuristické optimalizacni techniky nebo jednoduse heuristiky. Tyto
techniky se snazi nalézt optimalni feSeni (nebo alespoit body pobliz optiméalniho feSeni)
v rozumném vypocetnim case. Nékdy se také uvadi, ze heuristiky jsou takové metody,
které nezarucuji nalezeni optimalniho (nebo ani piipustného) feseni. Zpocatku vyvoje operacniho
vyzkumu byly heuristiky brany s jistou skepsi, avSak v soucasné dob¢ si tyto techniky zajistily
predni misto mezi optimalizaénimi metodami ato diky teoretickému vyzkumu ve vypocetni

sloZitosti, ktery signalizoval vrozenou slozitost NP-uplnych problémt.
Heuristické algoritmy mohou byt nazyvany téz jako stochastické algoritmy:
e algoritmus jako heslo = posloupnost konecného poctu elementarnich krokti vedouci
k feseni tlohy,
o jeuristika jako heslo = teorie feSeni problémt, neobvyklé fesent,

e stochasticky jako heslo = ndhodny.

3.1 Definice heuristiky

Informatika jako vé€da o informacich a jejich zpracovani chape heuristiku jako postup
ziskani feSeni problému v kratkém Case. Slouzi nejcastéji jako metoda rychle poskytujici dostatecné
a dosti presné feSeni, které¢ vSak nelze obecné dokazat. NejCastéjsi pouziti heuristického algoritmu
nalezneme v pfipadech, kde neni mozné pouzit jin¢ho lepsiho algoritmu, poskytujiciho piesné
feSeni s obecnym dilkazem. Heuristika se pouziva tam, kde ulohy nemaji feSeni v polynomialnim
Case.

Jiny, avSak podobny pohled na heuristiku: heuristikou nazyvame postup,
ktery, 1 kdyz neprobere vSechny moznosti, je schopny v n¢kterych piipadech podat vysledek.
Vysledek je podavan zpravidla jednim ze dvou moZznych stavii. Bud’ jako kladny vysledek

(odpovéd) nebo jako vyrok neurcitosti.
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3.2 Pouziti algoritmu

Heuristické algoritmy se =zacaly pouzivat s prichodem vypocetni techniky,
kde jsou rozvijeny a casto pouzivany pro feSeni slozitych problémi. Jsou vhodné zejména
pro feseni slozitych funkci s mnoha parametry a sloZitym pribéhem s mnoha extrémy.

Naptiklad algoritmy deterministické jsou v fteSeni slozitych problémt velmi Spatné
pouzitelné, protoze jejich ndroCnost (zejména Casova) roste, s linearné rostoucim rozsahem
problému, exponencialn¢. Naopak vyhodou je oproti heuristickym algoritmiim nalezeni pfesného,

optimalniho feseni, které¢ 1ze dokazat.

Velmi cCasto se setkdvame s metodami kombinujicimi heuristické algoritmy

s deterministickymi.
Casto pouzivané metody heuristiky:

e geneticky algoritmus - algoritmus zalozeny na principu piirozené selekce.
S uspéchem se vyuziva jako pocitacovy heuristicky algoritmus schopny nalézt
kvalitni feSeni 1 slozitého problému v oblasti IT ho vyuzijeme pro feSeni mnoha

technickych a matematickych problému,

o metoda lokdlniho hledani - jedna se o jednu z nejjednodusSich metod. Dobie

pouzitelna pro feSeni matematickych problémd,

e iterativni metoda - vyuziva postupného hledani feSeni ve stile se zuzujici oblasti
feSeni (postupné se z dobrého feSeni dopracovava k jeste lepSimu feseni),

e optimalizace mravenci kolonie — mraven¢i kolonie ptedstavuji pomérné novou
metodu diskrétni optimalizace. Inspirace pochazi z chovani skute¢nych mravencich
kolonii. Aplikaci jednoduchych pravidel, jimiz se fidi jednotlivi jedinci, vznika
komplexni chovani celku, schopné fesit slozité optimalizacni tlohy.

Metod je cela fada a kazda ma své klady a zapory. Mezi klady fadime moznost nalezeni
presného feseni. Mezi zapory dobu, kterd je k provedeni algoritmu potieba, piipadné mnozstvi
uptesiiujicich parametri.

VEtsi jistotu, Ze nalezeny vysledek je presny, mizeme u nékterych metod zvysit opakovanim
heuristického algoritmu.

Pouziti heuristickych algoritmi je velmi dobie pouzitelné pii feSeni tzv. "Problému

obchodniho cestujiciho", ktery ma nejkratsi cestou projit mésta vyznacena na mapé.
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Bézné pouzivané algoritmy vyuzivajici heuristiku, jejichz sluzeb vyuzivame kazdodenne,
jsou algoritmy pro heuristickou analyzu integrované v antivirovych softwarech. Déle se heuristické
algoritmy vyuzivaji pro odhaleni e-mailového spamu, ve specializovaném vyvojovém a simula¢nim

softwaru ur¢eném pro riizné oblasti pouziti (od strojirenstvi, ptes oblast IT az po lékafstvi...).

3.2.1 Geneticky algoritmus

Geneticky algoritmus (genetic algorithms) [8], [13], je heuristicky postup, ktery se snazi
aplikaci principti evolucni biologie nalézt feSeni slozitych problémd, pro které neexistuje pouzitelny
exaktni algoritmus. Jejich velkou vyhodou je pomérnd jednoduchost. I[deovym vzorem
pro genetické algoritmy byly principy vyvoje, které se uplatniuji v pfirod€. Zde existuji populace
jednotlivych zivociSnych druhli, slozenych z jedinci rdznych vlastnosti. Tyto vlastnosti
jsou prvotné zakdédovany v jejich genech, které tvoii vétsi celky, chromozomy.

Ackoli genetické algoritmy nemaji jiz prakticky s biologii nic spoleéného, udrzuji
si biologickou terminologii. Evoluci jsou minény postupné zmény feSeni vedouci k nalezeni
extrému funkce. Konkrétni feSeni X tvoii jedince (n¢kdy je formaln¢ jedinec nazyvan
chromozémem). U obchodniho cestujiciho bude jedincem jedna vygenerovana hamiltonovska
kruznice. Hodnota zdatnosti (fitness) jedince odpovida hodnoté ucelové funkce f(X) v tomto feSeni.
Zde neni tak dilezity samotny jedinec, jako postupny vyvoj, kooperace a fungovani populace
jako souboru jedincii [11], [12]. Neuspésni jedinci vymiraji, uspéSni piezivaji a mnozi se.
Pti aplikaci tohoto algoritmu na problémy opera¢niho vyzkumu kazdy jedinec v algoritmu néjakym
zpusobem kdduje jedno feSeni X problému.

Pro manipulace s chromozémy se pouzivaji genetické operatory selekce (selection), kiizeni
(crossover) amutace (mutation). Pti selekci se jedna o vybér jedinci zcelkové populace,
ktefi se stanou rodi¢i. Dulezitym hlediskem, jez se pfimo ¢i nepfimo uplatiiuje pii vybéru alespon
jednoho z rodi¢l, je pravé jeho zdatnost. Hybnou silou zmén jsou kiizeni (vyména genetické
informace mezi jedinci) a mutace (velmi malo pravdépodobné provedeni ndhodné zmény
chromozému, zabraiiujici zdegenerovani populace).

Genetické algoritmy pracuji tak, ze se nejprve vytvoii pocatecni populace o velikosti
pjedinct apak se tato populace méni pomoci genetickych operatorti tak dlouho, dokud neni

splnéna né&jakd podminka ukonceni.

Kostru genetického algoritmu Ize definovat takto z [13]:
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P:=pocCatecéni populace chromozdédmi (p)
repeat

R:=selekce (P)

Q:=ktrizZeni (R)

Q:=mutace (Q)

P:=vytvorit novou populaci (P,Q);
until (podminka ukonceni);

Pocatecni populace se vétSinou ziskd ndhodnym generovanim.

Selekci je tieba zpopulace vybrat zdatné jedince (s dobrou hodnotou fitness’),
ktefi se potom stanou rodi¢i. Rodic¢e se vybiraji pseudondhodné. Zdatné&jsi jedinci maji vétsi Sanci
byt vybrani nez méné zdatni jedinci. Cim je jedinec zdatngji (¢im ma lepsi hodnotu fitness),
tim je pravdépodobnéjsi, Ze bude vybran ke kiizeni. Pokud se vybér uskuteciiuje v souladu
s rozdélenim pravdépodobnosti, po¢itanym jako podil hodnoty fitness chromozomu k celkové
hodnoté fitness populace, oznacujeme tento zpiisob vybéru jako ,,ruleta”. Jinym zplsobem selekce
je naptiklad soutézeni (tournament). Soutéze se uastni jen ¢ast populace a jeji vitéz, ktery se stane
nejzdatnéjSim Gcastnikem, se pak stane rodi¢em.

Kfizeni se pro vybranou skupinu rodi¢ovskych chromozémi muize uskutecnovat nékolika
zpusoby. Napftiklad pro ptipad, kdy je jedinec reprezentovan sekvenci Cisel uloh, piedstavuje
nejjednodussi pfistup tzv. jednobodové kiiZeni, pti némz se zvoli nahodné né&jaky bod, délici
oba rodicovské chromozomy na dvé casti. Jeden potomek pak zdédi levou cast z prvniho rodice
a na zbyvajici pozice se mu doplni chybéjici prvky v tom poradi, v jakém se vyskytuji ve druhém
rodi¢i, druhy potomek vznikne analogicky s obracenym pofadim rodic¢i. Napt. jestlize fetézce
BACDEF a DCABEF jsou rodi¢ovské chromozomy a délici bod se nachdzi za druhou pozici,
pak dostaneme potomky BADCEF a DCBAEF.

Mutace je v obecnosti mald ndhodna zména jedné ¢i nékolika proménnych (prvki
chromozomu), ktera ovlivni feSeni, at’ uz kladné¢ nebo ziporn€. Pravdépodobnost uskutecnéni
mutace je nizkd. Mutace je nutnd k tomu, aby se zamezilo pfiliSné specializaci — zapadnuti celé

populace do jednoho lokalniho minima; aby vzdy byla moznost vytvofeni zasadn¢ novych

>V piechodu do nové generace je pro kazdého jedince spoéitana tzv. fitness funkce, jez vyjadiuje kvalitu feseni reprezentovaného
timto jedincem. Podle této kvality jsou vybirani jedinci, ktefi jsou dale modifikovani (pomoci mutace a kiizeni). Tim pak vznikne

nova populace.
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chromozému odpovidajicich lepSimu feSeni. Mutace pfindseji do chromozoémui novou genetickou
informaci.

Jednou z moZnosti zmény p-Clenné populace je vygenerovat pomoci kiizeni a mutace novou
generaci p potomkl anahradit ji rodicovskou generaci en bloc. Jiné zplsoby umoziuji néjaké
piekryvani populace rodi¢ii a potomkl a populaci tedy méni inkrementalné. Napf. vygenerovany

potomek nahrazuje pseudondhodné vybraného slabého prislusnika aktudlni populace.

3.2.2 Metoda lokalniho hledani

Nejjednodussi, ale nejméné efektivni, heuristickou metodou je tzv. metoda lokalniho hledani
(local search method) [2], [3], nékdy také uvadéna jako metoda vyhledavani bezprostiedniho
sousedstvi nebo horolezecky algoritmus. Tato technika je zdkladem mnoha heuristickych metod
pro kombinatorické optimalizani algoritmy. Metoda urci smér nejprudsiho spadu kompletnim
prohleddnim sousedstvi ndhodné vybrané¢ho pocatecniho feSeni. Jedna se o jednoduchou iterativni
metodu, kterda ma za cil nalézt alesponn dobré piiblizné feseni. Tato metoda ma zakladni nectnost
gradientovych metod, tj. Ze skonci v lokalnim optimu a nedosahne globalniho optima.

Optimalizaéni problém je definovan jako dvojice (X, f), kde X je mnozina vSech pfipustnych
feSeni, tj. feSeni spliujicich omezeni dan¢ho problému af je Ucelovd funkce, kterd zobrazuje
mnozinu X do mnozZiny realnych cisel. Cilem je pak nalézt takové feSeni X v mnozZiné X,

které optimalizuje ucelovou funkci f.

Mnozina N(X) obsahujici vSechna feSeni, kterda mohou byt dosaZena z bodu X jednoduchym
posunem (aplikaci né&jakého jednoduchého operatoru na bod X), se nazyva sousedni okoli

(sousedstvi) bodu X.

Redeni X se nazyva lokalnim minimem funkce f v pfipadé bezprostfedniho okoli N(x),
jestlize plati:

JX) = Ay), V'y e NX). (1

Lokalni hledani je pak procedura, ktera minimalizuje ucelovou funkci f poctem uspéSnych

krokd, kdy je aktudlni feSeni X (1) nahrazeno takovym feSenim, Ze:

AY) <AX).y € NX). )
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Zékladni vyhledavaci algoritmus se spousti v jakémkoliv ndhodném fteSeni a konci
v lokalnim minimu, kde Z4dné dalsi zlepSeni jiz neni schopen nalézt. Mezi témito dvéma stavy
pak existuje mnoho rozlicnych zplisobt, jak lokalni vyhledavani provadét. Naptiklad tzv. nejvétsi
zlepSeni lokalniho prohledédvani se aktudlni feSeni zaméni s takovym feSenim, kde je zlepSeni
nejvetsi (resp. kde je nejlepsi zlepSeni u tcelové funkce) az po prohledani celého okoli vychoziho
bodu. Jinym piikladem je algoritmus tzv. prvniho zlepSeni, kdy lokalni prohleddni funguje tak,
ze je akceptovano lepsi feSeni v momentu jeho nalezeni. Vypocetni slozitost lokalniho prohleddvani
zélezi na velikosti bezprostiedniho okoli daného feseni a také na poctu krokii, které jsou potiebné
ke zhodnoceni konkrétniho tahu ve funkénim okoli. Obecné se da fici, ze ¢im vétsi okoli bodu,

tim vice krok je potfeba k jeho prohledéani a tim 1épe se da nalézt lokalni minimum.

Velkym problémem lokalniho prohledavani je pravé lokalni minimum. Ackoliv nalezené
feSeni mize mit dobrou kvalitu, jeSté to neznamenda, ze je nutné¢ optimalni. Kromé toho,
kdy se lokdlni prohleddvani ocitne v lokdlnim minimu, neexistuje néjaky zfetelny zpusob,
jak zajistit nalezeni globalniho minima. Metody zaloZené na lokalnim prohledavani, které se snazi

odstranit tento problém, se né¢kdy nazyvaji metaheuristickymi metodami.

3.2.3 Iterativni lokalni prohledavani

v

Jednou z nejjednodussich metaheuristik pro lokalni prohledavani je opakované nahodné
generovani poc¢atecniho feSeni, ackoliv to znamend, ze se vSechny piedeslé informace, dosazené
zaznamenany Vv predchozim kroku prohleddvaciho algoritmu anazyva se iterativni lokalni
prohledavani (Iterated Local Search) [18]. Hlavni myslenkou tohoto pfistupu je vyuziti
predchézejiciho nalezeného lokdlniho minima a zdmény (ve vétSiné piipadi se vyuzije nejlepsi
nalezené feSeni) nebo modifikace feSeni (obvykle se provede urcity pocet ndhodnych ptesunt
v prostoru) pro vytvoreni nového pocate¢niho feSeni, ¢cimz se zvySuje pravdépodobnost navstiveni
slibn¢jSich oblasti prohleddvaného prostoru.

Jednoduchy zakladni pseudokod pro iterativni lokalni prohledavani z [18]:

Iterativni Lokalni Prohledavani

begin

x = Vygenerované Polatedni ReZeni

X

do

Lokalni Prohledavani N (x)

X = Modifikace (x, historie)
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Lokalni Prohledavani N(x)
= Akceptac¢ni Kritérium (x, y, historie)
while (ukoncovaci podminka)

end

Nejdiive se vygeneruje pocatecni feseni (obvykle ndhodné€). Na tomto feSeni se poté aplikuje
procedura lokalniho prohledavéani. Funkce modifikace zajisti zménu feSeni x za pomoci historie
prohleddvani (porovnaji se vysledky zaznamenané v pribé¢hu chodu algoritmu) a funkce vrati nové
feSeni x. Toto nové feSeni je poté vylepSeno lokdlnim prohleddvanim a pak vrati fesSeni y,
které je novym lokdlnim minimem. Toto nové feSeni je nasledné porovnano s feSenim x a spolu
s informacemi, které byly zachyceny v prubéhu historie algoritmu je rozhodnuto, zda se toto nové
feSeni zaméni se starym nebo ne. Pokud akcepta¢ni kritérium schvali toto nové feSeni,
pak je prohlaSeno za nové feSeni x a tento proces se opakuje az do t€ doby nez se naplni ukoncovaci
podminka.

Nevyhodou tohoto pfistupu je to, ze pokud lokélni minimum nebo piedeslé nejlepsi feSeni
se nenachazi dostatecné blizko (z hlediska minimalniho poc¢tu pfesunit mezi dvémi feSenimi)
ke globalnimu minimu, pak tato metoda nebude pravdépodobné lepsi (miize byt i horsi) nez lokalni

prohledavani zalozené na ndhodném vybéru feseni.

3.2.4 Optimalizace mravenci kolonie

Optimalizace mravenci kolonie (Ant Colony Optimization) [7], [14], je algoritmus zalozeny
na chovani mravencii v kolonii. Princip je nésledujici. Zdrojem mravencu je jejich mravenisté
acilem je nalezeni potravy. Mravenci po urCit¢ dobé naleznou optimalni (nejkratsi) cestu k cili
apo té se pohybuji. Tento efekt je dan tim, Ze mravenci si cestu znackuji feromonem. Intenzita
feromonu pak ovliviiuje mravencovo rozhodovani, kterym smérem se vyda. Pokud naptiklad dojde
prvni mravenec k rozcesti, nejdiive se rozhodne nahodné. Pii prochdzeni po cesté zanecha stopu
a pfi navratu touto cestou ji oznackuje podruhé, jak se zvySuje pocet projiti cestou, zvySuje
se 1 intenzita feromonu. Pokud prochazi krat$i cestou, trvd mu to krat§i dobu a tim se zacne
zvySovat intenzita feromonu. Po urcité dobé je intenzita feromonu tak silnd, ze se pfidavaji i ostatni
mravenci a zesilovani tak probihd 1 nadale.

Pro ucely implementace optimalizacnich algoritm je vytvafen umély mravenec,
jehoz vlastnosti jsou upraveny (oproti skuteCnym mravencim) tak, aby doslo ke zlepSeni vysledkt
algoritmi, které fesi konkrétni problémy. Podobnosti se skuteénymi mravenci jsou predev$im

v koloniich spolupracujicich mravenct, v pouziti feromonové stopy, v nepiimé komunikaci
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mravencil pomoci feromonové stopy a v pravdépodobnostnim rozhodovani. U umélych mravenct
se vyskytuji 1 rozdily oproti skuteénym. Algoritmus si napi. pamatuje vnitini stavy (jakasi osobni
pamét, kterd zaznamenava doposud vykonané akce), uméli mravenci nejsou zcela slepi. Jinym
rozdilem je to, ze mnozstvi zanechaného feromonu je funkci kvality nalezeného feSeni.

Mravenci pouziti v koloniich funguji jako stochastické procedury vytvarejici nova feSeni
interaktivnim pfidavanim komponent (feromonova stopa) do casteéného feSeni. Mravenci
pti vybéru kazdé dalSi komponenty zvazuji informaci o feSeném problému, snazi se vyuzit takovou
informaci, kterd vede ke slibnému feSeni problému. Jeden konkrétni mravenec bere v potaz
zkuSenosti ziskané v pribéhu vypoctu ostatnimi mravenci; tyto informace jsou reprezentovany

feromonovou stopou a neustale se vyviji.

Feromon je tedy vyjadien vahou, kterd je pfifazena dané cesté vedouci k cili. Tato véha
umoznuje pridavat dalsi feromony od dal§ich mravenct. V tomto algoritmu je také zohlednén fakt,
ze se feromony vypatuji, pokud cesta neni vyuzivana atim padem se i snizuje hodnota vah
u jednotlivych spoji. Tento fakt pak zvySuje robustnost optimalizaéniho algoritmu pro nalezeni
globalniho extrému.

Pseudokod pro algoritmus mravenci kolonie z [7]:

Mravenc¢i algoritmus(y, o1, o2, 9, R, S) //naptr. y=100, a,=0.1,
a,=0.1, g=0.9, R=n/3
begin
foreach ant i
Xanti= Vygenerovano PocCatecéni ReSeni

Xanti= Lokalni Prohledavani (Xanti)

foreach feromonova drdha j, Ty = 1 / (y+ g(x))
zesileni = true
do

foreach ant 1 = 1 to n

for k =1 to r
s _pravdeépodobnosti (q)
//exploatace
vyber sousedni fedeni Xane:® z N (Xane:)
C4dstecné nédhodné, Castecné takové, zZe

velikost feromont je maximalizovana
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else

//explorace

~ z

vyber sousedni feSeni xane:”

z N (Xanti)

Castecné nahodné a castec¢né pomoci vah

smérujici k takovym FeSenim, které maji

vysokou hodnotu feromonu

end for

Xanti' = Lok&lni Prohledavani (Xane:®)

if zesileni = true
Xanti = best Xantik pro k =1 to r+l
else
_ k
Xanti — Xanti

if Za&dné zlepSeni v jakémkoliv Xanti

zesilenli = false

if existuje takové Xanti, Z€ g(Xanti) < g(xﬂ

*

X = Xanti

zesileni = true
//Vypafovéani
foreach feromonova draha Ty = Ty «(1l-01)
//Zesilovani

. s ~ 2 P ~ ~ 2 *
foreach feromonova draha T, pritomné v resenl x

Ty = Tp + 02/g(x)

if probéhlo S iteraci aniZ by se x zlepdilo

//Proved diverzifikaci

z ~ ~ z

foreach ant i, Xani = Vygenerovano Pocatecni ReSenl

foreach feromonova dréha j, Ty =1 /

*

Xanti = X

while ukonc¢ovaci podminka

end
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Algoritmus zacne tim, ze kazdému mravenci piifadi ndhodné feSeni a poté jej vylepsi
za pomoci lokalniho prohledavani. Na zdkladé ceny nejlepSiho nalezeného feSeni se inicializuje
feromonova drdha (tedy matice vah) apak kazdy mravenec provede urcity pocet kroki
a to bud’ exploataci (ke zlepSeni hodnoty aktualniho feSeni daného mravence) nebo exploraci
(pro modifikaci aktudlniho feSeni daného mravence — cCaste¢né nahodné, Castecné pomoci vah
k feSeni, které obsahuje vysoké hodnoty feromont). Vysledné feSeni ziskané modifikaci
je pak vylepSeno pomoci lokalniho prohled4dvani. Pokud se algoritmus nachazi ve fazich zesilovani,
pak je nejlepSi feSeni, které je nalezeno v pribéhu modifikace apo provedeni lokdlniho
prohledavani oznaceno jako aktualni feSeni daného mravence [19]. Toto se opakuje pro kazdého
mravence. Pokud neni provedeno zadné zlepseni, faze zesilovani se vypne (prohleddvany prostor
v této fazi nebude priznivym pro nalezeni optimalniho feSeni). Pokud je vSak nejlepsi feSeni dale
zlepSovano, faze zesilovani se naopak zapne (tedy prostor bude ziejmé slibny — faze zesilovani
ma analogii ve znackovani cesty mravenci pomoci feromontt). Nyni ma kazdy element feromonové
dréhy svou hodnotu zredukovanu (dochazi k simulaci vypafovani feromonl na skute¢né draze).
V dal$im kroku se tém elementiim, které jsou obsazeny v nejlepSim nalezeném feSeni, zvySuje
hodnota jejich feromoni (coz vede k zesilovani vhodnych argumentd feSeni). Pokud po urcitém
poctu iteraci jiz neexistuje zadné dalSi zlepSeni nejlepSiho nalezeného feSeni, pak se algoritmus
diverzifikuje pienastavenim datové struktury feromonové dréhy a nastavenim vSech mravencich
feSeni (az na jedno) na nové ndhodné pocatecni feSeni. Zbyvajici mravenec si drzi nejlepsi nalezené
feSeni. Tento proces pokracuje do té doby, nez neni uspokojena né&jaka ukoncovaci podminka.

Toto je pouze jeden z moznych ptikladii mravenciho algoritmu.
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Z.avér

Cil bakalarské prace, ktery jsem si stanovila, se mné podafilo naplnit. Zvolila
jsem si charakteristiku nedeterministicky polynomidlnich tuloh. Popsala jsem a na nékterych
praktickych piikladech ukazala problém batohu, obchodniho cestujiciho, barveni grafu a nékteré
vybrané algoritmy.

Pfi této prilezitosti jsem si plné¢ uvédomila, o jak velmi slozity teoreticky a soucasné
prakticky problém se jedna. Orientace v ném, jeho plné pochopeni ale zejména moznost chéapat
vSechny souvislosti a praktické naplnéni bylo pro mé velmi slozité. Na druhé strané soucasné velmi
inspiryjici. Méla jsem moZznost proniknout do celé fady problémd, teorii a nazorl, které jsem
bud’ viibec neznala anebo byly jaksi jen soucasti nékterych aspektt ,,béZného Zivota“ anebo byly
tzv. v pozadi prace na pocitai, pii studiu a vmé profesni kariéte. Mam konkrétné na mysli
napf. vyuzivani bezpecného pienosu dat a informaci pocitacovou siti, nebo feSeni kazdodennich
pracovnich a osobnich situaci, ¢i odborné prace na pocitaci. Uvédomila jsem si, Ze mezi tyto
okolnosti bezesporu patii situace blizké problému batohu, obchodniho cestujiciho, grafii ¢i jisté
podoby algoritmu a jejich feseni.

K vlastnimu obsahu mé bakalaiské prace, s cilem jistého zobecnéni, si dovoluji jesté struéné
poznamenat ndsledujici. Vyvstava otazka: ,Je P totéz co NP, nebo ne?* O velkém mnoZzstvi
problému bylo prokazano, ze jsou NP uplné. To znamend, ze matematici maji k dispozici spoustu
zpusobl,, jak se pokusit o dikaz, Ze P=NP. Stacilo by najit polynomialni proceduru,
ktera by vyteSila kterykoli NP uplny problém, a vztah P=NP by byl automaticky dokdzan.
Naptiklad polynomidlni procedura, kterd by feSila problém obchodniho cestujiciho, by byla
diikazem toho, ze P = NP.

Bakalatska prace ve mné samoziejmé jesté¢ evokuje dalsi laické dotazy a navaznosti. Mezi
nejzasadnéjs$i patii skute¢nost, kde vlastn¢ lezi hranice teoretického lidského poznéavani tak,
aby vysledky byly jesté prakticky pouzitelné, popi. modernimi informacnimi technologiemi
realizovatelné. Myslim, si ze velmi zédlezi na vysoké integraci postupi a jednotlivych feSeni
hlavnich védnich obort k definovanym problémim. At jiz madme opét na mysli bezpecnost
internetovych informaci ¢i dalsi ,,dobyvani Vesmiru®, napt. planované vypravy a obyvani Mésice,

¢1 mozny planovany let clovéka na Mars.
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