Univerzita Pardubice

Fakulta ekonomicko-spravni

Diferencialni rovnice a jejich ekonomické aplikace

Gregor Vohralik

Bakalarska prace
2018



Uaverzita Pardobiice
Fakulta ckonomiclko-spravni
Aladenicsy ol 201 J'Fl,-"‘.!l'll'l e

ZADANI BAKALARSKE PRACE
(FROJEK T, UMILECHEHO DILA, UMETRCKEHO ¥y RO

JreEne g pitmen:  Ing. Gresor Yohralil

[laatin: Eilix K14253%

Studipnd propram: BE208 Ekonomika a management
Siuciml ohar Elwonomiks a proves podniku

o ders Lmacn: Diferencidlnd rovoaee a jejich ehonomicke aplikacs

Faclava iy kaledrs: Toetay matematiky a kvantitativnich metod

Aasady pro o veproaooavani:

L pracs: Prace bode absshovar shroutl zakladnics poznackd z teore vybesnych vopd difs
verciaduich sonenie a0 na vhoningo e pEtkbacdees olise edeosi venginn echbe rovie anjodna
voeiilasti pedniboasd ekomanibon

Lmpronin:
Falclards reorie ohyeejafeh diferencia nivl rovnin.
Limearn! diferencialnl rovnice 1oa ¥ fadu.
- Aguileree evbivinch Lepn dilerensid nfeh epenic pfl Fefecd elonnoichy e peabiémi,



I

Floesab E;“ﬂli:'lﬂ::\fl:h Jrraci:

Mowaal procovni sprave: oon 30 stram

Form epracovini nzhaldizhé prdes tisténdfelekironicka
Suangin ilbornd litaratorns

BARNTTT, &, i, ZIEGLER, M., it Applied Mathemalics lor Business,
Teonnmics, Life Seiences, and Social Sciences. 6ih od. New Jersen: Preotics
TTall, 1996, 1075 3, ISBMN 0-13-37457T5-6.

MOY, 3., et al. Marhemalics for Foonomics, 3rd ed. Cambridge, Massachusetls:
The WMIT Press, 2001, 459 5. TSIIN 978-0-262-G1622-8,

KALAS, .. RAT, M. Obyéejnd diferencialoi vovnice, Brow: Masaryhova

L niversita, 20001, 212 2, [SBEN S0-210-2589-1,

MANKEIW, G0N, Fduady chonomic, Praba: Grada Publishing, 2000, 768 2.
15BN B7H8-#0-T1R9-891-35.

TENENBAUM, M., POLLARD, H, Ordinary Dillerencial Bguations: Au
Elementary Textbook for Students of Malbematices, Fngineering, and the
Seijenres. Dover Publications, 1985, [SBY 975-0486648400,

S s el 2 G
[}

Vel Laanldfaed prave: Ml Libor Koudela, Ph.

Ustaw matematily & kvanzicativnich oot

Ttz zaddnd bakalafski ardee 1. «adfi 2017
Lormin ciewatind webkalarské pedoe: 30, dohna 2018

iy
b ) ;
—'f.ff?g{:ll_ L 3 / <
i 1 ! :_"2"."-.' Ty
er e Boiuzs Dievae i, SR aae. bg. Huncels B i P
Coadkauks S vadonet savi

Yo Parhabicich doe 1oowd 21T



PROHLASENI

Prohlasuji, ze jsem tuto praci vypracoval samostatné. Vesker¢ literarni prameny a informace,

které jsem v praci vyuzil, jsou uvedeny v seznamu pouzité literatury.

Byl jsem sezndmen s tim, Ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze
zékona ¢. 121/2000 Sb., autorsky zédkon, zejména se skute¢nosti, Ze Univerzita Pardubice ma
pravo na uzavieni licencni smlouvy o uziti této prace jako Skolniho dila podle § 60 odst. 1
autorského zdkona, a s tim, ze pokud dojde k uziti této pradce mnou nebo bude poskytnuta
licence o uziti jinému subjektu, je Univerzita Pardubice opravnéna ode mne pozadovat
piiméfeny piispévek na uhradu nédkladl, které na vytvoieni dila vynalozila, a to podle

okolnosti az do jejich skutecné vyse.

Souhlasim s prezen¢nim zptistupnénim své prace v Univerzitni knihovné.

V Pardubicich dne 30.4.2018 Gregor Vohralik



PODEKOVANI:

Timto bych rad podékoval svému vedoucimu prace Mgr. Liboru Koudelovi, Ph.D. za jeho
odbornou pomoc, cenné rady a poskytnuté materialy, které mi pomohly pii zpracovani
bakalarské prace. Chtél bych také pod€kovat své rodiné za mordlni podporu a trpélivost

béhem celého studia.



ANOTACE

Tato prdace ma za ukol priblizit moznosti vyuziti obycejnych diferencialnich rovnic pri popisu
a studiu ekonomickych jevi. Vedle teoretického popisu problematiky obycejnych
diferencialnich rovnic bude provedena prakticka aplikace pomoci Solowova modelu
ekonomického rustu a pri imunizaci dluhopisového portfolia.
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rovnice 2. radu, Solowuv model ekonomického rustu, HDP, dluhopisy, durace dluhopisii.

TITLE

Differential equations and economic aplications

ANNOTATION

This work aims to approach the possibilities of using ordinary differential equations in the
description and study of economic phenomena. In addition to a theoretical description of the
problem of ordinary differential equations, practical application will be implemented using
the Solow model of economic growth and the immunization of the bond portfolio.

KEYWORDS

Ordinary differential equations, linear differential equations of first order, linear differential
equations of second order, Solow’s model of economics growth, Gross Domestic Product, bond,
duration of bond.
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Uvob

Obycejné diferencialni rovnice predstavuji velice zajimavou, a co se tyka aplikaci
vyznamnou soucast matematickych véd. Aplikace diferencidlnich rovnic nalezneme
ve vétsing oblasti lidského badani a védéni. Ekonomické védy netvoii Zadnou vyjimku. Zde
diferencidlni rovnice nachdzeji své praktické uplatnéni predevsim pii popisu ekonomickych

jevu vyvijejicich se ur¢itym zptisobem v Case. Prace je rozdélena do 4 Casti.

V prvni teoretické ¢asti prace je provedeno objasnéni zdkladl teorie obycejnych
diferencialnich rovnic. Je zde uvedena i stru¢nd historie diferencialnich rovnic. Poté je

pozornost vénovana zpusobtim feseni diferencialnich rovnic a jejich geometrické interpretaci.

Druhd cast prace je taktéz teoretickd a zabyva se objasnénim teorie obycejnych
diferencialnich rovnic 1. fadu vcetné teoretickych zakladi jejich ekonomickych aplikaci. Jsou
zde popsany moznosti feSeni diferencidlnich rovnic se separovanymi proménnymi, lineérnich
diferencidlnich rovnic 1. fadu a jsou zde lehce zminény 1 ostatni typy diferencialnich rovnic
1. fadu. Teoretické poznatky jsou v této Casti prace aplikovany na modelovych ptikladech
s ekonomickou tématikou. Dal§i dvé podkapitoly se vénuji teorii ekonomickych aplikaci.

Jedna se o problematiku Solowova modelu ekonomického rastu a problematiku dluhopisti.

Posledni teoreticka Cast se vénuje teorii a moznostem feSeni obycejnych diferencialnich
rovnic 2. fadu. Je zde uvedena teorie homogenni i nehomogenni diferencialni rovnice 2. fadu

doplnénd o ukazky fesSeni prikladd.

Posledni cast prace jiz tvofi praktické aplikace obycejnych diferencidlnich rovnic
na realnych datech. Prvni ekonomickou aplikaci predstavuje Solowliv model ekonomického
rustu, kde se pozornost prace zameétfuje na popis vyvoje HDP a ostatnich ekonomickych
ukazatelti Ceské republiky. Druha ekonomicka aplikace se tyka provedeni imunizace

dluhopisového portfolia pomoci Fisher-Weilovy durace.

Cilem prace je shrnout zakladni poznatky z teorie obycCejnych diferencialnich rovnic

a na vhodnych ptikladech ukazat moznosti jejich vyuziti pii popisu ekonomickych jevi.
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1 ZAKLADY TEORIE OBYCEJNYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC

Pod pojem diferencidlni rovnice lze zahrnout vSechny typy rovnic obsahujici nezndmou
funkci y spolu s jejimi derivacemi. Pokud se jednd o funkci pouze jedné proménné, pak
takovou rovnici oznacujeme jako obycejnou diferencidalni rovnici (ODR). Na rozdil
od tzv. parcialnich diferencialnich rovnic, které obsahuji derivace hledané funkce podle vice
proménnych. ODR pfedstavuji typ rovnic, které maji Siroké uplatnéni v ptirodnich
1 spolecenskych védach véetné ekonomie. Pomoci ODR lze zkoumat fadu jevii, nebot’ funkce

které, jsou feSenim téchto rovnic, prave tyto jevy vysvétluji a popisuji.
Rovnici
Floyyy")=0 (1.1)

nazveme obycejnou diferencialni rovnici n-tého fadu. Pokud v rovnici vystupuje pouze
prvni derivace dané funkce, oznacuje se takova rovnice jako obycejna diferencialni rovnice
prvniho Fadu. V ptipadé vyskytu druhé derivace pak analogicky takovou rovnici nazyvame
oby&ejnou diferencialni rovnici druhého ¥adu. Radem diferencialni rovnice tedy rozumime fad

nejvyssi derivace, ktera se v dané rovnici vyskytuje.

Funkce F v rovnici F(x,y,y)=0 ma definicni obor G, ktery je podmnozinou

trojrozmérného euklidovského prostoru R3. Reenim takovéto rovnice je pak funkce y, ktera

je diferencovatelna A% urcitém intervalu J a spliiuje podminky
[10]
[x. y(x).y"(x)]e G (1.2)
F(x,y,y'...y)=0 ) (1.3)

1.1 Strucna historie diferencialnich rovnic

Historie tykajici se diferencialnich rovnic sahd az na ptelom 16. a 17. stoleti, kde se prvné
objevily zminky nalezici do teorie diferencialnich rovnic v pracich autort Johna Napiera
(1550-1716) a René Descarta (1596-1650). Prvné jmenovany autor se zabyval vypoctem
logaritmti ¢isel a druhy jmenovany pracoval s objevem zdkona lomu svétla a zabyval

se konstrukei kiivek pomoci vlastnosti jejich teCen nebo normal.

Za skute¢né prikopniky teorie diferencidlnich rovnic jsou vSak povazovani az Isaac
Newton (1642 -1727) a Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) ve svych pracich vydanych

na konci 17. stoleti. Prace téchto autort tvoii samotny zéklad diferencidlniho a integralniho
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poctu. I. Newton se prvné pokusil o klasifikaci rovnic 1. fadu pfi studiu pohybu 2 a vice tcles
pfi vzdjemném gravitanim pusobeni. G. W. Leibniz se jiz roku 1675 zabyval hledanim

primitivnich funkci, coz lze jizZ povazovat za samotné feSeni diferencialnich rovnic.

Dalsi vyvoj teorie obycejnych diferencidlnich rovnic ovlivnili  Jacob  Bernoulli
(1655-1705) a Johann Bernoulli (1667-1748). Johann Bernoulli zformuloval ulohu popisujici
tvar tzv. fetézovky, obraceny tvar fetézovky mél vyuziti pfedevsim pii konstrukcich stropnich
obloukii v davné architektufe. Retézovka je tedy kiivka, kterou vytvoii fetéz (lépe feteno
homogenni dokonale pevné a ohebné vlakno), ktery je na svych koncich zavéSen (ne nutné
ve stejné vysce) v homogennim gravitatnim poli. Jeji tvar odpovidd grafu funkce
hyperbolicky kosinus a je to poloha, v niz méa vlakno zavéSené mezi dvéma body nejmensi
polohovou energii. Také formuloval feSeni tykajici se problému popisu isochron, coz jsou
obecné Cary spojujici mista v grafu ¢i na mapé se stejnym casem vyskytu dané¢ho jevu.
Problém izochrony byl formulovan takto: pohybuje-li se hmotny bod po izochroné, nezavisi
doba, za kterou pod vlivem gravitace dosp&je do koncového bodu, na poloze startovniho

bodu. Izochrona je obracena cykloida.

Jacob Bernoulli se zasadil o explicitni popis separace promeénnych, o kterém je zminka jiz
v praci Leibnize z roku 1691. Jednalo se v podstaté o vyvoj teorie obycejnych diferencialnich
rovnic hledajici obecné metody integrace feSenych rovnic. Tato etapa trvala piiblizné¢ do roku

1775.

V roce 1824 dokazal Louis Augustin Cauchy (1784-1857) tvrzeni o existenci
a jednoznacnosti feSeni pro spojité funkce, které maji spojitou derivaci podle y. Metoda feSeni
soustav rovnic o dvou az Ctyfech neznamych pochézi od Colina Maclaurina (1698-1746).
Dalsi vyznamny matematik Gabriel Cramer (1704-1752) popsal v roce 1750 znamé
Cramerovo pravidlo, které se pouziva pii feSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic,
kde matice systému je regularni. Tento usek dé¢jin diferencidlnich rovnic dovrSil norsky
matematik Sophus  Lie (1842-1899), ktery vyuzil ke studiu diferencidlnich rovnic
tzv. teorii spojité symetrie. Poukazoval na to, ze kvadraturami Ize fesit jen omezeny okruh
rovnic, takze problém integrace tak ztratil svlj pivodni vyznam a obecnd teorie feSeni

diferencidlnich rovnic se musi podle n¢ho ubirat jinym smérem.

Soucasn¢ vSak vznikaly v rGznych oborech problémy, vyzadujici studium funkci
definovanych diferencialnimi rovnicemi v celém jejich existenénim rozsahu. To pifimélo

Alexandra Michajlovice Ljapunova (1857-1918) k budovani kvalitativni teorie. Jeho prace
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méla obrovsky vyznam pro dalSi rozvoj teorie diferencialnich rovnic a jejich aplikaci

pii studiu oscilaci mechanickych soustav [2].

1.2 ReSeni oby&ejnych diferencialnich rovnic

Resenim obycejné diferencidlni rovnice obecné n-t¢ho faddu rozumime funkci jedné
proménné y = y(x) definovanou na urCitém intervalu, kterd ma derivace pravé
az do n-t¢ho fadu a po jejim zpétném dosazeni do pltivodni ODR tuto rovnici prevadi

na daném intervalu na identickou rovnost.

Reseni diferencialni rovnice nemusi byt vyjadieno pouze explicitn€ jako y = y(x), mluze

byt vyjadieno i v implicitnim tvaru G(x,y) = 0.

Lze rozlisit 3 druhy feSeni ODR n-tého fadu:
(a) obecné FeSeni ODR n-tého fadu ma tvar y = y(x,C1,C>...Cy), kde C; jsou konstanty,

(b) partikuldarni FeSeni je teSeni, které mizeme ziskat z obecného feseni vhodnou volbou

konstant vyhovujici tzv. po¢ate¢ni podmince,

(c) singularni ieSeni je feSeni, které neni mozné ziskat z obecného feSeni zaddnou volbou

konstant [16].

Zpusob, kterym dospéjeme k feSeni obecné urcité diferencidlni rovnice, miZzeme velice

snadno demonstrovat na diferencidlni rovnici prvniho fadu ve tvaru
y=f(xy) (1.4)

Tato rovnice je zvlaStnim piipadem rovnice (1.1), feSenim této rovnice za splnéni
podminek (1.2) a (1.3) je funkce y. Z vySe uvedeného vyplyvd, ze se jedna o funkci
diferencovatelnou v urc¢itém intervalu J. Graficka podoba fesSeni takovéto rovnice se oznacuje

jako integralni krivka.
Tzv. Cauchyova uloha predstavuje kol nalézt feSeni rovnice (1.4) spliiujici pocatecni
podminku
y(x0) = yo. (1.5)

Obecnym feSenim diferencialni rovnice se rozumi kazda funkce y(x,C), z niz lIze
vhodnou volbou konstanty C obdrzet libovolné feSeni této rovnice. Obecné feSeni je tedy

funkce, kterd zavisi na jednom parametru C. Konkrétni volbou konstanty C Ize
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z obecného feSeni dané diferencidlni rovnice ziskat feSeni vyhovujici pocatecni podmince,

které se oznacuje jako teSeni partikularni [13].

1.3 Geometricka interpretace obycejnych diferencialnich rovnic

Diferencidlni rovnice (1.4) pfifazuje pravé kazdému bodu /x,y/ z defini¢niho oboru
funkce F, pravé jednu hodnotu y’(x), kterou muizeme chapat jako smérnici piimky
prochézejici bodem [x,y/. Tato piimka, se sttedem v bod¢ /[x,y/ a smérnici y'(x), se nazyva

linearni element.

Mnozina vSech linedrnich elementi tvofi tzv. smérové pole dané diferencialni rovnice, jak
je mozné vidét na obr. 1. Grafy vSech moznych feSeni dané diferencialni rovnice pak tvofi
kiivky prochazejici danym smérovym polem, tak ze v kazdém jejich bod¢ maji linearni

elementy svoje tecny.

Obriazek 1: Smérové pole diferencialni rovnice

Zdroj: [13]

Pocate¢ni podminka y(xg) = yo v podstat¢ geometricky vyjadiuje skuteCnost, ze graf
prislusného fteSeni prochdzi v roviné bodem [xo,y9/. Graf odpovidajici piisluSnému
partikularnimu tfeSeni se nazyva integralni krivka. Pokud se jedna o jediné feSeni pocatecni

podminky, tak timto bodem prochazi pouze tato jedna kiivka.

Vrstevnice funkce f(x,y) maji tu vlastnost, zZe derivace integralnich kiivek podél kazdé
z vrstevnic je konstantni. Proto tyto kiivky nazyvame izokliny, coz jsou mnoziny boda oblasti
G, kterym je pfifazen stejny smér [13]. (viz obr. 2) Na tomto obrazku jsou pravé izokliny
zvyraznény barevné, a to tenkou Cervenou cCarou. I kdyz je zfejmé ze integralnich kiivek
odpovidajici pfislusné pocatecni podmince miize byt mnoho, tak barevné jsou oznaceny

na tomto obrazku celkem 4 ( Cervena, tmavé a svétle modra a fialova kiivka). Na obr. 3 je
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nazorn¢ zobrazeno smérove pole, integralni kiivky a 1zokliny
pro diferencialni rovnici ve tvaru y’(x) = x, kterd poskytuje obecné feSeni prostou integraci
ve tvaru y(x) = % x° + C. Integrilni kfivky zde tvoii zelen& zvyraznéné paraboly, jejichz y

soutradnice prusecikl s osou y je rovna hodnoté konstanty C pro konkrétni partikularni feSeni.

Izokliny zde reprezentuji Cervené zvyraznéné rovnobeézky s osou y. Matematicky lze totiz
izoklinu popsat y'(x) = C, jelikoz spojuji body se stejnym smérem, tak musi mit stejnou
hodnotu derivace. Z tvaru piivodni DR vyplyva rovnost y'(x) = C> = x. A tedy x = C> pro
kazdé y, proto jsou v tomto konkrétnim ptipad¢ izokliny tvoieny rovnobézkami s osou y

protinajici osu x v bod¢ s x soufadnici rovnou praveé konstanté Co.

Obriazek 2: Smérové pole diferencialni rovnice, integralni ktivky a izokliny

Zdroj: [14]
\ NI R S /
\ NN~ -y s /
\ N\ ~5+ —~ 1 7 /
\ A ~ T - /s /
A el =1 7 /
\ N ~ T - 7 /
\ N\ ssd=1 7V
\ N ~ T - / /
NN L= =1 7V
\ N ~ T+ - s /
NN =1 7V
\ N ~ T - /7 /
3,21 v, /2, B
VAINL= = A )
\ N ~ T - 7 /
\ AN = = s /
Obriazek 3: Smérové pole DR, integralni kiivky a izokliny diferencialni rovnice y '(x) = x
Zdroj: [15]
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2 DIFERENCIALNI ROVNICE 1. RADU

Jak jiz bylo zminéno, pokud se v diferencialni rovnici vyskytuje nanejvyse prvni derivace
hledané funkce, oznacuje se skupina takovych rovnic jako diferencialni rovnice 1. fadu. Jedna
se o Sirokou Skalu nejriznéjSich typl rovnic. VSem je vSak spolecna véta o existenci

a jednoznacnosti feseni, kterou je na misté zde uvést.

Véta 2.1 (o _existenci_a_jednoznacnosti i'eSeni). Necht' f(x,y) je funkce, ktera je spojita

v oblasti G a soucasné ma v této oblasti ohranicenou parcialni derivaci 0f/0y. Potom ke kazdé
dvojici cisel [xo, yo ] z mnoziny G existuje prave jedno reseni rovnice (1.4), které je definované
v jistém intervalu J obsahujicim bod xo , pricemz y(xo ) = yo. Kazdé jiné reseni z splnujici

podminku z(xo) = y(xo) je zuZenim tohoto reseni [18].

Mezi zékladni typy diferencidlnich rovnic 1. fadu lze zatfadit rovnice se separovanymi
proménnymi a linearni diferencidlni rovnice 1. fddu. Témto dvéma skupindm rovnic bude

v nasledujicim textu vénovana pozornost.

2.1 Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi

Tento typ rovnic patii k nejzakladnéj$im typt diferencialnich rovnic. Obecny tvar rovnice

se separovanymi proménnymi je
y'=1x)g). 2.1)
Nyni je potfeba uvést vétu, ktera ndm naznaci feSeni rovnice (2.1). Jeji ditkkaz je v uveden

v literatute [10].

Véta 2.1.1 (o FeSeni diferencidalni rovnice se separovanymi proménnymi). Necht™ funkce f

je tridy C° (a,b), funkce g je tiidy C’ (c,d), g(v) # 0 pro kazdé y z intervalu (c,d). Pak je funkce

y FeSenim pocatecniho problému
y'=fx)g®). ykxo)=yo, xo €(ab), yo€(cd)

na intervalu I, ktery obsahuje bod xo, praveé tehdy, kdyz

y(x) x
dt
,[ <() - Jf(s )ds pro kazdé x z intervalu I . (2.2)
x0

y0

V ekonomii se mizeme setkat se situaci, kdy urcitd ekonomicka veli¢ina roste Ci klesa
v Case. Tento rust ¢i pokles je vSak omezen shora ¢i zdola urCitym limitem ¢i omezenim.

Jedna se o tzv. omezeny rustovy zakon. DR rovnici popisujici tento ptipad ma obecny tvar
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Y _ oy
" c(M -y)

kde y je pozorovana ekonomicka veli¢ina zavisla na Case ¢, C je libovolna konstanta a M
limitni hodnota, ke které se pozorovana veliCina pfiblizuje zdola (v ptipad¢ horniho limitu)

¢i shora (v pfipad¢ dolniho limitu).

Tento piipad muze nastat v situaci, kdy ocekdvané ro€ni trzby nové zalozené spolecnosti
porostou piimo Umérné s rozdilem mezi urfitym hornim limitem trzeb na daném trhu
a aktualni hodnotou trzeb. Pokud se tedy rozdil bude snizovat, bude spolecnosti klesat
1 rychlost narGstani trzeb. Na nasledujicim modelovém Prikladu 2.1 z literatury [1] bude
ukdzan postup feSeni DR se separovanymi proménnymi vcetné grafického znézornéni

vysledného feseni.
Priklad 2.1

Zadani: Nové vznikla spolecnost ocekava rocni riist trzeb omezeny hornim limitem 20 mil.

K¢. Pocatecni podminky pro reseni prislusné diferencialni rovnice jsou:
» jelikoz se jednad o nové zalozenou spolecnosti, tak trzba v case t = 0 je nulova, tedy
S0) =0

» druhou podminkou je pozadavek na velikost trzby v druhém roce, ktera musi cinit

podle planu 4 mil. K¢, tedy S(2) = 4 mil. K¢.

Vedeni podniku zajima
a) jakych trzeb dosahne spolecnost v desatém roce puisobeni na trhu
b) ve kterém roce trzby dosahnou 15 mil. K¢ a tedy kdy se navrati pocatecni investice v této
VYSi.

Reseni:

Pokud si ozna¢ime ro¢ni trzby S ( mil. K¢) a ¢as ¢, pak DR popisujici rist trzeb bude mit
tvar

s _ .
— = k(20-5) (2.3)

Pocatecni podminky: S(0) = 0, S(2) = 4.

Nejprve budeme hledat obecné feSeni DR (2.3) a poté pomoci pocate¢nich podminek

ur¢ime hodnotu konstanty £.
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Provedeme separaci proménnych S a ¢. Poté ob¢ strany rovnice integrujeme a ziskame

obecné feSeni rovnice

I(zodfsj_ [ kat

“In20-8)= kt +C
In20-8) =-kt— C
20-S=Ae*  kded =",
§=20-Ae™.

Ziskali jsme obecné feseni DR (2.3), nyni vyuzijeme pocatecnich podminek k urceni konstant
Aak.

S(0) = 20— Aé"
S(0) =204
A=20

8(2) = 20— 20e* (= 4)

20e%* =16
k=08
-2k=mn08

k=-(n0,82)=0,1116
Partikularni feSeni rovnice (2.3) je tedy tvaru
S =20 - 20e@)n 08, (2.4)
Nyni jiz zbyva pouze odpovéd’ na otazky tykajici se vyvoje trzeb v Case
a) trzby v desatém roce
S(10) = 20 - 20 %8 = 13,45 mil. K¢

Prostym dosazenim do partikularniho feseni DR (2.4) za ¢as ¢t = 10 let, jsme piedpovedéli,

ze trzby v desatém roce budou pfiblizné 13,45 mil. K¢.
b) v jakém roce spolecnost dosahne trzeb 15 mil. K¢
S(t) = 20 — 202 0.8

15 = 20— 202" 03
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e(t/2)ln0,8 — 0}25

t=21In025)/In 0,8~ 12,43 let
Prostym dosazenim do partikularniho feSeni DR (2.4) za trzby S = 15 mil. K¢, jsme

predpoveédéli ze trzby ve vysi 15 mil. K¢ spole¢nost dosahne ve 13. roce piisobeni na trhu.

Na nasledujicim obrazku je graficky znazornén casovy vyvoj rocnich trzeb S, vcetné

zvyraznénych bodl odpovidajicich poc¢atecnim podminkdm i obéma vysledkiim feseni.

Pribéh roénich trieb v zavislosti na £ase

20

5 [mil. K&]

Obrazek 4: Vyvoj ro¢nich trzeb S v zavislosti na Case

Zdroj: viastni zpracovani
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2.2 Linearni diferencialni rovnice 1. Fadu

Diilezitou skupinu diferencialnich rovnic 1. fadu tvofti linearni diferencialni rovnice.

Obecnym tvarem linedrni diferencialni rovnice je

Yy =a(x)y +b(x) (2.5)

kde a(x) a b(x) jsou funkce spojité na intervalu J. Je-li funkce b = 0, hovoiime

0 homogenni rovnici.

Linearni diferencialni rovnice homogenni ma obecny tvar

y =ax)y (2.6)

Jednad se o diferencialni rovnici se separovanymi proménnymi. Pro kazdou pocatecni
podminku y(xo ) = yo, xo €J, yo € R, ma rovnice (2.6) pravé jedno feSeni definované
na celém intervalu J. Obecné fesSeni 1ze nalézt jednoduchymi ipravami a néslednou integraci

pravé a levé strany rovnice se separovanymi promeénnymi

() ]
}J' i—t = [a(t)at

y0 x0

y= yoepra(t)dfj.

x0
Obecné¢ fesSeni pak lze zapsat ve tvaru
» = Cexpl[alekir),
kde C je konstanta z oboru R, [a(t)dt znagi libovolnou, ale pevné danou primitivni
funkeci k funkci a.

LDR prvniho fadu maji tvar (2.5). Jak jiz bylo uvedeno vyse, obecné je b # 0. Rovnice
s nenulovou pravou stranou se oznacuji jako nehomogenni. Z tohoto ditvodu vétSinou nejde
tuto rovnici prevést jednoduchymi Upravami na rovnici se separovanymi proménnymi, jako

tomu je v ptipadé linearnich diferencialnich rovnic homogennich.

Existuji dvé metody, pomoci kterych lze nehomogenni rovnice fesit. Jedna se o metodu
variace konstanty a metodu integracniho faktoru. V dalS§im textu bude pozornost vénovana

druhé uvedené metod€, o metode variace konstanty se lze vice dozvédét v literatute [4].

Druhd uvedena metoda feSeni nehomogennich diferencidlnich rovnic 1. fddu se tedy

nazyva metoda integracniho faktoru. Princip spociva v nalezeni tzv. integracniho faktoru g(x)
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za podminky, ze g(x) # 0 na J. Elegantnost této metody spoc¢iva v tom, zZe po vynasobeni celé

feSené rovnice integra¢nim faktorem, na levé stran¢ vznikne derivace soucinu.

y' =ay +tbx) /g

yg —agy=bg 2.7
Musi tedy platit yeg —agy =g’
proto je také splnéna rovnost pro vztah — a(x)g(x) = g’(x)

a to je diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi, jejiz feSeni mé obecny tvar

X

7I[,(t)dt ,

glx)=e ¥

a to je v podstaté¢ hledany integracni faktor, ktery se nasledné dosadi do rovnice (2.7).

Po dosazeni integrac¢niho faktoru vznikne rovnice

7J‘a(l)dl 7J‘a(l)dt
Hxe 0 =blxe

kterou lze zintegrovat a vyjadrit y(x), coz je hledané feSeni rovnice (2.5).

X

yan ~[elekie
J| xle =0 = [bl(x)e *0

Praktickou aplikaci LDR 1. fadu nehomogenni miize byt situace, kdy néjaké pocatecni
mnozstvi urcité ekonomické veliCiny (nejcastéji penéz, zasob apod.) je uritym zplisobem
dopliiovano (pfipisovanim urokl z vkladu, zhodnocenim aktiv na trhu), ale zaroven dochdzi

k pravidelnému ubytku v ¢ase (pravidelné vybéry, spotieba atd.).

21



DR popisujici tento problém lze vyjadiit v nasledujicim tvaru

—=rA—m
dt , 2.8)

kde diferencidl dA/dt predstavuje celkovou zménu veli¢iny 4 (mnozstvi penéz na ucte), rA4
reprezentuje rychlost s jakou dochazi k ,,dopliovani‘ veli¢iny 4 naptiklad pfipisovanim troka
z vkladu a posledni ¢len rovnice m je rychlost ubytku veli¢iny 4 napt. vybér z uctu.

Nasledujici Priklad 2.2 z literatury [1] ukaze vyuziti metody integracniho faktoru pti feseni

praktické situace na bankovnim uctu.
Priklad 2.2

Zadani: Pocatecni vklad na bankovni ucet je 10 mil K¢ Ocekava se, Ze vklad bude
kontinualne vydeélavat 2% z vlozené castky. Pro jednoduchost se predpokliada, ze kazdy rok
bude z uctu vybran 1 mil. K¢, coz je v podstaté rychlost ubytku m, do doby nez bude cely ucet

vybran.
Vlastnika uctu bude zajimat
a) jaka funkce vyjadri zavislost mnozstvi penez na uctu v ¢ase
b) kdy bude ucet zcela vybran (zustatek na uctu bude ()
Reseni:
Obecny tvar LDR popisujici stav penéz na uctu je podle (2.8)

dA
—=0,024=-1
dt

(2.9)

Integrac¢ni faktor pro tuto rovnici je

j —002 dt
~ 0,026

g(t)= e = e ;

nyni se vynasobi obé€ strany rovnice integraénim faktorem g(?), na levé stran¢ rovnice ziskame

derivaci soucinu, ke které vyjadiime pivodni funkci a poté staci jiz provést integraci levé

strany a ziskame obecné feSeni rovnice (2.9).

e 0021 di
dt

—0.02 e 4= —1e !

(670,02 tA): e 002

e-o,oz ‘4 = J‘_le-o,oz ‘dt
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A=50+Ce"™ (2.10)

Ziskali jsme obecné feSeni LDR (2.9), které je ve tvaru (2.10). Nyni vyuzijeme pocatecni
podminky A(0) = 10 mil K¢ k vyjadifeni konstanty C a tedy nalezeni partikularniho fesSeni
rovnice (2.9). A to bude v podstaté odpoveéd’ na prvni otazku, jaka je zavislost mnozstvi penéz

na ucété v zavislosti na Case ¢.

10=50+Ce’
C=-40
A(t)= 50— 40" .11

Rovnice (2.11) predstavuje partikularni reseni rovnice (2.9) a vyjadiuje rychlost ubytku

penéz na uctu v zavislosti na Case ¢.
b) kdy bude ucet zcela vycerpan
A@) =0
0= 50— 40>
t=(In1,25)/0,02= 11,157 let

Dosazenim podminky A4(z)= 0 do partikularniho feSeni (2.11) jsme zjistili, Ze ucet bude zcela

vycerpan za 11,157 roki.

éasovj‘ v¥voj ziistatku na BU

12

10

A [mil. Kg]

=

T T
0 1 2 3 4 5 i1 7 3 9 10 11

t [roky]

Obrazek 5: Vyvoj zistatku na BU A v zavislosti na ase

Zdroj: viastni zpracovani
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2.3 Nékteré dalsi typy diferencialnich rovnic 1. Fadu

V praxi se lze setkat i s nasledujicimi typy rovnic 1. fddu. Prvnim typem rovnic jsou
rovnice homogenni, druhou skupinu tvofi rovnice exaktni, dalSim typem je Bernoulliova

rovnice a lehce bude v nésledujici podkapitole nastinéna problematika rovnice autonomni.

Blizsi pojednani o zbyvajicich typech rovnic 1ze nalézt naptiklad v knize [21].

2.3.1 Autonomni rovnice

Autonomni rovnice je specidlni typ linedrni diferencialni rovnice (nasledujici poznatky se

tykaji i ostatnich linearnich DR) , kterd ma obecny tvar

y+ay =b, (2.12)
kde a a b jsou konstanty. Pti hledani obecného feSeni tohoto typu DR 1ze vyjit ze skuteCnosti,

ze obecné feSeni autonomni DR je souctem obecného feseni homogenni rovnice (2.12)
a specialniho feSeni nehomogenni diferencidlni rovnice (2.12) [8].

Obecné feseni DR lze oznacit yy ( pfi b = 0) a specialni feSeni nehomogenni DR pak yp.

Poté tedy plati y =y + yp.
Pti feSeni autonomni DR se nejprve fesi ptislusSna homogenni linearni DR ve tvaru

y +ay = 0. Pokud je a = 0 je feSeni velice snadné a jedna se o pfimou integraci y(z) = C, kde
C je libovolna konstanta. Je-li a # 0, odecte se a'y od obou stran rovnice a vznikla rovnice se
vydéli y. Ziska se

Y7y =-a,

kde y = y(x) a integraci na pravé stran¢ vznikne -at + C;, kde C; je konstanta. Na levé strané

se integraci ziska /n y + C>, kde C: je opét konstanta. Vznikne tedy rovnice ve tvaru
Iny+Cr=-at+C(C,
kterou lze upravit do tvaru

—at+C1+C2 — e—ateCI_C2 — Ce—a[

b

kde € =172 je libovolna konstanta.

Obecné feseni homogenni linedrni autonomni DR je tedy ve tvaru

yy(t)=Ce™ (2.13)
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Nyni jiz zbyva pouze nalézt partikularni feSeni nehomogenni linearni DR ve tvaru yp =

b/a. Poté obecné feSeni autonomni linearni DR je tedy ve tvaru

wo)=ce+2
a

Priklad 2.4
Nejlépe Ize demonstrovat postup feSeni linearni autonomni DR na vhodném piikladu

z praxe. V nasledujicim ptikladu pfevzatém a upraveném podle literatury [13] bude vyuzit
tento typ rovnice k popisu konstantniho riistu spotfeby elektrické energie ve vyrobnim
podniku v souvislosti s rostouci potiebou poctu novych, na spotiebu elektrické energie

naro¢nych, strojt.

Jako y 1ze oznacit celkovou spotiebu elektrické energie ve vyrobnim podniku. Pfedpoklada
se ro¢ni riist spotieby této energie konstantnim tempem 3% za rok. Ukolem je tedy nalézt

vztah popisujici stupeii spotieby elektrické energie v Case ¢.

JelikoZ procentualni rist spotfeby energie je konstantni a roven 3%, lze tedy vyslovit
tvrzeni, Ze spotfeba energie roste konstantné o 3 % a matematicky se toto tvrzeni popiSe

vztahem
Y= 0,03
B )

Jedna se tedy o homogenni autonomni DR, nebot’ v tomto ptipad¢ je b = (. Obecné feSeni
tohoto typu DR ukazuje vztah (2.13). Pak tedy feSeni této konkrétni rovnice, vyjadiujici

stupen spotieby el. energie v Case ¢, je ve tvaru

¥ (t ):Ce(),(Bt '

2.4 Solowiiv model -ekonomicka aplikace ODR 1.radu

Solowuv-Swanutv model ekonomického rustu je jednim z nejznaméjSich neoklasickych
modelt, ktery slouzi k vysvétleni dlouhodobych trendd ekonomického riistu v primysloveé
rozvinutych narodnich ekonomikéach. Solowiiv-Swanitv model je dilem nositele Nobelovy
ceny za ekonomii, amerického ekonoma Roberta Solowa a australského ekonoma Trevora

Swana. Podle slavnéj$iho autora je vSak tento model zkracené nazyvan Solowitv_model.
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Zakladem tohoto modelu je tzv. neoklasicka produkcni funkce, kterd slouzi k teSeni fady
ekonomickych otazek. Umoziiuje predikovat vyvoj narodniho produktu v dané zemi, vyvoj
zaméstnanosti a také jaka kapitalova zasoba bude v urcitém Case v dané zemi k dispozici [6].
Tento model je povazovan za skutecny zaklad moderni teorie hospodaiského rastu, a 1 kdyz
byl autory vyvinut \% roce 1956, tak dodnes predstavuje

pro vétSinu ekonom zakladni ramec pro analyzu hospodarského rustu.

Model je zde zdiraznén z diivodu vyuziti ODR 1. f4du, pomoci kterych lze popsat vyvoj

narodniho produktu, zaméstnanosti 1 kapitalu v zavislosti na ¢ase.
2.4.1 Neoklasicka teorie ekonomického ristu

Nejprve budeme vénovat pozornost pojmim ekonomicky rist, neoklasicky model

ekonomického rustu a neoklasicka produkcni funkce.

Ekonomicky rist

Ekonomicky rust 1ze chéapat jako zvySeni celkového produktu dané zemé& béhem urcitého
casového obdobi, nejcastéji vyjadieno jako roc¢ni tempo ristu realného hrubého domdciho

produktu (HDP) dané zem¢.

Hruby ndarodni produkt (Gross national product, GNP) predstavuje veskerou finalni
produkci vyjadienou v penéznich jednotkach (celkovy objem vyrobkit a sluzeb), vytvorenou za
urcité obdobi (zpravidla jeden rok) ndrodnimi vyrobnimi faktory dané zemé doma i v
zahranici. Nominalni HDP je vyjadren v béznych (skutecnych) cenach daného obdobi, oproti
tomu realny HDP je uvaden ve stdalych (srovnatelnych) cenach urcitého vychoziho roku.
Ukazatel je tedy ocistény od inflace a zvyseni realného HDP naznacuje skutecny ndariist

fyzického objemu produktu behem daného obdobi.[12]

Existuji 3 metody méteni HDP : metoda vyrobni, metoda diichodova a metoda vydajova.

Vice se lze o problematice HDP i1 o metodach jeho méieni dozvédét v knize [12].

V dlouhém obdobi lze Zzivotni standard obyvatel zvysit pouze rlstem potencialniho

produktu. Podminkou vsak je, Ze potencidlni produkt poroste rychleji nez obyvatelstvo.
Mezi urcujici faktory ekonomického ristu 1ze pak zaradit :
» rust pracovni sily
» rust kapitalové zasoby

» technologicky pokrok.
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Riist pracovni sily se odviji od pfirozené miry ristu poctu obyvatel, velikosti migrace a v
neposledni fad¢ od podilu ekonomicky aktivnich obyvatel na celkovém poctu obyvatel.

Riist kapitalové zasoby ptispiva k ekonomickému riistu predevsim prostfednictvim investicni
¢innosti. Investice jsou slozkou agregované poptavky a zaroven piedstavuji dodatecnou
zasobu vyrobnich zdrojt.

Technicky pokrok umoznuje zdokonalit efektivitu pouZzivanych technologii a tim pfispét

k rstu produktu pii daném vstupu vyrobnich faktori [5].

Neoklasicky model ekonomického riistu

Neoklasicky model ekonomického ristu je model slouzici k popisu a objasnéni
dlouhodobych trendd vyvoje ekonomického riistu v pfislusnych narodnich ekonomikach.
Zduraznuje vyznam kapitalu a technologickych inovaci pro rist redlného HDP. Model
vychéazi z tzv. Cobb-Douglasovy produkcni funkce vyjadiujici zavislost riistu ndrodniho
produktu na rastu prace L a na rustu kapitdlu K. Tato rovnice byva oznaCovana jako

neoklasicka produkcni funkce [5]. Byla odvozena v roce 1928 a ma tvar
Q = ALK*

kde Q objem celkové produkce (penézni hodnota vSech statkl vytvofena za dané obdobi), 4 je
uroviiova konstanta, o a £ jsou elasticity vystupu prace a kapitalu, tyto parametry uréené
dostupnymi technologiemi. Tyto koeficienty lezi v intervalu (0;1) a jsou vétSinou odhadovany

na zaklade¢ statistickych dat z minulosti.
V soucasné dobé ji Ceska narodni banka pouZiva jako jednu z metod pii odhadovani vyse
potencialniho produktu. Vyhodou této metody vypoctu je moznost analyzovat piispevek
jednotlivych faktorii (produktivity, prace a kapitalu) k rGstu potencialniho produktu.
2.4.2 Solowiiv model a jeho predpoklady
Solowtiv model zkouma vyvoj HDP, kapitdlu a poctu pracujicich obyvatel v case. Je
ziejmé, ze ekonomika ma v kazdém Casovém okamziku k dispozici uréity pocet pracujicich

obyvatel L, které roste stabilnim tempem a také urcitou kapitdlovou zdsobu K. Pomoci téchto

zdroju, pak ekonomika vytvaii urCity redlny diichod Y. Déle se predpoklada:

» uzavienost ekonomiky- neexistuje export ani import

» neexistence statnich vydaju a dani.
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Zakladnim ptedpokladem Solowova modelu je neoklasicka produkcni funkce

Y () =F[K@®), L®), A®1)],
kde

e Yje velikost produkce

e K(t) jsou fyzické vstupy, tedy stroje, budovy, kancelaiské potieby, které se souhrnné

oznacuji jako kapital

e [(t) je pracovni sila, tedy pocet pracovniki, jejich pracovni doba, vzdélani, schopnosti

a dovednosti

e A(t) ptedstavuje uroven znalosti a technologii v dané ekonomice, v pribéhu ¢asu dochazi
k postupnému zvySovani urovné znalosti i technologii zvlast¢ v zemich na sever
od rovniku. Technologie je na rozdil od K(z) a L(?) nerivalitni, nebot’ vyrobci mohou ve

stejny okamzik vyuzivat stejnou technologii a i znalosti [7].

V praktické ¢asti této prace bude Y piedstavovat Hruby domdci produkt, ktery podle CSU
predstavuje ,,souhrn hodnot pridanych zpracovanim ve vSech odvétvich cinnosti
povazovanych v systému narodniho ucetnictvi za produktivni (tj. vietné sluzeb trZnich
i netrznich). Jde o propocet v kupnich cenach, za které jsou realizovany trzni vykony (tzn.
véetné dani z produktit a bez dotaci na produkty). U netrznich sluzeb je pridanda hodnota

vyjadrena jako souhrn nahrad zaméstnanciim a spotreby fixniho kapitalu .

Tvorba hrubého fixniho kapitilu K je podle CSU definovana ,hodnotou porizeni hmotného
i nehmotného investicniho majetku koupeného, bezuplatné prevzatého nebo vyrobeného
ve vlastni rezii, snizenou o hodnotu jeho prodeje a bezuplatného predani. Patii sem i porizeni
formou financniho leasingu. Cilem porizeni je vidy vyuzivat tento investicni majetek
pri produktivni cinnosti, véetné bydleni v obydli jeho vlastnika, nespadaji sem predméty
dlouhodobé spotieby porizené domacnostmi pro uspokojovani konecné spotieby ani Cisté

porizeni cennosti .

Pracovni sila L predstavuje podle definice CSU ,,vSechny osoby, které uvedly na Scitacim
listu osob, Ze patri mezi zaméstnané osoby, zaméstnavatele, samostatné cinné, pracujici
duchodce, pracujici studenty a ucné, zeny na materské dovolené, osoby v zakladni, nahradni

nebo civilni vojenské sluzbe, ve vazbé a vykonu trestu nebo osoby nezaméstnané “.
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Mezi predpoklady nutné ke konstrukci Solowova modelu 1ze zahrnout

» kladné a klesajici mezni vynosy z faktorii- znamena, ze produkce v Case roste, ale tempo

vvvvvv

Matematicky je tato skuteCnost vyjadiena kladnou prvni parcidlni derivaci produkéni
funkce F podle K i L znamenajici rostouct funkci a zapornou druhou parcialni derivaci téze

funkce podle K i L vyjadiujici sniZovani priristkii funkce v case.
OF/0K > 0, O’F/OK? < 0
OF/0L > 0, O°F/OL* < 0

» konstantni vynosy z rozsahu- produkéni funkce je homogenni 1. stupné. Kolikrat se zvysi

vstupy, tolikrét se zvysi i celkovy vystup. Matematicky vyjadieno
F(K, 2AL) = AF(K, AL) pro1>0

Model ptedpoklada neexistenci omezeni ristu pfirodnimi zdroji. Vystup tedy zavisi

pouze na pracovni sile, kapitalu a znalostech.

» neutralni technologicky pokrok- technologicky pokrok tzv. ,rozSifuje praci®, to si lze

predstavit, tak ze technologické inovace umocnuji pracovni silu L, a tim kladné ptisobi

na celkovy vystup. Produkcni funkce poté bude mit tvar
Y () =F[K®). LHA®1)],
A se také oznacuje jako ,,efektivnost prace” a soucin 4 a L jako ,,efektivni prace*

» Inadovy podminky- popisuji limitni chovani produkéni funkce, zarucuji vnitini stabilitu

modelu. Tyto podminky fikaji, Ze ¢im vice se mnozstvi kapitalu ¢i prace blizi k nule, tim

vEtsi je mezni produkt a naopak. Inadovy podminky lze vyjadtit jako
limg—o (OF/0K) = limk—o (OF/OL) = +©
limg—+u(OF/0K) = limk—+x (OF/OL) = 0 [7].
Poslednim a velice dulezitym ptfedpokladem je konstantni tempo rustu pracovni sily »
a konstantni tempo riistu technického pokroku g. Tuto skutecnost vyjadiuji nasledujici vztahy

LT’= n= konst.
(2.14)

A7’= g = konst .
(2.15)
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Matematicky se jedna o autonomni linedrni DR s homogenni pravou stranou, postup feseni
tohoto typu rovnic je popsan v kapitole 2.3.4. Pro lep$i nazornost zde bude ve zkratce
demonstrovan postup feseni rovnice (2./4) a vysledkem bude vztah (2.16) popisujici vyvoj

pracovni sily L v Case.

L
—=n
L
a_ L
dt

V nasledujicim kroku dojde k formalnimu oddé¢leni obou diferencidli a k nim se pfifadi

prislusna proménna funkce a ziska se vztah

ar_

7 ndt

2

u které staci provést integraci a za podminky, Ze uroven pracovni sily v ¢ase 0 je oznacen Ly,
se ziska vztah pro vyvoj pracovni sily v ase

L(t)= Lye™ (2.16)
Stejny postup aplikovany na (2.15) s pocatecni podminkou 4(0) = Ao, poskytne nasledujici
vztah popisujici Casovy vyvoj miry technického pokroku A

Alr)= A,e' 2.17)

Pro Casovy rust celkového produktu Y pak plati vztah

Y (I ): Y() e((’”g ))

’

(2.18)
a pro rust kapitalu vztah (2.19)

_ ((n+g)t)
K()=K, e (2.19)

Vyse uvedené vztahy (2.16) az (2.19) tvoii podstatu Solowova modelu a maji prakticky
vyznam pro prognoézu vyvoje HDP, pracovni sily, kapitalu a technologické trovné v Case [6].
Tyto vztahy budou pouzity i v praktické ¢asti této prace, kdy z historickych dat budou urceny
konstanty n a g a nasledn¢ budou takto ziskané konstanty pouzity k ovéfeni modelu zpétnym
vypoctem vstupnich dat. Nasledné¢ bude provedena prognéza vyvoje HDP a ostatnich

parametra v budoucnosti.
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2.5 Durace dluhopisii - ekonomicka aplikace ODR 1.radu

Jednou z dalSich ekonomickych aplikaci ODR 1. fadu , ktera bude piedstavena i1 v této
praci, je tzv. Fisher-Weilova durace. Duraci lze obecné definovat jako miru citlivosti ceny
dluhopisu na zménu urokové miry. Jednd se tedy o velmi cenny néstroj pro sestaveni
imunizovaného portfolia riznych dluhopisi, které chceme vyuZzit pro ziskdni dostate¢ného
kapitalu a zaroven se chceme zajistit proti piipadnym zménam trokovych mér. Nejprve vSak
zde budou uvedeny zdkladni pojmy tykajici se dluhopist, jejich ¢lenéni a ocenovani. Poté
bude popsan princip spojiteho uroceni, které se v této oblasti pouzivd zejména

pro urceni ceny dluhopisu u Fisher-Weilova durace.

2.5.1 Zakladni pojmy

Podle Jakubka je dluhopis ,,zastupitelny, dluzny cenny papir, s nimz je spojeno pravo na
splaceni dluzné castky a povinnost eminenta toto pravo uspokojit. Dluhopis md omezenou
Zivotnost, resp. presné stanovenou dobu splatnosti az na konzolu, coz je dluhopis

s nekonecnou dobou splatnosti , nebot’ tato doba splatnosti neni urcena“.[9]

Podle stejného autora je eminentem dluhopisu ,,dluznik, ktery pozZaduje zapiijceni
financnich prostiedkii vétsinou na delsi dobu prostirednictvim dluhopisu** a vétitelem ,,0s0ba,
ktera financni prostiredky eminentovi poskytuje a stava se tak drZitelem dluhopisu “.

Ptikladem véfitele mize byt banka, rizné instituce jako napiiklad penzijni fondy, pojistovny,
ale 1 soukromé fyzické osoby. Dluhopis lze zakoupit pfimo od eminenta na tzv. primarnim

trhu nebo jiz od jiného véfitele pak se mluvi o obchodovani na sekundarnim trhu.[9]

Cena dluhopisu (present value) - oznaCeni pro skute¢nou cenu, za kterou je dluhopis

obchodovan na kapitalovém trhu. Jeji hodnota se ustanovuje na zakladé nabidky a poptavky.

Nominalni hodnota (face value) - v penézich vyjadiend hodnota na daného dluhopisu.

Vyjadiuje vysi dluhu a je vyplacena opravnénému majiteli na konci doby splatnosti.

Kuponova platba (coupon payment) - jedna se o platbu v penézich odpovidajici sjednané
urokové mite (kuponové sazbg). Je vyplacena majiteli dluhopisu v pravidelnych intervalech

az do konce Zivotnosti dluhopisu.

Kuponova sazba (coupon rate) - v procentech vyjadiena kuponova platba z nomindlni

hodnoty dluhopisu.
Doba splatnosti (maturity) - den, kdy je majiteli dluhopisu vyplacena jeho nominélni hodnota.

Kurz dluhopisu — v procentech vyjadifena cena z nomindlni hodnoty dluhopisu.[19]
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2.5.2 Zakladni ¢lenéni dluhopisii

Dluhopisy 1ze €lenit podle mnoha kritérii. NejcastéjSimi kritérii podle nichz Ize c¢lenit

dluhopisy jsou urokova sazba, eminent, doba splatnosti a forma dluhopisu.

a)

b)

Dluhopisy podle arokové sazby

Dluhopis s pevnou urokovou sazbou - ma pevn¢ stanovenou vysi urokové sazby
po celou dobu splatnosti. Urokova sazba i vynos dluhopisu tedy nejsou zavislé na

vyvoji trznich urokovych sazeb.

Dluhopis s pohyblivou urokovou sazbou — ma rokovou sazbu vazanou na piedem
uréenou trzni referenéni urokovou sazbu. Urokova sazba se odviji od diskontni
2T repo sazby, kterou stanovuje CNB. (napfiklad urokova sazba dluhopisu je
stanovena na hodnotu o 3% vySssi oproti aktudlni diskontni sazb&). U mezinarodné
obchodovatelnych dluhopisti se pak pouziva jako diskontni sazba napiiklad trokova

sazba mezibankovnich trhit LIBOR (London Interbank Offered Rate).

Dluhopis s nulovou urokovou mirou (zerobond) — nema rokovou sazbu, vynos je dan

rozdilem jmenovité hodnoty dluhopisu a jeho nizsi emisni ceny.

Dluhopis se specidalnim kuponem — uroky jsou stanoveny z hodnoty kapitalu eminenta
ke dni splatnosti. Vychodiskem je tedy cenovy vyvoj finan¢nich ukazateld, tedy akeii,

podilovych fondi apod.
Hybridni dluhopis — mé dvé urokové miry a to pohyblivou a pevnou.

Dluhopisy podle eminenta

Statni dluhopisy - jedna se o dluhopisy emitované vladou. Jsou charakteristické nizkou
rizikovosti, ale 1 nizkym vynosem. Nejcastéji emisi fidi ministerstvo financi
¢1 centralni banka. Duvodem k emisi je pokryti schodku statniho rozpoctu,
financovani nékladnych investi¢nich projektii, budovani rozsahlych infrastrukturnich
celkli apod. Do téchto dluhopisii nejcastéji investuji banky, pojistovny a penzijni

fondy.

Do skupiny statnich dluhopist lze zatadit i pokladnicni poukazky, které vydava
centralni banka. Jsou typické kratS$i dobou splatnosti a vy$§i nominalni hodnotou.

Komunalni dluhopisy — vydavaji obce, mésta nebo banka, ktera z vynosu poskytuje
obci uvér. Stejné jako statni dluhopisy i komundlni jsou malo rizikové s menSim

vynosem.
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Podnikové dluhopisy — jedna se jiz o vice rizikové dluhopisy, nez tomu bylo v piipadé
statnich a komunélnich dluhopis. Za vyssi riziko vSak investofi pozaduji 1 vySsi
vynos. Jak z nazvu vyplyva tyto dluhopisy emituji soukromé firmy ¢i komeréni banky.
Mezi podnikové dluhopisy lze zaradit 1 dluhopisy zaméstnaneckeé, které firma emituje

pro své zaméstnance.

Zahranicni dluhopisy — jsou vydavany v dané zemi a v jeji mén¢, ale eminent je

ze zahrani¢i.

¢) Dluhopisy podle doby splatnosti

Kratkodobé — s dobou splatnosti do 1 roku.
Strednédobé — s dobou splatnosti od 1 do 5 let.
Dlouhodobé — se splatnosti vétsi nez 5 let.

Vecné renty (konzoly) — nedochazi u nich ke splaceni jmenovité¢ hodnoty, jsou

vyplaceny pouze urokové vynosy.

d) Dluhopisy dle formy

nematerializované (zaknihované) — ve form¢ zéapisu v registru cennych papirt, kde je

uveden jejich majitel.

listinné cenné papiry — fyzicky vydané a ve vlastnictvi investora v podobé

kupoénového archu.[19]

2.5.3 Zpusoby urceni ceny dluhopisii

Zpusoby urceni ceny dluhopisu se zna¢né lisi a zavisi piedevsim na tom, zdali se jedna
o kuponovy dluhopis ¢i bezkuponovy. U kuponového dluhopisu hraje roli i to zdali se jedna
o cenu kuponového dluhopisu k datu vyplaty kuponové platby ¢i stanovujeme cenu mezi
dvéma vyplatami kuponové platby. Nejprve se budeme vénovat situaci, kdy chceme urcit

cenu dluhopisu k datu vyplaty kuponové platby.

Pti urceni ceny kuponového dluhopisu ke dni vyplaty kuponové platby, postupujeme
nasledujicim zptisobem. Cenu ur¢ime jako soucet jmenovité hodnoty tohoto dluhopisu
a vSech jeho budoucich kuponovych plateb. VSechny budouci kuponové platby diskontujeme
k datu ocenéni dluhopisu. Pro ro¢ni vyplatu kuponovych plateb, poté obdrzime vztah pro

urceni ceny dluhopisu PV
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kde 7i, r» jsou trokové miry pro diskontovani jednotlivych financnich tok, » pocet rocnich

kuponovych obdobi, C je kuponova platba a NH je nominalni hodnota dluhopisu.

Cenu kuponového dluhopisu lze vyjadtit i pomoci spojitého urocent, které je v podstate také
ekonomickou aplikaci ODR 1. fadu. Spojitého rroceni lze vyuzit za ptredpokladu, Ze urokova
mira R je spojitd mezi obdobimi # a t¢,. Tedy v obdobi od soucasné chvile, kdy oceniujeme

dluhopis az do vyprSeni zivota dluhopisu.
Py = Z(C- e "70) N eR(’"_to)). (2.21)
i=1

U tohoto typu dluhopisu je trzni hodnota rovna nomindlni v ptipadé, kdyz jsou urokové miry
rovny kuponové sazbg. V pfipadé vétsi kuponové sazby v porovnani s urokovou mirou je
poté trzni hodnota dluhopisu vétsi nez jeho nominalni hodnota. Plati i obraceny princip, kdy
je trzni cena dluhopisu nizsi nez jeho jmenovitd hodnota, v ptipadé vetsi irokové miry nez je

kuponova sazba.

U kuponového dluhopisu miize nastat situace, kdy potfebujeme urcit jeho cenu mezi
dvema vyplatami kuponové sazby. Logika véci nam tikd, ze cena dluhopisu v tomto ptipadé
bude tvofena trzni hodnotou dluhopisu v dobé posledni vyplaty kuponové platby a urcité
pomérné Casti kuponové platby z obdobi od posledni kuponové platby do okamziku
ocenovani dluhopisu. Zde se rozliSuje, zdali se oceiiuje dluhopis pfed ¢i po vydani
tzv. ex-kuponu. Pfi zakoupeni dluhopisu pfed vydanim ex-kuponu, se trzni cena navySuje
o tzv. alikvotni urokovy vynos AUV, nebot’ s nakupem dluhopisu v této dobé je spojeno
1 pravo nového majitele na vyplatu celé pristi kuponové platby. V piipad¢€ potizeni dluhopisu
az po vydani ex-kuponu se trzni cena snizuje o AUV, jelikoZz novy vlastnik nema pravo

na pfisti kuponovou platbu, ktera ptislusi v tomto ptipad¢ pfedchozimu majiteli.

Cenu uré¢ime nésledujicim postupem: pomoci vztahu (2.20) urc¢ime cenu dluhopisu k datu
posledni kuponové vyplaty a k datu nejbliz§i budouci kuponové vyplaty. Poté ur¢ime cenu
v dob¢ obchodu PV’ pomoci linedrni interpolace z cen dluhopisu v dobé posledni a budouci

kuponové platby. Nakonec se ur¢i alikvotni urokovy vynos za uréené vynosové obdobi AUV.

Cena kuponového dluhopisu pied datem ex- kuponu je pak dana vztahem

Pfoed ex-kuponem — PV + AUV.
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V piipadé kuponového dluhopisu po datu ex-kuponu se cena urci
PVpo ex-kuponu™ PV -AUV.

U diskontovaného (bezkuponového) dluhopisu je urCeni ceny snadnéjsi. Cena je v tomto
piipad¢€ rovna nominalni hodnoté dluhopisu diskontované k datu obchodu. Tuto skutecnost Ize

vyjadfit vztahem

NH

Py =
(U+n,)

2

kde n je zivotnost dluhopisu v letech a r je diskontni Grokova mira.

Stejné jako u kuponovych dluhopisti, tak i u diskontovaného dluhopisu, Ize uvazovat spojitou
urokovou miru R po celou dobu splatnosti tedy Zzivotnosti dluhopisu. Poté je cena

bezkuponového dluhopisu urcena vztahem[19]

PV = NH - (") [19]

2.5.4 Vynosova krivka a vynosnost dluhopist

Vynosova krivka dluhopisu vyjadiuje vztah mezi vynosnosti dluhopisti stejnych
vlastnosti a dobou zbyvajici do jejich splatnosti. Podminku stejnych vlastnosti nejlépe spliuji
statni dluhopisy liSici se pouze dobou splatnosti, z té€chto se také nejcastéji vynosova kiivka
konstruuje. Dluhopisy s vyssi rizikovosti pak maji vynosovou kiivku umisténou
nad vynosovou kiivkou méné rizikovych dluhopisii. Nebot’ investoti pozaduji za vyssi riziko
1 vys§i vynos. NejniZze bude tedy umisténa vynosova kiivka statnich dluhopist, které jsou
témet bezrizikové a nad ni postupné vynosové kiivky ostatnich dluhopist podle

rizikovosti.[19]

Na obr. 6 lze vidét tvar vynosové kiivky, charakteristicky 3 parametry. Prvni parametr
se oznacuje jako tzv. uroven krivky. Jedna se o bod, kde zacina cela kiivka, hodnota tohoto
bodu je nejcastéji urena 2T repo sazbou, kterou stanovuje centralni banka. Dalsi parametr
se oznacuje jako tzv. sklon krivky, a jeho hodnota je dana rozdilem mezi urokovymi sazbami
dlouhodobych a kratkodobych dluhopisti. Sklon kfivky zavisi na mnoha parametrech, jako
piiklad lze uvést ocekavani na trhu investic, rovnovédha na trhu s cennymi papiry apod.
Poslednim parametrem vynosové kiivky je jeji zakriveni. Vynosova kiivka totiz neni linearni,
ale zakfivend z divodu nelinedrni zavislosti mezi vynosem do splatnosti a dobou do
splatnosti. Na obr. 6 jsou znazornény dva dluhopisy a to tfimési¢ni 3M s vynosem 3,35%

a desetilety 10Y s vynosem 4,87%.
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vynos

87 p————

-

sklon kiivky

3.35

3,25

2TRepo 3M 107 doba do

splatnosti

Obriazek 6: Vynosova kiivka dluhopisu
Zdroj:[19]

Podle literatury [20] rozliSujeme n€kolik zdkladnich tvarii vynosové kiivky.

» Rostouci vynosova krivka je nejCastéji se objevujici tvar vynosové kiivky. DIluhopisy

s krat$i dobou splatnosti maji niz8i vynos nez dluhopisy s del§i dobou spatnosti.

» Klesajici vynosova krivka je symbolickd pro obdobi ekonomické recese. Kratkodobé

dluhopisy maji v tomto piipadé vyssi vynosnost nez ty dlouhodobé.

» Zhoupnuta vynosova krivka indikuje neo¢ekavany vyvoj na trhu. Stiednédobé dluhopisy

maji vyssi vynosnost nez kratkodobé a dlouhodobé.

» Plochad vynosova krivka tvori prechod mezi rostouci a klesajici strukturou Grokovych mér.

Dluhopisy s riznou dobou splatnosti maji ptiblizné stejny vynos.

Teorii vysvétlujici tvar vynosové kiivky je nékolik, je vSak nad ramec této prace je zde uvadét

a vysvétlovat. Pro bliz8i seznameni s témito teoriemi lze vyuzit literaturu naptiklad [20].
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2.5.1 Fisher-Weilova durace

Durace je pruimérnd doba, za kterou je mozno ziskat piijmy z dluhopist. Jak jiz bylo
uvedeno v uvodu této kapitoly, durace se pouziva pro uceni citlivosti trzni ceny dluhopisu
na zménu trznich urokovych sazeb. To z ni d€la vyznamny ndstroj pro sestavovani

imunizovaného dluhopisového portfolia.

S prodluzovanim doby splatnosti se durace zvySuje. Tedy dluhopisy s nejvétsi primérnou
dobou pfijmu maji i nejveétsi citlivost na zménu trzni trokové sazby. Z toho vyplyva, ze ¢im
vys§i hodnota durace, tim vétsi vliv maji zmény trokové sazby na trzni cenu dluhopisu.

Existuje nékolik typtd duraci, které se lis§i principem vypoctu. V dal§i praci bude
pouzivéana tzv. Fisher-Weilova durace, ktera vyuzivd cenu dluhopisu definovanou pomoci

spojitého uroceni. Cena dluhopisu je zde urCena pomoci vztahu (2.22)

Pr=>C-e" + NH .

i=1

: (2.22)

kde r; je spojita urokova mira a C jsou kuponové platby vyplaceny v jednotlivych casovych

periodach, nejcastéji se jedna o rocni vyplatu kuponu.[19]

Zde je na misté vysvétlit princip spojitého uroceni, ze kterého v podstaté¢ vztah (2.22)
vyplyva, nebot tento vztah je v podstaté¢ jistou formou diskontovani budoucich piijmu
z investice na soucasnou hodnotu pomoci spojité trokové miry. Spojité troceni vychazi
z hlavni myslenky, Ze po celou dobu trvani investice €i zavazku jsou Uroky piipisovany
kazdym okamzikem. Za ptedpokladu konstantni urokové miry »; a kratkého ¢asového obdobi
7 lze zvolit n&jaky zakladni okamzik, miiZze se jednat napiiklad o zacatek roku apod. Poté
muzeme chépat Cas ¢, jako urcity Casovy interval od zdkladniho okamziku a v tomto Case bude
na ucté¢ mnozstvi penéz B(¢) > 0. V Case t + t je poté na ucet piipsana pomérna castka rB(t)z.

Celkova castka na uctu je poté dana vztahem
B(t+1t)= B+ rBt
Z tohoto vztahu lze jednoduchymi upravami poté vyjadiit trokovou miru

Bl +7)= B()
B(t)r

v =

Za ptedpokladu diferencovatelnosti funkce B(?) 1ze pro nekonecné maly Casovy Usek 7 a za
splnéni pocatecni podminky B(0) = A, kde A predstavuje pocatecni vklad na ucté, 1ze ziskat

vztah pro linedrni diferencialni rovnici 1. fadu
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p— B’
s (2.23)
Resenim rovnice (2.23) lze ziskat vztah pro uréeni budouci hodnoty B(?) po¢ate¢niho vkladu
na uctu
B(t) = A" prot € [0, o). (2.24)

Tento vztah lze samoziejm¢é modifikovat pro ptipad opacny, kdy chceme zjistit soucasnou
hodnotu budouci platby to znamend, Ze chceme provést diskontovani budouci hodnoty na

soucasnou. V tomto piipad¢ vztah (2.24) ptejde do tvaru
A(t) = Be™ . [17]

Nyni se vratme zpét k FW duraci, kde je cena dluhopisu uréena pravé pomoci spojitého
uroceni, jak doklada vztah (2.22). V redlném svété mize nastat situace, ze se urokova mira

posune o urcity inkrement ¢ a vztah (2.22) Ize piepsat do tvaru
d (40N, -+
PHo)=3 - O g N (2.25)
i=1

Pokud vztah (2.25) zderivujeme podle 6 a jednoduchou upravou (délenim PV(d )) obdrzime

vztah

dPv(o) 1 & (+0). (Y,
pr(o)s  Pv(0)5 R A s

Za ptedpokladu 6 = 0 pak obdrzime vztah pro Fisher-Weilovu duraci

IR -rt, i
DFW=m;(_ti)c.e +(~t,)NH -e""" (2.26)

Durace ma vyuziti pfi sestavovani imunizovaného dluhopisového portfolia. Ukolem
imunizace je odstranéni Urokového rizika. Princip spo¢ivd v rovnosti celkové durace
dluhopisového portfolia urCité spolecnosti duraci portfolia zavazkli této spolecnosti.

Pro celkovou duraci portfolia skladajiciho se ze dvou druhii dluhopist plati vztah

wi D +wz>Dsy= Dportfolia- [19]
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3 DIFERENCIALNI ROVNICE 2. RADU

Rovnice F(x,y,y y“)=0, nazyvame diferencialni rovnice druhého fadu. Analogicky jako
u rovnic 1. fadu u nich mizeme definovat obecné, partikuldrni a singulérni feSeni, popiipadé

se zabyvat existenci a jednoznacnosti vysledku [15].

V dal$im textu bude vénovana pozornost dillezitému typu DR 2. fadu a to diferencialnim

rovnicim linearnim s konstantnimi koeficienty obecného tvaru

vy taytay =fx), (3.1)

kde aj, a: jsou redlné konstanty a f* je redlnd spojita funkce definovana na intervalu J.
Déle je nutné uvést vétu zaruCujici existenci a jednoznacnost feSeni ptislusné linedrni

diferencidlni rovnice 2. fadu s konstantnimi koeficienty.

Véta 3.1 (o existenci a jednoznalnosti FeSeni). Necht je funkce [ : J—R je spojitd, &1, &

ER axo €J. Pak prave existuje jedno resent y diferencialni rovnice (3.1), které je definované

na intervalu J a splituje pocatecni podminky y(xg) =1 a y'(xp) = & [18].

Pokud je funkce f na pravé strané rovnice (3.1) rovna 0, pak se jedna o homogenni

linedrni DR 2. 7adu s konstantnimi koeficienty. V ptipad¢, ze funkce f v rovnici (3.1) neni

nulova, tak se jedna o nehomogenni linedarni DR 2. Fadu s konstantnimi koeficienty.

3.1 Homogenni linearni DR 2. Fadu s konst. koeficienty
Homogenni DR 2. fadu ma obecny tvar
y'taytay=0, (3.2)

kde a;, a> jsou redlné konstanty a y je neznamd funkce. Hledand funkce y je v podstaté

libovolna linedrni kombinace dvou funkei u a v z intervalu J
y=Ciu+Cv,
kde C;, C> € R.
Nez ptejdeme k obecnému feSeni homogenni DR 2. fadu, tak si definujeme co je

tzv. fundamentalni systém reSeni.
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Véta 3.3 Necht' y;, y2 tvori fundamentalni systém reseni rovnice (3.2), pak funkce
v = Ciyi(x) + Coy2(x) je obecnym resenim rovnice (3.2).

KaZzdou dvojici linearné nezavislych feseni y;, y> dané homogenni linearni DR 2. fadu lze
oznacit jako fundamentalni systém reseni (téz nékdy oznaCované jako baze feSeni). Vhodnou

volbou konstant C;, C> 1ze z obecného feSeni ziskat partikuldrni feSeni rovnice (3.2).
K nalezeni obecného reseni rovnice (3.2) se vyuziva tzv. charakteristické rovnice
P+aid+a =0, (3.3)

ktera ma kotfeny

X 7a1:1:ﬂa12 —4a,
/Ll,z =f .

(3.4)

Existuji poté 3 mozné varianty obecného feSeni dané homogenni DR 2. fadu v zavislosti

na parametrech a;, a>.

a) Pokud a;° > 4a., pak koteny charakteristické rovnice (3.3) jsou tvaru

-a iValz —4a,

2

Ao = 5
jedna se tedy o dva rtizné realné kotfeny a obecné feseni je ve tvaru

y(x) = Cie"™* +Cre~.

b) Pokud a;° = 4a, pak kofen charakteristické rovnice (3.3) je redlny dvojnasobny

kofen tvaru Ao2=-ai/2

a obecné feseni lze psat ve tvaru

EONRED
y(x)=C,e 2y C,xe 2 /- (3.3)
¢) Pokud a’ < 4a., pak koteny charakteristické rovnice jsou komplexné sdruzené,

-a :f:i‘Ma —a?
tedy ve tvaru ha=—— V2 T

2

[ -a
. vr . v s , 4ay —a . _ .
Pokud si oznac¢ime pro zjednoduseni zapisu vyraz % jako 8, 5 jako a,

lze obecné feSeni napsat ve tvaru

y(x) =C1e*cos px + Cre*sin px. [3]
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Postup feSeni homogenni DR 2. fadu, jejiz charakteristicka rovnice poskytuje komplexné

sdruzené koteny, lze snadno ukazat na nasledujicim ptikladu 3.1 pfevzatém z literatury [3].
Priklad 3.1
Cilem je urcit obecné feSeni rovnice
y' 2y’ +5y=0. (3.6)

Nejprve je nutné vyjadfit charakteristickou rovnici podle (3.3), kterd mé v tomto

konkrétnim piikladu tvar
P H+22+5 =0,
Pro tuto charakteristickou rovnici se poté vypocitaji charakteristické koteny podle (3.4)

_—2:44-45

A
1,2
2

2

V tomto piipad¢€ je a;* < 4a> a feSenim charakteristické rovnice jsou 2 komplexné sdruzené

—_ 2 . B a .
koteny. Pokud si oznaime vyraz —“4’122‘11 jako g, N : jako a, tak dostaneme

zea=-laf=2.
Charakteristické koteny tedy jsou
Ar=-1+2i Ao =-1-2i.
Pak obecné feseni rovnice (3.6) je ve tvaru
y(x) = Cre*cos 2x + Cre™sin 2x

y(x) = e (Cicos 2x + Czsin 2x).

3.2 Nehomogenni linearni DR 2. Fadu s konst. koeficienty

V ekonomickych a jinych védach se Casto setkdme s nehomogenni linearni diferencidlni

rovnici 2. 7adu s konstantnimi koeficienty, kterd ma obecny tvar

v 'tay'+ay=fkx), 3.7

kde a;, a> jsou realné konstanty a funkce f je spojitd na intervalu J. Jak jiz bylo zminéno
v uvodu této kapitoly, hlavni odliSnosti téchto rovnic od rovnic homogennich je, ze f(x) # 0.
I u tohoto typu rovnic je mozné pomoci fundamentalniho systému feSeni urcit feSeni obecné,

coz tika i nasledujici véta [4].
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Véta 3.4 (o _existenci_a_jednoznacnosti ieSeni_ nehomogenni rovnice). Necht yi, y: je

fundamentdalni systém reseni rovnice (3.2), pak obecné reseni nehomogenni rovnice (3.7) Ize

psat ve tvaru

Y =yu(x) + yp(x),

kde yn(x) = Ciyi(x) + Ciy2(x) je obecné Feseni prislusné pridruzené homogenni rovnice (3.2)

a yp(x) je partikuldrni reseni rovnice (3.7).

Tento typ rovnic lze feSit metodou variace konstant ¢i metodou neurcitych koeficienti.

a) metoda variace konstanty u nehomogennich rovnic 2. Ffadu

U této metody je snaha v obecném feSeni homogenni rovnice zaménit konstanty C;, C>

vhodnymi funkcemi K;(x) a K>(x) a poté nalézt feSeni nehomogenni rovnice ve tvaru

y(x) = Ki(x)yi(x) + K2(x)y(x).
Postup vypoctu nam objasni nasledujici véta pievzata z literatury [18].

Véta 3.5 Necht yi, y> je fundamentalni systém reseni rovnice (3.2), a necht funkce K;(x)

a K>(x) vyhovuji soustaveé rovnic
Kix)yi(x) + Kx(x)y2(x) = 0,
Ki(x)y 1(x) + K2(x)y "2(x) = f{x).

Jsou-li C , C, libovolné primitivni funkce k funkcim Ky, K, pak

p =C1(x)yi(x) + C2(x)y2(x) (3-8

je resenim rovnice (3.6). Navic je-li xo € J a zvolime-li

Cc,(x)= ]EKI(t)dt

()= K,

pak (3.8) je Fesenim rovnice (3.7) a pro tato reseni plati

Yo(x0) = 0, y'n(x0) = 0.

Priklad 3.2 nésledné ukaze aplikaci Véty 3.5 na pocetnim piikladu, ktery byl pievzat z
literatury [3].
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Priklad 3.2

Pomoci metody variace konstanty uréime obecné a nasledné i partikuldrni feSeni

nasledujici nehomogenni linearni DR 2. fadu s konstantnimi koeficienty

X

e
1+x

y'2yty =

Charakteristicka rovnice pfidruzené homogenni rovnice k dané rovnici je
P-22+1=0,
pro tuto rovnici se vypocitaji charakteristické kofeny podle (3.4)

C244/4-41

)“1,2 - B
Charakteristickd rovnice mé tedy dvojnasobny realny koien A;> =1 a tedy podle (3.5) je
obecné feSeni pridruzené rovnice
vi(x) = Cie* + Coxe* = (C1 + Cy)e.

Nyni je na misté ur€it i feSeni partikularni podle Veéry 3.5. Je tfeba vyftesit soustavu dvou

rovnic

Ki(x)-e + Kxx)xe =0

Ki(x)-e + Kx(x)-(e" + x-€" )= /(1 +x),
po upraveé obou rovnic ziskdme

Ki(x)+ K>(x)x= 0

Ki(x)+ Kx(x)-(1 +x)=1/(1 + x).

Resenim této soustavy rovnic jsou funkce K;(x) a K>(x), které se nasledné integruji za ucelem

zjisténi jejich primitivnich funkei C(x) a C>(x)
Ki(x) =-x/(1 +x), Kx(x) =1/(1 +x).
Integraci se ziskaji primitivni funkce C;(x) a C>(x)
Ciix) =-x+In|l +x|+ci, Cx)=In|l+x|+eco,

kde c; a c2jsou libovolné redlné konstanty. Nyni jiz zbyva pouze vyjadrit obecné feSeni dané

nehomogenni rovnice podle Vety 3.5

p(x) = Ci(x)yi(x) + C2(x)y2(x)
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Vp=(x+Inl+x|+ci)e + (In|l +x|+cy)xe€.

b) metoda neurcitvch koeficienti u nehomogennich rovnic 2. fadu

Pti této metodé€ se nejprve nalezne feSeni homogenni ¢asti rovnice (3.7) v obecném tvaru

v = Cryix) + C2y2(x).

Dalsi krok spocCivd v nalezeni partikularniho feSeni nehomogenni rovnice (3.7). Dale
se budeme zabyvat pfipady, kdy f(x) ma specidlni tvar a v tomto piipad¢ lze nalézt
partikularni feSeni yp(x). Mohou nastat tyto pfipady specidlniho tvaru pravé strany

nehomogenni rovnice 2. fadu:
» prava strana rovnice je ve tvaru f{x) = Qm(x)e™,
Owm je polynom stupné m € N, tedy plati Onu(x)=bo + bix + ...bux",
tento typ ma partikularni feSeni ve tvaru

=X’ Q ‘m(x)e™
(3.9

kde p je urcité cislo, které je v zavislosti na a rovno 0 (pokud o neni kofenem
charakteristické rovnice) nebo je rovno ndsobku o (pokud a je kofenem

charakteristické rovnice) a Q ' je nezndmy polynom stupné m.

Partikularni feSeni (3.9) dosazené do puvodni DR nam umozni nalézt koeficienty
polynomu Q ', tak Ze porovname na obou stranach rovnice koeficienty u stejnych
mocnin Xx.
» prava strana rovnice je ve tvaru f{x) = e™(P(x)cosfix + Q(x)sinfix),
tyto rovnice maji tvar partikularniho feSeni ve tvaru
Y= XPe™ (Pu(x)cosfix + Qm(x)sinfx),

kde p je bud rovno 0 ( pokud o + fi neni kofenem charakteristické rovnice) nebo
rovno 1 a Pwma Qumjsou polynomy, které jsou stupné nejvyse m. Prislusné koeficienty

se op¢t zjisti dosazenim partikularniho feSeni do ptivodni DR.

» pokud je na pravé stran¢ rovnice funkce f(x), ktera je koneénym souétem piredchozich
dvou typu funkci, tak partikularni feSeni rovnice s pravou stranou f; + >+ ... + f, je

rovno souctu partikularnich feSeni rovnic se stejnou levou i pravou stranou f7, ..., fi

[4].
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3.2.1 Stabilita a konvergence FeSeni nehomogennich DR 2. fadu

Pokud pomoci nehomogennich linearnich DR 2. taddu s konstantnimi koeficienty
a konstantni pravou stranou popisujeme urcité¢ ekonomické jevy, které se vyvijeji v Case a my
chceme zjistit jestli postupem Casu sp€ji k néjaké rovnovaze ¢i cilové hodnoté (pak je feSeni
rovnice stabilni) ¢i nikoliv (nestabilni feSeni), bude nas zajimat tzv. stabilita a konvergence

FeSeni pti t —+oo. Tento typ rovnice ma obecny tvar
vy ' +ay'+ay=k, (3.10)

kde aj, a2 jsou redlné konstanty a k je konstanta reprezentujici pravou stranu rovnice. Kotfeny

ziskané vyteSenim charakteristické rovnice se poté oznaci jako 4;, Az.

Vzhledem k hodnoté diskriminantu D poté rozliSujeme 3 riizné typy obecného reseni

rovnice (3.10):
a) je-li D > 0, ma obecné feseni rovnice (3.10) tvar
y(t) = Cie'+ Ce”" + kie.

Pokud A< 0 a 12< 0 je lim;—+wy(t) = k/c, nebot pro takova A je lim; e’ = 0.

Poté je takové feSeni stabilni a konverguje pro libovolna C;, C>k hodnoté k/c.
Pokud je 4; = 0 a 42 < 0 nebo obracené, poté je feSeni opét stabilni a konverguje
k funkci C;+ k/c.

Pokud je alespoii jeden z kotenti A;, A2 kladny, poté [lim; -+ y(2) je konecnéd pouze
pokud piislusnéd konstanta C; respektive C> je nulova. Pokud tomu tak neni, feSeni

nema konecnou limitu a mluvi se o nestabilnim reseni rovnice (3.10).
b) je-li D = 0, ma obecné feseni rovnice (3.10) tvar
y(t) = Cie'+ Cate® + k/e.

Pokud dvojnasobny kofen A < 0, poté limita [lim; -+ y(t) = k/c a teSeni je tedy

stabilni. Kazdé feSeni pro libovolné C;a C>tedy konverguje k tomuto stabilnimu feSeni.

Pokud dvojnésobny kotfen A > 0, poté limita /lim; —+» y(2) nema konecnou hodnotu

a fesSeni je nestabilni.
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c¢) hodnota D < 0, poté¢ ma charakteristicka rovnice dva komplexné sdruzené koteny
A12=a £ fi a obecny tvar reseni rovnice (3.10) je
y(t) = e (Cicospt + Casinfit) + ki/c.

Pokud a < 0 je lim: ~+xy(t) = k/c ateSeni je stabilni a konverguje k uvedené hodnoté

pro libovolna C;a Co.

Pokud o> 0 neni lim; .+« y(t) konecna a feSeni je nestabilni [3].
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4 EKONOMICKE APLIKACE DIFERENCIALNICH ROVNIC

4.1 Solowiv model ekonomického rustu

Pro néazorné piedstaveni ekonomickych aplikaci ODR byl vybran Solowuv model
ekonomického rastu popsany v Casti 2.4, ktery bude aplikovan na vybrané makroekonomické
ukazatele Ceské republiky z obdobi let 2005 az 2016. Data z roku 2017 nebyla do vstupnich
dat zahrnuta zdmérné, jelikoZ se pravé na hodnoté HDP z tohoto roku ovefi moznosti modelu
predikovat vyvoj HDP. Veskera data byla ziskdna na webovych strankach Ceského

statistického ufadu a jsou uvedena v Ptiloze A. Jedna se o nésledujici ukazatele:
e Hruby domaci produkt ¥—uveden v béznych cenach daného obdobi v mld. K¢.

e Tvorba hrubého fixniho kapitalu K- uveden v béznych cenach daného obdobi v mld.
K¢.

e Pracovni sila L- pocet ekonomicky aktivnich obyvatel v tisicich.

4.1.1 Stanoveni konstant (n+g),na g

Ke stanoveni konstant Solowova modelu byly pouzity 2 pfistupy. Prvni pfistup vyuziva
ke stanoveni dané konstanty geometrického priméru pfirGstki daného ekonomického
ukazatele. Hledand konstanta je v podstaté¢ pfirozeny logaritmus tohoto geometrického
pruméru. Druhy piistup vyuziva linearni regrese, kdy vztah pro dany ekonomicky ukazatel
se zlogaritmuje, ¢imz se provede linearizace. Hledana konstanta v tomto ptipadé predstavuje
smérnici takto ziskané linearni zavislosti ukazatele na Case. K obéma zplsoblim urceni
konstant byl vyuzit software MS Excel s piislusnymi funkcemi. Urcené ptirtstky jednotlivych
ukazatelli vcetné ptirozenych logaritmii vyuzitych pro linearni regresi jsou uvedeny

v Ptiloze A spolecné se vstupnimi hodnotami ukazatelt Y, K, L.

Hodnoty stanovenych konstant jsou uvedeny v tab. 1. Z uvedenych hodnot je patrny rozdil
ve stanoveni konstant jednotlivymi pfistupy. Konstanta g byla stanovena z hodnot trovné
technologii 4 rovnéz zlogaritmovanim geometrického priméru ptirGstki 4 v Case
a linearizaci vztahu (2.17) jako zbylé 2 konstanty. Teoreticky lze hodnota konstanty g zjistit
rozdilem (n+g) a n, avSak ja jsem v préci upfednostnil vypocet z redlnych dat. V ptipadé
konstant (n+g)ya (n+g)x se jednd o tu samou konstantu, pouze v prvnim piipadé je uréena
z realnych hodnot HDP a v druhém se k jejimu stanoveni pouzily realné hodnoty tvorby

hrubého fixniho kapitalu Ceské republiky.
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Tabulka 1: Konstanty Solowova modelu stanovené z experimentalnich dat

Konstanta HOantageometricky primer HOantaregrese
(n+g), 0,0345 0,0266
(n+g), 0,0233 0,0132

n 0,0030 0,0026
g 0,0112 0,0134

Zdroj: viastni zpracovani

4.1.2 Stanoveni ¢asového vyvoje jednotlivych ekonomickych ukazateli

a) Hruby domaci produkt

Z hodnot HDP (Ysuecny) zjisténych na strankach CSU byla stanovena konstanta (n+g)
postupem uvedenym v oddile 4./.1/. Podle vztahu (2.18) poté byly dopocitany hodnoty
Hrubého doméciho produktu z konstanty (n+g)y, zjisténé z pfirozeného logaritmu
geometrického primeéru ptirtstkl realnych hodnot HDP. Takto stanovené hodnoty HDP jsou
v tab. 2 oznaceny jako Ygeome:. p.. Dosazenim konstanty (n+g)y zjisténé pomoci linearni regrese
zavislosti hodnot pfirozenych logaritmti skute¢nych hodnot HDP na cCase, byly ziskany také

modelové hodnoty HDP, kter¢ jsou v tab. 2 oznaceny Yegrese-

Ve stejné tabulce jsou uvedeny i1 odchylky skute¢ného HDP v daném roce od modelové
hodnoty stanovené obéma zpiisoby. Odchylka je vyjadiena jako kladny rozdil mezi hodnotou
Ystureeny @ prislusnou modelovou hodnotou Y ve stejném roce, to déleno Ywreeny a celé

vynasobené 100. Takze v podstaté se jedna o procentni rozdil vztazeny k Yskuzecny.

Jak je patrné z hodnot odchylek v tab. 2 a také v grafu obr. 6, pohybuji
se odchylky v jednotkach procent. To je velice uspokojivy vysledek svédcici o pouzitelnosti
tohoto modelu i v dnes$ni dobé. Nejvétsi odchylky je dosazeno v roce 2008 a druhé nejvyssi
odchylky o rok dfive tedy v roce 2007. Jednd se o roky, kdy dochdzelo k celosvétové

ekonomické recesi.
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Tabulka 2: Porovnani casového vyvoje skutecného HDP a HDP zjisténého Solowovym modelem

Yskuteeny Yegeomet. p. Yregrese Odchylka Yskutetny 2 Ygeomet. | Odchylka Yskutetny @ Yregrese

Rok | [mld. K¢{] [mld. K¢] [mld. K¢] p.[%] [%]

2005 3264.,9 3264,9 32649 0,00 0,00
2006 3512,8 3379,6 3353,0 3,79 4,55

2007 3840,1 34983 3443,5 8,90 10,33
2008 4024,1 3621,2 3 536,5 10,01 12,12
2009 3930,4 37484 3631,9 4,63 7,59
2010 3962,5 3 880,1 3729,9 2,08 5,87
2011 4033.,8 40164 3 830,6 0,43 5,04
2012 4059,9 41575 3 934,0 2,40 3,10
2013 4098,1 4303,5 4 040,2 5,01 1,41

2014 4313.8 4 454,7 4 149,2 3,27 3,82
2015 4595,8 4611,2 4261,2 0,34 7,28
2016 4773,2 4773,2 4 376,2 0,00 8,32

Zdroj: vlastni zpracovani

Z obr. 7 je patrné, ze historické hodnoty modelu jsou podhodnocené ve srovnani s realitou.
Cim vice se model blizi piitomnosti, tim dochazi ke sblizovani modelovych hodnot s realitou.
Odchylky mohou byt zpiisobeny zavedenim zjednodusujicich ptredpokladli tohoto modelu,
které jsou uvedeny v kapitole 2.4.2. Predev§im se jednd o to, ze model nepocitd
s otevienosti ekonomiky (dovoz/vyvoz) a také neberu v uvahu statni vydaje a dané. Jak je

vSeobecné znamo, ob¢ tyto ekonomické skutecnosti ovliviiuji hodnotu HDP dané zem¢.

Ze stejn¢ho grafu je patrné, Ze modelové hodnoty Y vypocitané z konstanty (n+g) urcené
linearni regresi, jsou celkové nizs$i nez modelové hodnoty uréené z geometrického primeéru.

To je zptisobeno rozdilem hodnot konstanty (n+g) stanovené uvedenymi zptisoby.

Obecné lze fici, ze konstanta (n+g) stanovena z geometrického primeéru piirastka HDP
poskytuje vétsi shodu modelovych hodnot HDP s realitou. Z tohoto diivodu byla i pouzita
k progndze vyvoje HDP mezi roky 2017 az 2021, jak dokladd obr. 10. Z grafu je ziejmy
rovhomérny rast HDP, model totiz nebere v uvahu z4dné mimotadné udalosti
v celosvétové ekonomice. To se muze jevit jako slabina tohoto modelu. Pokud by totiz doslo
k celosvétové ekonomické krizi, jisté by doslo ke stagnaci ¢i dokonce k poklesu rastu HDP
a jeho modelové hodnoty by neodpovidaly redlnym hodnotam tohoto makroekonomického

ukazatele vykonnosti narodni ekonomiky.
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Na obr. 10 je patrné, ze model pfedpovida pro rok 2017 hodnotu HDP 4941 mld. K¢.
Skute¢na hodnota €inila 5050 mld. K¢, tedy model pfedpovédél HDP s odchylku pouhych

2,2%. Jedna se o excelentni vysledek.

Porovnanivyvoje HDP se Solowovym modelem
4800,0
4500,0
E
. 4200,0
=
& 3900,0
&
a
T 3600,0
3300,0 =
3000,0
2004 2006 2008 2010 2012 2014 2016
Rok
—#—HDPredlny —e—HDPgeomet.p. HDPregrese

Obrizek 7: Porovnani vyvoje realného HDP Ceské republiky a HDP zjisténych Solowovym modelem

Zdroj: vlastni zpracovani

Podil jednotlivych ¢innosti narodni ekonomiky na vytvoieni HDP v roce 2005 je graficky
znazornén na obr. 8§ a 9. Data ke konstrukci téchto kolaCovych grafii byla opét zjisténa
ze statistik CSU. Z grafii je patrné, Ze se jedna o piili§ asové kratké obdobi, aby mohlo dojit
k velkym zménam v podilech jednotlivych odvétvi, které prispivaji ke kone¢né hodnoté¢ HDP.
Za povsSimnuti stoji zvySeni podilu penéznictvi a bankovnictvi (o vice nez 1%) a také
zpracovatelského primyslu (rovnéz o vice nez 1%). Tim se skladba HDP Ceské republiky
ptiblizuje skladbé HDP zapadnich ekonomik. K tomuto trendu dochéazi ziejmé na tkor
poklesu podilu tézkého primyslu a tézby, ale také dopravy a vetejné spravy. Ocekaval bych
vSak veétsi nartst podilu informacnich a komunikac¢nich cinnosti, které zvysily podil
o necelého 0,5%, coz se miize jevit jako relativné maly skok v mife pfispéni téchto ¢innosti
na celkovém HDP. Dle mého ndzoru je pravé v informacnich a komunikac¢nich ¢innostech
stale velky potencidl a do budoucnosti by prave tato oblast mohla pfispét k dal§imu rtstu

HDP Ceské republiky.
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Skladba HDP Ceské republiky v roce 2005
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Obrizek 8: Skladba HDP Ceské republiky v roce 2005

Zdroj: viastni zpracovani

Skladba HDP Ceské republiky v roce 2016
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Obrazek 9: Skladba HDP Ceské republiky v roce 2016
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Prognoza vyvoje HDP Ceské republiky pomoci Solowova
modelu
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Obrazek 10: Predpovéd vyvoje HDP Ceské republiky na obdobi let 2017 az 2021

Zdroj: viastni zpracovani

b) Pracovni sila

U zkoumani ¢asového vyvoje pracovni sily L byl aplikovan stejny postup jako u hrubého
domaéciho produktu. Byla stanovena konstanta n podle postupu uvedeného v kapitole 4.1.1,
kde jsou v tab. 1 uvedeny hodnoty této konstanty pro oba pfistupu jejiho stanoveni. Poté byly
podle vztahu (2.16) stanoveny modelové hodnoty pracovni sily L. Modelové hodnoty
Lgeometp. @ Lregrese byly poté porovnany z redlnou hodnotou pracovni sily Lea, jak je uvedeno
v tab. 3. Stejnym zplisobem jako u hrubého domaciho produktu, byly i u poctu pracujicich
vypocitany odchylky modelové a realné hodnoty.
Z odchylek uvedenych v 5. a 6. sloupci tab. 3 je patrnd jesté lepsi shoda modelovych
a realnych hodnot nez u hrubého doméciho produktu a pro vétSinu rokli ze zkoumaného
intervalu je odchylka do 1%. Nejvyssi odchylky (1,12%) bylo zjiSténo v roce 2009
s konstantou »n urcenou jako smérnice linearni regrese zavislosti In L.« na ¢ase, kdy model
podhodnocuje celkové mnozstvi pracovnikli v narodnim hospodafstvi oproti realité.
To doklada i obr. 11, z kterého je patrné Ze model poskytuje hodnoty L s lepsi linearni
zévislosti na Case nez tomu tak je ve skuteCnosti. Na prvni pohled se zd4, jako by model
provadél linearizaci skute¢nych hodnot poctu pracovniki v Case. Ve skutecnosti by se mélo

jednat podle vztahu (2.16) o exponencialni zavislost, rozdil mlze byt zpisoben vstupnimi
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daty a zavedenim zjednodusujicich piedpokladii tohoto modelu, které jsou uvedeny v kapitole

2.4.2. Nad ramec této bakalaiské prace by mohlo byt ovéfeni této linedrni zévislosti

v n¢jakém statistickém programu, naptiklad v programu Statistica. S ptihlédnutim

ke skuteCnym a modelovym hodnotdm poctu pracovniku, 1ze konstatovat, ze celkovy pocet

ekonomicky aktivniho obyvatelstva v ¢ase mirné roste, pouze s drobnymi vykyvy v letech

2009 a 2011. Na rast poctu ekonomicky aktivniho obyvatelstva miize mit positivni vliv

1 ptiliv pracovni sily ze zahrani¢i. Dalsi pfic¢inou ristu miize byt to, ze se do produktivniho

veéku dostavaji silné populacni rocniky z 80.let minulého stoleti.

Tabulka 3: Porovnani ¢asového vyvoje skute¢ného poétu pracovnikd L. a poctu pracovniki zjisténych

Solowovym modelem

Lreal. Lgeomet. p. Lregrese Odchylka Lreal. a Lgeomet.
Rok | [tis.] [tis.] [tis.] p[%] Odchylka Lreal. a Lregrese [%]
2005 | 51742 5174,2 5174,2 0,00 0,00
2006 | 51994 51899 51875 0,18 0,23
2007 | 5198,3 5205,7 5200,8 0,14 0,05
2008 | 52323 5221,6 5214,2 0,21 0,35
2009 | 5286,5 52374 5227,6 0,93 1,12
2010| 5268,9 5253,4 5241,0 0,29 0,53
2011 5223,0 5269,4 5254,5 0,89 0,60
2012| 52569 52854 5268,0 0,54 0,21
2013 | 5306,0 5301,5 5281,5 0,09 0,46
2014| 52979 5317,6 5295,1 0,37 0,05
2015| 5309,9 5333.8 5308,7 0,45 0,02
2016 5350,0 5 350,0 53224 0,00 0,52
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Porovnanivyvoje prac. sily L se Solowovym modelem
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Obrazek 11: Porovnani vyvoje realné prac. sily Ceské republiky a L zjisténych Solowovym modelem

Zdroj: viastni zpracovani

¢) Tvorba hrubého fixniho kapitalu

Pro Casovy vyvoj tvorby hrubého fixniho kapitilu K byl aplikovan stejny postup jako
u predchozich dvou ukazatelli. Byla stanovena konstanta (n+g)x podle postupu uvedené¢ho
v kapitole 4.1.1, ale v tomto piipad¢ byly vstupnimi daty pro stanoveni této konstanty
skuteéné hodnoty tvorby hrubého fixniho kapitalu K., pievzaté ze statistik CSU. Poté byly
podle vztahu (2.19), uvedeného v teoretické Casti prace, stanoveny modelové hodnoty K.
Modelové hodnoty Kgeomerp. @ Kregrese byly poté porovnany z redlnou hodnotou K, jak je
uvedeno v tab. 4. Stejnym zplsobem jako u hrubého domadaciho produktu, byly i zde

vypocitany odchylky modelové a realné hodnoty K.

Zde se vSak model v porovnani s pfedchozimi dvéma ukazateli znacn¢€ rozchazi s realnymi
data a to predevsim v letech 2007 a 2008. V téchto letech nastavda podhodnoceni hodnot
tvorby hrubého fixniho kapitalu v porovnani se skuteCnosti. To mize byt zplisobeno, tim
ze do krize v roce 2008 rostla tvorba hrubého fixniho kapitdlu mnohem rychleji nez po roce
2008, kde zacalo z divodu nejistoty dochazet k omezovani investic. Situaci doklada obr. 12,
na ném je patrny trend u realnych hodnot K.q., kde po krizi v roce 2008 nastava stagnace az
pokles redlnych hodnot K. Ke zméné dochdzi v roce 2013, kdy nastava oziveni ekonomiky

ziejmeé 1 zasluhou intervenci CNB. Po nich totiZ nastavd meziro¢ni rist investic a tedy i rast
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redlnych hodnot K. Proto hodnoty K,... z obdobi 2008 az 2013 pouzité ke stanoveni
konstanty (n+g)k, tuto konstantu podhodnotily, a z tohoto divodu jsou i modelové hodnoty K

v letech 2007 a 2008 o vice nez 10 % niz8i nez byla skute¢nost.

Na obr. 13 a obr. 14 je nazorné zobrazen podil jednotlivych c¢innosti, z nichz
se skladala tvorba hrubého fixniho kapitdlu v Ceské republice v letech 2005 a 2016. Pii
porovnani obou grafii je zcela evidentni nariist podilu produkti dusevniho vlastnictvi,
ICT a ostatnich strojti, ale také vyznam vystavby obydli (byty, rodinné domy). Naopak mezi
témito obdobimi doslo k poklesu podilu vystavby ostatnich budov a staveb, kam se tadi
predevs§im vystavby tovaren, hal a ucelovych budov, ale také k poklesu podilu péstovanych
biologickych celkli. U péstovanych biologickych celkli je pokles z relativniho hlediska
ze vSech Cinnosti nejvyssi. Podil dopravnich prostfedktl se jevi v téchto dvou obdobi jako

témeér konstantni.

Tabulka 4: Porovnani ¢asového vyvoje skutecné tvorby kapitalu K. a tvorby kapitalu zjisténé Solowovym

modelem
Kieal. ngomet. p. Kregrese Odchylka Kreal. 2 ngomet.
Rok | [tis.] [tis.] [tis.] p[%] Odchylka Kreal. a Kregrese [%]
2005 921,8 921,8 921,8 0,00 0,00
2006 983,1 943,6 934,1 4,01 4,98
2007| 11323 965,9 946,5 14,70 16,41
2008| 11652 988,7 959,0 15,15 17,69
2009 10633 1012,0 971,8 4,82 8,61
2010| 1066,2 1 035,9 984,7 2,84 7,64
2011| 1067,0 1 060,3 997,8 0,62 6,49
2012 1051,9 10854 1011,0 3,18 3,89
2013| 1027,1 1111,0 10244 8,17 0,26
2014 | 1084,1 11372 1038,0 4,90 425
2015| 12163 1164,1 10518 4,30 13,52
2016] 11915 1191,5 10658 0,00 10,55

Zdroj: viastni zpracovani
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Porovnanivyvoje tvorby hrubého fixniho kapitalu se
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Obrazek 12: Porovnani vyvoje tvorby hrubého fixniho kapitalu Ceské rep. a K uréenym Solowovym modelem

Zdroj: vlastni zpracovani

Vécné ¢lenéni tvorby hrubého fixniho kapitilu Ceské
republiky vroce 2005
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Obrizek 13: Podil jednotlivych &innosti na tvorbé hrubého fixniho kapitalu Ceské rep. v roce 2005

Zdroj: viastni zpracovani
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Vécné ¢lenéni tvorby hrubého fixniho kapitalu Ceské
republiky vroce 2016
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Obrizek 14: Podil jednotlivych ¢innosti na tvorbé hrubého fixniho kapitalu Ceské rep. v roce 2016

Zdroj: vlastni zpracovani

d) Mira technického pokroku (liroven technologii)

Realné hodnoty trovné technologii A,... byly vypoCitdny jako pomér redlnych hodnot
HDP Ysiuweeny a redlnych hodnot tvorby hrubeho fixniho kapitalu Kyeu. pro jednotlivé roky.
Pot¢ byly pomoci konstanty g a vztahu (2./7) ureny modelové hodnoty tohoto
bezrozmérného ukazatele stejnym zplisobem jako u predchozich ukazateli. Modelové
hodnoty A4 spolu s odchylkami od hodnoty spocitané¢ z redlnych dat A4,... jsou uvedeny
v tab. 5. Graficky doklada pribéh redlné i modelovych hodnot 4 obr. 15. Zde je stejné jako
u ukazatele tvorby hrubého fixniho kapitadlu dosazeno nejvyssi odchylky modelovych hodnot
od hodnoty redlné v letech 2007 a 2008. Odchylky wukazatele A4 jsou
v podstaté¢ ze stejnych pticin jako u tvorby kapitalu K.
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Tabulka 5: Porovnani casového vyvoje

Solowovym modelem

skute¢né urovné technologii A,... a Urovné technologii zjisténé

2004

2006

2008

—— Aredlna

2010 2012
Rok
—— Ageomet.p. Aregrese

2014 2016

Rok Areal. Ageomet. p. Aregrese Odchylka Areal. 2 Ageomet. p.[%] Odchylka Areal. 2 Aregrese [%]
2005 | 3,5417 3,5417 3,5417 0,00 0,00
2006 | 3,5734 3,5816 3,5896 0,23 0,46
2007 | 3,3914 3,6219 3,6382 6,80 7,28
2008 | 3,4536 3,6627 3,6875 6,06 6,77
2009 |  3,6965 3,7039 3,7374 0,20 1,11
2010 | 3,7165 3,7456 3,7879 0,78 1,92
2011 | 3,7805 3,7878 3,8392 0,19 1,55
2012 | 3,8594 3,8305 3,8912 0,75 0,82
2013 | 3,9900 3,8736 3,9438 2,92 1,16
2014 | 3,9792 3,9172 3,9972 1,56 0,45
2015 | 3,7785 3,9613 4,0513 4,84 7,22
2016 | 4,0059 4,0059 4,1061 0,00 2,50
Zdroj: vilastni zpracovani
Porovnanivyvoje urovné technologii se Solowovym modelem
.05.
.04.
-
.04.
.03.

Obrizek 15: Porovnani vyvoje Girovné technologii Ceské republiky a A zjisténych Solowovym modelem
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4.2 Durace dluhopisového portfolia pomoci Fisher-Weilovy durace

V praktické Casti prace bude vyuzito Fisher-Weilovy durace k sestaveni dluhopisového
portfolia, skladdajictho se ze dvojice statnich kuponovych dluhopist s rozdilnou dobou
splatnosti. Cilem bude sestavit imunni dluhopisové portfolio, které ndm umozni po sedmi
letech splatit aveér ve vysi 5 milioni K¢&. Tento uvér umozni firmé¢ ABC zvysit rentabilitu
vlastniho kapitalu. Sestavené dluhopisové portfolio bude zhodnoceno na zaklad¢ ovéteni,
zdali je portfolio imunni proti pohybu trzni urokové miry. Informace o dluhopisech byly
ziskany na internetovych strankdach CNB. Na t&chto strankach byla pro kazdy dluhopis
zjisténa doba splatnosti, jmenovita hodnota dluhopisu, hodnota kuponu, prumeérnd cena,
prumérna vynosovd mira a tzv. ISIN. ISIN (International Securities Identification Number) je
mezinarodni identifikacni ¢islo cenného papiru, které zajistuje jeho dokonalou identifikaci

pii obchodovani.

V nasledujici tab. 6 jsou uvedeny charakteristiky dlouhodobych statnich dluhopist
pouzitych v této praci. Nejprve bude provedena durace dvojice Sestiletych a jedenactiletych
dluhopisti a poskytnutého uvéru. Poté doSlo k sestaveni portfolia dluhopist, které bylo

nasledné podrobeno zkoumani, zdali je imunni vic¢i pohybu trzni urokové miry.

Tabulka 6: Statni kuponové dluhopisy

Splatnost dluhopisuJmenovita hodnota [K¢ ISIN Kupon [K¢][Primérna cena [%] | Priimé rny vynos[%]
6 let 10 000 CZ.0001003834 150 103,83 1,492
11 let 10 000 CZ.0001005375 275 107,24 2,033

Zdroj: vlastni zpracovani

4.2.1 Vypocet Fisher-Weilovy durace a sestaveni dluhopisového portfolia

Vypocet FW durace bude proveden podle vztahu (2.26), kde za hodnotu spojité urokové
miry bude dosazena hodnota primérného vynosu dluhopisu z tab. 6. V ptipadé durace uvéru
byla pouzita jako spojitd urokova mira, urokova sazba korunovych uveru poskytnutych
bankami nefinancnim podnikim z obdobi 02/2018, ktera ¢ini 3,58% p.a. Tato urokova sazba

byla zji§téna na internetovych strankach CNB.
Postup vypoctu FW durace u Sestilet¢ho dluhopisu bude ukdzadn na nasledujicim

prikladu

L B e S B R R
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kde za PV se dosadi primérnd cena Sestilet¢ho dluhopisu v K¢, C je hodnota kuponové
platby v K¢, NH v tomto ptipadé predstavuje jmenovitou hodnotu navySenou o posledni
kuponovou platbu C a rs je spojitd trokovd mira reprezentovand primérnym vynosem

Sestiletého dluhopisu.

Po dosazeni piislusnych hodnot z tab. 6 a nasledujicim vypoctu obdrzime hodnotu durace

Ds pro Sestilety dluhopis

1

= 0353 . {(7 1)150_ 6—0,01492-1 + (7 2)150_ 6—0,01492«2 + (7 3)150 . 6—0,01492-3 + (7 4)150 . 6—0,01492-4 + (7 5)150_ 6—0,01492«5 + (7 6)10150- 670,01492«6}

Dg

D¢ = 5,568 rokii.

Stanoveni durace jedenactiletého dluhopisu D;; bylo provedeno stejnym zpiisobem jako
u dluhopisu Sestiletého, pouze se zménami piislusnych vstupnich hodnot. U jedenactiletého
dluhopisu byl za spojitou irokovou miru dosazen praimérny vynos jedendctiletého dluhopisu,

ktery podle tab. 6 ¢ini 2,033%.

V ptipad¢ urceni durace uvéru, Ize vztah modifikovat, nebot’ odpadaji Cleny vyjadiujici
penézni toky prostfednictvim kuponovych plateb jak tomu bylo u dluhopist. Jelikoz uvér
bude jednorazové splacen, tak nemusime brat v tvahu ani jednotlivé ro¢ni troky. Ve vztahu
tedy zbude pouze prvni a posledni ¢len, kde NH piedstavuje soucasna vyse uvéru v K¢ a PV
je nomindlni hodnota uvéru diskontovana pomoci urokové sazby uvért z obdobi 02/2018.

V tab. 7 jsou poté uvedeny zjisténé durace u obou typt dluhopist a u uvéru.

Tabulka 7: Durace jednotlivych finan¢nich instrumentd

Finan¢ni instrument [Hodnota FW durace [roky]
6lety dluhopis 5,568
11lety dluhopis 9,652
7lety uver 6,969

Zdroj: vlastni zpracovani

Ze stanovenych hodnot duraci byly stanoveny relativni podily dluhopisti v portfoliu,
za splnéni podminky rovnosti durace takto sestavené¢ho portfolia s duraci uvéru. Tim bude

provedena imunizace portfolia proti paralelnimu posunu trokovych mér.
we “Ds + wii'Di1 = Diver (4.1)

Dosazenim hodnot duraci do vztahu (4.1) byl zjistén relativni podil Sestilet¢ého dluhopisu

65,7%, coz v absolutnim mnozstvi odpovidd 247 kusum téchto dluhopist. Relativni podil
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jedendctiletych dluhopisi je poté tedy 34,3% a to odpovida /25 kusiim téchto cennych papir.
K jednotlivym poctim kusti lze dospét podélenim relativniho podilu dané¢ho dluhopisu
z diskontované castky uvéru, trzni cenou daného dluhopisu. Trzni cenu predstavuje

prumérnou cena dluhopisu z tab. 6.

4.2.2 Testovani dluhopisového portfolia na pohyb drokovych mér

Sestavené dluhopisové portfolio bude otestovdno na pohyb trzni Urokové miry.
V nasledujici ¢asti praci bude testovana imunita portfolia proti paralelnimu posunu trokovych
mér nahoru 1 dolt. Konkrétné budou posuny o Cinit +1, -1, +2, -2, +3, a -3 procentnich bodi.
Vypocty FW duraci a sestaveni portfolia bude analogické jako v casti 4.2.1, ale vzdy

s ptislusnou spojitou tirokovou mirou sniZzenou ¢i zvySenou o piislusné o.

Hodnoty FW duraci a vysledky imunizaci pro jednotlivé posuny trokovych meér jsou
uvedeny v tab. 8. Z této tabulky je patrny vliv trokové miry na hodnotu duraci jednotlivych
finan¢nich instrumentll i na relativni zastoupeni jednotlivych dluhopisti v pfislusném
portfoliu. S rostouci urokovou mirou se snizuji hodnoty FW duraci, tedy se zkracuje doba
za kterou se ziskat zpét investovany kapital. SoucCasné se zvySuje relativni zastoupeni
jedenactiletého dluhopisu v portfoliu na ukor poklesu relativniho zastoupeni Sestiletého
dluhopisu. V piipad¢€ poklesu trokovych mér je situace opacna a doba za kterou se vrati zpét
investovany kapital se prodluzuje. V tomto piipadé se naopak zvysSuje podil Sestiletého

dluhopisu v portfoliu a klesa podil jedenactilet¢ho dluhopisu.

Tabulka 8: Vysledky imunizace dluhopisového portfolia

Posun tirokové miry 8 [%]|Rel. podil dluhopisu 6 [%]| Rel. podil dluhopisu 11 [%] | D, [roky] | D, [roky] D, . [roky]
-3 75,3 24,7 7,049 13,324 8598
-2 73,8 26,2 6,644 11,885 8017
-1 67,4 32,6 5908 10,720 7475
0 65,7 34,3 5249 9,652 6.969
1 64,0 36,0 5249 8720 6498
2 61,5 38,5 4,947 7837 6,059
3 58,8 41,1 4,664 7058 5,649

Zdroj: viastni zpracovani

Z tab. 8 je patrné, Ze pii posunu Urokové miry o 3% body nahoru ¢i dolu je zména
zastoupeni dluhopisii v portfoliu do 10 % bodi. Lze tedy konstatovat, Ze zvolené dluhopisové
portfolio je chranéné pii pohybu urokové miry v intervalu od -3% bodi do +3% bodl. Vetsi

pohyby urokovych mér nebyly testovany, nebot’ jsou v praxi neredlné.
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ZAVER
Cilem bakalafské prace bylo shrnout zakladni poznatky tykajici se obycejnych

diferencialnich rovnic a zji$téné poznatky ndsledné uplatnit pfi zkoumani a popisu

ekonomickych jevi.

Zakladim obycejnych diferencialnich rovnic je pozornost vénovéana v prvni Casti prace.
Je zde uvedena stru¢nd historie diferencialnich rovnic, ktera saha na ptelom 16. a 17. stoleti.
Nasledné jsou zde uvedeny jednotlivé typy feSeni téchto rovnic vcetné geometrické

interpretace téchto feseni.

Na prvni Cast navazuje druha, ve které jsou uvedeny vyznamné typy obycejnych
diferencidlnich rovnic 1. fadu. Je zde popsdn zpusob feSeni diferencialni rovnice
se separovanymi proménnymi, linedrni diferencialni rovnice 1. fadu metodou integracniho
faktoru a autonomni rovnice. Jsou zde i uvedeny teoretické zéklady ekonomickych problémd,
které¢ byly poté feSeny v praktické cCasti prace pomoci obycCejnych diferencidlnich rovnic.
Je zde uveden teoreticky ramec Solowova modelu ekonomického riastu vcéetné jeho
ptedpokladii, za kterych je pouzitelny. Druhy ekonomicky problém, kterému byla vénovana
pozornost v této ¢asti prace se dotykal problematiky dluhopisii. Byly zde vysvétleny zakladni
pojmy z oblasti dluhopisti, jejich ¢lenéni podle riznych hledisek a také vysvétlena podstata
vynosové kiivky dluhopist. V souvislosti s dluhopisy byla v zdkladnich bodech ptedstavena
tzv. Fisher-Weilova durace slouzici k sestaveni dluhopisového portfolia imunniho
proti pohybiim trokové miry. Tento typ durace vyuziva cenu dluhopisu uréenou pomoci
spojitého uroceni.

Ve tieti ¢asti jsou uvedeny zpusoby feSeni homogenni i nehomogenni linearni rovnice
2. fadu s konst. koeficienty. Je zde uveden teoreticky zéklad popisu stability a konvergence

feSeni nehomogenni linearni rovnice 2. fadu s konst. koeficienty.

Posledni ¢ast prace se vénuje aplikaci obycejnych diferencialnich rovnic pii feSeni dvou
ekonomickych problémt. Prvni ekonomicky problém se tykd vyuziti Solowova modelu
k popisu ¢asového vyvoje makroekonomickych ukazatelti Ceské republiky z obdobi let 2005
az 2016. Vyuzitelnost modelu k progndze vyvoje téchto ukazateld byla prokazana na hodnoté
HDP v roce 2017, kdy modelova hodnota vykazovala dobrou shodu s redlnou hodnotou.
Druhou aplikaci, jiz z oblasti podnikové ekonomiky piedstavovala sestaveni dluhopisového
portfolia, které bylo nasledné otestovano a byla prokdzana imunita proti pohybu urokové miry

do 3% bodt. ODR maji tedy vyuziti pii popisu a feSeni ekonomickych problémtl.
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Priloha A

Tabulka realnych hodnot Y, L, K a A véetné pomocnych vypo¢ti poméri rastu a piirozenych logaritmi

Rok |V, [mld. K¢] (pomérristuY (Y  |L_ [tis.] pomérristul |InL (K  [mld K¢ pomérristuK [InK | A~ |pomérristud [InA .
2005 3264,9 7603 | 5174,2 8,551 921,84 6,826 |3,5417 1,921
2006 |  3512,8 1,0759 7604 | 51994 1,0049 8,556 983,05 1,0664 6,891 |3,5734 1,0089 1,930
2007 | 3840,1 1,0932 7,604 | 51983 0,9998 8,556 1132,3 1,1518 7032 |3,3914 0,9491 1,950
2008 | 4024,1 1,0479 7605 | 5232,3 1,0065 8,503 1165,2 1,0291 7061 |3,4536 1,0183 1,955
20091 3930,4 09767 7,605 | 5286,5 1,0104 8,573 1063,29 09125 6,969 |3,6965 1,0703 1,941
20101 3962,5 1,0082 7,606 | 52689 09967 8,570 1066,19 1,0027 6972 |3,7165 1,0054 1,942
20111  4033,8 1,0180 7,606 | 5223,0 09913 8,561 1067,01 1,0008 6973 |3,7805 10172 1,942
20121 4059,9 1,0065 7607 | 5256,9 1,0065 8,507 1051,94 09859 6,958 |3,8594 1,0209 1,940
20131 4098,1 1,0094 7607 | 5306,0 1,0093 8,577 1027,09 09764 6,934 13,9900 1,0338 1,937
2014 43138 1,0526 7,608 | 52979 0,9985 8,575 1084,08 1,0555 6,988 |3,9792 09973 1,944
2015  4595,8 1,0654 7,608 | 5309,9 1,0023 8,577 1216,31 1,1220 7,104 |3,7785 0,949 1,961
2016 | 4773,2 1,0386 7,609 | 5350,0 1,0076 8,585 1191,54 0,979 7,083 | 4,0059 1,0602 1,958

Zdroj dat: CSU (https://www.czso.cz/)




