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ANOTACE

Cilem diplomové prace je analyzovat zvolené casové rady za pomoci Fourierovy
transformace a kepstralni analyzy. V praci je zminéna i Boxova-Jenkinsova metodologie.
V prvni ¢asti prace jsou vymezena teoretickd vychodiska pro jednotlivé pojmy jako je ¢asova
rada, Fourierova rada, Fourierova transformace, kepstralni analyza a Boxova-Jenkinsova
metodologie. V druhé casti jsou poté analyzovany vybrané casové rady pomoci Fourierovy
transformace a kepstralni analyzy.

KLICOVA SLOVA

Casova tada, Fourierovy fady, Fourierova transformace, kepstrdini analyza, Boxova-
Jenkinsonova metodologie

TITLE
Time series analysis using Fourier transform and cepstral analysis
ANNOTATION

The aim of this thesis is to analyze the selected time series using Fourier transform and
cepstral analysis. The work is mentioned in Box-Jenkins methodology. In the first part are
defined for the various theoretical concepts such as time series, Fourier series, Fourier
transform, cepstral analysis and Box-Jenkins methodology. In the second part is then
analyzed selected time series using Fourier transform and cepstral analysis.

KEYWORDS

Time series, Fourier series, Fourier transformation, cepstral analysis, Box-Jenkins
methodology
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SEZNAM ZKRATEK

FT Fourierova transformace

FR Fourierova rada

DFT Diskrétni Fourierova transformace

FFT Rychla Fourierova transformace

STFT Kratkodoba Fourierova transformace

CR Casova fada

KA Kepstralni analyza

ACF Autocorrelation function

PACF Parcial autocorrelation function

AR Autoregressive (process)

MA Moving average (process)

ARMA Autoregressive moving average (process)
ARIMA Autoregressive integrated moving average (process)

SARIMA Seasonal autoregressive moving average (process)



Uvob

Empirickd pozorovani V jednotlivych oblastech, at” uz se jednd o ekonomickeé, technické
nebo jiné oblasti, jsou ndsledné¢ casto prevadéna do Casovych tad. Na zékladé tohoto
usporddani je mozné nad témito fadami provadét analyzy, diky kterym jsme schopni 1épe

pochopit dynamiku vyvoje téchto Cinitelt.

Diplomova prace se sklada z péti hlavnich kapitol. V prvni kapitole jsou vysvétleny pojmy
ohledn¢ Casovych fad, jejich urceni, rozd€leni a nasledna dekompozice téchto fad. Druha
kapitola je zaméfena na Fourierovy fady a Fourierovu transformaci. U treti kapitoly jsou
objasnény pojmy kepstralni analyza a kepstrum. Ctvrta kapitola okrajové rozebira Boxovu-
Jenkinsonovu metodologii. Posledni kapitola je zaméfena na vybér dvou realnych ¢asovych
fad, dvou generovanych c¢asovych fad a jejich naslednou analyzu pomoci Fourierovou
transformace a kepstralni analyzy. V piipadé realnych ¢asovych fad je uplatnéna i Boxova-

Jenkinsonova metodologie.

Cilem prace je analyza casovych Frad svyuzitim Fourierovy transformace

a kepstralni analyzy.

10



1. CASOVE RADY

Podle publikace [1] je ¢asova fada (CR) chapana jako posloupnost hodnot uritého
statistického znaku (ukazatele) usporadanych =z hlediska ¢asu ve sméru od minulosti
k pritomnosti, kde tento ukazatel je vécné a prostorové vymezen po celé sledované obdobi.
Rublikova [2] uvadi, ze Casova fada proménné Y je chronologicka posloupnost vécné,

prostorové a ¢asove porovnatelnych hodnoty;proy=1,2, ..., T.

1.1. Druhy ¢asovych rad

Zakladni ¢lenéni podle Rublikové [2] je:
e podle periodicity sledovani,
e podle rozhodného Casového hlediska zjistovani,
e podle druhu sledovanych ukazateld,

e podle homogenity ¢asovych tad.

1.1.1.  CR dle periodicity sledovani

Dlouhodobé casové fady nazyvame tehdy, jestlize sledované obdobi hodnot ukazateli je
za rok, nebo delsi ¢asové obdobi. Ptikladem muze byt vySe hrubého domaciho produktu

(HDP) v Ceské republice v b&znych cenach za obdobi 2000-2010.

Kratkodobé Casové fady jsou naopak sestavené z hodnot, naméfenych v obdobi kratsi jak
jeden rok (ctvrtleti, mésice, tydny). Piikladem jsou napf. mési¢ni hodnoty miry inflace

v Pardubickém kraji za obdobi 2008-2010.

Vysokofrekvenéni casové tady, tedy fady sestavené z hodnot nameétfenych v Casovém
intervalu (dny, hodiny, minuty ¢i sekundy). Typickym piikladem jsou hodnoty ménového
kurzu CZK/EUR v obdobi od 25. 2. 2012 do 29. 2. 2012.

1.1.2.  CR dle rozhodného &asového hlediska zjist'ovani

Okamzikové cCasové fady (Casové fady okamzikovych ukazateli), jsou sestaveny
Z hodnot, které se vztahuji k uréitému okamziku. Hodnota takového ukazatele tedy nezavisi

na délce casového intervalu sledovani. Piikladem je zde stav obyvatelstva k 31.12.

Intervalové Casové tfady (Casové tfady intervalovych ukazatelll), kde velikost ukazatele
zavisi na délce Casového intervalu sledovani. Piikladem jsou extenzivni ukazatele jako objem

vyroby.
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Dle Arlta [3] je mozné do této kategorie zatfadit Casovou fadu odvozené charakteristiky.

Piikladem je produktivita prace v pramyslu Ceské republiky v letech 1989 az 1996.

1.1.3.  CR dle sledovanych ukazateli

Primarni (prvotni) ukazatele zjiStuji ukazatele pifimo, napt. pocet dokoncenych byt za

rok.

Sekundarni (odvozené) ukazatele:
e rozdil nebo podil riznych primarnich absolutnich (intervalové, okamzikové)
ukazateld (napf. ro¢ni zisk),
e funkce riznych hodnot toho samého ukazatele (napt. ukazatel sktruktury),
e funkce dvou nebo vicero ukazateli (napf. produktivita prace na zaméstnance),
e bazické indexy urcitého ukazatele, koeficienty rastu, absolutni pfirastky, klouzavé

praméry (napf. fada indexd realnych mezd v CR).

1.1.4.  CR dle homogenity

Prostorové vymezeni se uskuteciuje stanovenim Uzemnich hranic (napf. okresu, kraje,
regionu) v ramci, U kterych se zjistuji hodnoty. Neporovnatelnost hodnot ¢asové fady zde
muze vzniknout tehdy, jestlize se zméni pocet subjektli v daném prostorové vymezeném

celku.

Casové vymezeni znamend, Ze hodnoty proménné nebo ekonomického ukazovatele se
zjistuji za stejné¢ dlouhé obdobi. Problém neporovnatelnosti zde spociva v ptipadé mésicnich
udajl, kde kazdy mésic ma jiny pocet dni.

Vécné vymezeni hovoii o jasné definovaném ukazateli spolu s jeho mérnou jednotkou.

Problém neporovnatelnosti zde vznikd napt. vlivem technického rozvoje (napf. vyroba

televizort za dlouhé casové obdobi).

1.1.5.  CR dle absence nahodné slozky

Dle Kvasnicky [5] je mozné casové fady rozdélit dle jejich nahodné slozky
(deterministické a stochastickeé).
Deterministické casové fady neobsahuji ndhodnou slozku. Je-li zndm mechanismus,

pomoci kterého je danad Casova fada utvafena, lze ji respektive jeji hodnoty s naprostou

piesnosti predpovidat (napt. funkce sinus a kosinus).
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Stochastické Casové tady jsou realizovany mechanismem, jehoz procesy jsou plné
nahodné, tudiz nelze tyto fady s naprostou piesnosti ptedpovidat (napt. ekonomické Casové

rady).

1.2. Grafy ¢asovych iad

Jednim ze zdkladnich prostiedki prezentace nasbiranych dat, kterd jsou usporadana
Z hlediska casu, je graf. Z grafu je patrno n€kolik zakladnich pozorovani typu, zda veliCina
dlouhodob¢ roste ¢i klesa, jaky maji data trend atd. Obrazky jednotlivych typt grafi jsou

umistény v piiloze A.

1.2.1. Spojnicovy graf
Rublikova [2] uvadi, Ze se jedna o polygon, ktery zobrazuje vyvoj fady y; versus ¢asova
proménna t =1, 2, ..., T. Jednotlivé hodnoty Casové fady jsou zakresleny do soutfadnych os,
na kterych jsou vyznaceny ptislusné stupnice.
1.2.2. Box-whisker graf

Detailngj$i pohled na ¢asovou fadu udava tzv. Box — whisker plot, ktery obsahuje sumarni
charakteristiky zkoumané casové tfady. Publikace [2,3] uvadi, ze zakladnim prvkem je
krabicka, kde dolni hrana pfedstavuje 25 % kvantil (dolni kvartil) a horni hrana 75 % kvantil
(horni kvartil), uvniti je median (50% kvantil) a symbolem ,+“ je oznafen aritmeticky
priamér. Na konci svislych ¢ar je poté uvedeno minimum a maximum.

1.2.3.  Seasonal subseries graf

Zobrazuje hodnoty casové fady uspofddané podle jednotlivych sezon. Svislé cary
zobrazuji skutecné hodnoty proménné Y v konkrétni sezoné za vSechny sledované roky
Vodorovné ¢ary Vv grafu potom znaci primérné hodnoty v jednotlivych sezonach za vSechny

roky, tedy:
_ 1<
V=2 (1)

kde: yjj jsou hodnoty Y;
i=1,2, ..., nroku;

j=1,2,...,Ssezon.
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1.3. Zakladni popisné charakteristiky CR

U této kapitoly se vychazi z publikaci [1,2,3], kde se pievazné jedna o uréeni zakladnich

matematickych vychodisek pii praci s Casovou fadou (intervalovou, okamzikovou).

Zéakladnim zji§ténim u ¢asovych Gas jsou pramérné hodnoty. U intervalovych CR se
vypocitava prosty aritmeticky prumér, dle vztahu (2):

T

; RK @
L

kde: y; je sledovana hodnotaprot=1, ..., T.

U okamzikovych ¢asovych fad se pocita s chronologickym primérem, kde se pifi shodné

vzdalenosti mezi jednotlivymi méfenimi poziva prosty chronologicky prumér, dle vztahu (3):

T-1
YitYo Yot¥s,  Viath ;m+2m+;w
o2 2 2 27 G |
T-1 T-1

(3)

kde: y; je sledovana hodnota prot=2, ..., T.

Pfi rizné délce mezi méfenimi se pouziva vazeny chronologicky praumér, dle vztahu (4):

YitYe Yo +Ys YratYr
d d,+.+ 27214

g ety hrer S (4)
d,+d; +...+d;

y=
kde: dt je délka jednotlivych ¢Casovych interval sledovani daného okamzikového

ukazatele prot=1, ..., T.

Dalsi c¢ast této kapitoly se zamétuje na jednoduché miry dynamiky Casovych fad, které
umoznuji charakterizovat dle Arlta [2] chovani a pomohou nam formulovat jista kritéria pro
jejich chovani.

Nejjednodussi mirou dynamiky je absolutni pfirastek (prvni diference), ktery lze zapsat dle

vztahu (5) jako:

Ayt =Y = Y (5)

kde: y; je sledovana hodnotaprot=2, ..., T.

Casto pouzivanym byva také pramérny absolutni pfiristek, dle vztahu (6):
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T
Z Ayt (
A _ t=2 —

T-1 T-1 T-1

y2_y1)+(y3_y2)+"'+(yT _yT—l) _ (yT _yl) (6)

kde: Ay, je absolutni pfirastek prot=2, ..., T.

Dle publikace [1] je potom mozné tvrdit, ze pokud jsou jednotlivé absolutni pfirastky fady
V podstaté konstantni, to jest, kolisaji nahodile kolem tohoto priméru, je zfejmé, ze se fada
méni (roste ¢i klesa) v podstate linearn¢ - ma linearni trend. Pokud pfirtstky kolisaji kolem

nuly, fada je bez trendu.
Dalsi dilezitou mirou dynamiky ¢asovych fad je relativni ptirastek, dle vztahu (7):

é‘t — Ayt — Yi = Yia — Yi _1’ (7)

Y — 1 Y — 1 Yia

kde: Ay, je absolutni pfirastek prot=2, ..., T.

Piedposlednim vzorcem této podkapitoly je koeficient ristu ¢asové tady, ktery nam po
vynasobeni stem udava, na kolik procent hodnoty v ¢ase t - 1 vzrostla hodnota v case

t, vypocteny dle vztahu (8):
Ke=—" 8

kde: y; je sledovana hodnota prot=2, ..., T.

Posledni rovnici k mife dynamiky ¢asovych fad je primérmy koeficient ristu (primérné

tempo rustu) pocitany jako geometricky primér koeficientt rustu, dle vztahu (9):

k=mzv/y_y_y_: n ©

1 Y2 Yra Yy

kde: kr je koeficient ristu prot=2, ..., T.

1.4. Dekompozice CR

Hodnota ukazatele se v ¢ase méni, tj. Casova fada ma urcity vyvoj v Case. Tento vyvoj
mizeme na zaklade¢ publikaci [1,5,6] rozdélit na slozky:

e trendovou,

cyklickou,
e sezonni,

rezidualni.
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Trendova slozka (Tr;) udava hlavni a dlouhodoby smér vyvoje. Odrazi tedy dlouhodobé
zmény v primérném chovani casové fady. Pokud je fada s nulovym trendem, tedy bez trendu
(stacionarni fada), kdy hodnoty ukazatele kolisaji kolem urcité konstantni tirovn¢. Trend miize
byt dale rostouci ¢i klesajici a odklony od trendu mohou mit formu skoku ¢i zlomi. Trend

muze dale pak vykazovat periodické ¢i nahodilé kolisani.

Podle publikace [1] periodické kolisani (oscilace, periodické fady) jsou pravidelné
(. nenahodné) vykyvy kolem hlavniho trendu. Vyznacuji se frekvenci ¢i délkou periody
a amplitudou. Podle délky periody jsou ¢asové fady rozliSovany dle kolisani na:

e sezonni - Speriodou jeden rok, tj. vykyvy uvnitf roku v urcitych mésicich
a étvrtletich (napt. prodej sezonnich typt vyrobk),

e cyklické - s periodou vice let, napt. (vykyvy populace chroustt (perioda 4 roky)),

e kratkodobé - s periodou kratsi nez jeden rok (vykyvy ve dnech (napf. Spicky
Vv doprave)).

Sezénni slozka (S;) vyjadiuje pravidelné kolisani okolo trendu v ramci kalendainiho roku.

Cyklicka slozka (C;) vyjadiuje kolisani okolo trendu, ve kterém faze rustu, poklesu

a periody se vytvareji za obdobi delsi jak jeden rok s nepravidelnym charakterem.

Nahodna sloZka (rezidualni &) ma nesystematicky charakter. Jedna se 0 nepravidelné

vykyvy okolo trendu, které vznikaji v disledku ndhodnych ¢i neptedvidatelnych vlivi.

Klasickd dekompozi¢ni analyza Casové fady piedpoklada, Ze hodnota y; se da rozlozit na

soucet slozek casové fady nebo na jejich nasobek (aditivni, multiplikativni).

Aditivni model slozek, jehoZ piedpokladem je, Ze jednotlivé slozky jsou uvazovany ve svych
absolutnich hodnotach a jsou v mérnych jednotkach své plivodni fady zapsany dle vztahu

(10):
y,=Tr, +C, +S, +¢ (10)
kde: Tr je trendova slozka;
Ct je cyklicka slozka;
St je sezonni slozka;
&t Je nahodna slozka.

Multiplikativni model predpoklada, ze v absolutni hodnoté je pouze trendova slozka, jez je

zapsan dle vztahu (11):
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y,=Tr, xC, xS, xg, (12)
kde: Tr; je trendova slozka;
Ct je cyklicka slozka;
St je sezonni slozka;

& je néhodna slozka.

1.5. Vyrovnani (o¢i$téni) CR

Petr [7] uvadi dva druhy ocisténi ¢asové fady, a to o€isténi dle kalendainich dnt, kde

vypocet je dan vztahem (12):
=, (12)

kde: y; je hodnota ocistovaného ukazatele v pfislusném dil¢im obdobi roku t;

ki je pocet kalendainich dni v pfislusném dil¢i obdobi;
k_t je pramérny pocet kalendainich dni v dil¢im obdobi roku.
Ocisténi Casové fady dle pracovnich dnt, je ddno vztahem (13):

Y = yt%:’ (13)

kde: y; je hodnota oc¢ist'ovaného ukazatele v pfislusném dil¢im obdobi roku t;

Pt je pocet pracovnich dni v ptislusném dil¢i obdobi;
E je pramérny pocet dni ve stejném obdobi.
Vyrovnani CR je podle publikace [1,3] mechanické (klouzavymi priméry) nebo vyrovnani

analytické (trendovou funkci).

Vztah (14) pracuje s prostym klouzavym pramérem, coz je klouzavy thrn pro p obdobi
déleny poctem obdobi (tedy p). Klouzavy primér je vynaSen do stfedu klouzavé c&ésti

sledovanych p obdobi, tedy dle vztahu (14):

yt — yt—m + yt—m+1 +..+ yt +...+ yt+m—1 + yt+m ’ (14)
2m+1

kde: 2m+1=p je pocet obdobi (délka klouzavého priméru);
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t je interval.

Je-li p sudé cislo, tj. p = 2m pouzivaji se centrované klouzavé priméry. Centrovany
klouzavy pramér se pak pocita jako primér ze dvou sousednich klouzavych praméru, dle

vztahu (15):

y _ yt—m + 2yt—m+l +..t 2yt +..t 2yt+m—l + yt+m (15)

! 4m

kde: 2m+1=p je pocet obdobi (délka klouzavého priméru);
t je interval.

Hodnota je vynaSena na konec obdobi t. Prvni klouzavy pramér je pocitan ke konci obdobi

m-+1, posledni k obdobi n-m.

Volba hodnoty p, tedy délky klouzavého priméru, nam udava velikost vyhlazeni, tedy ¢im
vys$si hodnota p, tim je vétsi vyhlazeni, ale také roste pocet nevyrovnanych hodnot na zacatku

a konci fady. U periodickych fad je voleno p tak, aby se rovnalo periodé.
Trendové funkce

Zasadni vyhodou analytického vyrovnani oproti klouzavym primériim je vyrovnani celé

fady a pouziti vysledného matematického vztahu k prognéze budoucich hodnot [1].

Nejprve si vyjadiime konstantni trend, jehoz hodnoty jsou k ¢asové proménné

t(t=1,...,T.) konstantni, dle vztahu (16):
Yt = ﬂm (16)
kde: fo je parametr.

Odhad parametru By se provede pomoci metody nejmensich Ctverci tak, aby trendova
funkce co nejlépe zachytila co nejvice ze systematické ¢asti a rezidua méla charakter bilého

Sumu.
Linearni regresi (linearni funkci) zapiseme, dle vztahu (17):
Y, =, + it a7
kde: Sy 1 jsou parametry;
t je sledovana proménna.

Kvadratickd funkce se pouziva, pokud prvni diference rostou ¢i klesaji a druhé kolisaji

kolem prumérné druhé diference, kde funkce je zapsana dle vztahu (18):
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Yo =5+ Bt+ ﬁ1t21 (18)
kde: o B1 jsou parametry;
t je sledovana proménna.

Exponencialni funkce se pouziva tehdy, pokud fetézové indexy kolisaji kolem

geometrického primeéru, kde funkce je zapsana dle vztahu (19):
Y, =af, (19)
kde: a, § jsou parametry;
t je sledovana proménna prot=1, ...,T, (8 > 0).

Prestoze je exponencialni funkce nelinearni v parametrech, odhaduji se jeji parametry

metodou nejmensich ¢tvercti, ale az po linearizaci zlogaritmovanim.

Posledni trendovou funkci, kterd zde bude zminéna, je funkce logistickd, zapsand dle

vztahu (20):

/4

g (20)

kde: a, 8, y jsou parametry;

t je sledovana proménna prot=1, ...,T, (8> 0, y > 0).
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2. FOURIEROVA ANALYZA

Abychom mohli pfistoupit k Fourierové transformaci, je nejprve tieba vysvétlit pojmy,
které jsou pevné s transformaci spjaté a ze kterych transformace vychazi. Proto bude nejprve
nutné definovat pojmy jako trigonometricka fada a z ni vychazejici Fourierova fada. Dale
konvergence téchto fad a Fouriertiv integral. Jako posledni ¢ast bude definovana diskrétni
Fourierova transformace (DFT) a algoritmus vypoctu, tzv. rychla Fourierova transformace
(FFT).

2.1. Trigonometricka rada

Podle publikace [8] definujeme trigonometrickou fadu ve tvaru vztahu (21):

SAO+XAO), (21)

kde: Ao(60) = ao:
An(0) = a, cos nd + by sin nd pro (n > 0).

Takova fada bude nazyvana T. Casteénym souétem fady T (souétem n-tého stupné) je

vyraz dle vztahu (22):
5.(0) =2 A 0)+ 2 A0) 22)

kde: Ao(6) = ao:
An(6) = ay cos nmé + by, sin mé pro (m > 0).

Koeficienty a, (am) @ by (bm) jsou pro n (m) > 1. Nyni budou definovany koeficienty a,a by
pro ostatni celé hodnoty n takto, dle vztahu (23):

a,=a,(n>0),b,=0,b, =—b,(n>0), (23)
kde: an, by, jsou koeficienty.

Vztah (24) definuje ¢isla ¢, jako:
1 .
C, zz(an _Ibn)1 (24)

kde: an, by, jsou koeficienty.

Pak koeficienty a,a b, jsou tedy jsou zapsany dle vztahu (25):

20



a,=(c,+c,),b, =i(c,—c_,), (25)
kde: an, by, jsou koeficienty;
Cn je hodnota.

Jsou-li naopak dany hodnoty c,, mtzou byt koeficienty a, a b, definovany vztahem (26):
5,(0)=c, + > {(c, +c_, Jeosmo+i(c, +c_, )sinmof.=>"c e™, (26)
1 -n

kde: s,(0) je castecny soucet;
Cmje hodnota.

Nyni mize byt T(6) definovana jako fada dle vztahu (27):

S 6, (0).= Y™, 27)

kde: c, je hodnota;

e"? je exponencialni funkce.

Vztah (21) bude nazyvan jako realna trigonometricka fada a vztah (27) jako komplexni

trigonometrickd fada, kde toto rozdéleni je déno obsahovanim exponencialni funkce

v ptislusné fad€. Trigonometrické fady chapeme zcela formalné, tudiz nic se neptedpoklada

0 jejich konvergenci pro viechna 6 nebo pro néktera 6. Radu dle vztahu (27) vsak chapeme

jako jistou limitni formu ¢aste¢ného souctu dle vztahu (26). [8]

2.2. Fourierovy rady

Nasledujici ¢ast kapitoly bude vychazet zejména z publikace [9] a doplitkové také z publikaci
[10,11].

Fourierovou fadou k dané funkci X (komplexni) periodické s periodou P, P > 0, lze

rozumét jako nekonec¢nou fadu dle vztahu (28):

k2t

(0= e . (28)

kde: cy je koeficient;
™" je ortogonalni funkce pro t (-oo < t < o0).

Pro koeficient ¢, pfedchoziho vztahu plati vztah (29):
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1 p —jk2at
C, =5 j x(t)e P dt, (29)

0

kde: x(t) je funkce;

e7*"F je ortogonalni funkce prok =0, + 1, +2,... .

jk2at

Fourierova tfada je rozvojem na soustavé ortogonalnich funkci e » ,k=0,+ 1, +2,...,

pro které plati vztah (30):

P jk2at ji2at s
Ie PeP dtz{O’Lk’ (30)
0

kde: e'jkz”’/Pje ortogonalni funkce prok=0,+1,+2,... .

Vzhledem ktomu, ze koeficienty Cy jsou uréeny hodnotami funkce X Vv intervalu

periodicity <O, P), miZe byt Fourierova fadu sestrojena i k funkci, ktera periodicka neni. Tato

funkce vSak musi byt definovana na intervalu <0, P), nebo takova funkce, pro kterou plati Xo(t)

=0,t>P, t<0. Nyni uz jen staci periodizovat Xo tim, ze z ni bude vytvofena periodicka

funkci jednoduchym piedpisem dle vztahu (31):
X(t) = X, (t—vP), (31)
kde: te (VP,(v+1)P);

v=0,+1,+2,...

Koeficienty Cy Ize potom vyjadiit pro k=0, + 1, £ 2,... vztahem (32):

—jk2at to+P —jk2nt

15 “lken 1
Ckzg}[xo(t)e P dt:B tj x(te P dt, (32)

kde: x(t) je funkce;
™" je ortogonalni funkce prok =0, = 1,£2,... .
to je libovolné.

Ekvivalentni zapisy Fourierovy fady jsou uvedeny v nasledujicich rovnicich pro piipady

realné funkce x vztahy (33-36):

St)y=a, + i[ak cos(szﬂt] +b, sin(szﬂtﬂ, (33)
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P

a, = %jx(t)dt, (34)

0

27 k27t

a =5 ! X(t) cos(Tjdt, (35)
2% . (kont

b, = 5 ! x(t)sm(T)dt, (36)

kde: ay, ax, bk, jsou koeficienty prok=0, 1, 2,... .;
X(t) je funkce;
P je perioda.

Dalsi ekvivalentni zapisy Fourierovy fady jsou uvedeny v nasledujicich rovnicich pro

ptipady realné funkce x vztahy (37-39):

cO=A 3 Ao B, ) @)

Ao:ao’Ak= alf+bk2’ (38)

C0Sp, = 2% sing, = (39)
Dy A 21N 9 A ;

kde: ag, ax, by, jsou koeficienty prok=10,1,2,... .;
Ao, Ay, jsou koeficienty prok=0, 1, 2,... .;
@k je taze harmonickych slozek;
P je perioda.
Skutecnost, ze periodickou funkci lze vyjadfit Fourierovou fadou, nam dovoluje napf.
rovnice (37), kde kazdy realny periodicky prubéh né&jaké veli¢iny, lze vyjadiit jako
superpozici nekone¢né mnoha elementarnich priabéht kosinového tvaru, jejichz frekvence je

dana nasobky zakladni frekvence 1/P. Amplitudy téchto rozloZenych slozek jsou potom

koeficienty Ay a faze téchto slozek je .

V praxi je potom uloha urceni koeficientli Ay a fazi ¢x nazyvana harmonickou analyzou
a jednotlivé elementarni priabéhy Ax cos2ut/P + ¢) jsou harmonickymi slozkami
(harmonickymi). Veli¢ina Ay je amplitudou a ¢k fazi harmonické slozky. Velic¢ina Ci je pak

nazyvana jako komplexni amplitudou k-t¢ harmonické slozky.
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Harmonickou syntézou je potom nazyvan obraceny proces, pii kterém se ze zadanych fazi

a amplitud vytvaii vysledna funkce.

Koeficienty A¢ a ¢k nebo jejich grafické znazornéni je potom nazyvano, V zavislosti na

poradi k-t¢ harmonické slozky, spektrem signalu funkce X.

Kompletni vypocet ptikladu FR je uveden v piiloze C.

2.3. Dirichletovy podminky

Nyni bude poloZena otazka za jakych podminek, kladenych na funkci f(t), 1ze Fourierav
rozvoj sestrojit. Podle literatury [12,13] v analyze funkci redlné proménné se dokazuje, ze ve
Fourierovu ftadu lze rozvinout kazdou funkci redlné proménné, ktera vyhovuje tzv.

Dirichletovym podminkam.

Komplexni funkci f(t), teR je mozné psat ve tvaru f(z)=u(t)+i-v(t), kde i je imaginarni
jednotka a u(t), v(t) jsou realné funkce realné proménné t. Potom, pokud vyhovuji realné
funkce u, v Dirichletovym podminkam v realném oboru, mize byt vytvoren Fouriertv rozvoj

i komplexni funkce f(t). [12]

Funkce f(t) splnuje Dirichletovy podminky na zadaném intervalu, pokud plati dle [13]:

1. f(t) je periodicka nebo periodicky rozsifitelna funkce (funkce, kterou lze ze zadaného
intervalu rozsifit prostym opakovanim jejiho pribéhu na celou ¢iselnou osu),

2. na zadaném intervalu (jedné period¢€) je funkce f(t) alespon po ¢astech spojita, tj. ma pouze
kone¢ny pocet bodl nespojitosti 1. Druhu,

3. na zadaném intervalu ma funkce koneény pocet extrémi (konstantni ¢asti funkce f(t) se
neuvazuji),

4. funkce f(t) je definovana v krajnich bodech intervalu (tj. nabyva v nich kone¢nych hodnot)
nebo existuji piislusné jednostranné limity funkce v téchto bodech.
., Necht funkce f (t) splituje uvedené Dirichletovy podminky a necht existuje stejnomérné

konvergentni rozvoj této funkce na periode P ve tvaru (28), pak koeficienty tohoto rozvoje

budou Fourierovy koeficienty dle vztahu (29).

2.4. Konvergence Fourierovy rady

Prace [14] pojednava o tom, ze pokud mluvime o konvergenci funk¢ni fady v bodé¢, pak se
vlastné jedna o konvergenci &iselné fady. FR je fada funkéni, pak tedy dosazenim konkrétni
hodnoty tx za proménnou t se dostane fada Ciselna. Teorie fad fika, Ze Ciselna fada Za,

n=1,...,0 je konvergentni, existuje-li vlastni limita posloupnosti ¢aste¢nych souctl této fady.
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Tuto limitu povazujeme za soucet puvodni fady a fikame, Ze fada je konvergentni a existuje

jeji Cauchytv soucet.

Obdobny problém vznika pii nalezeni souétu FR v bodech nespojitosti. Z teorie funk&nich
fad plyne, ze muze existovat napiiklad konvergence v priméru, kdy sice neexistuje limita
posloupnosti ¢asteCnych souctu v bod¢, ale existuji naptiklad dveé limity, jejichz aritmeticky
prumér povazujeme za vysledek. Ptirozené vznika otazka zobecnéni pojmu soucet fady. Nize
budou nastinény metody sumace fad, dle publikace [14], které budou mit vlastnosti:
regularnost, linearnost.

e Metoda sumace je regularni, spliuje-li podminku, kde ma-li fada

Xay, n=1,...,00 Cauchytv soucet S, pak i zobecnény soucet této fady musi byt rovny S.

e Necht fada Zap, n=1,...,00 ma Cauchyuv soucet S, a fada Zb,, n=1,...,00 ma Cauchyiv

soucet Sp. Metoda sumace je linearni, plati-li pro zobecnény soucet fady vztah (40):

o0

> (a, +b,)=S,+S,. (40)
n=1
kde: an, bn, jsou koeficienty;
Sa, Sp, jsou Cauchyovy soucty.
Klasicky (Cauchyiiv) soucet iad je definovan jako limita posloupnosti ¢astecnych souctl
fady. Necht Sp=Zay, k=1,...,n je castecny soulet fady, pak soucet fady je dan vztahem (41):

def

S=1lims,, (41)

n—oo
kde: S, je ¢asteny soucet fady.

Soucet fady ve smyslu Cesara a Fejera je definovan jako limita posloupnosti aritmetickych

praméra z ¢astecnych souctd fady dle vztahu (42):

def n
RN MES of (42)

N n e NG
kde: S, je ¢asteény soucet fady;
n je pocet ¢astecnych soucta.
Abelovy-Poissonovy soucty

Necht je fada Za,x", n=1,...,00 konvergentni na Xe(0,1) a necht’
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3 lim S(x)=S <o, (43)

x—1_
kde: Sje soucet fady.

Pak fikame, Ze fada ZanX", n=1,...,0 je konvergentni v bodé x=1 a jeji soudet se rovna
pravé této limité. Jinymi slovy pro x=1 dostaneme ciselnou fadu Xa,, n=lI,...,00, kterd je

konvergentni a jeji soucet bude S. [14]

Dle publikace [16] rozliSujeme dvé kritéria bodové konvergence a jedno Kkritérium

konvergence stejnomeérné.
1. Kritérium bodové konvergence FR

Je-1i periodicka funkce f se zakladni periodou T po ¢astech hladka (funkce f je po ¢astech
hladka, jestlize je po &astech spojita spolu se svou derivaci f )na intervalu periodicity
(a,a + T),a € R potom FR funkce f je konvergentni na R a pro jeji souctovou funkci
S plati:
®  Sy(x) — s(x) = f{x) v kazdém bod¢ X, ve kterém je funkce f spojita,
o Sy(x) — s(x) = (1/2)*[f(x+) + f{x-)] v kazdém bode X nespojitosti nejvyse prvniho
druhu funkce f.

2. Kritérium bodové konvergence FR

Necht' periodickd funkce f se zakladni periodou T spliiuje na intervalu periodicity
(a,a + T), € R Dirichtelovy podminky, potom FR funkce f je konvergentni na R a pro
jeji souctovou funkcei s plati:
®  Sy(x) — s(x) = f{x) v kazdém bod¢ X, ve kterém je funkce f spojita,
o Sp(x) — s(x) = (1/2)*[f(x+) + f(x-)] v kazdém bode X nespojitosti nejvyse prvniho
druhu funkce f.

Kritérium stejnomérné konvergence FR

Je-li periodicka funkce f se zakladni periodou T spojita na intervalu periodicity
(a,a+T),a €R, a ma-li f na tomto intervalu derivaci f, potom FR funkce f je

stejnomeérné konvergentni na R K funkci f, tedy pro jeji souctovou funkci S plati, ze
R
S, =>5s aVvVx € R:s(x) = f(x).

Jelikoz FR konverguje k pivodni funkci skoro ve viech bodech ve smyslu Cesara, bude
dochazet v bodech nespojitosti pii aproximaci FR k ,prekmitu® piiblizné 9% od velikosti

,»skoku* na kazdou stranu. Tento jev se oznacuje jako Gibbsuv jev. [13]

26



Na obrazku 1 je mozné vidét Gibbstv jev, jenz je pomyslnou ,,Achillovou patou‘
aproximace Fourierovou fadou. Necht je dana funkce S nespojitosti f(x) = x pro x € (—1,1)
a FR vypo¢itanou pro k = 1 (Eervené), k = 9 (zelend) a k = 100 (Serng). Dulezité je tedy to, co
se d&je v bodech nespojitosti, kde jak 1ze vidét nize, dochéazi k prekmitu. I kdyby pocet
harmonickych (k) byl zvySovan az do nekonecna, bude se pouze zmensovat Siika prekmitu

v Case, ale amplituda se bude ¢im dal vice blizit 9 procentnimu piekmitu od zadané funkce

f(X).

Gibbslv jev

T T T

Obrazek 1 - Grafické zobrazeni Gibbsova jevu

Zdroj: viastni zpracovani

V priloze je umistén zdrojovy kod pro MATLAB R2010b s nazvem Gibbs.m.

2.5. Fourieriv integral

V predeslych podkapitolach byly rozebrany podminky, které umoznovaly rozvinout funkci
f do Fourierovy (trigonometrické) fady, kde nutnou podminkou byla periodicita funkce f.
Pokud funkce periodicka neni, lze ji za ur¢itych podminek vyjadiit pomoci Fourierova
integralu, ktery je mozné si predstavit jako limitni piipad Fourierovy fady funkce, jejiz

perioda roste nade vSechny meze. [10]
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Podle publikace [18] lze neperiodickou funkci definovanou pro teR, ktera je absolutné
integrovatelnd, chéapat jako mezni piipad funkce periodické pro T—>o. Lze ocekavat, ze
VvV tomto piipadé Fourierova fada piejde ve Fourierv integral. Nasledujici odvozeni neni zcela
matematicky ptesné, jde predevsim o pochopeni vztahu mezi Fourierovou fadou a dvojnym
Fourierovym integralem a to jak pro FourierGv integral v realném tvaru tak i pro Fourieriv

integral v komplexnim tvaru.
Odvozeni vyslednych vztahl je mozné nalézt v literatufe [10,18], ze které jsou pievzaty
I nasledujici kone¢né vztahy fourierovych integralti.
2.5.1. Fourieriyv integral v komplexnim tvaru

Necht' pro periodickou funkci f(t) existuje konvergentni Fourierova fada, kterou

v komplexnim oboru zapiSeme ve tvaru vztahu (28), resp. vztahu (29).

Aby nedoslo ke kolizi ve znaceni, bude zaménéna v poslednim integralu, tedy vztahu (29),
proménna t za X , tj. t=x na intervalu [a-P,a+P]. Pokud bude postupovano dle jednotlivych
krokd odvozeni, dojde se k vyslednému vztahu (44), ktery vyjadiuje tzv. dvojny Fourieriv

integral v komplexnim tvaru:
~ 1 +00 +00 tolt—x)
f(t)= - jw de £ f (x)e™)dx, (44)

kde: @, =2nn/T (@ je thlova frekvence);
f(x) je funkce;
ein27r(t—X)/T

je ortogonalni funkce.

Podminky konvergence Fourierova integralu jsou takové, Ze funkce f(t) je absolutné
integrovatelna pro teR, tj. existuje konvergentni integral f (t): _“ f (t)|a’t, funkce je po

Castech spojita a ma po Castech spojitou derivaci f'(t). Potom lze vztah (47) ptepsat presnéji:

it —iax
Z%e J;f(x)e o %[f(t+)+ f(t_)} v bodech nespojitosti.

L [ f(t), v bodech spojitosti
[ }da) - (45)

kde: an =2nn/T (w je thlova frekvence);

f(x) je funkce;
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., Necht funkce f(t), teR spliiuje vyse uvedené podminky, pak dvojny Fourieritv integral
V komplexnim tvaru je definovan vztahem (51).“ [18]

2.5.2. Fourieriv integral v realném tvaru

Necht’ funkce f (t) je funkce realna. Ve vztahu (44), ktery je platny pro vSechna t, v némz
f(t) a f'(t) jsou spojité. Po oddé€leni imaginarni, readlné ¢asti a aplikaci prislusnych kroku
vedoucich k odvozeni, je ziskan dvojny Fourieruv integral v realném tvaru (Fourierdv

integral), ktery vypada nasledovné:

t):iT dx'[cos (t—x)) jdcoj x)cos(e(t — x))dx, (46)

kde: w je tihlova frekvence;
f(x) je funkce;

cos(e(t —x)) je suda funkce proménné .

2.6. Fourierova transformace

Fourierova transformace je zakladnim ndastrojem pro zpracovani signdlu. Dovoluje
vzajemné jednoznaény prevod signali z/do Casové reprezentace f(t) do/z frekvenéni

reprezentace F(f). FT umoziuje tedy analyzovat frekvenéni obsah (spektrum) signalu. [19]

Obrazek 2 zachycuje vztahy mezi Casovou a frekvenéni reprezentaci.

Amplituda

Obrazek 2 - Amplitudo - frekven¢ni diagram
Zdroj: [23]
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Podle Bryjové [20] fyzikalni procesy a signaly mizeme studovat v ¢asové doméné, kde
jsou reprezentovany obecné komplexni funkci (signalem) s(t) vyjadiujici zavislost néjaké
veli¢iny na Case, pfi¢emz t miiZe reprezentovat i jinou nez casovou soutradnici (mize se jednat
o délku napt.). Signaly a fyzikalni procesy mizeme téz studovat ve frekvencni doméné¢, kde
jsou reprezentovany obecné komplexni funkci s(f) vyjadiujici, jak je signal poskladan ze sint
a kosind. Analogicky f mlze reprezentovat i jinou nez ¢asovou frekvenci (typicky délkovou

frekvenci).

Holcik [21] definuje frekvenéni spektrum signalu jako rozlozeni amplitud a pocate¢nich

fazi harmonickych slozek, ze kterych se signal sklada v zavislosti na frekvenci.

Nasledujici vztahy, ¢i jejich odvozeni vychazi z literatury [18]. Bude-li oznacen vnitini
integral jako funkce S(w) proménna weR a bude-li navracen pivodni zapis proménné t, pak
muze byt integral zapsan dle vztahu (47):

S(w)= [ f(tle *dt, (47)
kde: @, =21k/P (@ je thlova frekvence);
f(t) je funkce;

" je ortogonalni funkce.

Zapis Fourierova integralu zjednodusi, dle vztahu (48):

(0)=- [S(oe do, (48)

kde: an =27k/T (w je Ghlova frekvence);
S(w) je funkce;
e”7”" je ortogonalni funkce.
Zpravidla se vSak pouziva misto S(w) funkce F(iw), ktera je definovana na imaginarni ose.

Necht’ funkce f(t) je absolutné integrovatelna a f(t), f'(t) jsou po Castech spojité v R, pak

funkce bude zapsana ve vztahu (49):

F(iw)= Tf (t)edt, (49)

—o0

kde: an =27k/T (w je thlova frekvence);
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f(t) je funkce;

e7”" je ortogonalni funkce.

Vztah (49) bude nazyvan jako komplexni Fourieriv obraz funkce f. Funkce f(t) je tedy
origindlem (pfedmétem).

Zobrazeni, které predmétu f(t), teR, pfifazuje Fourieriv obraz F(iw) dle vztahu (49)
nazyvame Fourierovou transformaci a zna¢ime ji F. Tedy obraz F=F{f}=Ff. Fourieriv
obraz F(iw) se nazyva téz spektralni funkce nebo spektrdlni hustota originalu
f a charakterizuje spojité spektrum funkce f(t), teR:

e hodnota |F(iw)| tvoti amplitudovou spektralni hustotu,

o ¢=arg F(iw) (resp. —arg F(iw)) je fazova spektralni hustota, ¢ €[-m,x].

Za podminky, Ze existuje konvergentni dvojny Fourieriv integrél, je zpétnd Fourierova

transformace realizovana vztahem (50):
l +00 - s
t(t)=—= [Fliokdo, (50)
2r 2

kde: an =27k/T (w je Ghlova frekvence);
F(iw) je funkce;
e7“" je ortogonalni funkce.

Zpétnou Fourierova transformace je znaena F', potom original f=F'{F}. P¥i porovnani
vztahli pro pfimou a pro zpétnou Fourierovu transformaci je vidét, ze se 1isi nasobnou
konstantou, kterd nemd vliv na konvergenci integralu. Déle se 1i§i znaménkem v exponentu

jadra transformace. Bude-li definovan vztah pro FourierGv obraz vztahem (51):
. 1 +00 .
S(w)=F(iw)=—— | f(t)e'“dt, 51
(@)= o)== [ 1k )

kde: an =21k/T (w je thlova frekvence);
f(t) je funkce;
e7“" je ortogonalni funkce.

Pro zpétnou transformaci plati vztah (52):

+00

f(t):% [Fliwk™do, (52)

—00
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kde: an =27k/T (@ je uhlova frekvence);

F(iw) je funkce;

e”7”" je ortogonalni funkce.

Je zfejmé, Ze u téchto vySe uvedenych vzorci existuje symetrie mezi origindlem a jeho
obrazem: je-li S(w)=F(iw) obraz funkce f (t), pak funkce f(-w) je Fourierova transformace
S ().

Posledni vztah lze vyjadtit vzorcem, ktery budeme nazyvat FT v realnem tvaru (53):

f(t)=

Alw)cos[at — p(w)|do, (53)

O =y 8

kde: A(w) je amplituda ( A(w)=+/a*(w)+b*(@));
b(w)

o) je faze (p(o)=arctan o) —argF(iw), o(w)e(-z+7)).
@
S ¢im je vSak potifeba u FT pocitat, je relace neurcitosti, ktera vyjadiuje vztah mezi
trvanim signalu a frekvenci zkoumaného signalu. Relace tikd, Ze presnd znalost frekvence

a jeji Casova lokalizace jsou vzajemné neslucitelné pozadavky. [20]

Je-li ur¢eno spektrum pro cely, dostate¢né dlouho trvajici signal, bude obdrzeno maximum
informace o obsaZzenych frekvencich, ale nebude ziskana Zadna informace o tom, kdy se tyto
frekvence vyskytly. Aplikaci kratkodobé FT (STFT), bude ziskana informace o lokalizaci, ale

ztratime informace o frekvenci. [20]

Z takovychto zavéri plyne to, Ze FT (Fourierova spektralni analyza) je vhodna pro
stacionarni signaly, jejichz charakter je Casov€ invariantni. Pro nestacionarni signaly je

vhodné pouzit metody waveletové (vinkove) analyzy.

Zakladni vlastnosti, které FT nabyva, pfi zméné reprezentaci jsou uvedeny v tabulce (1),
kde malym pismenem f je chapana Casova reprezentace a velkym pismenem F znacena

zpravidla reprezentaci frekvencni.
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Tabulka 1 - Vlastnosti FT

Vlastnosti f(t) F(§)
Linearita afi(t) +bf2(t) | a F1(§) + bFa(§)
Dualita F(t) F(=9)

Konvoluce (f x9)(t) F(&)G(8)
Soudin f(t)g(t) (F*G)(&)

Casovy posun f(t—1o) e~2mito F(¢)
Frekven&ni posun 2™t £ (1) F(&— &)
Derivace a7(t) 2mit F(€)
Nasobenf ¢ tf(t) SAL S
Zména méritka &asu flat) ﬁF (£/a)

Zdroj: [21]
2.7. Diskrétni Fourierova transformace (DFT)

DFT je transformace kone¢nych posloupnosti komplexnich nebo redlnych cisel. Jejim
vysledkem je opét konecna posloupnost obecné komplexnich ¢isel. DFT zobrazuje konecnou

posloupnost ¢isel opét na koneénou posloupnost ¢isel. [9]

V piipadé pocitacového zpracovani neni k dispozici spojita funkce, ale jen jeji hodnoty
v diskrétnich vzorkovacich okamzicich. Z téchto divodu se definuje diskrétni Fourierova

transformace, jejiz vstupy a vystupy jsou posloupnostmi hodnot, tedy diskretizovany signal.

V této kapitole jsou vypsany pouze findlni vztahy, bez zevrubngj$iho matematického
popisu (vlastnosti apod.). Bliz§i matematicky popis a Sir§i obeznameni se s DFT muze
ptipadny ¢tenaf nacerpat z publikace [9,24].

Nasledné definice pfimé i zpétné DFT jsou prevzaty z publikace [9].
Piima diskrétni Fourierova transformace

Je-lix,i=0,1,2,...,N-1, posloupnost N koneénych komplexnich ¢isel, pak jeji ptima
diskrétni Fourierova transformace je dana posloupnosti hodnot Xy, ktera je vyjadiena vztahem
(54):
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mzzygTT, (54)

kde: Xy je obraz posloupnosti x;;
k=0,1,....N-1.
Zpétna diskrétni Fourierova transformace

Je-li X, k=0,1,2,...,N-1, posloupnost N kone¢nych komplexnich ¢isel, pak jeji zpétna

diskrétni Fourierova transformace je dana posloupnost N ¢isel vyjadiena vztahem (55):

1 N -1 jik2z
Xi :—Zxke N y (55)
N

kde:i=0,1,...N-1;
Xk je obraz posloupnosti X;.
Podkapitoly niZe rozebiraji problematiku vzorkovéani a vzniku aliasu, pfi diskretizovani
rady.
2.7.1. Sampling

Sapmling tedy vzorkovani, je proces ¢asové disktretizace, tj. uréeni hodnoty signalu s(t)
v diskrétnich (ekvidistantnich) ¢asovych intervalech, viz obrazek (3). Je mozné provést

I diskretizace hodnot, tj. reprezentovat je vhodnym datovym typem (desetinna ¢isla). [20]

s(1)
A
L
: 1
1 | ! ! 514
8 1: 82 Sg 1 : 14
So | oS3 §7 1 Sol !
q L - I - L L — L -
- 54 : S5 : S61 10, S13 f
A L l
Obriazek 3 - Vzorkovani analogového signalu s(t)
Zdroj:[20]

Casova odlehlost sousednich vzorkii A se nazyva vzorkovaci interval. Jeji pfevracend

hodnota /= I /A se nazyva vzorkovaci frekvence.
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Diskretizuje-li se signal vzorkovacim intervalem A, hraje kli¢ovou roli Nyquistova kriticka

frekvence dle vztahu (56):
f == f y 56
: (56)

kde: f je vzorkovaci frekvence.

Ma-li signal s(t) vzorkovany frekvenci f s omezenou $itku pasma s max. frekvenci frax

a plati-li Shannonova podminka, mize byt podle Bryjové [20] psan vztah (57):

fax < f, nebo f >2f ., (57)

kde: f. je polovina vzorkovaci frekvence.

Je-li vzorkovaci frekvence vétsi nez dvojnasobek maximalni frekvence obsazené v signalu,
pak je signdl pln€ uren svymi vzorky. V pfipadé, Ze signdl nema omezenou $itku pasma nebo

fx =2, nastava tzv. alias.

2.7.2.  Aliasing

Aliasing je jev, ke kterému muze dochézet v situacich, kdy se spojitd informace prevadi na
diskrétni. Slovo aliasing znamenajici v CeStiné falSovani (resp. chyba vzorkovanim) piesné
vystihuje jev, ke kterému dojde pii nedodrzeni Shannonova teorému. Dtvod, pro¢ k tomuto
jevu dochazi je to, ze samplovaci frekvence pivodniho signalu je pfili$ nizka a tyto frekvence
se prekryvaji. Aby pii samplovani nedochézelo k aliasingu, musi byt vzorkovaci frekvence
rovna minimalné dvojnasobku nejvyssi frekvence obsazené ve vzorkovaném signéalu - tzv.

Shannonuv teorém.

s(1)
A

So

Obrazek 4 - Vznik aliasu
Zdroj: [20]
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2.8. Kratkodoba Fourierova transformace (STFT)

STFT funguje na principu, ze ze signalu se vzdy vybere uréity tsek kolem ¢asového
okamziku tn . Ten se rovna vynasobeni signalu s obdélnikovym oknem o velikosti 1. Toto
vynasobeni odpovidd konvoluci jejich spekter ve frekvencni oblasti. Takto vznikaji useky
signalu o stejné délce, které jsou posunuty vzdy o t. Useky se, jako sloupcové vektory, zasadi
do matice. Na kazdy sloupec se aplikuje FFT. Tim jsou ziskana frekvenéni spektra kolem

postupné se ménicich tn. [22]

STFT je mozné zapsat vztahem (58):

STFT(n,w) = i g, (M) x ix(n+k+m)hN (k)e (58)

m=—w k=—c0
kde: @ je kmitocet;

g, ahy jsou symetricka okna s N a M nenulovymi vzorky.

FFT

\

\‘ t1 tz2 t3 t4 /""

r N

Obrazek 5 - Princip vypoctu STFT
Zdroj: [22]

Nasobeni signalu obdélnikovym oknem zajistuje nejlepsi rozliseni frekvenci spektra
signalu, pokud se v ném vyskytuje pouze jedna nebo dvé blizké frekvencni komponenty.
Pokud je v signalu vice komponent, muze se stat, ze zaniknou ve spektru vzniklém konvoluci
obdélnikového okna a signalu. Pro DFT totiz ostry piechod na okrajich okna piedstavuje
nahlou zménu a dochazi proto k zaneseni chyby do oblasti vysokych kmitoé¢ti. Pro tyto ucely

se misto obdélnikového okna pouzivaji rizné¢ druhy jinych oken (Blackmanovo,
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Hanningovo,...), jez zdlraznuji stfed tseku a potlacuji jeho okraje. Jednim z nich je
Hammingovo okno. Jeho spektrum totiz neobsahuje vyssi kmitocty, jako je tomu u spektra
obdélnikového okna, a ponechava ptitom odpovidajici frekvencni rozliseni. Aby nebyla
ztracena informace z potlacenych okraju useku, musi se jednotlivé useky piekryvat. Piiklad

Hammingova okna: W(x) = 0.5 (1-cos (2nx/N)), kde N je pocet vzorka v okng. [25]

Na obrazku 6 jsou zobrazena jednotlivd okna pouzivand u STFT. V levé Casti je Casova
doména (reprezentace) a v Casti pravé potom frekvencni doména (reprezentace). Okna jsou

zobrazena v poradi: obdélnikové, Blackman-Harrisovo, Hammingovo, Hannovo.

Roctangle Window Rectangls Window's Transform

10 o

075 20

0§} —0

5 q —60
0.25 |

-80

o —100

-1 =05 0 0.5 1
Bleckman-Harrvis Window Rlaclenan-Harvis Window's
{4-term, -95 4B) {d-term ,-98 iB)

: e §
0.s ~40
E % —60

> ‘,_‘,-n/ L
-80
]
-1 -0.3 oS :

—100 an e fi \fl ANRAA .,

0
Hamming Window Hamming Window's Transform
o = 25/46 o o = 25/46
1
0.5 m
0.25 / \_\ :z Wmm Twwnmm
] L T b *
-1 -In; ] 0.5 i 10 H
m'r Cosins Windeu) - 9
1 0
075 -®
0.5 -] :z
=™ Moy,
)
-1 -05 0 0.5 1 -1 rN

Obrazek 6 - Jednotliva okna pouzivana u STFT
Zdroj: [22]
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STFT se bézné wuziva jako nejjednodussi zpusob casové-frekvenéni transformace.
Univerzélnost této transformace je jeji nejvétsi vyhodou. Bez blizs$i znalosti samotného
signalu pomuze udélat si predstavu o tom, jaké frekvencni slozky signal obsahuje. Na druhou
stranu ma 1 jednu nevyhodu. Je nutné feSit kompromis mezi Casovym a frekvencnim
rozliSenim. Kritickd je délka useku, na kterém se provadi FFT. Pokud bude délka pftili§ mala,
bude Spatné frekvencni rozliSeni a nebudou zaznamenany nizkofrekvencni slozky s periodou
delsi, nez je délka tuseku. Naopak pokud se bude pocitat s vétsSimi tseky, nebudou

zaznamenany rychlé zmény v case.

2.9. Rychla Fourierova transformace (FFT)

Rychla Fourierova transformace (FFT) je algoritmus vypoc¢tu DFT, ktery umoziuje snizit
pocet provadénych dilich vypodtii a tim cely vypodet znaéné zrychlit. Uspora asu je zv1asts
zietelnd u velkého poctu vzorkl. Pro dosazeni optimélniho ¢asu vypoctu se méteny usek déli
na pocet stejnych usekt, jejichz pocet je roven pravé mocniné 2. Vysledkem transformace
bude pocet harmonickych, ktery je polovinou poctu vzorkll. Ziskané spektrum bude
obsahovat nultou harmonickou (stejnosmérnou slozku), frekvence prvni harmonické bude
ptevracenou hodnotou transformovaného intervalu a frekvence dalSich harmonickych budou

celistvymi nasobky zéakladni harmonické az do frekvence N/2T. [26]

Pfi numerickém vypoctu koeficientli Fourierovy tfady se pocitaly slozky jako soucet
jednotlivych vzorkl, vyndsobenych sinem nebo kosinem pfislusného thlu. V grafické metodée

se toto nasobeni nahradilo natocenim usecky o délce vzorku do sméru pfislusného uhlu. [27]

o | EREEEEEEIIry
G, N 2 N VvV ¢ &€ R 01
G, N2>V €« N>V € g2
Gs 1 | NN € 2 Vv R > 03
T BT B N N NI NI
Gs NK >R VYV A2 &€ N Js
Gs M E NV >N E NV D g
Gy AR € VvV N> 2 97

Obrazek 7 - Ctvercova matice pro N = 8
Zdroj: [27]

Pro nazornost je pouzita ¢tvercova matice pro 8 vzorkl. V matici je nazorné vidét, ze Sipka

se v nultém fadku neotaci, v prvnim fadku se otoCi jednou, v druhém dvakrat a ve tfetim
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tfikrat, a to smérem doprava. V fadku sedmém se otoci jednou, v Sestém dvakrat a v patém
tiikrat, ale smérem doleva. Vysledky této transformace se proto znazoriuji jako symetrické
spektrum, ve kterém jsou frekvence slozek Gs az G; vyneseny na zdporné ose. Proto se
oznacuji jako "zaporné frekvence". Jestlize dojde k oznaceni svislé osy jako realné, je vidét,
ze Sipky odpovidajicich kladnych a zapornych frekvenci ptedstavuji vzdy komplexné
sdruzena c¢isla, kterd po seCteni daji realny vysledek, totiz harmonicky pribéh s ptislusnou
frekvenci, ale s dvojnasobnou amplitudou. Tak vznikne obvykle zobrazované jednostranné

spektrum, které ma pii daném poctu vzorka polovi¢ni pocet frekvenénich slozek. [26]

Kdyby se provad¢l vypocet matice standardnim zptisobem, musely by byt vzorky go az
g7 v kazdém tadku vynasobeny vzorky piislusnymi komplexnimi ¢isly. Celkem by se jednalo
0 provedeni 64 komplexnich nasobeni. Algoritmus FFT redukuje potfebny pocet komplexnich
nasobeni postupnym ndsobenim dil¢imi uhly a slu¢ovanim vysledkl. Jednotlivé bloky
pfestavuji operaci, pii které se operand, vstupujici do levé ¢asti k vysledku pouze pficita,
operand, vstupujici do pravé ¢asti se nejprve vynasobi komplexnim cCislem s vyznacenym
uhlem a pak se pricte k vysledku. Operace jsou seskupeny do skupin po dvou, které pouzivaji

vzdy dvé vstupni hodnoty a vytvoti dvé vysledné hodnoty. [26]

V naznacené struktute vypoctu tzv. "motylek" (obrazek 8). Timto zplisobem se sniZi pocet
komplexnich nasobeni z N? na N.logoN. V uvedeném ptipadé se misto 64 operaci
komplexniho nasobeni provadi pouze 24 operaci. Pfi vétSim poctu vzorkd je uspora

vypocetniho vykonu vyrazngjsi.

Xﬂ (}0 Fi)
o—— =0, o
X, G, \ / F,
o— DFT o
F,

w

! — -
N N/2 - \\/ /

o— DFT
N/2

Obrazek 8 - Fourierova transformace pro N = 8
Zdroj: [27]
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3. KEPSTRALNI ANALYZA

Kepstralni analyza (KA) je technika nelinearniho zpracovani signalu, ktera se pouziva
nejcastéji ve zpracovani feci a homomorfnim filtrovani. [29]. Pojednava o analyze kepstra,
které chapeme jako zpétnou Fourierovu transformaci logaritmu Fourierova obrazu vstupniho
signalu x(t). Castym vyuzitim kepstralni analyzy je stanoveni zakladniho hlasivkového tonu

a klasifikace fe€i na zn¢lé a neznélé segmenty. [28]

Aby nedoslo ke zmateni pii pouzivanych pojmech, Bogert [30] ptedstavil ve své publikaci

nasledujici parafraze:

e Frequency (frekvence) ..... quefrency (quefrence),
e Spectrum (spektrum)  ..... cepstrum(kepstrum),

e Phase (faze) @ ..... saphe,

e Amplitude (amplituda) ..... gamnitude,

e Filtering (filtrovani)  ..... liftering,

e Harmonic (harmonicka) ..... rahmonic,

e Period (perioda) ..... repiod.

V nasledujici ¢asti jsou definovany pojmy realného a komplexniho kepstra, kde realné

kepstrum definujeme podle Anguera [31] vztahem (59):

C, [n]=%fﬂ Iog‘X(ej‘”)ejW”dw, (59)

kde: X (e!) oznaduje FT x.

U realného kepstra je amplituda realna a nezaporna. Komplexni kepstrum je vyjadieno

vztahem (60):

x[n]= %fﬂ Iog‘X (e')eMdew = %fﬁ [Iog‘X (e"“’)‘ + jarg( X (e J'““))}e"“"‘da), (60)

kde: X (e!) oznaduje FT X;
arg() reprezentuje fazi.

Nazyvame ho komplexni, protoze pouziva komplexni logaritmus. Ve skutecnosti,

komplexni kepstrum realného potadi je tak realné.

Srozumitelng&jsi popis vypoctu realného kepstra dava vztah (61):
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¢, [n]=Re{IFFT (log|FFT (x(t))}, (61)
kde: c, [n] je redlnou slozkou IFFT (inverzni FT), logaritmu z hodnoty FT vzorku signalu X(t).

V piipadech kdy frekvencni spektrum je velmi slozité a nepichledné usporadané, coz
pfitézuje pfi jejich vyhodnoceni. Proto je nutné aplikovat na spektrum dalsi analyticky proces,
jakoby by frekvencni spektrum bylo pivodnim signalem. Proces je KA a ziskané vykonové
kepstrum je definovano jako vykonové spektrum logaritmu vykonového spektra. Vedle
vykonového kepstra se definuje také komplexni kepstrum. Kepstralni analyza dava obraz
0 periodicité frekven¢niho spektra analyzovaného signalu to znamena napi., bude-li toto
frekvenéni spektrum periodické se vzdalenosti harmonickych 100 Hz, objevi se v kepstrum
vyrazné maximum na frekvenci 10 ms a pfipadna dal$i periodicka maxima v zavislosti na
tvaru pribéhu frekvenéniho spektra. Tento névrat do ¢asové domény, obdobny autokorelaci
umoziiuje mimo jiné odliSeni periodickych a neperiodickych slozek v signalu, detekci

superponovanych odrazi a uréeni jejich zpozdéni. [32, 33]

Liftraci (liftering) ozna¢ujeme vahovanim kepstra Hannigovym okénkem, tak aby byly
vyssi slozky potlaceny. Takto vdhované kepstrum se podrobi Fourierové transformaci a ziska
se liftrované spektrum, které oproti ptivodnimu frekvencnimu spektru mé vyhlazeny prabch
s vyraznymi frekvenénimi maximy. Casovy vyvoj liftrovaného spektra je potom prehledngjsi
a zfetelnéjsi, cehoz se s vyhodou pouziva jak pii analyze feci, tak pii zkoumani signald
Vv realném kontextu. [32, 33]

Jesté je potieba dodat, Ze ve spektrech je vodorovna osa tvofena frekvenci [Hz], u kepstra
quefrenci, coz jiz bylo fe¢eno vyse. Dilezité vSak je to, Ze nezméni pouze poradi prvnich Ctyt
pismen, ale také to, Ze dojde ke zméné jednotky a to na cas [s]. Svislou osu tvoii opét

logaritmus vykonové spektralni hustoty.

Kepstra tedy piedstavuji néstroj ke zjiSténi pfitomnosti skupin harmonickych slozek ve
vykonové spektralni hustotd periodického ‘a kvaziperiodického *signalu. [35]
Protoze je realnd funkce logaritmu FFT suda, proto také funkce kepstra je sudd, coz

znamena ze budeme opét znézoriiovat jenom polovinu prabehu.

Pro lepsi pochopeni vystupu kesptralni analyzy, bude uveden ptiklad z publikace [35], kde
je priklad kepstra hluku pfevodového agregatu pii otaCkach vstupni hiidele 2199 za minutu.

! periodické signaly jsou sloZeny z harmonickych signald o frekvencich, které jsou celistvym nasobkem jedné
zakladni frekvence. [36]

2 kvaziperiodické signaly — jsou sloZeny z harmonickych signélii o frekvencich, které jsou ndsobky nejméné
dvou zakladnich frekvenci a sou¢asné jsou v poméru ur¢eném iraciondlnim ¢islem. [36]
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Ve spektru jsou vyznacené izolované slozky, které jsou kepstru umistény hned ze zacatku
ptibehu. Jsou samoziejmé uvedeny Casovém méfitku, prevracenou hodnotou znich tedy
muzeme dostat inkriminované frekvence, zvyraznéné ve spektru. Déle je mozné pozorovat to,
7e neni potieba aby bylo keptsrum piili§ dlouhé, protoze Zadné dalsi vyznamné piky dalé
neobsahuje. Ptipadné piky pro nas znamenaji prevracené hodnoty frekvence. Kepstrum
vykazuje také vysokou citlivost na zménu signalu. Obecné tedy je mozné fici, ze prvni

(a nasledné) vyznamné, polaritou kladné, slozky v kepstrech odpovidaji zakladni frekvenci

periodickéch signald.
Spectrun 4.0 Cepstrun
1E- 588 Hz 1136 0 Mzizanz
™~ d 1136
1656
588
D frequency [Hz1 3200 [n) quefrency [s51] D.01

Obrazek 9 - Priklad spektra a kepstra hluku pfevodového agregatu
Zdroj: [35]
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4. BOXOVA-JENKINSOVA METODOLOGIE

V Boxové-Jenkinsové metodologii 1ze modelovat pouze stacionarni Casové tady, resp.
takové fady, které mohou byt pfevedeny na stacionarni. [37]

Rozeznavame stacionaritu silnou (striktni) a slabou (kovarian¢ni stacionaritu). [38]

¢ni funkce odava informaci o sile linearni zavislosti mezi veli¢inami
Autokorelaéni funkce (ACF) pod fi le 1 lost 1
Y, Yo Korelace mezi nahodnymi veli¢inami y, a y, v8ak miiZze byt zptsobena jejich korelaci

s velicinamiy, | Y, , - ¥y ypq- [37]

Vybérova autokorelacni funkce pn konkrétni ¢asové fady Xi, Xz, ..., X, se pro Cas t spocita

dle [40] ze vztahu (62):

(Y =YX —Y)
Pn = =l T — ) (62)
Z(yt - Y)2

kde: y; .7 je hodnota sledované CR;
T je pocet pozorovani sledované CR;
h je zpozdéni,h=1,2, ..., T-1.
Parcialni autokorelacni funkce (PACF) podava informaci o korelaci veli¢in y, a y,,

o€isténou o vliv veli¢in lezicich mezi nimi. Parcialni autokorelaci se zpozdénim K, vyjadiuje

parcialni regresni koeficient ¢, v autoregresi k-tého fadu.[37]. VeSkera bliz8i odvozeni je

mozné Cerpat z publikace [41].

4.1. Stacionarni procesy

Nyni bude nésledovat strucny vypis staciondrnich procest jako AR, MA, ARMA,
ARIMA a SARIMA, vcetné identifikace téchto procesti pro dal§i zpracovani. Zapis téchto
procesi bude velice stru¢ny a bude vychazet prevazné =z publikace [6,37], okrajové
z publikace [5]. Ptipadny ¢tenaf necht’ je odkazan na pravé uvedené literatury, kde je mozné

ziskat komplexni popisy téchto procest.

4.1.1. Proces AR(1)

Autoregresni proces prvniho fadu lze zapsat vztahem (63) jako:
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e =0Vt 8, (63)

kde: at je proces bilého Sumu (proces s nulovou stfedni hodnotou, konstantnim rozptylem

a nulovou ACF a PACF),
@ je parametr;
Yt je sledovana veli¢ina.
Nebo vztahem (64) jako:
(1-9By,=a, (64)
kde: at je proces bilého Sumu,
@ je parametr;
yi je sledovana veli¢ina;
B je operétor zpétného posunuti, pro ktery plati By, = Yij Jestlize |p,| (parametr) < 1,
je tento proces stacionarni.
4.1.2. Proces AR(2)
Autoregresni proces druhého fadu lze zapsat ve formé vztahu (65):
Vi~ Y T PV T R, (65)
kde: at je proces bilého Sumu,
@ je parametr;
Yt je sledovana veli€ina.

Nebo také vztahem (66) jako:
2
(1-9B-9B)y=a, (66)
kde: at je proces bilého Sumu,

@ je parametr;
Y; je sledovana veli€ina;

B je operator zpétného posunuti.
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2
Aby byl proces AR(2) stacionarni, musi kofeny polynomialni rovnice (1 - 9B - ¢,B) =0

lezet vné jednotkového kruhu.

4.1.3. Proces MA(1)

Proces klouzavych priméri prvniho fadu ma formu zapsanou vztahem (67):

Y, =a-0a,, (67)
kde: at je proces bilého Sumu,
6 je parametr.
Nebo také vztahem (68):
y,=(1-0B)a, (68)

kde: at je proces bilého Sumu;
0 je parametr;
B je operator zpétného posunuti.

Tento proces je stacionarni, aby byl invertibilni, tzn., aby jej bylo mozné ptepsat do

konvergujiciho procesu AR(0), musi platit |0, | < 1.

4.1.4. Proces MA(2)

Proces klouzavych primért druhého fadu ma podobu vztahu (69):

Y= a-0a, -0, (69)
kde: at je proces bilého Sumu;

6 je parametr.
Lze jej zapsat také ve formé vztahu (70):
2

y=(>1-6B-6B)a (70)

kde: at je proces bilého Sumu,

6 je parametr;

B je operator zpétného posunuti.
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Tento proces je stacionarni, aby byl invertibilni, musi kofeny polynomialni rovnice (1 -

2
6,B - 6,B ) =0 lezet vn¢ jednotkového kruhu.

4.15. Proces ARMA
Proces ARMA(p,q) Ize zapsat vztahem (71) jako:
Y= @Y T Tt ?Yrp +a,- Hlat PR eqat_q, (71)
kde: at je proces bilého Sumu,
@, 0 jsou parametry;
Yt je sledovana veli¢ina;
B je operator zpétného posunuti.
Nebo také vztahem (72) jako:
¢,(B)y, = 6,(B)a, (72)
kde: at je proces bilého Sumu,
6 je parametr;

B je operator zpétného posunuti;

p
(pp(B) =1-¢9B-..- (ppB ;

q
a0,B)=1-0B-..-0B .

Proces ARMA(p,q) je stacionarni, lezi-li kofeny polynomialni rovnice (pp(B) =0 vné
jednotkového kruhu a invertibilni, lezi-li kofeny polynomidlni rovnice Gq(B) = 0 vné

jednotkového kruhu.

4.1.6. Procesy ARIMA

Vykazuje-li po transformaci integrovaného procesu pomoci diference d-tého fadu vysledny
proces takové autokorelace a parcialni autokorelace, Ze jej 1ze vyjadfit ve formé stacionarniho
a invertibilniho modelu ARMA(p,q). Tento ptivodni integrovany proces je vyjadien ve formé
vztahu (73):

0,B)L-B)Y,= 0,B)a, ©
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kde: at je proces bilého Sumu,
6 je parametr;
B je operator zpétného posunuti.
Vztah (73) se nazyva autoregresni integrovany proces klouzavych praméra fadu p, d, q
a oznacuje se jako ARIMA(p,d,q).
4.1.7. Procesy SARIMA

Ptredpokladejme, ze proces obsahuje oba typy zavislosti. Zavislost uvniti period je

zachycena modelem ARIMA pomoci vztahu (74):

0,(B)(L-B)Y,= 0,8, (74)
kde: bt je proces obsahujici pouze sezonni zavislosti;
0 je parametr;
B je operator zpétného posunuti.

Proces {b,} miZze byt popsan modelem, resp. vztahem (75):

S s D S
D.(B)(1-B) b,=0,(B)a, (75)
kde: a je proces bilého Sumu;

O je parametr;

B je operator zpétného posunuti.;

Ps

S S
o, B)=1-0B-..-®B ;

Qs

S S
O,B)=1-08 -..-0B

S
Prostfednictvim ¢lenu (1 - B) se konstruuji sezonni diference. Jestlize se procesy (74)

a (75) spoji, ziska se proces dle vztahu (76):
S d s D S
4B )p,(B)(L-B) (L-B) Y, = 6,B)0,(B )a, (76)
kde: at je proces bilého Sumu;
O, 0 jsou parametry;

B je operator zpétného posunuti.
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Vztah (76) je oznaCovéan jako SARIMA(p,d,q)(P,D,Q),, kde p je tad procesu AR, ¢ fad

procesu MA, d fad prosté diference, P fad sezonniho procesu AR, Q fad sezoénniho procesu
MA, D tad sezonni diference a s je délka sezonni periody. Podminky stacionarity

a invertibility u sezénni ¢asti jsou obdobné jako u ¢asti nesezonni.

4.2. ldentifikace modelu

Opét jako v predchozi ¢asti, bude tato podkapitola vychazet z literatury [6, 37]. Jednou
uloha spo¢iva v rozhodnuti, jaky typ modelu vybrat. Jde o nelehkou Cinnost, jez je podle
autorti pfislusnych publikaci, v mnoha piipadech zavisla na citu a zkuSenosti analytika.
Identifikace je pfitom pouze prvni fazi konstrukce modelti, nebot’ identifikovany model je

tieba jesté overit. Nasledujici tii body se tykaji identifikace modelu.

1. Nejprve je potieba prozkoumat graf ¢asové fady. V mnoha pfipadech je mozné na prvni
pohled rozpoznat pfitomnost trendu. V této fazi jde predevSim o subjektivni zhodnoceni
situace. Nicméné, jiz na zakladé tohoto zhodnoceni je mozné stacionarizovat casovou
fadu. Pfipadné lze provést jiné upravy jako je linearizace Casové fady. Jedna se
o stabilizaci z hlediska rozptylu pomoci logaritmické transformace. Tento typ
transformace je vSak vhodné provadét pied vlastnim diferencovanim casové fady.

Dtvodem je skute€nost, Ze diferencovanim je mozné ziskat 1 zaporné hodnoty.

2. Dalsim krokem je vypocet odhadii ACF a PACF ptivodni casové fady. Na jejich zaklad¢ je
mozné potvrdit, Ze Casovou fadu je tfeba stacionarizovat (v ptipad¢, ze hodnoty vybérové
ACF a PACF v prvnim zpozdéni jsou velmi blizké jedné a ostatni hodnoty vybérové ACF

klesaji pomalu).

3. Po stacionarizaci ¢asové fady se pouziji vybérové ACF a PACF pro identifikaci modelt
AR a MA (nalezeni hodnot p a q). Tato identifikace je zaloZena na principu podobnosti

vybérovych ACF a PACEF s teoretickymi ACF a PACF.

Ovéfeni modelu je mozné provést nékolika zpasoby, napt. aplikaci Akaikova

informacniho kritéria nebo ovétenim rezidui vybraného modelu.
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5. APLIKACE METOD NA CASOVE RADY

Tato kapitola obsahuje aplikace vy$e zminénych metod na celkem &tyii CR. Nejprve jsou
zpracovany dvé generované CR. Tyto CR budou nazyvany jako signaly. Oba tyto signaly jsou
periodické, avsak s riznymi parametry. Diky zménam téchto parametrii bude mozné sledovat
chovani metod na modelovych piikladech, coz by meélo pozdé€ji pomoci pfi interpretaci

vysledkti metod (FT a KA) aplikovanych na skute¢né ¢asové rady.

Dalsi dvé CR jsou tvofeny jiz pomoci realnych dat. Prvni z téchto CR je index CPI
(Customer Price Index - index spotiebitelskych cen), ktery patti mezi nejdilezitéjsi indikatory
cenového vyvoje. Reprezentativnim zpilisobem méfi v casovém vyvoji relativni zmény
koneénych spotiebitelskych cen zbozi a sluzeb placenych obyvatelstvem. [39] Druha CR je
tvofena daty, ktera interpretuji naméfené hodnoty pfizemniho ozonu v centru Los Angeles

v letech 1955-1971.

Vsechny nasledujici vystupy jsou vytvofeny v prostiedi MATLAB R2010, R2012a. Cast

kodu potiebnych k vytvoreni téchto vystupu, je uvedena v piiloze B této prace.

51. CR& 1

Prvni signal, na ktery budeme aplikovat metody FT a KA je periodicky signal, ktery je
tvofen souctem dvou kosinovych signali s riznou délkou periody a velikosti amplitudy,
konkrétné tedy:

e Y1 =cos (2*n*t*fy),
e Y2=0,5c0s (2*m*t*f,),
e Y3=Yl+Y2
Hodnoty jednotlivych frekvenci jsou f; = 0,2 Hz a f, = 0,5 Hz. Casovy vektor t je uréen

vzorkovaci frekvenci 8 Hz pti délce 256 vzorkii.

Na obrazku 10 je v horni ¢asti umistén vysledny signal Y3, ktery je tvofen souctem signala
Y1aY2. Vdolni ¢asti obrazku jsou potom umistény pribéhy zminovanych signalti Y1 a Y2.
Pocet vzorkt, ktery byl sniman frekvenci 8 Hz je 256, coZ tvofi zaklad ¢asové osy, ktera je

tedy dlouhd 32 s.
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Soucet generovanych signalt Y1 a Y2
2 T T T T T T

Amplituda

0 5 10 15 20 25 30
Cas (s)

1 0.5
= "

=

Amlituda
o
Amlituda
o

Obriazek 10 - Prabéh CR ¢. 1

Zdroj: viastni zpracovani

Obrazek 11 znazoriuje vystup signalu Y3 po aplikaci aparatu FT, konkrétné FFT. Vystup
Y3 je zndzornén v horni Casti obrazku. Je tfeba zminit, Ze zde dochazi ke zméné Casové
domény na frekvencni, proto osa x se zméni na frekvenci v Hz. Osa y je potom pieménéna
z amplitudy na magnitude (rozsah), uvadény v dB. Jak je z prubéhu FT patrné, jsou zde
obsaZeny dva vrcholy (piky), které reprezentuji frekvence obsazené v jednotlivych signalech.

Vrcholy jsou tedy v bodech odpovidajici frekvenci 0,2 a 0,5 Hz.

Dva obrazky v dolni ¢asti obrazku 11 potom znazoriiuji redlnou a imaginarni ¢ast FT.
Z prubéht je patrné, ze vystupy jsou symetrické dle stfedu, proto zobrazujeme v hornim

prubéhu jenom polovinu redlné ¢asti FT. Imaginarni ¢ast neptinasi pozadovanou informaci.
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Fourierova transformace signalu (Y3)

ft(Y3)|

100 Frekvence = 0.2

80

60

Rozsah (dB)

0 0.5 1 1.6 2 25 3 35 4
Frekvence (Hz)

Realna ¢ast FT signalu (Y3) Imaginarni ¢ast FT signalu (Y3)

100 100

50

Rozsah (dB)
o
[
Rozsah (dB)
¥

0 100 200 0 100 200
Vzorky (n) Vzorky (n)

Obrazek 11 - FT CR¢&. 1

Zdroj: vlastni zpracovani

Obrazek 12 zobrazuje spektrogram, tedy ¢asové-frekvenéni dimenzi dohromady. Vystup je
dan na zakladé metody STFT, tedy kratkodobé Fourierovy transformaci, ktera nejprve, jak jiz
bylo zminéno Vv kapitole 2.8, ,,vyhladi* signal aplikaci okna (Hammingova) o délce 128
s posunem 8. Nasledn¢ je provedena opét FFT a vysledek je zobrazen tak, Ze na ose x je ¢as
(s) a osa y piedstavuje frekvenci (Hz). Casti obsahujici jasngjsi barvu potom znadi vyskyt

frekvenci. Z obrazki je tedy patrné, Ze intenzivné zbarvené ¢asti jsou opéet kolem 0,2 a 0,5 Hz.
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Spektrogram

1.5

Frekvence (Hz)

0.5 %
e —————————————————

0

0 5 10 15 20 25 30
Cas (s)

Obrazek 12 - Spektrogram CR ¢. 1
Zdroj: vlastni zpracovani
Obrazek 13 potom zobrazuje opét STFT, ale ve 3D, kdy kromé frekvenéné - casové

zavislosti je vidét i zavislost na amplitudé vystupu. Oznaceni amplituda ma zde spiSe

charakter velikosti, protoze se vétSinou nepopisuje osa z. Kazdopadné je opét velmi dobie
zietelny vrchol v 0,2 a 0,5 Hz.
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3D Spektrogram

amplituda

frekvence (Hz)

Obriazek 13 - 3D Spektrogram CR ¢&. 1

Zdroj: vlastni zpracovani

Obrazek 14 zobrazuje autokorelacni funkci (ACF) pro signaly Y1 a Y2. Z prab¢hu je
mozné snadno odecist délku periody pro jednotlivé signaly. Délku zpozdéni (Lag), je mozné
si predstavit jako jednotlivé vzorky. Jestlize tedy zname vzorkovaci frekvenci a pocet vzorki
daného signalu, je mozné urcit 1 dobu periody z délky zpozdéni. Ta pro Y1 €ini 40 a pro Y2

16. Prepocitané hodnoty potom pro Y1 znaci délku periody 5 s a pro Y2 délku periody 2s.

Obrazek 15 znazoriuje prubéhy ACF a PACF signalu Y3. Z pribéhu ACF je patrné, ze se

jedné o periodicky signal vykazujici dve periody s rtiznou délkou (konkrétné 41 a 37 Lagt).
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Hodnoty autokorelace
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Posledni obrazek pro CR &. 1 zobrazuje vystup z aplikace kepstralni analyzy na feSenou
casovou fadu. Tento obrazek je rozdélen do 3 ¢asti, kde dole je umisténa realnd a komplexni
cast kepstra .V horni ¢asti obrdzku je potom realnd cast kepstra, a to pouze prvni polovina.
Duvod pro¢, je vysvétlen v kapitole 3 o kepstralni analyze. Aplikace této metody na
sledovanou CR &. 1 nedava zadnou konkrétni informaci. Pfi¢innou je jednak relativng §patna

interpretovatelnost této metody a za druhé je to ddno charakterem zkoumané CR.
Dochazi zde vSak opét ke zméné znaceni, osu X popisuje quefrency (s) a osu y gamnitude

(dB).

Kepstralni analyza (realné kepstrum)
08 T T T T T T T

Gamnitude (dB)

Quefrence (s)

Realné kepstrum) Komplexni kepstrum)
1 15
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2 05 2
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: | S 05
= =
E 0 =
@© © 0
O O
-0.5 : : : -05 : : :
0 10 20 30 0 10 20 30
Quefrence (s) Quefrence (s)

Obrizek 16 - Kepstralni analyza pro CR ¢. 1

Zdroj: vlastni zpracovani
52. CR¢.2

Druhy signal, na ktery budeme aplikovat metody FT a KA je také periodicky signal. Tento
signal je vSak tvofen souctem tifech kosinovych signalt s riznou délkou periody a velikosti
amplitudy. Kde je k souctu dvou signalt, pficitan signal tieti vzdy se zpozdénim, konkrétné
tedy:

o Y1 =cos (2*n*t*f)),
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e Y2 =cos (2*n*t*f,),
o Y4 =cos (2*n*t*fy),
e Y5=Y1+Y2,
e Y6=Y1+Y2+Y4
Vysledny signal Y3 vznikne tak, Ze signdl Y5 je nahrazen kazdych 128 ms signalem Y6
(délky 128 ms).
Hodnoty jednotlivych frekvenci jsou f; = 10 Hz, f,= 30 Hz a f; = 50 Hz. Casovy vektor t je
urcen vzorkovaci frekvenci 1000 Hz pii délce 512 vzorkii. Dany pocet vzorkl pii vzorkovaci

frekvenci odpovida potom délce ¢asové osy 512 ms.

Na obrazku 17 je potom v horni ¢asti umistén vysledny signal Y3 a v dolni ¢asti jsou tii

dil¢i signaly Y1, Y2 a Y4.

Soucet generovanych signalt Y1,Y2 a Y4
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Obrazek 17 - Pribeh CR ¢. 2
Zdroj: vlastni zpracovani

Obrazek 19 znazoriuje vystup z FT zkoumaného signdlu Y3. Horni ¢ast predstavuje
realnou cast FT, kde jsou jasné patrné tii frekvence. Tyto frekvence maji hodnoty 10, 20 a 50

Hz. V dolni ¢asti jsou opét uvedeny ob¢ ¢asti spektra (realné a imaginarni).
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Fourierova transformace signalu (Y3)
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Obrazek 18 - FT CR &. 2

Zdroj: viastni zpracovani

Spektrogram pro sledovany signal Y3 je zobrazen na obrazku 19 nize. Vyraznéjsi barevné

¢asti znamenaji vyskyt hledanych frekvenci. Ze spektrogramu je patrné i to, Ze nejvyssi

frekvence 50 Hz je pfiddvana postupné se zpozdénim. BohuZel neni mozné piesné

identifikovat hodnotu tohoto zpozdéni, coz je ddno podstatou této metody.
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Spektrogram
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Obrazek 19 - Spektrogram pro CR ¢. 2

Zdroj: viastni zpracovani

Obrazek 20 znazornuje 3D vystup z STFT. Je zde zietelngji vidét, ze dveé nizsi frekvence
(10 a 30 Hz) jsou viditelné po celou dobu sledovaného pribéhu a vyssi frekvence 50 Hz je
»davkovana® s urcitym zpozdénim. Opét vSak neni moZné piesné fici, kdy dochézi k ptirtstku

vyssi frekvence do pribehu.
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3D Spektrogram

amplituda

100 O

frekvence (Hz)
Obrazek 20 - 3D Spektrogram pro CR ¢&. 2
Zdroj: vlastni zpracovani
Obrazky 21 znazoriuje prabéhy ACF pro Y1, Y2 a Y4 pro hodnotu zpozdéni 120.
Z prib&hu se da opét velice snadno odedist délka periody, jak jiz bylo uéinéno u CR &. 1.

Obrézek 22 pak zobrazuje pribéh ACF a PACF sledovaného signalu Y3. Z pribéhu ACF
je patrné, Ze nalezeni jednotlivych period uZ neni tak snadné a jednoznaéné jako tomu bylo

uCR¢. 1.
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Autokorelacéni funkce
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Obrazek 21 - ACF pro Y1, Y2a Y4
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Poslednim vystupem CR &. 2 je obrazek 23 ukazujici vystup KA. Je rozdélen na dvé ¢asti

popisujici redlné kepstrum a komplexni kepstrum. V redlném kepstru se hledaji prvni

vyznamné kladné piky, které odpovidaji pfevracenym hodnotam frekvenci obsazenych ve

sledovaném pribé¢hy. Tyto frekvence byly v pritbéhu nalezeny a jsou vyznaceny Sipkami,

které rovnou ukazuji hodnotu jejich frekvence.

Co dale KA ukazala je to, ze v komplexnim kepstru je mozné sledovat tii piky, které

odpovidaji ptfesné¢ hodnotdm zmény sledovaného pribéhu. Protoze u KA osa x odpovida

¢asové doméng¢, je mozné piesné fici, kdy doslo ke zménam v prubéhu signalu. V grafu jsou

potom pomoci Sipek ukazany vrcholové body k nim pfifazené hodnoty na casové ose.
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Obrizek 23 - Kepstréalni analyza CR &. 2
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Zdroj: viastni zpracovani

Dvé piedchozi ¢asové fady (CR 1 a 2) slouzily pro ukdzku funkénosti metod na CR

periodického charakteru, na kterych bylo mozné vidét charakter jejich vystupu. Na tyto

Casové fady nebyla aplikovana dekompozice, jelikoz se jednalo o generované signaly slouzici

pro demonstraci FT a KA. Jinak feceno, byla provadéna spektralni analyza casovych tad.
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53. CR&3
CR3¢. 3 piedstavuje CPI pro Australii. Data jsou méifena Ctvrtletné a jsou zaznamenavana
od roku 1948. Pro tucely analyzovani a ureni vhodného modelu dané casové fady, byla

zvolena data v rozmezi let 1972-1991. Jedna se tedy o 76 pozorovani po jednotlivych
kvartalech.

Na obrazku 24 je vidét prabéh Ctvrtletni prabéh CPI pro Australii.

CPI pro Australii
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Obrazek 24 - Prub&h CR &. 3

Zdroj: viastni zpracovani

Obrazek 25 zachycuje prubéh ACF a PACF pro dobu zpozdéni 20. Z prube¢hu ACF je

patrné, Ze linearné klesa, ¢imZ miizeme o fad€ prohlasit, Ze je nestacionarni.

3 Zdroj: http://www.rateinflation.com/consumer-price-index/australia-historical-cpi.php
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Obriazek 25 - ACF a PACF CR ¢&. 3

Zdroj: viastni zpracovani

Na obrazku 26 je vidét vypocet prvni diference indexu CPIL. Ta slouzi k odstranéni

nestacionarity fady, coz je jedna z podminek Boxovy-Jenkinsovy metodiky.
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Prvni diference indexu CPI
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Obriazek 26 - Prvni diference CR ¢&. 3

Zdroj: vlastni zpracovani

Po stacionarizaci fady opét zavedeme ACF a PACF a z jejiho prubéhu budeme moci
odecist hodnoty pro vhodny model. Je vidét, Ze aplikovanim prvni diference jsme skutecné
fadu stacionarizovali, ¢imZ nyni muzeme pfejit k indentifikaci modelu. Tim je model
ARIMA, jelikoz tato fada vykazuje trend a sezonni slozku nikoliv (odhadnuto na zékladé

obrazku 23).

Z pribéhu ACF a PACF na obrazku 27 je patrné, Ze prab¢h je shodny u obou do zpozdéni
2. Takovéto chovani odpovida (na zéklad€ subjektivniho posouzeni pribéhu) autoregresnimu

procesu druhého stupné, tedy AR (2).
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Autokorelaéni funkce
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Obrazek 27 - ACF a PACF CR ¢. 3 (diferencované)

Zdroj: viastni zpracovani

Nyni uz sta¢i jen ovéfit, zda u vypocteného modelu jsou rezidua nekorelovana a maji
normalni rozdéleni. K tomu nam pomuze obrazek 28, na kterém jsou vidét vlevo nahotfe ona
rezidua, vpravo potom Q-Q graf, ktery vyznacuje rozlozeni kvantilti rezidui okolo kvantil
normalniho rozdéleni, coz az na par hodnot na koncich fady odpovida. Pribéhy ACF a PACF
vypovidaji o tom, ze rezidua jsou skutecné¢ nekorelovana, ¢imz jsme ovéfili spravnost

aplikovaného modelu na CR.
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Rezidua Q-Q graf
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Obrazek 28 - Posouzeni rezidui modelu ARIMA

Zdroj: vlastni zpracovani

Masset [42] ve své praci aplikuje na realnou ekonomickou fadu prvni diferenci, ¢imz se
V podstaté¢ z linearniho pribchu stane pribéh vykazujici jistou periodicnost a nasledné
aplikuje statistické metody k vypoctu periodogramu (Yule-Walker a Burgova metoda).

Periodogram, stejn¢ jako FT, zobrazuje vyskyt jednotlivych frekvencnich slozek

zastoupenych v pribéhu. Proto, na zakladé této teze, se aplikovaly metody FT a KA na

diferencovanou ¢asovou fadu CPI Australie.

Obrazek 29 zobrazuje FT diferencované ¢asové fady €. 3. Z obrdzku je patrné, Ze spektrum
signalu je velmi nahodilé a ze se v ném nevyskytuje Zadnd dominantni frekvence, kterou by

bylo moZzné povazovat za vyznamnou.
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FT diferencovaného CPI
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Zdroj: vlastni zpracovani
Obrazek 30 =zobrazujici spektrogram casové ftady, dokazuje, Ze se skutené

v dlouhodobgjsim pribehu zadna vyraznéjsi frekvence neobjevuje, je vSak nutné podotknout,

ze ,,vyznamngjsi“ frekvence se vyskytuji maximaln€ do hodnoty 0,4 Hz.
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Spektrogram
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Obrizek 30 - Spektrogram CR ¢&. 3

Zdroj: viastni zpracovani

Obrazek 31, tedy spektrogram ve 3D zobrazeni, dava jest¢ lepsi pohled na celou situaci.
Ukazuje se, ze skutecné ,,vyznamngjs$i“ frekvence je objevuji pouze z pocatku (vzhledem
¢asové roving). Dale je potieba si uvédomit, Ze sledujeme pouze polovinu frekvencni ¢asti

(prvni 2 Hz), druhé je symetrickou kopii.

Posledni obrazek 32 pro CR &. 4 je vystup z KA. V levé &asti je zobrazena realna &ast

kepstra a v pravé ¢asti komplexni ¢ast kepstra.
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3D Spektrogram
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Zdroj: viastni zpracovani
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54. CR¢. 4
Casové fada ¢&. 4 se sklada z dat* tykajicich se mési¢ni koncentrace ptizemniho ozonu

Vv centru Los Angeles od ledna roku 1955 do prosince roku 1970. Celkovy pocet pozorovani je

192.

Nejprve jsou zobrazena data klasickym bodovym grafem s rovnymi spojnicemi. Je vidét,
ze se ve vizualizovanych datech objevuje néjaka periodickd slozka a je zde vidét i pokles

hodnot, tedy dlouhodoby trend.
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Obrazek 33 - Pribéh CR &. 4

Zdroj: viastni zpracovani

Obrazek 34 ukazuje prubéh ACF a PACF ze kterého je vidét, ze ACF osciluje s periodou
12 a pozvolna klesa, coz jednak poukazuje na vyskyt sezonni slozky a za druhé nam to fika,

zZe je fadu dale potteba stacionarizovat.

* Zdroj: http://robjhyndman.com/tsdldata/monthly/ozone.dat
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Obriazek 34 - ACF a PACF CR ¢. 4

Zdroj: vlastni zpracovani

Nyni tedy provedeme sezonni diferenci, ktera nas sice pfipravi o 12 pozorovani, ale fadu
by méla stacionarizovat. Obrazek 30 zobrazuje pribéhy ACF a PACF po sezénni diferenci,
kdy je stale jest¢ vidét vyznamnd hodnota v bod¢ 12, ale oscilace je jiz odstranéna. Na
zakladé téchto pribéhi se identifikovat vhodny model, stejné jako u predchozi CR. Je viak
potieba si uvédomit, Ze nyni nehleddme pouze nesezénni procesy AR a MA, ale také sezonni

procesy, jelikoz odhadovanym modelem je SARIMA.

PACF vykazuje vyznamnou hodnotu v bod¢ 12 a 24, kde je vidét pokles mezi t€émito
hodnotami. Hodnota 36 je takika nevyznamna. U ACF je vyznamna pouze hodnota 12, to
sméiuje k procesu SMA ((sezonni MA) 1). Naopak rychly pokles ACF u nizSich zpozdéni

a vyznamna hodnota u PACF ve zpoZzdéni 1 indukuje proces AR (1).
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Obrizek 35 - ACF a PACF po stacionarizaci CR ¢. 4

Zdroj: vlastni zpracovani

Spravnost modelu si opét oveéfime na vyslednych reziduich. Vystup pozorovany na Q-Q

grafu a ACF a PACF zndzornuje obrazek 36. Hodnota zpozdéni v bod€ 6 jesté stale trochu

pfevySuje mez, ale vzhledem ktomu, Ze naprosto minimaln€ a ostatni hodnoty jsou

v potradku, mizeme tuto odchylku ignorovat.
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Rezidua Q-Q graf
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Obrazek 36 - Posouzeni rezidui modelu SARIMA

Zdroj: vlastni zpracovani

Dal§im obrazek ukazuje vyslednou dekompozici CR na sezénni slozku, trend a sezénné
ocCisténou slozku. Jedna se o aditivni dekompozici, resp. byl dan ptfedpoklad, ze tada je

aditivni a na zaklad¢ toho, byla aplikovdna vhodna metoda.
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Zdroj: viastni zpracovani

Obrazek 38 zobrazuje FT CR &. 4. V horni &asti je Sipkou oznaéena vyznamna frekvence
1 Hz. Ta odpovida pii vzorkovaci frekvenci 12 Hz pravé jednomu cyklu jednoho roku.

Konkrétné se tedy jedna o sezénni slozku, ktera je zobrazena ve spektru.
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Fourierova transformace ozonu
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Zdroj: vlastni zpracovani

Na obrazku 39 je vidét spektrogram zkoumané CR. Zluta oblast, vyskytujici se v okoli
1 Hz, kterd je po celou sledovanou dobu vidét, je pravé ona sezonni slozka. Ze zacatku
Cervena oblast zna¢i vyskyt nizSich frekvenci, které jsou vidét i na obrazku 38. Vzhledem

k jejich velikosti ve vystupu FT (obrazek 38), byly vyhodnoceny jako nevyznamné.
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Spektrogram

Cas (rok)

Frekvence (Hz)

Obrazek 39 - Spektrogram CR ¢. 4

Zdroj: vlastni zpracovani

Obrazek 40 zobrazuje 3D zobrazeni spektrogramu. Jsou zde ze za¢atku patrné dva vrcholy,
aplikaci okna, byly vyhlazeny do podoby jedné ztetelngjsi frekvence. Druhy vrchol praveé

Vv 1 Hz znaci sezonni slozku CR ¢&. 4.

Obrazek 41 ukazuje vystup KA CR & 4. Vystup je rozdélen na dvé &asti, realnou ast
kepstra a komplexni ¢ast kepstra. V redlné cCasti je Sipkou zobrazen vrchol odpovidajici po
prepoétu frekvenci 1 Hz, ktery odpovida pravé sezonni slozce CR. Piestoze se zde vyskytuje
vice vrcholl v redlné ¢asti, neni pfili§ dobfe mozné pfifadit jim néjaky vyznam. Komplexni
&ast kepstra nema téz n&jaky vyznamny vrchol, ktery byl patrny v modelovém piikladu (CR

&. 2), aby bylo mozné hovofit o n&jaké dalsi skryté periodicité sledované CR.
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3D Spektrogram
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ZAVER

Cilem této prace bylo analyzovat Casové fady s pomoci Fourierovy transformace
a kepstralni analyzy. To bylo u€inéno na ¢tyfech Casovych fadach. Prvni dvé casové fadové
fady byly generované a slouzily k demonstraci metod Fourierovy transformace a kepstralni

analyza, ptfi znamych koeficientech téchto sledovanych tad. To ztoho divodu, aby bylo

mozné zpétné urcit, zda metody poskytuji pozadovany vysledek.

Fourierova transformace byla aplikovana ve formé diskrétni Fourierovy transformace
pocitané metodou rychlé Fourierovy transformace. Dale pak ve formé& spektrogramu ve 2D
a 3D zobrazeni. Ob¢ tyto zobrazeni vyuzivala Hammingova okna a ostatni parametry byly

nastavovany shodné, aby bylo mozné Iépe posoudit vystupy sledovanych ¢asovych fad.

Kepstralni analyza byla vzdy rozdélena na dvé ¢asti (realnou a komplexni), jelikoz pfi
testovani riznych parametrii nastaveni na generovanych ¢asovych tfadach, byly vysledky
hledanych frekvenci nejlépe zietelné v redlné casti. Naopak pii hledani vyskytu dalsi
periodicity ve zkoumané cCasové tad¢, byly nejlépe vysledky patrné v komplexni casti

kepstralni analyzy.

Druhé dvé ¢asové fady, na které se aplikovaly vyse zminéné metodiky, pochazely z oboru
ekonomického a environmentalniho. ProtoZe tyto fady pochazely z vySe zminénych obort,
byla na n¢ aplikovana Boxova-Jenkinsova metodologie za uc¢elem nalezeni vhodného modelu,
diky kterému by tyto ¢asové fady mohly byt dale modelovany pro predikci. Pro CR &. 3 to byl
model ARIMA a pro CR ¢. 4 to byl model SARIMA.

Aplikace metod Fourierovy transformace a kepstralni analyzy na CR at’ uz ekonomického,
¢i jiného charakteru (napf. finan¢niho) je vSak diskutabilni. Metody Fourierovy transformace
alespon naleznou ptipadnou frekvenci odpovidajici napf. sezonni slozce (viz. CR ¢&. 4), aviak
vystup kepstralni analyzy je relativné neptehledny, a tudiz tézko interpretovatelny. Divodem
muze byt jednak to, Ze asové fady tohoto charakteru jsou velmi kratké (resp. obsahuji nizky
pocet pozorovani). Dal§im diivodem mulZe byt samotny charakter takovychto ¢asovych fad,
zvlaste vezme-li se v potaz, ze metoda kepstralni analyza je dnes pfevazné vyuZzivana
u analyzy feCového signalu (kvaziperiodicky signal).

Ani vsak aplikace metod Fourierovy transformace neni tak dobrym feSenim, pfi zkoumani
takovychto Casovych tad, jelikoZz aby rozklad na jednotlivé frekvence byl ,,smysluplny®, je

potieba, aby vyznam jednotlivych frekvenci napii¢ sledovanym vzorkem, ztstal po celou

dobu stabilni. Jako Castecné feSeni se praveé jevi kratkodoba Fourierova transformace, ktera
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rozdéli sledovanou ¢asovou fadu do n¢kolika mensSich casti, které jsou nasledné zkoumany,
avsak vysledkem je kompromis mezi casovou a frekvencni doménou. Dle nastudovanych
publikaci se jevi asi jako nejlepsi feSeni, aplikace Waveletové analyzy, kterd poskytuje

kompletni rozklad bez kompromist (na rozdil od kratkodobé Fourierovy transformace).

Cile vyty¢ené vuvodu byly splnény, tj. aplikovani metod Fourierovy transformace

a kepstralni analyzy na casové fady.
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SEZNAM PRILOH

Ptiloha A Grafy ¢asovych fad
Ptiloha B  Ptilozené soubory
Piiloha C  Vypocet FR

Piiloha D DVD
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Priloha A — Grafy ¢asovych rad
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Obrizek A. 1 - Spojnicovy graf poétu registrovanych uchazeé¢i o zaméstnani v CR
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PRILOHA B - PfiloZené soubory

V této casti prilohy jsou umistény zdrojové kody jednotlivych m-fild, resp. m-fily pro
prvni generovany signal. Pro ostatni ¢asové fady jak generované tak i realné, bude uveden
pouze vypis pouzitych m-filti. Kompletni obsah kodua je samoziejmée dostupny na piilozeném

DVD.

Tabulka B.1 - Struktura pfilozenych m-filti

Generované CR Reélné CR
Nazev hl. souboru |signall.m signal2zm |CPl.m Ozon.m
Zdrojova data |generovand |generovana |CPl.mat Ozon.mat
Pouzity program MATLAB R2010b MATLAB R2012a
Souvisejici soubory |signal_f signal2_f  |fftl_f_cpi fftl f ozon
(pouZité funkce) |[fftl_f fft2_f keps_f_cpi keps_f_ozon
stft 3D stft f3D_2 |[stft f3D cpi |[stft f3D_ozon
stft_f2D stft_f2D stft_f2D_cpi [stft_f2D_ozon

auto f auto_f
keps_f keps_f 2

Zdroj: vlastni zpracovani

Gibbs.m

% symbolicky zapis
syms x k L n

$pritadi pro k hodnotu (integer)
evalin (symengine, 'prirad(k, Type::Integer) ') ;

$vyraz ak
a = @(f,x,k,L) int(f*cos(k*pi*x/L)/L,x,-L,L);

svyraz bk
b =@(f,x,k,L) int(f*sin(k*pi*x/L)/L,x,-L,L);
% FR
FR = @(f,x,n,L) a(f,x,0,L)/2 +
symsum (a (f, x, k, L) *cos (k*pi*x/L)
+ b(f,x,k,L)*sin(k*pi*x/L),k,1,n);

% Vstupni fce
f = x;

% Vytiskne vyraz fs(Fourierovu fadu) pro dané n
pretty(fs(f,x%x,9,1));

$vrati nejjednodssi formu symbolického vyjadreni
[A,how]=simple(a(f,x,k,pi)); A
[B,how]=simple (b(f,x,k,pi)); B

&aste&né soudty FR jsou zménény na vektorizovanou fci (kvtli vykresleni)

g = inline (vectorize (FR(f,x,1,1)));
h = inline(vectorize (FR(f,x,9,1)));
w = inline (vectorize (FR(f,x,100,1)));



$nastaveni mezi, kde bude vektorizovand fce zobrazena

X = -1:.001:1;

$Vykresleni prvni césti grafu
plot (X,g(X), 'red")

hold on

$Vykresleni druhé c¢éasti grafu
plot (X,h(X), "'green')

hold on

$Vykresleni treti césti grafu
plot (X,w(X), "black")

hold on

$Vykresleni ttreti c¢éasti grafu
ezplot(f,-1,1);

hold on

title('f(x)=x pro FR n=1,9,100")
hold off

signall.m

o\

o\

Pocet vzorku
= 256;

3

o\

Vzorkovaci frekvence
Fs = 8;

% Vektor casu
X1 = (0:(m-1))/Fs;

% Vektor Frekvence
= linspace (0,Fs,m);

Hh

% Frekvence, v Hz
f0 = .2; f1 = .5;

$Generované signdly cosinu
Y1l = cos (2*pi*f0*X1);
Y2 = .5*cos (2*pi*fl1*X1);

% Time-domain signal
Y3 = Y1+Y2;

% Vypocet Fourierovy transformace
Y = ££t(Y3);
n = length(Y3);
idx = 1l:n;
y = £f£ft(¥3);

$Hodnoty pro STFT

o

X...vstupni vektor
Y3(1,1:m);
d...délka okna
128;

o Q. o0 X
Il

sun=8;

oe g

(@}

’

P
o
a
t

oo

Generovana data (plné periodicka)

(DFT pomoci FFT)

osun...délka posunu okna po vektoru
...kolikrat se zmensi frekvencni osa

vz...vzorkovaci perioda, vzdalenost mezi sousednimi

vzorky



tvz=1/Fs;

$VypocCet koeficientd pro Keps. analyzu
RK=rceps (Y3);
CK=cceps (Y3) ;

figure (10);
subplot (2,2, [1 2]);
autocorr (Y1, 80);

Q

% Popis osy x
xlabel ('Zpozdéni');
% Popis osy y

ylabel ('Hodnoty autokorelace');

% Titulek
title ({'Autokorelacni funkce (Y1)'});

subplot (2,2, [3 4]);
autocorr (Y2, 80);

% Popis osy x

xlabel ('Zpozdéni');

% Popis osy y

ylabel ('Hodnoty autokorelace');

% Titulek
title ({'Autokorelac¢ni funkce (Y2)'});

$Vytvoreni soubory s uloZenymi proménnymi

savefile = 'signall.mat';
X1 = X1(1,1:m);
Y1 = Y1(1,1:m);
Y2 = Y2(1,1:m);
Y3 = Y3(1,1:m);
Fs = Fs;

save (savefile, 'X1', 'Yl', 'v2', 'Y3', 'Fs');

savefile = '"fft.mat';
X1 = £(1,1:m);
Y1 = abs(y(1l,1:m));
idx = idx(1,1:m);

n = ny
Y = y(l,1:m);
Fs = Fs;

save (savefile, 'X1', 'Y1','idx','n','y','Fs'")

savefile = 'stft3D.mat';
x = x(1,1:m);
d = d;
posun = posun;
a = a;
tvz = tvz;
Fs = Fs;

save (savefile, 'x', 'd','posun','a','tvz','Fs')

savefile = 'stft2D.mat';
X = X(lrl:m);
window length = d;



step _dist = posun;
padding = a;
sampling rate = tvz;
Fs = Fs;
save (savefile, 'x',
'window length', 'step dist', 'padding', 'sampling rate','Fs')

savefile = 'autocorel.mat';
X = X(lrl:m);
save (savefile, 'x')

savefile = 'keps.mat';
X1l = X1(1,1:m);
Yl = RK(1,1:m);
Y2 = CK(1,1:m);
m = m;
Fs = Fs;
save (savefile, 'X1', 'Y1','Y2','m',K6'Fs'")

savefile = 'auto.mat';
Y3 = Y¥Y3(1,1:m);
Fs = Fs;
m = m;

save (savefile, 'Y3', 'Fs','m'")

$Vyvolani funkce na vygerovani vystupu

signal f

fftl f

stft £3D

stft f2D

auto f

keps f
signall_f.m

function signall £(X1, Y1, Y2, Y3)
%signall f£(X1,Y1,Y2,Y3)

X1l: wvector of x data

Yl: vector of y data

Y2: vector of y data

Y3: vector of y data

o° o o°

o

load signall.mat

%7jisténi poctu hodnot vektoru
t=length (X1) ;

$Prepocet délky vektoru na jednu hodnotu
Delka= t/Fs;

o)

% Create figure

figurel = figure;

% Create subplot

subplotl = subplot(2,2,3, ' 'Parent', figurel);
x1lim(subplotl, [0 Delkal);

box (subplotl, 'on');

hold(subplotl, 'all');

[}

% Create plot



plot (X1,Y1l, "Parent',subplotl, 'Marker',"'."',"'Color', [0 O
1], 'DisplayName', 'x1");

% Create xlabel
xlabel ('Cas (s)');
% Create ylabel
ylabel ("Amlituda');

Q

% Create legend
legend (subplotl, 'show');

% Create subplot

ubplot2 = subplot(2,2,4, 'Parent',figurel);

Uncomment the following line to preserve the X-limits of the axes
xlim (subplot2, [0 Delkal);

box (subplot2, 'on');

hold(subplot2, 'all');

S
o
]

o)

% Create plot

plot (X1,Y2, 'Parent', subplot2, '"Marker','.","Color', [0 O 1],...
'DisplayName', 'x2");

% Create xlabel

xlabel ('Cas (s)');

% Create ylabel

ylabel ("Amlituda');

o)

% Create legend
legend (subplot2, 'show');

% Vytvoreni osy

axesl = axes('Parent', figurel, 'Position', [0.13 0.583837209302326 0.775
0.34116279069767417) ;

% Omezeni pro osu X

xlim(axesl, [0 Delkal]);

box (axesl, 'on'");

hold(axesl, 'all'");

o)

% Vytvoreni grafu

plot (X1,Y3, 'Parent',axesl, '"Marker',"'."', 'Color',[1 0 0], ...
'DisplayName', 'x0") ;

% Popis osy x

xlabel ('Cas (s)');

% Popis osy y

ylabel ("Amplituda');

% Titulek
title ({'SoucCet generovanych signalu x1 a x2'});

Q

% Legenda
legend (axesl, "show');

Q

% Ramecek s textem
annotation (figurel, "textbox', ...
[0.471833333333333 0.601139601139602 0.0463958333333334
0.04273504273504271, ...
'String', {'x0 = x1 + x2"}, ...



'FitBoxToText', 'off'");

[}

% Sipka vlevo
annotation (figurel, 'arrow', [0.2875 0.468229166666667], ...
[0.468660968660969 0.6025641025641037]) ;

Q

% Sipka vpravo

annotation(figurel, "arrow', [0.727604166666667 0.522916666666667], ...

[0.465811965811966 0.602564102564103]) ;

fftl.m

function fftl f(X1, Y1, idx, n, y, Fs)
fftl £(X1,Y1, idx, n, y, Fs)

X1l: wvektor frekvence

Yl: vektor fft (Y3)

idx: wvektor Ffady [1:256]

n: hodnota 256

y: vektor fft (Y3)

Fs: vzorkovaci frekvence

o® o0 o o° o° o

o\

load fft.mat
% Vytvoreni nového "figure" (okna grafu)
figurel = figure;

subplot (223)

$Vezme pouze redlnou Cast

ul = real(y);

plot ([0 n+1],([0 O], 'k-', [idx;idx],[0*ul;ul]l,'c-'
idx,ul, 'b."', 'markersize',10)

$Omezeni pro osy xmin xmax ymin ymax

axis ([0 n+l =100 1007)

sPopisky os
xlabel ('Vzorky (n)'");
ylabel ('Rozsah (dB)'");

$Nazev grafu
title ('Redlna cast FT signéalu
(Y3)', 'fontname', 'Helvetica', 'fontweight', '"normal"')

subplot (224)

$Vezme pouze imagindrni Céast

u = imag(y);

plot ([0 n+1],([0 O], 'k-', [idx;idx],[0*u;ul,'c-",
idx,u, 'b."', 'markersize',10)

$Omezeni pro osy xmin xmax ymin ymax
axis ([0 n+tl -100 1001)

$Popisky os
xlabel ('Vzorky (n)'");
ylabel ('Rozsah (dB)"');

$Nazev grafu
title('Imaginarni ¢ast FT signélu
(Y3) ', 'fontname', 'Helvetica', 'fontweight', 'normal"')

[}

% Vytvoreni os



axesl = axes('Parent', figurel, 'Position', [0.13 0.583837209302326 0.775
0.3411627906976741]) ;

xlim(axesl, [0 Fs/2]);

box (axesl, 'on'");

hold(axesl, 'all');

[}

% Vytvoreni grafu

plot (X1,Y1l, 'Parent',axesl, 'Marker',"'."',"Color',[1 O
0], 'DisplayName', 'fft (x0) ") ;

% Popisek y
xlabel ('Frekvence (Hz)');

[}

% Popisek y
ylabel ('Rozsah (db)"'");

% Titulek
title({'Fourierova transformace signalu (Y3)'});

[}

% Legenda

legendl = legend(axesl, 'show');

set (legendl, 'Position', [0.846006944444444 (0.871148459383754 0.046875
0.032679738562091517) ;

$Vykresleni nejvyssiho bodu

hold on;

%Nalezne nejvétsi hodnotu v Y1

index=find (Yl==max (Y1l));

$Prevede Cislo na hodnotu

NejvyssiPerioda=num2str (X1 (index), 1) ;

$Vykresli bod

plot (X1 (index),Y1l (index),'r.', 'MarkerSize',b25);

text (X1 (index)+0.125,Y1 (index), [ 'Frekvence = ',NejvyssiPeriodal);
hold off;

stft f3D.m

$Upraveno na zakladé préace [22]
function stft f3D (x, d, posun, a, tvz, Fs)

load stft3D.mat
figurel = figure;

svytvoreni matice, jejiZz sloupce jsou tvoreny useky signdlu vynédsobené
x=x(:);

$Hammingovym oknem

y=x([1:d],:).* (hamming (d));

for t=2:posun:length (x)-d+1

y=[y,x([t:d+t-1],:).* (hamming(d)) ];

end

$provede rychlou Fourierovu transformaci
f=(abs ((fft(y))./d));
[k,1l]=size(f);

$Prepocet koeficientl redlné / komplexni
f([1,2,1linspace (floor (k/a),k,floor (k-floor(k/a))+1)1,:)=1[1;

svypocet frekvencni osy



[u,v]=size(f);
krok=1/ (tvz*d) ;
fr=2*krok:krok: (u+l) *krok;

svypocCet Casové osy
celcas=tvz* (length (x)-1)/v;
cas=celcas:celcas: (v) *celcas;

$Vytbor¥eni matice (cCasovo frekvencni)
[p,gl=meshgrid(cas, fr);

$Vypocet oomezeni osy y
caslim=length (x) ;
Delka=x/Fs;

$Vytvori surf (3D) graf na zakladé matice
surf (q,p, f);

x1im ([0 tvz*Fs]);

$ylim ([0 Delkal);

colormap jet;

$Nazev grafu a popis os
title('Spectrogram 3D'")
xlabel ('frekvence (Hz)');
ylabel ('Cas (s)');

zlabel ("amplituda');

stft2D_f.m

$Upraveno na zakladé STFT.m
(http://www.clear.rice.edu/elec631/Projects99/mit/index2.htm)
function stft f2D(x, sampling rate, window length, step dist, padding)

% y = STFT(x, sampling rate, window length, step dist, padding)
load stft2D.mat

figurel = figure;

$Upraveni hodnoty padding na délku okna (Zero padding)

if (padding < window length)
padding = window_ length;

end
%Kontrola a prehozeni tadek/sloupec
[m,n] = size (x);
if (m ~= 1)
X = x';
else
X = x;
end
[m,n] = size (X);

LENX = length (X);
IMGX = ceil (LENX/step dist);

if (padding/2 == round (padding/2))
IMGY = (padding/2) + 1;

else
IMGY = ceil (padding/2);

end

y = zeros (IMGX, IMGY) ;



if (window_ length/2 == round(window_ length/2))
CENTER = window length/2;
x pad st = window length - CENTER - 1;
x pad fi window_ length - CENTER;
else
CENTER = (window length+l)/2;
x pad st = window length - CENTER;

x pad fi = window length - CENTER;
end
X = [zeros(l,x pad st) X zeros(l,x pad fi)];
iter = 0;
for kk = l:step dist:LENX
iter = iter + 1;
XX = X(kk: (kk + window length - 1));

YY = XX .* hamming(window_ length)';
Z27Z = abs (fft(YY, padding));

y(iter,:) = ZZ(1:IMGY);

end

freq = (1/sampling rate)/2;

imagesc ([0: (step dist*sampling rate): (sampling rate* (LENX-1))],
[0: (freq/ (IMGY-1)) : freql,y"');

title ('Spectrogram (Casové/frekvencni zobrazeni)');

ylim([0 1])

xlabel ('Cas (s)');

ylabel ('Frekvence (Hz)');

axis('xy")

auto_f.m
function auto f(Y3)
load auto.mat

figured=figure;
autocorr (Y3, 80);

% Popis osy x
xlabel ('Zpozdéni'") ;
% Popis osy y

ylabel ('Autokorelace');

% Titulek
title ({'Autokorelacni funkce'}l);

fufreb=figure;
parcorr(Y3,80);
% Popis osy x
xlabel ('Zpozdéni') ;
% Popis osy y

ylabel ('Parcialni autokorelace');

% Titulek
title ({'Parcidlni autokorelacni funkce'});



keps_f.m

function keps f (X1, Y1, Y2)
skeps f£(X1,Y1,Y2)

load keps.mat

% Vektor casu
X1 = (0:(m-1))/Fs;

$2jisténi poctu hodnot vektoru
t=length (X1);

$Prepocet délky vektoru na jednu hodnotu
Delka= t/Fs;

sgrafu

figurel = figure;
% Vytvoreni okna s grafem (vlevo dole)
subplotl = subplot(2,2,3, 'Parent', figurel);
xlim(subplotl, [0 Delkal);

box (subplotl, 'on');

hold(subplotl, 'all');

% Vytvoreni hl. grafu
plot (X1,Y1l, 'Parent',subplotl, 'Marker','."', " "Color', [0 O
1], 'DisplayName', 'RK") ;

% Titulek

title ({'Redlné kepstrum)'});
% Popis osy x

xlabel ('Quefrence (s)');

o)

% Popis osy y
ylabel ('Gamnitude (dB)");

o)

% Vytvoreni legendy

legend (subplotl, 'show');

% Vytvoreni okna s grafem (vpravo dole)
subplot2 = subplot(2,2,4, ' 'Parent', figurel);
x1lim (subplot2, [0 Delkal);

box (subplot2, 'on');

hold(subplot2, 'all');

% Vytvoreni grafu

plot (X1,Y2, '"Parent',subplot2, 'Marker','."',"Color', [0 O
1], 'DisplayName', 'CK") ;

% Popis osy x

xlabel ('Quefrence (s)');

% Titulek

title ({'Komplexni kepstrum)'});
% Popis osy y

ylabel ('Gamnitude (dB)");



% Vytvoreni legendy
legend (subplot2, 'show');

Q

% Vytvoreni a umisténi osy

axesl = axes('Parent',6 figurel, "Position',[0.13 0.583837209302326 0.775
0.3411627906976741]) ;

xlim(axesl, [0 Delka/21);

box (axesl, 'on'");

hold (axesl, 'all');

[}

% Vytvoreni grafu

plot (X1,Y1l, 'Parent',axesl, "Marker','."','Color',[1 0 0], ...
'DisplayName', 'RK'") ;

% Popis osy x

xlabel ('Quefrence (s)');

[}

% Popis osy y
ylabel ('Gamnitude (dB)"');

% Titulek
title ({'Kepstralni analyza (redlné kepstrum)'});

% Vytvoreni legendy
legend (axesl, "show') ;



PRILOHA C - Vypo&et Fourierovy ¥ady pro zadanou funkci
Ptiklad zpracovan na zaklad¢é prace [17].
Zadani:
2, te(0,2)
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Obrazek D.1 - Pribéh funkce f(t)
Zdroj: vlastni zpracovani
Nejprve je tieba otestovat, zda funkce f(¢) spliiuje Dirichletovy podminky:
e  f(¢)je periodicky rozsititelna,
e f(¢)je uvnitf <O, 4) po Castech spojitd; ma zde 2 body nespojitosti 1. Druhu,

t=2 at,=3 kdylim f(t)=2,lim f(t)=-2 lim f(t) =2, lim f()=0;
e napodintervalech (0, 2), (2, 3) a (3, 4) je f(¢)konstantni funkei;

o« lmf(0)=0, f(0)=2
O funkci je tedy mozné tvrdit, ze funkce f(z) spliiuje na zadaném intervalu vSechny

4 Dirichletovy podminky, tudiZ Ize vytvofit Fourierovu fadu.

~

£ (¢) bude nazyvano jako periodické rozsifeni zadané funkce, kde v bodech nespojitosti ¢,

je definovana f(t) takto:

_lim £(e)+ lim £(2)
t :kT:kEZU{O},pakf(tl):t—>t" 2[—)tl+




lim £ (¢)+ lim 7(¢)

Z‘2 :2+kTak€ZU{0}apak7(t2): s 2t4)t2+
im0 im 70
t, :3+kT:k€ZU{O},pakf(z3): tots_ 2t—>t3+

Fourierova fada v realném oboru bude nasledné zpracovana pomoci vztaht (33-36), kde

jako prvni bude vypocitan koeficient an:

a, = %i f(t) cos[% ntjdt = %E 2 cos[% ntjdt + Jj(—Z) cos(% ntjdt} =

0

EEEREEN AR

Dale koeficienty by:
b, = % ! £(t) sin(% nt)dt - %M 2 sin(% ntjdt + ! (=2) sin(% nt]a’t} -
= —i[[cos(z ntﬂ - {cos(z ntﬂ J = —i[cos(ﬂn) —-1- cos[E ﬂnj + cos(;m)} =
m 2 o 2 5 m 2

_2 [(— 2)-1)" +1+ cosG ;mD = 3(2(— )" 1+ cosG ;mn n#0

7 7mn

Pro n = 0 dostavame koeficient ag:
1{7 r 1
a, =5u2dt+£(—z)dz) :5(4—2):1

Hledana Fourierova fada v realném oboru nabyva tvaru

fo= % T i{[— % sm@ 7271) jcos[% mD + %(2(— 1" 1+ cos(% ;an sm(% nt)} ,

teR




Pribéh £(¢) s pouzitim 2 a 6 harmonickych:

= Funkce f(t)

e FR pro n=6

e FR pro n=2

 f(t)

Obrazek D.2 - Pivodni funkce f(t), priabéh FR s pouZitim 2 a 6 harmonickych

Zdroj: viastni zpracovani



PRILOHA D - DVD
Soucasti diplomové prace je DVD obsahujici zdrojové kody pro:

e MATLAB R2010b,
e MATLAB R2012a,
e IBM SPSS Statistics v20,

e vSechny patficné grafické vystupy.



