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ANOTACE

Cilem bakalarské prace je srovnani analytického a simulacniho pristupu v zakladnich
modelech teorie front. Prace je rozdélena na dvé ¢asti a to teoretickou a praktickou,
dale je prakticka ¢ast rozdélena na analyticky a simulaéni pFistup. Teoreticka ¢ast
obsahuje popis problematiky a popisy zakladnich modell pouzivanych v této teorii.
Prakticka ¢ast obsahuje aplikaci pro analyticky vypocet nejpouzivanéjsich modell a

simulaci kazdého z téchto modeld.

KLICOVA SLOVA

teorie front, Kendallova klasifikace, oteviené systémy, uzaviené systémy

ANNOTATION

The aim of this bachelor thesis is comparison of analytical and simulation approach in
basic models of the queue theory. The bachelor thesis is divided into two parts,
theoretical and practical, practical part is further divided into analytic and simulation
approach. Theoretical part contains description of the queue theory and description
of most common models that are used in this theory. Practical part contains
application for analytic counting of the most common models and simulation

examples of each of these models.

KEY WORDS

queue theory, Kendall classification, open systems, closed systems
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Uvod do Teorie front

Teorie front neboli teorie hromadné obsluhy je obor aplikované matematiky,
ktery se zabyva modely a navrhy, kde jsou zakaznici obsluhovani prislusSnymi kanaly, a
jejich optimalizaci. Tato teorie vznikla pocatkem 20. stoleti jakoZto soucast operacniho
vyzkumu ddnského inZenyra Agnera Krarupa Erlanga, ktery se zabyval analyzou
telefonnich linek a zjistil, ze telefonni systém Ize charakterizovat pomoci Poissonova
rozdéleni.

Jak jiz bylo naznaceno, teorie hromadné obsluhy se zabyva modely, v jejichz
ramci vstupuji do obsluzného systému jednotky vyZadujici obsluhu jednou ¢i vice
obsluznych linek. Cilem téchto modell je optimalizovat pocet linek takovym
zplsobem, aby nedochdzelo k tvoreni front nebo ztrdté vstupnich jednotek, které
odmitnou do systému vstoupit z ddvodu nadmérné fronty, a zdroven se zde nenalézaly
nevyuZité obsluzné linky. Frontou se rozumi souhrn pozadavk( cekajici na obsluhu,
uvedené modely jsou stochastické, neboli pracujici s prvky nahody, ktera je
prezentovana napfiklad rozdilnym vstupem jednotek do systému nebo dobou jejich
obsluhy.

Teorie front tedy usiluje o zanalyzovani celého procesu a jeho zefektivnéni
takovymi zménami, aby nedochazelo k vyskytu nevyuzitych zdrojl (obsluznych linek) a
aby fronta neprevysSovala urcenou délku. Cilem je vyjadreni charakteristického
fungovani daného systému - uréeni téchto charakteristik Ize dosahnout bud’ pfistupem
analytickym, nebo simulaénim. Teorie front vyuZivd riznd rozdéleni pravdépodobnosti,
kterd udavaji intenzitu vstupu jednotlivych pozadavk( a intenzitu jejich obsluhy.
Zakladni rozdéleni, kterd jsou v teorii front vyuzita, jsou nasleduijici:

e rovnomeérné rozdéleni pravdépodobnosti
e alternativni rozdéleni pravdépodobnosti
e binomické rozdéleni pravdépodobnosti

e Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti
e normalni rozdéleni pravdépodobnosti

Rovnomeérné rozdéleni

Def: Nahodnd velicina X mda rovnomérné R(n) pravé tehdy, kdyz je
pravdépodobnostni funkce dana vztahem:
1

p(x) = -

N
kde n je pocet moznych vysledkd.

Jednd se napriklad o hody kostkou, kde za predpokladu symetrické kostky je
stejnd pravdépodobnost pro libovolny vysledek hodu.
1

MnozZina moznych vysledku: {1, 2, 3, 4, 5, 6}, pravdépodobnost: p(x) = -



Alternativni rozdéleni
Def: Nahodna veli¢ina X s pravdépodobnostni funkci P(x = 0) = 1 — p,

Px=1)=p(0<p<1) ma alternativni rozdéleni pravdépodobnosti A(p)
s parametrem p.

Jedna se o dvouprvkovou mnozinu, kde mohou nastat pouze dva stavy, a to je
stav Uspésny a neudspésny.
Napriklad se jednd o hody minci, kde mnozina je {O(rub), 1(lic)}, jedna se o

., i . a1
alternativni rozdéleni A (E)

P(0) =+

1
P()=1-3 =~

Binomické rozdéleni
Def: Nahodna veli¢ina X ma binomické rozdéleni Bi(n, p) pravé tehdy, kdyzZ je
pravdépodobnostni funkce uréena vztahem:

n _
Py =(0)spr e -p)y>
kdex=0,1,..., n; nje pocet pokusl a p je pravdépodobnost Uspésnosti kazdého pokusu.

Jedna se o jev, ktery popisuje ¢etnost ndhodného jevu v n nezavislych pokusech,
ve kterych ma stdle stejnou pravdépodobnost.

Priklad: Pravdépodobnost narozeni divky je 0.49%. Jaka je pravdépodobnost, ze
rodic¢e s 8 détmi maji alespon 2 divky?

Pokus Uspéch NeuUspéch Pocet Pravdépodobnost Pocet
pokusU uspéchu uspéchi
n P k

Porod Divka Chlapec 8 0.49

Pocet uspéchti (k)>2=3|4|5|6|7]8

P(x>2)= P3+P4_+P5+P6+P7+P8+= 1_ PO_PI_PZ
2

9
- 1- Z (E) 0.49% x (0.51)87¥ =1 —0.16 = 0.84 — 84%

k=0



Poissonovo rozdéleni
Def: Nahodna veli¢éina X ma Poissonovo rozdéleni Po(A) pravé tehdy, kdyz ma
pravdépodobnostni funkce tvar:

X
P(x) = —xe*
x!

v daném jednotkovém useku, kde x =0, 1, 2,... a A je parametr.

Popisuje pravdépodobnost, neboli nahodnou veli¢inu, kterd uddva pocet
vyskytl konkrétniho nezavislého jevu v urcéitém ¢asovém horizontu.

n

Px=n)=—sxe*
n!

Pfiklad 1a:  Pokud za hodinu pfijede 20 aut, jaka je pravdépodobnost, Ze za 10 minut
prijedou pravé 3 auta?
_ 20 (aut)
6 (10 minut)

20N°
(—) 20 37 _20

P(x=3) =

Priklad 1b: Pokud za hodinu pfijede 20 aut, jaka je pravdépodobnost, Ze za 10 minut
prijedou maximalné 3 auta?

P(XS3)=P0+P1+P2+ P3

(2_60)3 20 37 20

P(x=3) = xe 6 = <" e 6 =022-22%
20)2
6 _20
P(x=2)= TR 6 = 0.198 - 19.8%
20"
(5) =
P(x=13) = xe” 6 = 0.119 » 11.9%

1!

20\°
(—6) _20 _20
P(x=3)=T*e 6 =1*xe 6 =0.036 > 3.6%



Priklad 1c:

Priklad 2:

P(xS3)2P0+P1+P2+ P3 :35.3%

Pokud za hodinu pfijede 20 aut, jaka je pravdépodobnost, Ze za 10 minut
prijedou alespon 3 auta?

P(x>3)=1_PO_Pl_PZ_P3=64-7%

Za den prijde 10 ukold, jakd je pravdépodobnost, Ze v nasledujici hodiné
pfijde alespon 17?

A = Primérny pocet vyskytl za sledované obdobi.

Nejdrive si musime spocist A, tu dostaneme podilem vstupnich pozadavki
za Cas. Vime, Ze za 1 den (24 hodin) je zadano 10 ukold.

A spocitame tedy nasledujicim vzorcem:

10 5
24 12

Dale mame za ukol spocitat pravdépodobnost, Ze za hodinu pfijde

A

alesponi jeden ukol. Cili:
P(x>1)= P, + P, + -

JelikoZ vime, Ze soucet pravdépodobnosti vSech moznych stavl je roven
jedné tak mlizeme upravit vzorec pro vypocet tim, Ze od jedné (100 %)
odecteme stavy, které nechceme aby nastaly, coZ v nasel pripadé je Py,

neboli pravdépodobnost, Ze nepfrijde ani jeden ukol:
50
I ) 0
Px=1)=1—-P,=1- T 12 = 0.34 - 34%

Vyslednd pravdépodobnost, Ze za hodinu dostaneme alespon jeden ukol
je tedy 34%.

Normalni rozdéleni
Def: Ndhodna veli¢ina X ma normalni rozdéleni N(m, s2) pravé tehdy, kdyZz ma
hustota pravdépodobnosti tvar:

1 _1*(u)2
fxz—*QZ o pro x E(—oo,oo)

oV2*T

o = smérodatna odchylka



u = stredni hodnota

Je téZ nazyvano jakozto Gaussovo rozdéleni, jeho vyskyt je nejcastéjsi a grafem
hustoty je Gaussova krivka.

Stfedni hodnota urcuje, kde ma kfivka maximum. Smérodatnd odchylka urcuje
vzddlenost inflexnich bod( po obou stranach stfedni hodnoty.

Markovovy fetézce a procesy

Markovovy procesy se zacaly pouzivat v poloviné 20. stoleti a jsou pojmenovany
po ruském matematikovi Andreji Markovovi. Markovovy procesy se pouZzivaji pro
optimalizaci modeld pomoci dynamického programovéni, procesy poskytuji
matematicky ramec pro modelovani rozhodnuti ve chvilich, kdy jsou vysledky zaroven
nahodné a pod kontrolou uzivatele. Mezi nejdalezitéjsi z prvnich vyzkumUi mzZeme
zaradit knihu z roku 1960 od Ronalda A. Howarda s nazvem Dynamické programovani
a Markovské procesy, jejiz obsah se dnes pouZivd pro automatické fizeni primyslu a
ekonomiky.

Markovlv retézec je definovan pravdépodobnosti kdy nastavaji jednotlivé
zmény v systému, respektive prechody mezi dvéma stavy, tyto zmény nejsou
ovliviiovany historii v procesu.

Jednd se o kontrolovany stochasticky diskrétni proces, kdy v kazdém case se
proces nachazi kurcéitém stavu ,s“ a Clovék si nasledné muize vybrat jakoukoliv
dostupnou akci ,,a“ ktera je pro dany stav ,s“ pravé dostupnd. Na tuto akci proces
reaguje zménou do nového stavu ,,s2“. Pravdépodobnost, Ze nastane praveé stav ,,s2*
je ovlivnéna predeslou akci. Pravdépodobnost stavu s2 tedy zdleZzi na sou¢asném stavu
,S“ a provedené akci ,a“. Tyto ,s“a,,a” jsou ovSem zavislé na vSech predeslych stavech
a akcich, tento stav prechodu procesu nazyvame, Zze ma proces Markovskou vlastnost.

Def: ,Rikdme, Ze posloupnost ndhodnych veli¢in X;, X5, ..., X;, ... jejichz hodnoty
jsou celd nezaporna Cisla, tvori Markovav retézec, kdyz pro vSechny indexy k,r, k >
r = 0 plati

P(Xk =j|Xr =0L,Xrq = lpegy e Xy =0, Xp = io) = P(Xk =j|Xr = i),

kde X, prestavuje stav systému na zacatku pozorovani.”



Priklad: Petr a Karel kopou mi¢em na branu, po jednom pokusu se stridaji a jako
prvni kope Petr, kdo prvni zasahne vyhrava. Petr se strefi s pravdépodobnosti p a Karel
s pravdépodobnosti k, jaka je pravdépodobnost vysledku?

Petr a Pavel kopou mi¢em na branu a po jednom pokusu se stridaji.

I Y N R
lf 1 je=— 2 | I T » 4 |
AN SN, ./

O T ®

Po prvni stfele bude Petr s pravdépodobnosti p vyhravat a s pravdépodobnosti 1-p
bude hra pokracovat. Po 2. stfele bude Karel vyhravat s pravdépodobnosti k (1-p), nebo
bude situace stejna jako na zac¢atku a Sance budou stejné.

p _ p
p+(A—-p)xk p+k—pk
1-p*k  (A—-p)xk
p+(1—-p)xk p+k—pk

Petrovy Sance:

Karlovy Sance:

Pfrechodova matice:

1 0 0 0
p=|[P 0 1-p O
0 1-—-k 0 k
0 0 0 1

Pravdépodobnosti jevi:
P(0) = (0,1,0,0)
P(1) = (0,1,0,0),P =(p,1—p,0)
P2) = (,0,1=p,0),P =@ 1 —-p)*(1=k),0,k*(1-p))

P3) = (b (1—-p)*(1—k),0,k*(1—p)),
P=@+p*(1-p)x(1—-k),0,(1-p)? =1 —k),k*(1-p))
Prvni kope Petr a pro nastani 3. stavu je jeho kop podminkou. Bez néj ziskdame
zjednoduseny zapis.

1 0 0
P=<p 1-p)*x1-k) k*(l_P)>
0 0 1



Pokud ma Petr Sanci na zasah 1/2 a Karel 1/3 tak:

Prvni kop:

P1 =

ON| =
owlmo
A =)

Druhy kop:

P2 =

OWI N
(=B} e
ROl NO

Typy stavi
Absorpcni stav
o Je takzvany stav, ktery pokud nastane, tak neni moznost, aby nastal
stav jiny.
Prechodovy stav
o Stav, jehoz pravdépodobnost vyskytu je mensi nez 100 %.

Trvaly stav
o Se nazyvd stav, ze kterého kdyz vyjdeme, tak se 100 %
pravdépodobnosti se do néj opét dostaneme.
o Ergodicky trvaly stav
= Je stav, ktery mUzZe nastat kdykoliv.
o Periodicky trvaly stav
= Je stav, ktery se naskytne znovu po urcitém poctu kroku.

Kendallova klasifikace

Vroce 1951 byla D.G. Kendallem vytvorena Kendallova klasifikace, ktera
obsahuje zakladni informace o systému hromadné obsluhy. Plivodné se pouzivaly tfi
znaky, ale jelikoz byly nedostateéné tak se rozsifily na znakd pét a nazyvame je
parametry modelu, pficemz pti zkoumani realnych uddlosti (systému) neni vidy tfeba
urcovat vSechny charakteristiky, pokud pro daného pozorovatele systému nejsou
dalezité.
Parametry modelu

Pro vytvoreni modelu hromadné obsluhy je tfeba specifikovat nasledujici parametry:

e A—intenzita vstupu jednotek do systému,
e B -—intenzita obsluhy jednotky na obsluzné lince,
e C—pocet obsluznych linek v systému,



e D —maximalni kapacita fronty,
e E —pravidla jednotky pro odchod z fronty k obsluzné lince.

Intenzita vstupu jednotek do systému

Vstup jednotek neboli vstupni tok do systému obsluhy je nejzakladnéjsi
informace nutnd k simulaci hromadné obsluhy. Vstupni tok predevsim charakterizuje
casové intervaly mezi vstupem jednotek do systému. Vstupni tok muze byt konstantni
neboli deterministicky, ale ve vétsiné pripadl se jednd o nahodnou veli¢inu neboli
stochasticky tok. Vstupni tok v uzavieném systému je konecny nebo v pfipadé
otevieného systému je nekonecny. Existuje zde moznost, Ze vstupy jednotek nebudou
nezdavislé nahodné veliciny a v tomto pripadé by doslo k selhani modelu. Optimalnim
zplsobem, jak tomuto problému predejit, je rozdélit model do podmodell. Naptiklad
feSeni intervall semaford na kfiZovatce bude rozdéleno z jednoho modelu na model
nocniho provozu, denniho provozu a denni Spic¢ky. Dalsi komplikaci simulace modelu je
rozhodovani vstupnich jednotek, zda se zafadi do fronty nebo systém opusti.

Intenzita obsluhy jednotky na obsluzné lince

Dobou obsluhy se rozumi doba nutnd k obslouZeni poZadavku jednotky.
Nejcastéji se opét jedna o ndhodnou veli¢inu, kterou si lze snadno predstavit na
prikladu doby obsluhy v obchodé, kde kazida vstupni jednotka neboli zakaznik ma
rozdilné objemny nakup, a tudiz se u kazdého doba obsluhy lisi.

Pocet obsluznych linek v systému

Systémem obsluznych linek se hlavné rozumi pocet obsluznych linek, ale
zaroven nese i informaci o tom, zda linky mohou obsluhovat vstupni jednotky paralelné
(pokladny v obchodé), sériové (objednavaci a vydejova jednotka) nebo zda existuje
specidlni usporadani.

Systém obsluznych linek rozliSujeme na systém s jednoduchou obsluhou (jedna
obsluzna linka), systém s vicenasobnou obsluhou (vice obsluznych linek) nebo systém
adaptabilni (pocet obsluznych linek se liSi v zavislosti pocCtu vstupnich jednotek,
napfiklad otevirani/zavirani pokladen v obchodé v zavislosti na poctu zakaznik).

Maximalni kapacita fronty

Jednd se o maximalni kapacitu fronty u obsluznych linek, po jejimz naplnéni
zatne byt vstup vstupnich jednotek do fronty odmitdn a systém opoustéji jako
neobslouzené vstupni jednotky.

Pravidla jednotky pro odchod z fronty k obsluzné lince
Jednd se o pravidla, dle kterych jsou vstupni jednotky prijimany do obsluzného
systému. Spravné zvoleny rezim obsluhy je kli¢ovy pro efektivni funkénost.

e FIFO (Firstin — First out)



o Metoda FIFO je nejbéznéjsim uzivanym pravidlem, kde prvni pozadavek

zarazen do fronty je obslouzen jako prvni, druhy jako druhy atd.
e P-FIFO (Priority FIFO)

o Jedna se o rezim FIFO, kde nékteré jednotky vstupuji s prioritou,
nejbéznéji jsou bud zarazeny na zacatek fronty nebo jsou primo pfrijaty
do obsluzného systému, kde pravé obsluha aktudlné obsluhované
vstupni jednotky je budto pozastavena, nebo je prerusena, a tato vstupni
jednotka se vraci do fronty bud's prioritou nebo bez ni.

e LIFO (Lastin —First out)

o Jetorezim, kde posledni vstupni jednotka ma nejvyssi prioritu pro vstup

do obsluzného systému.
e SIRO (Search in random order)

o Jedna se o systémy s neusporadanou frontou, protoze vstupni jednotky

jsou vybirany ndhodné k postupu do obsluzného systému.
e SJF (Shortest job first)

o Jedndse orezim, kde poZadavek s nejkratsi dobou obsluhy je obsluhovan

nejdrive.

Simulaéni model — Metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo se pouZivd pro reseni numerickych uloh (simulaci) pomoci
opakovani nahodnych iteraci modelu, kde dostatecnym poctem iteraci uréime
pravdépodobnost. Jedna se o stochasticky pristup pouzivajici pseudonahodna disla
generované prisluSnymi ndsadami.

Systémy hromadné obsluhy

Systémy hromadné obsluhy délime na oteviené a uzaviené. Otevrené systémy
jsou systémy, kde poZzadavek vstupuje do systému vstupnim tokem a po obslouzeni
tohoto pozadavku systém opousti, na rozdil od toho v uzavieném systému, pozadavek
po obslouzZeni misto toho, aby systém opustil tak se do néj vraci.

Vyznam znak( Kendellovy klasifikace:

e A-—intenzita vstupu jednotek do systému:
o M = Poisson(v proces vstupniho toku,
o D = pravidelné deterministické pfichody,
o G =obecné rozloZeni (zadné predpoklady o intenzité prichod().



e B -—intenzita obsluhy jednotky na obsluzné lince:
o M = exponencialni rozloZeni ¢asu obsluhy,
o D = konstantni doba obsluhy,
o G =obecnd doba obsluhy (jakékoliv rozloZzeni ¢asu obsluhy).

Podminka stabilizace systému:
Ve vsech modelech je nutné dodrzet podminku stabilizace systému, aby nedoslo
k jeho zahlceni.

Intenzita vstupnich poZadavk( musi byt mensi neZ intenzita obsluhy obsluznych
linek, kterych je ,n“.

A
p = Il_p. <1
Analytické feseni
K analytickému fesSeni dojdeme vypoctem parametrd modelu, kde pro
jednotlivé charakteristiky jsou odvozeny konkrétnimi vztahy, do kterych dosazujeme
parametry.

Simulac¢ni feseni

K simulaénimu reSeni pouZijeme znamé parametry, které pouZijeme ve
vhodném simulaénim softwaru. Na zakladé vysledk iteraci nasi simulace odhadneme
charakteristiky modelu, které jsou pro nas relevantni. Simulacni resSeni je v podstaté
experimentovani se systémem, coz mlzZeme chapat jako napodobovani daného
systému, kde pravé zvySenim poctu iteraci budeme ziskdvat presnéjsi data hledanych
charakteristik.

Otevrené systéemy
Systém M/M/1

Jedna se o systém se vstupnim tokem podléhajici Poissonovu rozdéleni,
s exponencialnim rozdélenim doby obsluhy a jednou obsluznou linkou.

Predpoklady modelu:

e Systém vlastni pouze jednu obsluznou linku.

e Vstupnitok pozadavkl je popsatelny exponencidlnim rozdélenim s parametrem
A.

e Doba obsluhy jednoho pozZadavku je nahodna veli¢ina s exponencidlnim
rozdélenim s parametrem p.

e Jedna se o otevreny systém (neomezeny vstupni tok).

e Kapacita fronty je neomezena.

e Metoda zpracovani je FIFO.



Def: Necht systém hromadné obsluhy M/M/1 ma intenzitu vstupu ,A“ a
intenzitu obsluhy ,u“. Potom podil A4 =% nazyvame intenzitou provozu systému

hromadné obsluhy typu M/M/1.

vvvvv

vystupy maji pravdépodobnosti Poissonova rozdéleni.

Obsluzna linka Vystupni proud
Vstupni proud poZadavid Fronta Obslouzenych pozadavk

l

e Stredni pocet jednotek (pozadavkd, zakaznikd) ve fronté.
ENf =ET; x A

e Stfedni pocet jednotek (pozadavku, zakaznikd) v systému.

EN = ——
u—A
e Stredni doba cekani ve fronté se fidi pfedpisem.
1
ET; = ET — —
i
e Stredni doba cekani v systému se fidi predpisem.
BT = EN
2
e Pravdépodobnost nepracujici obsluzné linky (ve fronté neni Zadny pozadavek).
A
Po = 1—-
1l
e Pravdépodobnost pracujici linky (alespon jeden prvek ve fronté).
A
pP= .

p = intenzita provozu systému hromadné obsluhy
Intenzita provozu udava pravdépodobnost, Ze vstupni pozadavek prijde do
systému a zaroven bude zarazen do fronty, kde setrva, dokud na néj nepfijde rfada.

e Pravdépodobnost, Ze v dany okamzik je pozadavek obsluhovan a (n - 1) je ve
fronté.

DPn =Dop" = (1 —p)p™

v



Priklad: Mésto se chystd zbudovat podzemni garai a zajima je, zda bude
dostacujici jeden vjezd, kde bude auto zkontrolovano a nasledné zavorou propusténo.

Dotazy zakaznika:

e Cas, kdy u vjezdu budou auta.

e Prumérna velikost fronty cekajicich aut.

e Priimérna doba c¢ekani jednoho auta.

e Maximalni délka fronty, ktera nebude z 95 % prekrocena.

Zakaznik predpokladd, Ze do jeho zabezpelené garaze prijede 8 aut za hodinu a
bezpecnostni kontrola jednoho auta bude trvat 6 minut.

2o y 1
Cilivime,zeA=8ayp =73

Cas, kdy u vjezdu budou stat auta.

Vyuzitelnost vjezdu je % = %, neboli 80 %.

e Prumérna velikost fronty cekajicich aut.

Stredni délka fronty je
A2 64

64 _
N= w(u-A)  10(10-8) 20 4(3.2).

e Primérnd doba c¢ekani jednoho auta.

1 1 . .

T Toss T 2 neboli 0.5 hodiny.

e Maximalni délka fronty, ktera nebude z 95 % prekrocCena
k

P(N 2 K) = (g)

0,8% < 0,05
k In(0,8) < In(0,05)
k = 14 (13,43)

Maximalni délka fronty, ktery z 95 % nebude prekrocena je 14 aut.



Systém M/M/N/e=

Jednd se o systém se vstupnim tokem podléhajici Poissonovu rozdéleni,
s exponencialnim rozdélenim doby obsluhy, ,n“ pocltem obsluznych linek a
neomezenou frontou.

Predpoklady modelu:
e Systém vlastni,n“ naprosto stejnych obsluznych linek.
e Vstupni tok poZzadavkl je popsatelny exponencidlnim rozdélenim s hustotou
pravdépodobnosti a parametrem A.
a(t) = 2e ™ prot >0

e Dobaobsluhy kazdé z,,n“linek je nahodna veli¢ina s exponencialnim rozdélenim
s hustotou pravdépodobnosti a parametrem p.

b(t) = pe ™ prot >0

e Jednd se o otevreny systém (neomezeny vstupni tok).
e Kapacita fronty je neomezena.
e Metoda zpracovani je FIFO.

Jedna se o Markovlv obsluzny systém, ktery je mnohem castéjsi. Vlastni ,n“
paralelnich obsluznych linek se stejnou rychlosti obsluhy. Vstupni tok je neomezeny a
vSechny obsluzné linky maiji stejnou intenzitu obsluhy.

Intenzita vstupniho toku je konstantni pro vSechny obsluzné linky, ale intenzity
obsluhy pozadavkl uz ne. Intenzita obsluhy pfimo zavisi na stavu systému, respektive
na aktualnim mnozstvi vstupnich pozadavku. Kazda linka je sice totoZzna a ma tedy i
stejnou dobu obsluhy, ale v konkrétni ¢as muize a pravdépodobné bude kazda linka
Vv jiném stavu.

Obsluzné linky W-rstupn' provud .
Vstupni proud poZadavid Fronta obslouzenych pozadavku
> LI J—
A
— — >
L
1 /A" 1 A -1 [ n(p)n npym11
e p, = [Zn—l_(_) + (_) p ] — Zn—l" (p) + n"(p) ]
0 n=0,\4 m-D!'\p/ np-2A [4n=0 4 nl(1-p)l

e Stfedni pocet jednotek (pozadavku, zakaznikd) ve fronté.



AR
ENf = L<_) _ArR
(n—D!'\W (np—21)>
e Stfedni pocet jednotek (pozadavku, zakaznikd) v systému.
EN = AET
e Stredni doba cekani ve fronté se fidi pfedpisem
ENg
ETf = T
e Stredni doba cekani v systému se fidi pfedpisem
1
ET = ETf + —
W
e Podminka stabilizace
A
p = un
nAt nAt nAt nAt
I( D)I |< 1 /L( #2) |< n>|
AAt AAt AAt AAt
Priklad: Na hranicich mezi dvéma staty je 10 parkovacich mist pro ndahodnou

kontrolu ndkladu nakladnich vozidel. Kazdou hodinu celnici vyberou 12 nakladnich
vozidel ke kontrole a diikladna doba kontroly je 45 minut. Pokud nové prichozi kamion
nemuUze rovnou vjet na parkovaci misto, ¢eka ve fronté.

Celniky zajima:

e Pravdépodobnost, Ze budou vSechna parkovaci mista vyuzita
e Primérny pocet obsazenych parkovacich mist.

Systém M/M/N/R

Jednd se o systém se vstupnim tokem podléhajici Poissonovu rozdéleni,
s exponencialnim rozdélenim doby obsluhy, ,,n“ obsluznymi linkami a omezenou
délkou fronty ,,r*.



Predpoklady modelu:

Pravdépodobnostni charakteristiky zGstavaji z dlivodu vyskytu konecnych sum
v zakladnim tvaru.

Pravdépodobnost odmitnuti vstupniho pozadavku je stejna jako
pravdépodobnost, ze systém bude plné obsazeny p,,, -

Pravdépodobnost, Ze bude vstupni poZadavek muset cekat na obsluhu

obsluznou linkou.
n+r—1

Zl’k
k=n

Systém M/M/N/R je jiny druh systému M/M/N/ee, kde na rozdil od néj vtomto

systému uvaZzujeme maximalni pocet vstupnich pozadavk(i ve fronté, Cili budou
nastavat situace, kdy hned po prichodu vstupniho pozadavku bude tento pozadavek
odmitnut a nebude obslouzen.

Jednd se o Markoviv proces s kone¢nym poctem stavd.
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Stfedni pocet jednotek (poZadavku, zakaznik() ve fronté.

r
EAG = :E:kfpn+k
k=1

Stfedni pocet jednotek (pozadavku, zakaznikd) v systému.
n+r

k=1

-1



e Stfedni doba ¢ekdni ve fronté se fidi predpisem.

EN
By ==

e Stredni doba cekani v systému se fidi predpisem.

1
ET = ET; + -
1

e Pravdépodobnost, Ze bude vstupni pozadavek obslouZzen bez zafazeni do fronty.
n-1
p= Z Pk
k=0
e Prumérny pocet obsazenych obsluznych linek.

EU :;k Py +n;k Pk :ﬁ(l_ pn+r)

Systém M/M/N/k (se ztratami)

Jedna se o systém se vstupnim tokem podléhajici Poissonovu rozdéleni,
s exponencialnim rozdélenim doby obsluhy, ,n“ poctem obsluznych linek a omezenou
délky fronty , k“, kde pri preteceni délky fronty vstupni pozadavek systém opousti jako
neobslouzen.

Systém M/M/N se ztratami je Markoviv systém s konecnou délkou fronty.
Cekani v systému neni mozné a pravdépodobnost, Ze systém z kapacitnich omezenf
vstupni poZadavek odmitne, se nazyva Erlang(iv vzorec.

HAt (n — 1)pAt
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Erlanglv vzorec urCuje pomér vstupnich pozZadavkd, které se snazi byt
obslouzZeny, kdy jsou obsluzné linky zcela vytizené
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m=m(3) ()
Systém M/M/1/k (se ztratami)

Jedna se o systém se vstupnim tokem podléhajici Poissonovu rozdéleni,
s exponencialnim rozdélenim doby obsluhy, jednou obsluznou linkou a omezenou
délky fronty ,k“, kde pfi preteceni délky fronty vstupni pozadavek systém opousti jako
neobslouzen.

Predpoklady modelu:
e Existuje pouze jedna obsluzna linka.
e Jednad se o otevieny systém.
e Ve fronté mlze byt maximalné (k — 1) pozadavka.
e Frontovy rezim FIFO.

Ztratovy systém M/M/1/k, je specidlni pfipad modelu M/M/1. Na rozdil
od predeslého systému je zde délka fronty omezena a pokud bude dosazena, tak dalsi
vstupni pozadavky opousti systém ve stavu neobslouzeném.

e Stredni doba cekani ve fronté se fidi pfedpisem.

1
ET; = ET — =
U

Systém M/D/1/eo
Jedna se o systém se vstupnim tokem podléhajici Poissonovu rozdéleni,
s konstantni dobou obsluhy, jednou obsluznou linkou a neomezenou délkou fronty.

Predpoklady modelu:
e Vstupni pozadavky tvofi Poissonlv proces s parametrem A.
e Konstantni doba obsluhy je 1/ p.
e Model obsahuje deterministicky ¢as, respektive doba obsluhy je konstantni.
e Model obsahuje pouze jednu obsluznou linku.

Systém M/D/1/e> predpokladd, Ze vstupni tok je Poissonlv proces
s parametrem A, zdroven je doba obsluhy konstantni a kazdy vstupni poZadavek je ve
velikosti 1/u. Doba obsluhy nema exponencialni rozlozeni a model obsahuje pouze
jednu obsluznou linku.

e Stredni pocet jednotek (pozadavkd, zdkaznik() ve fronté.

2

p
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e Stfedni pocet jednotek (pozadavku, zakaznikd) v systému.

p(2—p)
EN = EN+p = ————
FTPT 2a=p)
e Stredni doba cekani ve fronté se fidi pfedpisem:
p
ETf = ———
T 2u-p)

e Stredni doba ¢ekani v systému se fidi pfedpisem:

1
ET = ET; + —
U

Systém M/G/1/e=

Jedna se o systém se vstupnim tokem podléhajici Poissonovu rozdéleni,
obecnou dobou obsluhy (Zadné predpoklady), jednou obsluznou linkou a neomezenou
délkou fronty.

Predpoklady modelu:
e Vstupni pozadavky tvofi exponencidlni Poissonovo rozdéleni.
e Doba obsluhy je nahodna veli¢ina.

Systém M/G/1/e= je systémem s Poissonovym vstupnim tokem, interval
vstupnich pozadavk(l je exponencidlnim rozloZzenim a nahodnou veli¢inou jako dobou
obsluhy. Pravdépodobnosti zménu stavu pozZadavku v tomto systému také zdvisi na
dobé, kterou pozadavek uz stravil uvnitf systému. Novy vstupni poZadavek je zafazen
do fronty a vyckava, dokud predchozi pozadavek neni vyrizen.

e Stredni pocet jednotek (pozadavku, zakaznikd) ve fronté.

1+c¢2 p?
EN; =
=T Y1,

e Stredni pocet jednotek (pozadavkd, zakaznikd) v systému.
1+c¢z p?

2 T 1-p
e Stfedni doba ¢ekani v systému se fidi pfedpisem:

1+ c2 p
ET = |1 ES
( T2 *1—p>

EN = p+

e Stfedni doba obsluhy.
p
ES = —
A



Uzavrieny systém

Na rozdil od predchozich model(i se zde jednd o Uzavreny systém, ktery se lisi
od otevienych tim, Ze zde existuje omezeny vstupni tok. V praxi to znamena, ze
vystupni pozadavek, ktery projde systémem se do néj opét vraci vstupnim tokem jako
vstupni pozadavek. Cili mGZeme Fici, Ze intenzita obsluhy obsluZznych linek ovliviiuje
pocet vstupnich pozadavk.

Obsluzna linka Vystupni proud .
Vstupni proud poZadavki Fronta obslouzZenych pozadavku

o B N I R

Vystupni proud )
neobslouZzenych poZadavikl

Uzavieny Systém M/M/1

Uzavieny systém M/M/1 je z vétsiny totozny s jeho otevienou verzi, pouze
vyzaduje uzavreny systém misto otevieného. Vyjadreni zavislosti intenzity vstupnich
pozadavkl s celkovym poctem pozadavkd v systému, je zdvislé na intenzité vstupu
pozadavkud A otevieného modelu M/M/1.

Predpoklady modelu:

e Systém vlastni pouze jednu obsluznou linku.

e Vstupnitok pozadavkl je popsatelny exponencidlnim rozdélenim s parametrem
A.

e Doba obsluhy jednoho pozadavku je ndhodnd veli¢ina s exponencidlnim
rozdélenim s parametrem L.

e Jednd se o uzavieny systém.

e Kapacita fronty je neomezena.

e Metoda zpracovani je FIFO.

Y



Aplikace

Nejbéznéjsi z vySe uvedenych model(l byly implementovany do samostatné
aplikace, abychom ziskali rychlé analytické rfeseni téchto model(i a méli efektivni
moznost srovnavat analytické reSeni s nasimulovanymi ptiklady. Pro vypocet vzorcu
byla pouzZita knihovna Math, ktera obsahuje metody provadéjici zakladni numerické,
nebo exponencialni operace.

Zakladni charakteristika
Aplikace je napsana v programovacim jazyce Java. K tvorbé aplikace bylo
pouZito vyvojové prostredi NetBeans.

Popis aplikace
U&elem aplikace je provadéni analytickych vypoétd EtyF nejpouzivanéjsich
model( Teorie front. Jedna se o modely M/M/1, M/M/N/ee, M/M/N/R a M/D/1/ee.

Dialogova okna jednotlivych modell, obsahuji textova pole, pro zadavani
vstupnich dat, a needitovatelna vystupni pole s vysledky, label, kde je v pfipadé
nestability systému zobrazena pfislusna hlaska, pro¢ neprobéhl vypocet nebo
informace Zadost o zadani Ciselného vstupu, aby vypocet mohl probéhnout a tlacitko
»Zaviit” pro zavreni aktualniho dialogového okna.

Vsechna dialogova okna obsahuiji vysledky nejzajimavéjsich vypoctl a to
konkrétné:

e EN: Stfedni pocet jednotek (pozadavk(, zdkaznik(l) ve fronté.
e EN: Stfedni pocet jednotek (pozadavku, zdkaznik() v systému.
e ET:: Stfedni doba cekdni ve fronté se fidi predpisem.
e ET: Stfedni doba ¢ekani v systému se fidi predpisem.



Model M/M/1 & Model M/D/1

Aplika¢ni ¢ast pro vypocet zminénych
modeld M/M/1 a M/D/1, se sklada ze dvou
textovych polich pro zapis vstupnich
hodnot, konkrétné se jedna o intenzitu
vstupu (A) a intenzitu obsluhy ().

Model M/M/1 mimo jiné obsahuje
pole pro vypis pravdépodobnosti toho, Ze je
model obsazeny, nebo prazdny.

B M/MA

Intenzita vstupu

Intenzita obsluhy

3

4

Pocitej

Pravdépodobnost, Ze je systém prazdny

Pravdépodobnost, 7e je linka obsazena

Zaviit

EN

ENf

ET

ETf

3.0

2.25

1.0

0.75

0.57143 %

0.42857 %



Model M/M/N/eo B M/M/N/inf L
Aplikacni ¢ast pro vypocet

modelu M/M/1, se sklddd ze tfech Intenzita vstupu | 1 EN

textovych polich pro zapis vstupnich

hodnot, konkrétné se jedna o intenzitu

vstupu (A) a intenzitu obsluhy (p) a Pocet linek ! -

poctu obsluznych linek (n).

Intenzita obsluhy b =i

ETf

Pocitej

Zaviit

Model M/M/N/R

Model M/M/N/R mimo jiné obsahuje vstupni pole pro maximalni pocet mist
pozadavk( ve fronté. Déle obsahuje devét vystupnich polich, které slouzi k uréeni
pravdépodobnosti toho, Ze je v systému pravé dany pocet pozadavkud. Neboli ,p0“ je
pravdépodobnost, Ze je systém prazdny, ,,p1“ je pravdépodobnost, Ze se v systému
nachazi pravé jeden pozadavek, ,p2“ je pravdépodobnost, Ze v systému jsou praveé
dva pozadavky a tak dale.

17 M/M/N/R —
Intenzita vstupu 3 EN p0
Intenzita obsluhy 4 . p1
Intenzita linek 2 p2
Mist ve fronté 3 ET p3
- ETf pd
p5
Potite] pé
p/
Zavrit

p8




Adresarova struktura

Adresarova struktura aplikace je rozdélena na
vypocetni prvky a dialogové prvky. Dialogové prvky
obsahuji zobrazeni a praci s jednotlivymi dialogovymi
okny a vypocetni prvky obsahuiji tridy pro specifické
vypocty jednotlivych modeld a mimo jiné tfidu ,genera
obsahujici metody spole¢né pro vsechny modely.

III

B8 app

E@! App
& Source Packages
EHE Math

~[& CounterMD1inf.java
CounterMM1.java
CounterMMNR.java
CounterMMNinf.java
General.java

~[& App.java

[ FXMLDocument.fxml

~[& FXMLDocumentController java
[ FXMLModelMD1inf.fxml
~[#®FXMLModelMD1infController.java
[ FXMLModelMM1.fxml

- [#PFXMLModelMM1Controller java
- FXMLModelMMNR.fxml
~[&®FXMLModelMMNRController.java
[ FXMLModelMMNinf.fxml
~[#®FXMLModelMMNinfController.java



Simulace

Dalsi ¢asti prace je vypracovani simulacnich prikladd a jejich nasledné
porovnani s analytickym pristupem. Pro stabilizaci simulaci, pouzivame tisic
provedenych replikaci a v ramci kazdé replikace je nasimulovan jeden den, kde
generovani vstupniho toku se odehrava exponencialnim rozdélenim jednou za
minutu. Dale mérime pro nas zajimavé hodnoty coz jsou: stredni pocet jednotek
v systému, stfedni pocet jednotek ve fronté, stfredni dobu ¢ekani v systému a stredni
dobu c¢ekani ve fronté. Pro méreni téchto udajli generuje pomocnou entitu a pro
zpresnéni vysledkd je tato entita generovdna konstantné jednou za sekundu. V ramci
jedné replikace je vygenerovano necelych devadesat tisic entit. Mimo jiz zminéné
monitorujeme stabilitu systému ,p“ v €asti intenzity obsluhy systému. Simulace
model( probiha na principu zaalokovani zdroje, ddle zdrZeni entity v systému o
hodnotu intenzity systému ,u“ a nasledném uvolnéni zdroje pro vstup dalsi entity do
obsluzného procesu.

Pro zjednoduseni simulace pouZivdme pro intenzitu vstupniho toku hodnotu A
=1 a hodnotu intenzity obsluhy p = 1.3, stabilita systému neboli,,p“ se vtomto

pripadé rovna podilu téchto hodnot:

Sl L 76923
P=u~"13" "

Simulované modely
M/M/1

Create 1

Lf

F

|
]
:
=8

Create \ N | i — Dispose £

Vstupni hodnoty:
e Intenzita vstupu:A=1
e Intenzita obsluhy: p=1.3

Vystupni hodnoty:
e Stredni pocet jednotek ve fronté: ENs = 2.5498
e Stfedni pocet jednotek v systému: EN = 3.3194
e Stredni doba c¢ekani ve fronté: ETs=2.5353



e Stfedni doba ¢ekani v systému: ET = 3.3043

M/M/N/eo
Vstupni hodnoty:
e Intenzita vstupu:A=1
e Intenzita obsluhy: p=1.3
e Pocet obsluznych linek: n =2

Viystupni hodnoty:

Stredni pocet jednotek ve fronté: ENs = 0.1329
Stredni pocet jednotek v systému: EN = 0.9032
Stfedni doba cekani ve fronté: ETs = 0.1299
Stredni doba ¢ekani v systému: ET = 0.9009

M/M/N/R

V ramci problematiky simulace modelu, neni obecné mozno zajistit konstantni
frontu pfi ndhodnych vstupech exponencidlniho rozdéleni vstupniho proudu, tudiz
bylo pristoupeno k tomu, Ze entity nad ramec fronty jsou zahazovany ze systému
pry¢, vysledky se liSi od analytického reseni priblizné o 0.1, cozZ k rozdilu pouzité
metodiky pristupu (simulaéniho a analytického) Ize povaZovat za pfijatelné.

. . -
Recxrd 2 ﬁ =
o g

|| Resset ._I
Procsss 1 Recrd 3

O

Vstupni hodnoty:
e Intenzita vstupu:A=1
e Intenzita obsluhy: p=1.3
e Pocet obsluznych linek: n =2



e Kapacita fronty: r=3

Vystupni hodnoty:
e Stredni pocet jednotek ve fronté: ENs=0.1124
e Stredni pocet jednotek v systému: EN = 0.8762
e Stredni doba ¢ekani ve fronté: ETf=0.1110
e Stredni doba ¢ekani v systému: ET = 0.8812

M/D/1/eo
Vstupni hodnoty:
e Intenzita vstupu:A=1
e Intenzita obsluhy: p=1.3

Viystupni hodnoty:
e Stfedni pocet jednotek ve fronté: ENs=1.2833
e Stfedni pocet jednotek v systému: EN = 2.0531
e Stfedni doba ¢ekani ve fronté: ETs = 1.2386
e Stfedni doba ¢ekdani v systému: ET = 2.0461

Srovnani analytického pfristupu a simulac¢niho

Analyticky pfistup ‘ Simulacni pristup
EN ENf ET ETf EN ENf ET ETf
M/M/1 3.3333 | 2.564 | 3.3333 | 2.564 |3.3194 | 2.5498 | 3.3043 | 2.5353
M/M/N/e= | 0.9027 | 0.1335 | 0.9027 | 0.1335 | 0.9032 | 0.1329 | 0.9009 | 0.1299
M/M/N/R | 0.7900 | 0.2099 | 0.9792 | 0.2099 | 0.8762 | 0.1124 | 0.8812 | 0.1110
M/D/1/e= | 2.0512 | 1.2820 | 2.0512 | 1.2820 | 2.0531 | 1.2833 | 2.0461 | 1.2386

Ze souhrnné tabulky analytickych provedeni vypoctl a simulaci stejnych

modeld jsme zjistili, Ze az na pfipad omezené fronty, kde je simulace velmi
problematicka jsou vysledky z obou typl pristupu témér totozné a Cili tedy mizeme
prohlasit, Ze simulace danych modell potvrdila pravdivost vzorct pouzitych pfi

analytickém reseni.




Zaveér

Na zakladé zadani bakalarské prace byla popsana teoretickd ¢ast, ktera slouzi
jako Uvod do problematiky teorie front, popisujici vznik teorie front a jeji vyznamné
osobnosti, dale pouzivané typy rozdéleni pro vypocty pravdépodobnostnich uloh.

V dalsi ¢asti se jedna o popis Kendallovy klasifikace, a to konkrétné informace o
autorovi klasifikace a jeji popis zahrnujici napfiklad jak parametry modeld, systémy
obsluznych jednotek tak i pravidla jednotek pro odchod z fronty, kde napftiklad
pravidlo FIFO, je nejbéZznéjsi pouzivané pravidlo pouzivané vsude kolem nas.

Déle prace obsahuje podrobny popis jednotlivych nejbéznéjsich modeld, popis
uzavreného a otevieného systému.

Analyticka ¢ast praktické stranky prace obsahuje Java aplikaci slouzici pro
analytické vypocty nejbéznéjsSich modell. Aplikace ndm ve vsech pripadech spocita
stfedni pocet jednotek v systému, stfedni pocet jednotek ve fronté, stfedni dobu
cekani v systému a stredni dobu ¢ekani ve fronté. Dale napriklad v pro nas zajimavém
modelu M/M/1 uréi pravdépodobnost obsazenosti systému a v modelu M/M/N/R
urci pravdépodobnosti konkrétnich stavl neboli pravdépodobnost, Ze je systém
prazdny, Ze je v ném pouze jeden pozadavek, pouze dva pozadavky a tak dale.

Jako posledni, prace obsahuje popis simulacniho pristupu k modelim
uzivanych v analytické Java aplikaci, jsou zde popsany simulace a jejich vysledky a
nasledné porovnani s analytickymi vypocty. Prace obsahuje téZz vypracované priklady
pro kazdy z téchto modeld.
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