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Abstract: The aim of this paper is to find an explicit form of an insengitivity region for a
linear function of the fixed effects parameters in a regular mixed linear regression model
without constraints, to explore a possible graphical representation of this region and its
significance for the determination of the estimatesin the mentioned model.
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1. Pouzité znadeni

I jednotkova matice

A’ M oore-Penroseova pseudoinverze matice A (viz [7])

Ma matice ortogondlni projekce na vektorovy prostor kolmy k vektorovému
prostoru generovanému sloupci matice A, (Ma= [-AA")

r(A) hodnost matice A

tr(A) stopa matice A, definuje se pro c¢tvercové matice jako soucet
diagonalnich prvka

Y ~ Nn(X8, X) nédhodny vektor Y ma n-rozmérné normani rozdéleni se stiedni
hodnotou Xf avarian¢ni matici X

Varg [ b (0)] varianéni matice odhadu b (0) za predpokladu, Ze skutecna hodnota
parametru @ je 6o

6; i-ta dozka vektoru

2. Uvod

Jednou z ¢asto pouzivanych metod uréovani bodovych odhadti parametri je metoda
maximéni vérohodnogti. Hlavni prednosti této metody jsou jeji asymptotické vlastnosti.
Maximéliné vérohodny odhad parametri stredni hodnoty ve smiSeném line&rnim regresnim
modelu, ktery bude bliZze popsén v nésledujicim odstavci, je funkci parametra varianéni
matice (v dalSim textu oznatovanych jako varian¢ni komponenty). K uréeni odhadu je tedy
nejprve tieba vhodné zvolit vstupni hodnoty variancnich komponent. Otazkou je, jak
poznadme, zda dané volba téchto vstupnich hodnot byla dobra a zda vibec data, kterd méme
k dispozici umoznuji uréeni kvalitnich odhadi parametru stiedni hodnoty.

3. Maximalné vérohodné odhady parametra stiedni hodnoty a varianénich komponent
ve smiSeném linear nim regresnim modelu
Uvazujme smiSeny linearni regresni model
Y ~ Na(Xg, Zp). 1)
Data, kterd mame k dispozici, jsou obsaZzena v observaénim vektoru Y, neznamé parametry
tvoii vektor p. Déle predpokladame, Ze dozZky vektoru Y jsou v pripadé, Ze data jsou presna
(tedy nedodlo k Zadné chybé pii jejich ziskévéani), lineérnimi funkcemi vektoru parametri 3,
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coz je v modelu (1) vyjédieno tim, Ze stiedni hodnota vektoru Y je Xp. V praxi vétSinou
k tomuto modelu dospéjeme pomoci linearizace. Necht' matice X je plné hodnosti ve
doupcich, r(X) = k. Uvazujme model sr variancnimi komponentami q;,...,d, , tedy varian¢ni
matice vektoru Y je tvaru

VarY=2,= qq, Vi, 2
i=1
kde Vi, ..., Vi jsou znamé symetrické matice, piicemz musi platit, Ze varianéni matice Xy je
pozitivné definitni. Existence vice varianénich komponent v realnych situacich znamend, Ze
data pochézeji z nékolika razné presnych zdroji, naptiklad byla métena nekolika raznymi
pristroji, matice V; pak obvykle byvaji diagonélni.

NaSim cilem je najit odhady parametra stiedni hodnoty g a variancnich komponent
gy,.--,0, metodou maximalni vérohodnosti. Pro usnadnéni zapisu budeme v dalSim symbolem
0 znacit vektor, jehoZ doZkami jsou varianéni komponenty.

V modelu (1) jsou vérohodnostni rovnice pro g a @ (naptiklad podle [7]) tvaru

[X' (Z) " X]p=X"(Z)Y, (3
tr[ (Zs) V] =Y (MxZoMx) * Vi(MxZMx) 'Y, i =1,...,r. (4)

Vzhledem k piedpokladu pozitivni definitnosti matice Xy je tato varianéni matice i regulérni.
ProtoZe navic predpokléddme plnou sloupcovou hodnost matice X, je regulérni i matice
X' (Zp) X a existuje k ni tedy matice inverzni. Proto z rovnice (3) maZeme piimo vyjédiit
odhad parametru g ve tvaru

B = [X'(Zo) XX (Z0) Y (%)

Explicitni vyjadieni odhadu parametru @, které vznikne Upravou soustavy rovnic (4), je
uvedeno v [1].

Ze vztahu (5) je vidét, Ze odhad parametru g je funkci proménné @, jak bylo zminéno
v Uvodu. Potiebujeme proto sanovit n¢jakou vhodnou vstupni hodnotu varian¢nich
komponent, kterou budeme zn&it 6. Z&roven potiebujeme umét posoudit, jestli dana volba
vstupnich varian¢nich komponent umoziuje ziskéni pouzitelného odhadu parametra stredni
hodnoty. To nam umozni prévé oblast necitlivosti, jejimZ odvozenim se budeme zabyvat
v nasledujicim odstavci.

Obvykle se nejprve feSenim soustavy (4) ziska odhad varianénich komponent a ten se pak
pouZije jako vstupni hodnota do vztahu (5). Soustava (4) se de musi fesit iteracné a i zde je
nutna néjaka vstupni pocatecni hodnota variancnich komponent, kterou je treba stanovit na
z&lad¢ observacniho vektoru Y. V situaci, kdy nepotrebujeme zn& odhady varian¢nich
komponent, se proto zda byt snazsi pouZzit jako vstupni hodnotu pro (5) rovnou pocétecni
hodnoty varian¢nich komponent a pomoci oblasti necitlivosti pak rozhodnout, zda tato volba
byla vhodna a umoznila ndm ziskat rozumny odhad parametra stiedni hodnoty.

4. Oblasti necitlivosti pro parametry stifedni hodnoty

Pocétecni hodnoty varianénich komponent vstupujici do vztahu (5) mohou podstatné
ovlivnit vysledné odhady, jejich volba je proto velmi dilezitd. Zkusme si poloZit otézku, co se
stane, zménime-li varian¢ni komponenty 6y vstupujici do vzorce (5) o 6. Vydedny odhad
parametra stredni hodnoty pak muZzeme piiblizné vyjédtit pomoci diferencialu nésledovng
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b (0o+66) = b (60)+ 1“:)1;((:](](;) 00. (6)

ProtoZe po Upravé

ﬂ?néq) = - [X* (Z00) XX E0) ™ ViZo) [ Y-XB (60)], (7)
(kde Zypo znaci matici '[prIJ (2) s O, misto 8), maZzeme podle (6) psat
B (0ot 0) ~ b (ao)-é [X (Z90) ™ X] X (Z90)™* Vi(Za0) [ Y-X B (60)] 96 (8)

i=1

Z hlediska kvality vysedného odhadu se zdé byt rozumné, aby pii zméné vstupnich hodnot
variancnich komponent nedoSo k piiliSnému n&rastu disperze odhadu parametri stredni
hodnoty. Budeme tedy hledat takovou mnoZinu vstupnich hodnot 8y+d6, které nepovedou ke
zvy%eni smérodatné odchylky odhadu dané linearni kombinace sloZek vektoru g o vice nez
100°e% v porovnani se smérodatnou odchylkou odhadu steiné linearni  kombinace
vychazejiciho ze vstupni hodnoty €o. Takovou mnoZinu nazveme oblasti necitlivosti pro
linearni funkci h’p pro dané 6, a dané ¢, v dalSim textu ji pro stru¢nost budeme nazyvat
oblasti necitlivosti pro parametry stiedni hodnoty. To, Ze misto smérodatnych odchylek
odhadii jednotlivych doZek parametru g zkoumame smérodatné odchylky linearnich
kombinaci slozek vektoru g, mé své opodstatnéni. Zvolime-li za vektor h i-ty jednotkovy
vektor, je prisusnd linearni kombinace rovna i-té sloZce vektoru #, o moznost sledovat
smérodatné odchylky sloZzek odhadu jsme tedy nepiisli. Naopak mame navic moZnost vénovat
sei lineérnim kombinacim uréenym jinymi vektory neZ jednotkovymi. Podle vySe uvedeného
hleddme mnoZinu takovych 6o+ 68, pro ktera plati

{Varg [h* B (6o+50)]}2<(1+¢) {Vargp [h* B (60)]}2. )
Na z&klad¢ vztahu (5) dostaneme

Varg [ B (00)]= [ X (Zp0) X] ™, (10)
tedy
Varg [h* B (80)]=h* [X* (Zs0)X] *h. (11)

Na z&klad¢ (8) miaZeme odvodit nadedujici priblizné vyjéadieni
Vargo [ b (00"' (50)] ~ Varg [ b (00)] +

+ [ X (Za0) X] X (Z00) " Zs0 (MxZaoMx)* Zsa(Za0) X[ X (Zao) " X] % (12)

2sp zde znaci matici égldqi Vi. Vyslednou oblast necitlivosti pak oznatime Nygze. PO
Upravéch ji maZzeme zaps; takto:

Nivg.00 = {00+ 30: (90) Wnd0<(2e+£°)h* [ X (Zoo) X] "1}, (13)
kde W, je matice sprvky

{Wh}ii = h'[X (Za0) ™ X] X (Za0) Vi(MxZ oM %) * Vi(Za0) X[ X' (Za0) X] *h. (14)
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ProtoZe e je malé kladné ¢islo (obvykle se voli e <0,5), maZzeme vétsinou v (14) pouZit
2e misto (2e +e2).

PodrobngjSi postup odvozeni oblasti necitlivosti je mozné najit napi. v [3], [4] nebo [6]. D&
se dokézat, Ze matice Wh je singularni a vektor vstupnich variancnich komponent 6o je kolmy
na prostor generovany sloupci matice Wy. Dukaz je mozné najit napt. v [6]. Znamené to, Ze
kvadraticka forma (60)' Who@ uvniti mnoziny (13) uréuje singularni kuzelosecku. Pror = 2 je
tak oblast necitlivosti viastné pés vymezeny dvéma rovnob&znymi piimkami, které jsou navic
rovnobézné s orientovanou Useckou spojujici pocatek soustavy souiadnic s bodem 6.

5. Pouziti oblasti necitlivosti

Oblasti necitlivosti jsou, jak vime, mnoZinami moZnych vstupnich hodnot varian¢nich
komponent, které nezpusobi ptiliS velky narast smérodatné odchylky odhadi. Abychom
mohli posoudit kvalitu odhadti parametra stredni hodnoty, respektive rozhodnout o tom, jestli
za odhad parametru miaZeme povaZovat uZ hodnotu uré¢enou ze vztahu (5) dosazenim
poc¢étecnich hodnot variancnich komponent, porovndme oblast necitlivosti pro parametry
stiedni hodnoty s oblasti spolehlivosti pro variancni komponenty. Nevyplyvéli z konkrétni
situace jin4 potiebnd volba vektoru h, volime obvykle za h postupné jednotkové vektory a
vSechny pridusné oblasti necitlivosti porovnédvame soblasti spolehlivosti. Odvozeni oblasti
spolehlivosti pro varianéni komponenty si vysvétlime pro piipad dvou varianénich komponent
— tedy pro situaci, kdy r = 2, pro vétsi hodnoty r je postup analogicky. Oblast spolehlivosti
budeme hledat ve tvaru obdéiniku se sttedem v bodg& q (o) (tj. odhad varian¢nich komponent
ziskany pri pouZiti pocétecni hodnoty o prvni iteraci soustavy (4)), ktery pokryva skutecné
hodnoty varianénich komponent s danou pravdépodobnosti 1-a. Podle Ceby3evovy nerovnosti
(viz napt. [1]) plati

. I,
Pi d.0)- ol £ km§3 1- (15)
a podobné
. I
Pl 4260 0o £k Verobifolly = 1- - (19)

Bonferroniho nerovnogt, ktera je uvedena napt. v [5], pak zohlediuje (15) i (16):
Pi ‘Ch(qo)' ql‘ £ k\lvarqo|q1(qo)| U‘qz(qo)' qz‘ £ k\/Varqo|q2(qo)|§3 1- k2 : (17)

2

k2

Potrebujeme, aby 1-

=1-a, tedy k:\F. Oblast spolehlivosti pro variancni
a

komponenty Ey g0 je tedy mnozina

u

] ) L
a0 = 10 =8 26,000)- 0 £ | Vol )] Ui )/ £ Varoldaolly 09)
{ 20 !3

Pokud bude v konkrétnim ptipadé obdénik predstavujici oblast spolehlivosti uvnité pasu
oblasti necitlivosti, jak je uvedeno na obrézku 1, znamena to, Ze sb (6y) miZeme pracovat
jako s kvalitnim odhadem parametru stiedni hodnoty.
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Obr. 1: Vzgjemné poloha oblasti necitlivosti a oblasti spolehlivogti — kvalitni odhad parametru

Pokud ovSem bude oblast spolehlivosti oblast necitlivosti vyrazné presahovat, mizeme se
pii uré¢ovani odhadi velmi snadno dostat do situace, kdy disperze slozek uré¢eného odhadu
budou prilis velké a takovému odhadu pak nemizeme piikladat velkou vahu. Vzgemna
poloha oblasti necitlivosti a oblasti spolehlivosti odpovidajici takové situaci je na obrazku 2.
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Obr. 2: Vzgjemné poloha oblasti necitlivosti a oblagti spolehlivogti — nekvalitni odhad
parametru

6. Zavér

Pokud by pii odhadovéani parametri stiedni hodnoty konkrétniho modelu nastala vzajemna
poloha oblasti necitlivogti a oblasti spolehlivosti podobna té na obrézku 2, je tieba zvolit
misto @y jinou vstupni hodnotu varian¢nich komponent. MuzZzeme tieba 6y pouZit jako
poc¢ate¢ni hodnotu do soustavy rovnic (4), tyto rovnice iteratné vyieSit a vysledny odhad
variancnich komponent pak pouZit pro ziskani odhadu parametra stiedni hodnoty. Pokud ani
toto nepomiiZe, je treba zkouSet jiné pocétecni hodnoty vstupujici do vySe zmingné iteracni
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procedury. Ukazuje se v3ak, Ze v nékterych modelech vibec neni moZzné volbou vstupnich
variancnich komponent docilit vzaemné polohy jako na obrézku 1.
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