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Abstract: The article deals with the variance components estimation in two important linear
regresson models with constraints. The maximum likelihood estimators for fixed effect
parameters and variance components are derived.
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1. Uvod

V praxi se ¢asto setkavame se situacemi, kdy je bud’ tieba odhadnout hodnotu veli¢iny,
kterd musi vyhovovat n¢jakym podminkdm (tyto situace lze popsat pomoci smiSeného
linedrniho modelu s podminkami typu |) nebo je tieba urc¢it hodnotu veli¢iny, kterou neni
mozné piimo mefit, 1ze ji vSak dopocitat pomoci jinych velicin, které mefit Ize (témto
situacim odpovida smiSeny linearni model spodminkami typu I1). Pro ilustraci uved'me
napiiklad uréovani zrychleni pfi rovnomérné zrychleném primocarém pohybu, kdy zrychleni
uréujeme pomoci naméienych hodnot dréhy a casu.
2. Odvozeni odhadi ve smiSeném linearnim modelu s podminkami typu |

UvaZzujme smiSeny linearni regresni model s podminkami typu I:

Y ~N,(Xb,S,), (D
Kde parametr sttedni hodnoty b musi vyhovovat linearni podmince
b+Bb =0 @)

Predpokladejme, Ze matice X je zndma rozméru n” k, plné sloupcové hodnosti k, b je g-
rozmérny vektor, B je matice typu q” k, plné radkové hodnosti q. Predpoklédejme dale
model sr neznamymi varian¢nimi komponentami qj,...,q Necht' V,,...,V. jsou zndmé
symetrické matice a

re

vary =S, =g qV,, 3

i=1

Pricemz musi platit, Ze matice S, je pozitivné definitni. Nasim cilem je odhadnout
parametry b a q,...,q,. Odhadovat budeme pomoci metody maximalni vérohodnosti.
Zvolme n¢jaky pocatecni vektor b, vyhovujici podmince (2), pak pro vSechny ostatni
vektory b spliujici tuto podminku plati

b =b, +Kyg,9T R, (4)

kde K, je maticetypu k™ k- g takova, Zze BK; =0. Z modelu (1) vyplyva, ze

(Y- Xb,) ~ N, (XKgg,S,) . (5)



Tim jsme prevedli model (1) s podminkou (2) na model (5) bez podminky. Vérohodnostni
rovnicepro g aq = (dy,...,d,)" maji podle [RAO-KLEFFE, 1988] tvar

[(XK,)'S;1XK 4]0 = (XK, ' S;1(Y - Xb,) ©)
Tf(SglVi) = (Y- Xbp)' (M, S4M g, ) Vi(M i, SqM i, )" (Y- Xbo), i =1....r (7

Kde A" znati Moore-Penroseovu pseudoinverzi matice A a M, je matice ortogondlni
projekce na vektorovy prostor kolmy k vektorovéemu prostoru generovanému sloupci matice
A plati M, =1 - AA".

Z (5) okamzité plyne

9= (Kg'X'S:'XK,) 'K X'SIH(Y - Xby). (8)

Oznasime-li b odhad parametru b z modelu (1), (2), miZzeme podle (3) psat

b =by+Ked =by+Kg(Kg' X'S;"XKg) "K' X'SH(Y - Xby) (9)

Protoze M(K;) = M(M,), je M (XK;) = M(XMy). (Kde M(A) zni prostor
generovany sloupci matice A.) X0 tedy miZzeme zapsat a upravit nésledovné

Xb = Xb, + XK (K" X'S;" XK ) 1K' X'SH(Y - Xby) =

= Xby + P (Y- Xb,) = Xb, + P (Y- Xb) =

= Xby + XMy (Mg X'S:P XM ) "M X'SH(Y - Xb,) =

= X(X'S*X) XS Y - X(X'S;'X) 'B[B(X'S;"X) BT [B(X'S;'X) 'S Y +h.

ProtoZe ve smiSeném linearnim modelu (1) bez podminky je nejlepsi nestranny linearni
odhad parametru b tvaru

b =(X'S;"X) ' X'S 'Y, (10)
mazeme Xb dde upravit takto
XB = XB - X(X'S;'X) 'B[B(X'S;"X) *B ' (Bb +b).
Tedy maximalné vérohodny odhad parametru b v modelu (1) s podminkou (2) je tvaru
b=b- (X'S;'X) *B[B(X'S;*X) "B "*(Bb +b). (12)
Zbyvé odvodit odhad parametru q . Jak jiz bylo uvedeno diive M ( XK;) = M( XM ),
proto M, =M, . Tedy miZzeme psat

(M, SiM e, )™ = (M, SsM gy, )" =
=S - S XM (Mg X'S XM 5) "M X'S.H = SiF - SIEX{(X'S;'X) " -

- (X'S[;X)'lB'[B(X'S{;X)'lB']'lB(X'SC"}X)'l}X'S;i1 =



=(M,S;M,)" +P% st

1X(x S; x)iBq
Vyraz (M S, M, )"Y pouZity ve vérohodnostnich rovnicich (7) Ize prepsat takto
(M SM )Y =[S - SIEX(X'SIX) P X'STY =SH(Y - Xb).
Tedy vérohodnostni rovnice (7) mizeme upravit

Tr(S;V,) = (Y - Xbo)T(MS;M )" +P% SV °

SiX(X'si'X) BT I

“[(M,SM,)" (Y - Xby) =Y'(M, S;M, )"V, (M, S.M, )" +

IX(XSIX) B' q ]

+(Y - Xby)' Py SiV, (M, S;M )" (Y - Xb,)+

X (X'sEIX) 1B

+(Y - Xby)'(M S, M, )"V, P (Y- Xb,)+

X (X'SEHX) B! q

+(Y - Xby) P S:V. P

X (X'SE'X) BTG 1X(xs1X) B' q

(Y- Xb,) =
=(Y - Xb)'S;V,S; (Y - Xb).

Odhady varian¢nich komponent q,,...,q, tedy pocitame z rovnic
Tr(S;V,) =(Y - Xb)'S;V,S;'(Y - Xb),i =1...T.

ProtoZe vztahy pro odhady parametra b aq,,...,q, byly odvozeny ze smiseného linearniho

modelu (5) bez podminky, maji takto ziskané odhady asymptotické vlastnosti maximalné
vérohodnych odhadt, tedy jsou konzistentni, asymptoticky normélni a asymptoticky sdruzené
efektivni.

3. Odvozeni odhada ve smiSeném linearnim modelu s podminkami typu 11
Necht’ je dan nasledujici regresni model
Y~ Nn(Xbl,Sq). (12)

b

Parametr ~1 vystupujici v modelu (12) je nepiimo mefitelny, potiebujeme odhadnout

hodnotu parametru b

Blb1+sz2+b:0. (13)

2, ktery ovsem vystupuje pouze v podmince

V praxi ¢asto ktomuto modelu dospéjeme pomoci linearizace pavodné nelinearniho
modelu. Predpokladame, Ze matice X je plné hodnogti ve sloupcich, matice B, jetypu @ kl,

matice Bz jetypu q’ kz apfedpok|édéme r(Bl’Bz):q, r(Bz):kz, kz <q<k1+k2_

Predpokladame model sr varianénimi komponentami 91+-9: | tedy

varY =S, —aq, -
i=1 (14)

S

kde Vir- Vi jsou zndmé symetrické matice, pricemz musi platit, Ze ~d je alespon pozitivné

semidefinitni. Na&im cilem je najit odhady P1'P2:81--9: metodou maximalni vérohodnosti.



V modelu (12) bez podminek jsou vérohodnostni rovnice pro b, 4

_ ¢
A = (6.9 ) obgobného tvaru jako (6), (7), ovéem s P1 misto P . Provedeme transformaci
modelu s podminkou (12), (13) na model bez podminky (pouzitd transformace viz.

[KUBACEK - KUBACKOVA, 2000]). Najdeme matice K1 typu K™ Ki+kz -0 5 Ky gy
K," Ki+ Ko - O pro které plati:

(B,,B, ?}2 199
20 (15)
s 8] 0
a( =
g gMBEBlo_

Plati M <202 € t.00, Protoze matice B2 ma podle predpokladi plnou sloupcovou
hodnogt, plati vzhledem k (15)

K, =- (BZ'BZ)'lBZ'BlKl. (16)
Podminka (13) muze byt tedy upravena

0=BK,- B,(B,'B,)'B,'B,K, =[I - B,(B,'B,) 'B,'|BK, = Mg BK;.

Tedy vlastné

M( Kl):M (M B'Mg, )
7 predpokladi uginénych difve o modelu (12), (13) vypljva, ze F(Ki)=ki+k,-q
(0) (0)
Zvolme nyni libovolné po¢atecni vektory b,® a b,? vyhovujici podmince (13). Pak vSechny
odatni vektory bl b, spliujici tuto podminku mazeme vyjadiit nasledovné
a0 a0 aK, 0

6,5 ébz s gl RE1 a7)
Model (12) s podminkou (13) mizeme tedy prevést namodel bez podminky
Y- Xb/” ~ N, (XK,9,S,) (18)

Podle [RAO-KLEFFE, 1988] maji vérohodnostni rovnice pro 9 ad tvar
[(XK,)'S;"XK,]g = (XK,)'S;A(Y - Xb() (19

Tr(S;ilVi):(Y_ Xbl(O))I(MXKlquXKl)+V1(MXKlquXK1)+(Y_ Xbl(O)) i=1...,r (20)

Z rovnice (19) Ize primo vyjédrit
9= (K" X'S;'XK ) "K' X 'S (Y - Xb[®). (21)



R

Oznacme odhady parametri P2, P2 a 0 2 modelu (12),(13) po tads P1, P2 a d, odhad
parametru b 2 modelu (12) bez podminky b: 2 odhad parametru 9 Z modelu (18) 9 pak ze
(17) Vypls'/vé-'

0 a&)( )6 .aeK1 o)
éb Y O
ﬂ 29 (22)
Tedy plati
XB, = Xb® + XK,g = Xb® + XK, (Ky X SPXK,) MK XS (Y - Xb,@) =
= Xb” + XM gy, (Mg, X'Se' XMy ) Mgy, X'SFH(Y - Xb,) =
= X0 + XM gy, (Mg, X'S XMy ) Mgy, X'SIHY - X(Mguy, + Py, )bi”) =
= X0 + XM gy, Mgy, X'SFXM gy, ) Mgy, X'SFY -
- XM BI‘MBZ (M BI‘MBZ XIS&:LXM BL‘MBZ )+ M BI‘MBZ XIS;i‘lx(M BL‘MBZ + PBL‘MBZ )bl(O) =
= X0 + XM gy, Mgy, X'SFXM gy ) Mgy, X'SFY -
- XMy, b7 - XMgyy (Mg, X'S;™XMg . ) Mgy, X'S;PXB'Mg (Mg, BB,'Mg )"
" Mg Bb =
= XMg, Mg, X'Si XMy ) Mgy, X'SFY + XPy.y, b -
- XM s (Mg, X'Sg XM gy, ) Mgy, XS XPy .y, b =
=P%  Y+M jﬁjw XB,'M (Mg BB'M; )"M, Bb® =

XM, g,

Psq Y-M iﬁjﬁ.msz XB,'M B, M B, B,B/'M Bz)+ M B, Bl(b + szz(O)) =

XM, g,

PXMBIMB Y-M >S<i-]\l/|Bl.MB2 XB,'M B, (M B, B,B,'M Bz)+ M B, B,b.

Tedy pro odhad parametru b, z modelu (12), (13) plati
B, = Mg, (Mg, X'S XMy, ) Mgy X'SY -
[ Mgy, (Mg, X'Si™XMg oy )" Mgy, X'S;PX]B,' (Mg BB'Mg ) b=
b, = Mgy, (Mg, X'SXMg,, )" X'SY -
[ Mgy, (Mg, X'S;'XMg )" X'SIX]B, (Mg BB "M )"b.
Odhad parametru b, odvodime pomoci (22).

62 = bz(O) + Kzg = bz(O) - (BZIBZ)-lBZIBlKlg = bz(O) - (leBz)-lelBl(Bl - bl(O)):
= bz(O) - (le Bz)-lel B161 + (le BZ)-lBZIBlbl(O) =- (le BZ)-lBZI(Blsl + b)

Pri odvozovéani odhadu varianénich komponent se postupuje podobné jako u modelu
s podminkami typu |, vysledny odhad méatvar



- X0 }(M g S;M e ) Va(M o S, My ) (¥ - X0 9)0

s

(v - X0 @}(M g SoM . )v (M S, My )7 (v - Xxb, );

]
9= S(""Xl<1sq""Xl<1)+

oED O

kde
{S(MXKlquXKl)*}i,j =tr[\/i (M xKlquXK1)+Vj (M XKlquXK1)+J =L

Pri vypoctech se postupuije iteraéné s vhodné zvolenymi pocatecnimi hodnotami.
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