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ANOTACE

Bakalafska prace se zaméfuje na nadvrh a implementaci webové aplikace demonstrujici praci
s nadredlnymi Cisly. Uzivateli je pfedstavena mnozina nadredlnych cCisel, jejich zékladni
vlastnosti, konstrukce dalSich Cisel a zakladni aritmetické operace s nimi. Praci s nadrealnymi
Cisly si uzivatel miize sam vyzkouset. Webova aplikace je jednoduchd jednostrankova aplikace

pracujici na stran¢ klienta.
KLICOVA SLOVA
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TITLE
Application demonstrating work with Surreal numbers

ANNOTATION

The bachelor’s thesis focuses on the design and implementation of a web application
demonstrating work with surreal numbers. The user is presented with the set of surreal numbers,
their basic properties, construction of more numbers and basic arithmetic operations on them.
The user can try working with surreal numbers. The web application is a simple single-page

client-side application.
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UVOD
Cilem této bakalarské prace je navrh a implementace webové aplikace demonstrujici praci

s nadrealnymi Cisly.

Aplikace je rozd€lena do dvou vrstev. Datova vrstva obsahuje implementace datovych
struktur pottebnych pro praci s nadredlnymi ¢isly a umoznuje s nimi provadét zakladni

vvvvvv

hledani hodnoty daného nadrealného cisla.

Vrstva uzivatelského rozhrani umoznuje uzivateli vyzkouset si interakci s nadrealnymi Cisly
pomoci jednoduchych webovych widgetti. Aplikace uzivatele postupné zasvécuje do tématu
nadredlnych ¢isel a soubézné s tim mu demonstruje, jak praveé ziskavané znalosti aplikovat na

praci s nadrealnymi Cisly.
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1 TEORETICKA CAST

Prvni definice nadredlnych ¢isel vyplynula z vyzkumu matematika Johna Hortona Conwaye,
ktery jim ale tehdy fikal prosté ¢isla (Schleicher 2013, Gonshor 1986, s. 1). Jméno nadredlna
jim dal az v roce 1974 americky matematik Donald Ervin Knuth ve své noveleté, v niz

v kulisach matematického dobrodruZzstvi dvojice hlavnich hrdint postupné z naprostého

minima buduje obor nadrealnych ¢isel a objevuje jejich zakonitosti (Knuth, 1974).

1.1 Definice nadrealnych cisel

Nadrealné Cislo x definujeme jako:
x = {X,|Xg}, X £ Xpg

Nadrealné Cislo x je tedy usporadana dvojice mnozin nadrealnych Cisel X; a Xp. Mnoziné X;
muzeme tikat také leva mnozina daného ¢isla, mnozin¢ Xi zase prava mnozZina. Zadny prvek
mnoziny neni vétsi ani roven zadnému prvku mnoziny Xz. Cili vSechny prvky mnoziny X,

jsou mensi nez vS§echny prvky mnoziny X (Knuth, 1974, s. 10).

K porovnavani mnozin staci porovnavat nejvetsi a nejmensi prvek kazdé mnoziny. Kdyz
X1max J€ nejvetsi prvek mnoziny X; a Xg,in je nejmensi prvek mnoziny Xp,

tak napt. Xpmax < Xrmin € X1 < Xg a tak dale pro vSechna porovnani (Knuth, 1974, s. 22-
23).

1.2 Pseudo-Cisla
Pokud bychom méli x = {X_L | X_R }, ale X; = Xy, a tedy by byla porusena ptedchozi
podminka, x neni nadrealné Cislo, ale tzv. pseudo-cislo. Pseudo-¢isla jsou sice v jistém

smyslu podobna ¢islim, ale nemaji plné stejné vlastnosti a chovani (Knuth, 1974, s. 79).

1.3 Konstrukce nadrealnych ¢isel
Cisla, ktera jsou v levé a pravé mnozing, uréuji, jaké &islo z mnoziny vznikne. Zakladni vztah

hledaného ¢isla a mnozin, ze kterych je tvoteno:
X <x < Xp

To znamena, Ze hledané ¢islo x je vétsi nez vSechna Cisla v X;, ale mensi nez vSechna ¢isla

v Xg, lezi tedy mezi Cisly z X, a Cisly z Xi (Knuth, 1974, s. 30).

13
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Obrazek 1 Ukdzka vzdjemné pozice cisla a mnozin (zdroj vlastni)
To napovida prvni zptsob, jak zkonstruovat kterékoli ¢islo x = {X; |Xz}: do mnoziny X,
dosadime vSechna (tj. vSechna existujici) ¢isla mensi nez x a do mnoziny X dosadime

vSechna (tj. vSechna existujici) ¢isla vétsi nez x.

Vzhledem k rekurzivni definici nadrealnych ¢isel jsou konstruovana postupné. Prvni

nadrealné ¢islo zkonstruujeme ze dvou prazdnych mnozin:
x={0|9} =0

Nadrealné ¢islo x = {@|0} je ekvivalentni ¢islu x = 0. Tedy x je potad to samé &islo,
které ale ma dv¢ rizné reprezentace, {@|@} a 0. Aby se nepletly, rozlisuje se tvaru a hodnoté

nadrealného ¢isla. Napi. hodnotou ¢isla {@|@} je 0 a jednim z tvaru ¢isla 0 je {@|0}.
Cislo 0 umoziuje zkonstruovat dalsi nadrealna ¢isla (Knuth, 1974, s. 11):
y={0[g} =1
z={p|0} =-1
Cisla 1 a -1 umoziiuji zkonstruovat jesté dal$i nadrealna &isla (Knuth, 1974, s. 44):

a={@|-1} = -2

1
b={-1/0} = -7

1
C:{Oll}zz
x={1|0} =2

1.4 Genealogie nadrealnych cisel

Mnozina konstruovanych nadrealnych ¢isel postupné roste: v prvnim kroku vznikla jen 0,
v dal$im kroku pftibyla -1 a 1, z nich v dalSim kroku vznikla -2, -%, % a 2 apod. Nadrealna ¢isla

vznikaji v generacich. Generace je mnozina vSech ¢islech, kterd vznikla ve stejném kroku.

14



KaZzdou generaci miizeme ocislovat: prvni je generace 0, pak generace 1, poté generace 2 atd.
Ptitom plati, Ze Cislo generace je stejné jako hodnota nejvétsiho nadrealného ¢isla x4, dané
generace: v generaci 0 bylo nejvétsi ¢islo x,,,4, = 0, v generaci bylo nejvetsi Cislo x4, =

1... (Knuth, 1974, s. 105).

Misto o generacich miizeme také mluvit o narozeninovych ¢islech. Narozeninové cislo
nadrealného &isla x, matematicky zapsané jako 8(x), je ¢islo generace, ve které se ¢islo x
poprvé objevilo, a tedy nejvéetsi nadrealné Cislo ze stejné generace jako x. VSechna ¢isla dané
generace maji stejna narozeninova ¢isla: §(0) = 0,8(—1) =6(1) =1,a6(—-2) ==

8(2) = 2 atd.

Cislo x je mladsi nez y, kdyz 8(x) < 8(y), starsi kdyz 8(x) > 6(y) a stejné staré
kdyz §(x) = &§(y),. V mnozinach také mizeme hledat, které ¢islo je nejstar$i (nejdiive
narozené, 8(x),in) anebo nejmladsi (nejpozdéji narozené, 8(x),qx) (Tondering, 2019, s. 12-

13).

Do kazdé generace & piibyde 2% ¢&isel, takZe po kazdém kroku (generaci 8) existuje celkem

nadreélnych Cisel.

Kdyz sefadime vsechna dosud vytvoiena ¢isla x; < x, < -+ < x,, , po dalSim kroku se
vSechna nova Cisla zafadi takto mezi né: {@|x;} < x; < {Xq]|%2} < x, < {Xp]x3} <+ <
{Xn—11%} < %, < {Xn|0} . Mezi kazdymi dvéma ptivodnimi Cisly x; a x;,4 se nachazi nové
Cislo, které ma tvar {x;|x;,,} a kazdé puvodni ¢islo je obklopeno novymi ¢isly (zleva i zprava
pravé jednim) ve tvaru {x;_q|x;} a {x;|x; 11} (kde x_; a x,41 jsou @). Nova ¢isla tedy zapliuji

volny prostor mezi témi ptivodnimi (Knuth, 1974, s. 36).

1.5 Kanonicky tvar
Cisla {—1|1},{—2]2},... maji sice riizné tvary, ale stejnou hodnotu 0 . Kazdé nadrealné &islo
1ze zapsat nekone¢né mnoho ekvivalentnimi zplisoby (Knuth, 1974, s. 36-37). Vétsinou se,

pokud neni feceno jinak, pouziva tzv. kanonicky tvar.

Kanonicky tvar ¢isla x = {X;|Xz} je takovy, ze ze vSech moznych x; a xz vybereme bud’ @,
nebo to Cislo, které je nejstarsi (neboli které ma mezi vSemi moznymi ¢isly nejmensi

narozeninové ¢islo §). Zaroven je to ten tvar, ve kterém bylo dané ¢islo poprvé vytvoreno.
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1.6 Algoritmus vypo¢tu hodnoty nadrealného Cisla
Pokud vypiSeme pod sebe jednotlivé po sob¢ jdouci generace nadrealnych cisel tak,

aby pokud plati x; < x, bylo x; vlevo od x,, vynikne stromova struktura nadrealnych cisel

(Ehrlich, 2012, s. 9).

Obrazek 2: Stromova struktura nadredlnych cisel (Lansky, 2012)

Nadrealna Cisla vytvari strukturu binarniho vyhledavaciho stromu. Strom ptedstavuje
strukturu propojenych prvki, kde kazdy prvek ma jednoho ptimého piedka (nebo Zadného,
viz ¢islo 0; takovému prvku se fika koren a kazdy strom maé prave jeden) a urcity pocet
piimych potomka. Bindrni strom znamena, ze kazdy prvek mé az dva potomky.

U vyhledavacich bindrnich stromt rozliSujeme potomky nalevo a napravo, piicemz vSichni
potomci prvku x nalevo maji mensi hodnotu nez x a vSichni potomci napravo maji vétsi
hodnotu nez x (moznost duplikatnich prvki nemusime brat na ztetel, protoze takovy ptipad u

nadrealnych ¢isel nehrozi). Tuto vlastnost mizeme zapsat jako:
X <x < Xp
Coz odpovida zakladni vlastnosti hodnoty nadrealnych ¢isel.

Ze zpusobu konstrukce stromu nadreédlnych ¢isel vyplyva, Ze pro kazdé nadrealné ¢islo plati,
ze vsichni jeho potomci ve stromové struktute jsou mladsi a vSichni jeho pfedci ve stromové

struktufe jsou starsi.
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Pro ¢islo x = {x; |xz} plati, Ze x je nejstarsi islo takové, Ze x; < x < xx (Knuth, 1974, s.
58). Snadno Ize tuto hodnotu najit graficky na stromové struktufe nadrealnych cisel. Staci vzit

Cisla x; a xg a v prostoru mezi nimi vyhledat nejstarsi Cislo.

V)

T L T LT
T H

1)
il
HIHH

LANAAREL I

(v
i

Obrazek 3: Stromova struktura nadredlnych cisel s vyznacenim hledani cisla (Lansky, 2012)
»Nejstarsi ¢islo mezi dvéma ¢isly* mize byt bud’ star$i nez x; i xg — potom bylo vytvofeno
uz v n¢které z predchozich generaci — nebo mladsi nez x; i xz a proto teprve musi byt
zkonstruovano do nasledujici generace. V takovém piipadé bude forma {x; |xz} kanonickym

tvarem x. Existuji ¢tyfi moznosti, jak vytvofit nové nadrealné Cislo:
e Trivialni ptipad {@|@} = 0, tedy prost¢ ,,nejstarsi cislo*.
o {x,|0}, tedy ,,nejstarsi ¢islo vétsi nez x;, jehoz hodnota je x = x;, + 1
o {@| xg}, tedy ,,nejstarsi ¢islo mensi nez xz*“, jehoz hodnota je x =xz — 1

o {x;|xg}, kdyz ani jedno z x; ani xg neni prazdna mnoZina, pak hodnota ¢isla x; <

iy v . “riz . XL +XR v
x < xp lezi presné mezi x; a xp a vypocitame ji vzorcem x = — > hapt. {5|6} =

22 = = (Knuth, 1974, 5. 59).

Kone¢nym sledem téchto operaci ov§em mohou vznikat pouze cela ¢isla nebo dyadické
zlomky, tedy cisla ve tvaru ;ib, kde a a b jsou cela ¢isla (Knuth, 1974, s. 92). K rozsifeni
mnoziny nadredlnych ¢isel je tfeba umoznit, aby X; i Xp mohly byt nekone¢né mnoziny a

nekonecné posloupnosti (Knuth, 1974, s. 93-94).
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1.7 Realna cisla

Pro konstrukci realného ¢isla r = {R; |Rp} je potieba najit takové mnoziny dyadickych
zlomkii R; a Ry, aby R;, < r < Rg. Hledané dyadické zlomky budou ¢leny dvou nekonec¢nych
posloupnosti: jedné, kterd se blizi k limité r zdola (pro prvky R;), a druhé, ktera se blizi

k limité r shora (pro prvky Rg). Napftiklad:

= {{3,125; 3,140625; 3,14111328125;...}| {3,5; 3,25; 3,1875; 3,15625;...}}

Obrazek 4 Cela stromova struktura nadredlnych cisel (Lansky, 2012)

1.8 Transfinitni Cisla
MnozZiny, z nichz vytvaiime nadredlné ¢isla, mohou i divergovat do nekone¢na. Hodnotu

vyslednych ¢isel nelze vyjadtit zddnym ryze realnym ¢islem. Zavedeme tedy nova Cisla:
{{1; 2,3, 4,..}|9} = w

01 {-1; -2; -3; —4; ...}} = -
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Kde w je ,,¢islo vétsi nez vSechna redlna ¢isla® a —w je ,,¢islo mensi nez vSechna redlna Cisla“
(Knuth, 1974, s. 95). Pokud bychom provadéli konstrukei postupné od 0, k +w bychom se
dostali az po nekonecné mnoha krocich. Témto Cisltim se fika transfinitni, coz znamena

,»za kone¢nem®, ,,za* vSemi kone¢nymi €isly. Z téchto Cisel 1ze tvofit jeste dalsi nadredlna
Cisla, napt. ,,Cisla vétsi nez w* {w|0} = w + 1, {w + 1|0} = w + 2, nebo ,,¢isla mensi nez -

w“{f|-w}=—-—w—1.

Dale l1ze zkonstruovat také ,.¢isla vEétSi nez vSechna realna Cisla, ale mensSi nez w* a ,,Cisla

13

mensi nez vSechna realna cCisla, ale vétsi nez —w*:
{1, 2, 3;,..}w} =w—-1
-0+ 1={-wl{-1;,-2;-3;..}

Takto muzeme pokraovat —w + 2 = {—~w + 1|/{-1;-2; -3; ..}, w — 3 =

{{1; 2; 3;...}] ® — 2} atd. Pii skladani transfinitnich ¢isel se jejich redlné casti chovaji
funguje podobné stejné jako u kone¢nych &isel, napt. {w + 1|w + 2} = w + % (Knuth, 1974,
s. 99-100).

Kdyz umoznime divergovat do nekonecna i transfinitnim ¢isliim, ziskame:

o+, w+2;, w+3;...}|0} = 2w
1
{1 2,3, }H{w—1, 0w—2;, o —3; }}=§ W

D{-0o—-1 -0-2,—-0—-3;..}} = 2w

1
{—~o+1;, —0+2;, —0+3;..}}{-1, -2, =3;..}} = —Em

Opét lze se skladanim transfinitnich ¢isel pokracovat dale: {{w +1; w + 2; w +
3. 2w} = 20-1, {20+ 1; 20+ 2; 2w+ 3;..}| 0} = 3w, {{fo+1, o +2; o+
3. H{2w—1; 2w —2; 20 —3; ... }} = %m (Knuth, 1974, s. 100-101).

Kromé nasobkti transfinitnich ¢isel 1ze konstruovat 1 jejich mocniny a odmocniny (Knuth,

1974,s. 101, 111):

{{w; 2w; 3w;...}| 0} = w?

1 1
(L2 3w S0 g0 = Viw}
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(O{w; 2w; 3w;..}} = —w?
(0 —5 0 —5 031 =2 =33} = —V{0)

I transfinitni ¢isla maji sva narozeninové ¢isla. 6(w) =8(—w) = w, protoze w je nejvetsi
¢islo dané generace. Dalsi generace pak maji narozeninova ¢isla w + 1, w + 2,... (Knuth,
1974, s. 105). Narozeninové ¢islo §(2w) = 2w, 6(3w) = 3,8(3w + 2) = 3w + 2,
§(w?) = 8(Vo) = w?,...

1.9 Infinitesimalni Cisla
Infinitesimalni ¢islo je ,,Cislo vEétsi nez 0, ale mensi nez vSechna (kladnd) redlna Cisla blizici se
0.“ (Knuth, 1974, s. 96) Hodnotu takového ¢isla nelze vyjadtit zadnym ryze redlnym cislem.

Zavedeme proto tato Cisla:
{01¢

)

.1. —_—
,g,"'}}—e

N =
e

Podobn¢ pro ¢isla blizici se 0 zleva:

1 1 1
(=3 —gi—g 30} =—¢
Nekonecna mnozina, ktera tvofi infinitesimalni ¢islo, se nemusi blizit jen k limité 0,
ale ke kterémukoli Cislu, takze 1ze zkonstruovat tieba 1 — €, —% + € a pozdéji i % —€eliw+
€.

111 1
=531}

1
l-e={1—-5;1——;
e={l-51-7

1 1 1
w+e= {w|{w+zw +Zw +§w, w1}

Cislo € patfi do stejné generace jako w, tedy narozeninova &isla §(€) = §(w) = w. Stejné tak

1 2 " ., o .
1—¢,— " + €, ale ;- €Ciw + € maji narozeninové Cislo az 2w.

Také infinitesimalni ¢isla mizeme pouzit ke konstrukei dalSich nadredlnych Cisel. Mezi 0 a €
1 . e a1 1 1.1
nalezneme S€= {0 | €}, mezi € a vSemi vétSimi redlnymi Cisly 2e = {6|{5; AP 1}

apodobné—%6= {—€|0}, —2e = {{—%; —%i—%i“'}k}al"’ %ez {1|1+6}’i6=

{0] 2€}.2€ = {€] 2€} a tak dle (Tondering, 2019, 5. 43). A koneené take:
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{ |{26,46,8E,...}}—E

1
;g;...}}= Ve

N| =
Bl

{{e; 2¢; 3€; ...} §

)

A podobné vznikne tfebai 1 — €? a —2 — +/e (Knuth, 1974, s. 111). VSechna tato ¢&isla patii

do stejné generace jako w?, takZe jejich narozeninové &islo & je také w?.

1.10 Porovnavani nadrealnych cisel

Nadreélna &isla jsou nejvetsi iplné usporddanou mnozinou. Uplné uspoiadana mnozina je
takova, na které je definovana uplna binarni relace uspotadani, resp. jejiz kazdé dva prvky
muzeme porovnat. Nadredlna ¢isla obsahuji vS§echny takové mnoziny a vSechna takova ¢isla

(Bajnok, 2013).
Operace porovnani je pro nadrealna ¢isla naprosto zasadni. Je definovano jako:
x<yesS X, 2EyAxEYR

Jinymi slovy x je mensi nebo rovno y prave tehdy, kdyz zadné ¢islo mnoziny X; neni vetsi

ani rovno y a zaroven x neni vétsi ani rovno zadnému cislu Yy (Knuth, 1974, s. 12).

Y = ‘\ R
L X *Rmin _
—@ @ . 2 —@ o @ ——
XLmin
Y | ’Rmin
@ 1© © @ O *—@
= "Limax ’ -
Yy | Yr

Obrizek 5: Ukdzka porovnani dvou cisel (zdroj viastni)
1.11 Aritmetické operace s nadrealnymi Cisly
Scitani
S¢itani je operace se dvéma nadredlnymi Cisly a , kterou definujeme nésledovné (Knuth,
1974, s. 51):
x+y={X,+yUx+Y|Xg+yUx+Y}
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Neboli ke v§em prvkiim levé mnoziny x pficteme Cislo y a k ¢islu y pticteme vSechny prvky
levé mnoziny x, dame vSechny tyto vysledky do jedné mnoziny a to bude vysledna leva
mnozina. Stejné tak pfi¢teme Cisla k prvklim pravych mnozin a z nich vytvotime vyslednou

pravou mnozinu. Vysledkem sc¢itani s prazdnou mnozinou je zase prazdna mnozina.

Sc¢itani nadrealnych Cisel ma stejné chovani a vlastnosti jako s¢itani realnych cCisel: je

asociativni, komutativni, a mé neutralni prvek 0.

Negace

Negace nadreéalného Cisla neboli ¢islo opacné je velice jednoduchou operaci:
—x = {=Xg|=X,}

Tedy prohodime levou a pravou mnozinu a vSechna ¢isla v nich vyndsobime -1, takze se

obrati jejich potadi (Knuth, 1974, s. 52).

Odcitani

Operaci odcitani definujeme pomoci s¢itani a negace (Knuth, 1974, s. 68).
x =y =x+(y)

Rozepséano do vzorce pro s¢itani to vypada takto:

x—y={X, + (=) Ux+(YRIXg+ (—y)Ux+ (=Y,)}
={X,—yUx—Yp|Xg—yux—Y.}

Cili od¢itani provadime podobn¢ jako s€itani, jen vyménime mnoziny X; a Xp a misto

operace s¢itani odcitame.

Nasobeni

Operace ndsobeni dvou nadrealnych Cisel uz neni definovana tak jednoduse (Knuth, 1974, s.
108):

xy ={Xpy+xY, — XY, UXpy + xYg — XgYr| X,y + xYg — X, Y U Xy + xY, — XRY;}

kde napt. Xy znamené vynasobeni vSech prvki mnoziny Xy Cislem y a XY, znamena
roznasobeni v§ech prvkli mnoziny X se vSemi prvky mnoziny Yy,. Ze vSech takovych
kombinaci pak vznikne mnozina, z niz se sklada vysledné nadrealné ¢islo. Pokud je kterakoli

z mnozin @, vysledkem je také prazdna mnozina @.
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Nasobeni nadredlnych ¢isel ma stejné chovani a vlastnosti jako nasobeni realnych Cisel: je

asociativni, komutativni, distributivni, ma neutralni prvek 1 a absorbujici prvek 0.

Vztah w a €

Definice nasobeni umoznuje potvrdit zavér, ze (Conway, 1976, s. 12-14):

wme™ = w’ =1
Z toho plyne napt.:
Tabulka 1: Vybrané produkty nasobeni o a ¢
1 1
e=—=w! w=—=¢€¢"1

w €

1 1
62:_2:(‘)—2 wz——zze‘z

w €
1 1 1 _1
\/E:—:(DZ Vo =—=¢€ 2

1
Hodnotu ¢isla w? + w + Vo + 1 + Ve + € + €2 mizeme zapsat také jako w? + w + wz +
1
1+ z+w 1 +0™2
1.12 Nadkomplexni Cisla
Stejné jako komplexni ¢isla vznikaji rozSifenim redlnych ¢isel zavedenim imaginarni
jednotky i, mizeme definovat nadkomplexni c¢isla jako Cislo ve tvaru:
x = a + bi

kde a a b jsou nadredlné koeficienty a i je imaginarni jednotka (Alling, 1987, s. 571).

1.13 Vyuziti nadrealnych ¢isel v teorii her

Nadredlna ¢isla najdou své vyuziti, napf. v teorii her. Pfedstavme si hru mezi dvéma hraci L
a P, napt. hru Go (koneckonct pravé diky vyzkumu koncii hry Go byla nadrealna c¢isla
vynalezena (Dokos, 2009, s. 1)). Hra musi spliiovat zakladni kritéria (Dokos, 2009, s. 1-2):

hra musi byt deterministickd (nesmi v ni hrat roli nahoda),

nesmi osahovat skryté informace (hraci si takiikajic musi ,,vidét do karet*),
hraci se musi stfidat (nemohou najednou zahrat vicero taht)

hra¢ prohrava, kdyz uz nemuze udé€lat zadny platny tah (podle pravidel).
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V nékterych postavenich hry miva jeden z hract vyhodu. Bylo by proto uzitecné n¢jakym
zpusobem pfiifadit kazdé hie urcitou hodnotu, urcité Cislo. Proto definujeme, Ze postaveni
neboli hra H = {L | P }, kde L je mnozina taht, které v dané pozici mtize udélat hrac¢ L,

tedy mnozina vSech postaveni, do kterych se mize hra dostat jednim tahem hrace L; P je
obdobna mnozina taht hrace P (Tendering, 2019, s. 46). Narozdil od nadrealnych ¢isel ale hry
mohou tvofit i mnoziny L a P, pro které neplati L < P (tedy hrou muze byt nadrealné ¢islo

1 pseudo-cislo).

Jak uz bylo feceno, hra¢ prohrava, kdyz uz nemiize udélat zadny platny tah.
o KdyzH = {@| @}, neni v daném postaveni k dispozici zadny platny tah, takze hrac,
ktery je dal$i na fad€, nemtize nic délat a prohraje.
e HruH = {0| @} vyhraje hra¢ L, at’ uz je na fad¢ kdokoli.
e HruH = {@| 0} zase urcité vyhraje hra¢ P
e HruH = {0] 0} vyhraje ten hrac, ktery je dalsi na fad¢.
(Tendering, 2019, s. 47)

Za predpokladu dokonalych hraca, kteti ned¢€laji chyby, I1ze tato pravidla zobecnit
podle porovnani hodnoty H (Knuth, 1974, s. 112):

H = 0 —ten, kdo je dalsi na fad¢, prohraje

H > 0—vyhraje hrac L

H < 0-vyhraje hra¢ P

H — ten, kdo je dalsi na fad¢, prohraje (kde H je pseudo-Cislo nesrovnatelné s 0).

Nekteré hry 1ze rozdélit na nezavislé mensi hry G a H, které mizeme zanalyzovat samostatné
a celkovou hru pak popsat jako G + H.

2 EXPERIMENTALNI CAST

2.1 Pouzité technologie

2.1.1 Jazyky
HTML, JS, CSS

Webova aplikace je implementovana v trojici standartnich jazycich: HTML je znackovacim
jazykem definujicim obsah a strukturu webovych stranek jako sérii vnofenych prvkta. CSS
slouZzi k popisu, jak by se mély prvky HTML zobrazovat, jak by mély vypadat a jak by mély
byt rozvrzené. JS je skriptovacim jazykem, ktery urcuje, co bude web délat, jak se bude

chovat a jak bude reagovat na riizné udalosti (Young, 2024).

2.1.2 Knihovny

Webova aplikace nebyla vyvijena v zadném frameworku, vyuziva ovsem dv¢ JS knihovny:
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MathJax

MathJax je open-source platforma pro ptistupné zobrazovani matematickych zapist. Mezi
podporované formaty patii LaTeX, MathML a ASClImath. Pochézi z popularniho projektu
jsMath vytvorené¢ho Davidem Cervonem v roce 2004. Aktudlni verze MathJax 3 byla vydana

v roce 2017 (MathJax, 2023)

DradDropTouch

VétSina mobilnich internetovych prohlizect neimplementuje funkcionalitu ,,drag and drop®.
Tato open-source knihovna ,,pteklada‘ udalosti dotyku na udaélosti typu ,,drag and drop®, a
zptistupiiuje tak tuto moznost i na mobilnich zafizenich. Vytvofil Bernardo Castilho v roce

2016, soucasna verze pochazi z roku 2017 (Castilho, 2016).

2.1.3 Vyvojové prostredi

Visual Studio Code je integrované vyvojové prostiedi od spole¢nosti Microsoft dostupné pro
operacni systémy Windows, macOS a Linux s vestavénou podporou technologii JavaScript,
TypeScript a Node.js a s moznosti instalace rozsifeni pro Sirokou $kéalu dalSich technologii,

napt. PHP, C/C++, C#, Java, Python, Go apod. (Microsoft, 2024)

2.1.4 Ostatni nastroje
GeoGebra

Matematicky software s Sirokym spektrem moznosti zahrnujicim geometrii, algebru, grafy,
tabulky, statistiku a mnoho dalSiho (GeoGebra, 2024). V této praci pouzit pro tvorbu

ilustra¢nich obrazka.

2.2 Rozclenéni aplikace

2.2.1 Souborova struktura aplikace

e index.html — hlavni webova stranka aplikace
e surreal/ - slozka s dalSimi soubory aplikace
o 1mgs/ - slozka s pouzivanymi obrazky
o maths/ - slozka s knihovnou JS skripti implementujicich dané datové struktury
o view/ - slozka pro komponenty pouzivané uzivatelskym rozhranim
= textbubble/ - slozka s JS a CSS soubory widgetu TextBubble

» dragndrop/ - slozka s JS a CSS soubory widgetu DragNDrop
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2.2.2 Rozdéleni vyvoje aplikace

Vyvoj aplikace byl rozdélen do dvou casti: jednak vyvoj datovych struktur umoznujici
libovolnym programiim zachéazet s nadrealnymi ¢isly, jednak frontendové uzivatelské
rozhrani, totizZ samotnou webovou aplikaci, ktera uzivatelim vysvétluje a demonstruje, jak

pracovat s nadrealnymi Cisly.

2.3 Datové struktury

2.3.1 Navrh datovych struktur

Cilem této Casti prace bylo vytvofit knihovnu datovych struktur, které by vyvojarim
umoziovaly v libovolnych programech zachazet s nadrealnymi Cisly. K tomu bylo potteba
implementovat jednak datové struktury reprezentujici riizné druhy cisel, jednak datovou

strukturu reprezentujici mnozinu c¢isel.

Hlavnim omezenim, se kterym se bylo potieba vyporadat, je kone¢nost pocitact: pocitacové
programy musi béZet v kone¢ném case a maji k dispozici pouze konecné mnozstvi paméti a

kone¢né mnozstvi elektrické energie.

Napt. desetinna ¢isla jsou v poc¢itacové paméti ulozena v kone¢ném bindrnim tvaru, coz
ovSem znamend, zZe jakdkoli nedyadicka redlna Cisla jako % nelze reprezentovat piesné, pouze
jako nejblizsi dyadicky zlomek (Knuth, 1974, s. 93-94). To znemoziuje vérnou a
jednoznacnou reprezentaci Uplné mnoziny redlnych hodnot. Zarovei je v mnoziné
nadredlnych ¢isel ke konstrukci nedyadickych redlnych ¢isel potieba nekone¢né mnozstvi
krokd, coz by si vyzadalo vyznamnou upravu algoritmu jejich konstrukce. Kviili t€émto
omezenim byla opusténa snaha vytvotit datové struktury umoziujici reprezentaci libovolnych

realnych hodnot a implementace se zamétila pouze na dyadické zlomky jako koeficienty.

Nekone¢né mnozstvi krokl ke své konstrukci potiebuji i nadredlna ¢isla jako w a €. AvSak

v pripad¢ téchto ¢isel se 1ze nekone¢nu vyhnout: jednak rozdélenim hodnot nadredlnych ¢isel
do tvaru napt. aw + b + ce, jednak jazyk JS umoziuje do ¢iselnych datovych typt ukladat
hodnotu +Infinity, tedy oo, ¢ehoz 1ze vyuzit k reprezentaci nekonecného mnozstvi
konstrukcnich krokti. Objevuje se vSak dalsi otdzka: mnozina nadredlnych ¢isel obsahuje

i hodnoty jako w, w2, w®, w®”, -, obecnd ve tvaru a; w® + a,w® + -+ + a,wn, kde
exponenty e mohou byt dal$i nadrealna ¢isla. Tato prace se ale omezila pouze k hodnotam

s nejrozvinut&j§im tvarem maximalné aw? + bw®* + cvw + d + eve + fe + ge.

K demonstraci prace s nadrealnymi ¢isly to bohaté staci, cemuz nasvédcuje i to, Ze nekteti
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autofi literatury ivodu do problematiky nadrealnych ¢isel jako napt. Knuth (1974) a

Tondering (2019) dal$i mocniny ani nezmifuji.

Datova struktura Dyadic

Tato datova struktura reprezentuje dyadicky zlomek s Citatelem n a jmenovatelem 2°.
Podporuje zakladni operace porovnani, s¢itani, opa¢né hodnoty, od¢itani, nasobeni, primérné
hodnoty a pfevedeni na textovy fetézec. Tuto datovou strukturu pak pouzivaji ostatni

pro reprezentaci dyadickych koeficientd.

Datova struktura SurrealValue

Tato datova struktura ptedstavuje hodnotu nadrealného ¢isla vyjadienou ve vyse popsaném
vzorci aw? + bw + cvw + d + eve + fe + ge?. Opét podporuje zakladni operace
porovnani, s¢itdni, opacné hodnoty, od¢itani, nasobeni, primérné hodnoty a pfevedeni na
textovy fetézec. Slouzi jak dal§im datovym strukturam, tak v uzivatelském rozhrani

k ptimému zobrazeni hodnot nadrealnych ¢isel a manipulaci s nimi.

Datova struktura SurrealNumber

Tato datova struktura reprezentuje celou formu nadredlného ¢islax = {L | R }, kde x je
hodnota daného nadreélného ¢isla a L a R jsou leva a prava mnozina, z nichz se dané
nadredlné Cislo sklada. Podporuje zékladni operace porovnani, s¢itani, opac¢ného cisla,

vvvvvv

této datové struktury je vypocet hodnoty nadrealného ¢isla ze zadanych mnozin.

Datova struktura SurrealSet

Tato datova struktura predstavuje mnozinu ¢isel, slouzi hlavné pro konstrukci nadredlnych
¢isel a musi podporovat 1 operace potiebné k zakladnim operacim s nadrealnymi Cisly.
Vzhledem k tomu, Ze ke konstrukei i dal§$im operacim s nadredlnymi Cisly staci znat
minimalni a maximalni prvek mnoziny, tato datova struktura obecné pocita pouze s nimi a
zadnymi jinymi. Podporuje zékladni operace porovnani s prvky druhé mnoziny (bud’ jsou
vSechny prvky mnoziny mensi nez vSechny prvky druhé mnoziny, nebo ne), sjednoceni
mnozin, opa¢né mnoziny (tedy mnoziny opacnych ¢isel), s¢itani, od¢itani a nasobeni jedné
nadredlné hodnoty ke v§em prvkiim mnoziny, s¢itni a od¢itani vSech prvkl se vSemi prvky

druhé mnozZiny.

Musi byt zarovei schopnd reprezentovat rizné druhy mnozin, ze kterych se nadrealna cisla
skladaji: konecné mnoziny, nekoneéné mnoziny s prvky rostoucimi do nekonec¢na (pfip.
klesajicimi do -o) i nekone¢né mnoziny blizici se konkrétni hodnoté limity.
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Datové struktury odvozené od SurrealSet

ProtoZe pro praci datové struktury SurrealSet sta¢i znat minimalni a maximalni hodnoty
mnoziny, nepracuje s zadnymi ¢isly mezi témito dvéma extrémy. Pro ucely datovych struktur
a jejich algoritm je to dostacujici, ovSem co se tyce frontendového uzivatelského rozhrani je

uzivatelsky piivetiveéjsi a prehlednéjsi zobrazovat jednotlivé prvky mnozin.

Proto byly od datové struktury SurrealSet odvozeny nasledujici datové struktury pro

jednotlivé typy mnozin:
e SingleValueSurreal — reprezentujici (kone¢nou) mnozinu s jedinym prvkem

e InfiniteSurrealSet — piedstavujici nekonecnou mnozinu, jejiz prvky rostou do

nekonecna (ptip. klesajicimi do -o©)

¢ InfinitesimalSurrealSet — reprezentujici nekone¢nou mnozinu, jejiz prvky se blizi

konkrétni hodnoté limity

e DiminishingTransfiniteSurralSet — piedstavujici nekone¢nou mnozinu transfinitnich

hodnot, jejichz koeficient se blizi 0 (bud’ zleva, nebo zprava)

e DiminishingInfinitesimalSurrealSet — reprezentujici nekone¢nou mnozinu

infinitesimalnich hodnot, jejichZ koeficient se blizi 0 (opét bud’ zleva, nebo zprava)

Vsechny tyto odvozené datové struktury podporuji stejné operace jako ptivodni SurrealSet

s tim, Ze prepisuji metodu vypisu do textového fetézce na uzivatelsky piivétivejsi podobu.

2.3.2 Implementace datovych struktur

Jednotlivé datové struktury byly implementovany jako ttidy OOP kvtili snadnému
zapouzdreni dat a ptislusSnych metod a kviili moznosti snadné adaptace jednotlivych datovych
struktur pro konkrétni i¢ely pomoci dédi¢nosti. Jazyk JS nepodporuje piepisovani operatorii
(na rozdil od napft. programovaciho jazyk C++), proto jsou vSechny operace implementovany
jako metody jednotlivych tfid. Porovnani je implementovano standardni metodou

x.comparelo(y), které vraciOprox =y, Il prox > ya-lprox < y.

Dynamické typovani jazyka JS si vyzaduje kontrolu datovych typl vstupnich parametrti.
Pokud neodpovidaji ocekdvanym datovym typtim nebo jinym zptisobem nenapliiuji
pozadavky, je vystavena ptislusna vyjimka Invalid argument(s). Pokud je vysledkem operace

objekt dané¢ tfidy, je vracen novy objekt; operace obecné nemeéni existujici objekty.
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Specifika implementace tfidy Dyadic
Dyadicky zlomek je reprezentovan dvojici celych ¢isel n (=numerator, tj. Citatel) a e

. . v rowr . r . z ~
(=exponent, tj. exponent jmenovatele). VSechna cela ¢isla jsou reprezentovana jako 20 ttebaze

napf. ¢islo 4 1ze matematicky zapsat i jako 2% Tato vlastnost je vyhodna pro algoritmy

s nadrealnymi Cisly, které Casto s celymi ¢isly nakladaji specifickym zplisobem, a proto se je
hodi mit pfipravené v nejjednodussi podobé. Citatel také mize mit hodnotu +Infinity, ktera
predstavuje hodnotu rostouci do nekonecna (¢i klesajici do -o0). Jinak pokud je nenulovy

gitatel dyadického zlomku délitelny dvéma (tedy n = 2¥m,kden € Nam € Z \ {0};2 }

m
2e+k’

m), je dyadicky zlomek preveden do zékladniho tvaru

Kromé jiz feCenych operaci tfida Dyadic implementuje jesté kontrolu celociselnosti, kontrolu

v . . , n
konecnosti, operace inkrementace a dekrementace celého zlomkud +1 = % + 1, operace

) .. +1 s o~
inkrementace a dekrementace Citatele Num(d, +1) = nz—e, prevod na celé Cislo blizsi 0

(Int(d)=|d |prod = 0a [d]prod < 0), minimalni a maximalni ¢islo ze dvou zadanych a
vypis jako ¢islo s desetinnou ¢arkou. VSechny operace jsou implementovany na zakladé
jednoduchych matematickych rovnic a nerovnic popsanych v komentaii kodu. Ttida také

obsahuje statické konstanty Dyadic.zero pro hodnotu 0 a Dyadic.infinity pro hodnotu co.

Specifika implementace tridy SurrealValue

Nadrealna hodnota s koeficienty a, b, c, d, e, a f je implementovana atributy typu Dyadic
pojmenovanymi omegaSquared, omega, omegaRoot, dyadic, epsilonRoot, epsilon a

fad. V této praci budeme pracovat s naslednou notaci: X4y znaci koeficient dyadic nadrealné
hodnoty X, X,,) = koeficient omega, X (e€?) = koeficienty epsilon a epsilonSquared, X not (V&)
= viechny koeficienty kromé& omegaRoot, X4y = 0 = koeficient dyadic se blizi k limité 0
zprava atd. Zapis ve tvaru napt. X = Y: X(4) = 0 znamena, Ze ¢islo X je stejné jako Y, ale ma

koeficient dyadic = 0 apod.

Ttida SurrealValue podporuje stejné operace jako tfida Dyadic, které jsou implementovany
jako operace tiidy Dyadic s pfislusSnymi koeficienty (inkrementace, dekrementace a operace
Int() ptsobi pouze na koeficient dyadic). Pii operaci nasobeni je tfeba roznasobit kazdy
koeficient s kazdym koeficientem druhého ¢isla a secteni odpovidajicich produktii, coz je

implementovano pomoci dvourozmérného pole produkti. Pfi roznasobeni koeficientli mohou
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vzniknout &isla, se kterymi t¥ida SurrealValue neumi pracovat, (napf. ®*Vw). V takovém

piipadé je vystavena vyjimka Unsupported operation.

Tabulka 2: Produkty roznasobeni jednotlivych koeficientii (zdroj viastni)

o? 0] Yo 1 Ve € &2
> w? ® | oVo| 0 [oVo| o 1
0] o’ o> | oVo ™ Vo 1 €

Vo | oo | oVo 0] Vo 1 Ve | eVe

Ve | oVo | Vo 1 Ve € eVe | ee

€ 0] 1 Ve € eVe g? el

g2 1 £ eVe g2 Ve | & €

Kromé jiz zminénych operaci umoziuje tfida SurrealValue jesté praci s koeficienty: vraceni
hodnoty ryze dyadické ¢asti D(X) = X: X,o¢(q) = 0, transfinitni ¢asti 0(X) =

X: Xnot(w'\/awz) = 0, infinitesimalni ¢asti E(X) = X: Xnot(e,\/E,ez) = 0, netransfinitni ¢asti
'0(X) = X:X(w,\/awz) = 0 a neinfinitesimalni ¢asti ! E(X) = X:X(E,\/E,EZ) = 0. Dale také
snizeni transfinitni ¢asti (aw? + bw = aw + b), povyseni na transfinitni ¢ast (aw + b —
aw? + bw + 0), povyseni infinitesimalni ¢asti (ae + be?> - a + be) a snizeni na
infinitesimalni ¢ast (a + be > 0 + ae + be?). Tiida také obsahuje statické konstanty
SurrealValue.zero, SurrealValue.omega, SurrealValue.omegaSquared, SurrealValue.epsilon,
SurrealValue.epsilonRoot a SurrealValue.Squared pro hodnoty odpovidajici 0, o, Yo, @2, €,

Ve, €2 v tomto pofadi

Specifika implementace tfidy SurrealNumber
Nadrealné Cislo je implementovano dvojici mnozin L (=/eft, tj. leva mnoZina) a R (=right, tj.
leva mnozina) typu SurrealSet a hodnotou dané¢ho nadredlného ¢isla typu SurrealValue, ktera

je vypocitana ihned pfi konstrukci Cisla.
Tato implementace umi reprezentovat pouze nadrealna ¢isla slozena z nékterych typt mnozin:

e prazdna mnozina (reprezentovana hodnotou atributu null)
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e kone¢na mnozina nadrealnych ¢isel ve tvaru bw + d + fe.

e nckonecné mnoziny nadredlnych ¢isel ve tvaru bw + d + fe, kde prave jeden

z koeficient b, d ¢i f roste nebo klesa do +oo (reprezentovano hodnotou £Infinity).

e nekone¢nd mnozina nadredlnych Cisel ve tvaru bw + d, kde koeficient d se blizi
konkrétni konecné limité, konkrétnimu kone¢nému ¢islu (reprezentovano neostrou

mnozinou, viz dale).

¢ nckonecna mnozina nadrealnych ¢isel ve tvaru bw + d + fe, kde koeficient f roste i

klesa k 0 (reprezentovano neostrou mnozinou s extrémem hodnoty bw + d + 1¢?).

¢ nckonec¢nd mnozina nadredlnych ¢isel ve tvaru bw + d, kde koeficient b roste ¢i klesa

k 0 (reprezentovano neostrou mnozinou s extrémem hodnoty Ow + o).

Nekone¢né mnoziny (kromé posledniho zminéného piipadu, kde je to naopak) musi stoupat ¢i
klesat z ptislusnych sméri, tj. mnoZina L stoupa nebo se blizi zleva, mnozina P klesé nebo se

blizi zprava. Jiné moznosti nejsou smysluplné.

Algoritmus vypoctu hodnoty cisla je stézejnim bodem celé datové ¢asti a bude popsan
samostatné v dal$i ¢asti. Operace jsou implementovany jako operace s dvojicemi mnozin
podle definici nadrealnych ¢isel a ndsledné konstrukce nového ¢isla z vyslednych mnozin.
Kviili zplisobu reprezentace nekone¢nych mnozin dokaze operace nasobeni pracovat pouze
s takovymi nadrealnymi ¢isly, prazdnych nebo konec¢nych mnozin; pokud zadané mnoziny
tuto podminku porusi, je vystavena vyjimka Unsupported operation. Ttida také obsahuje

statickou konstantu SurrealNumber.zero, coz je nadrealné ¢islo s hodnotou 0.

Specifika implementace tridy SurrealSet a odvozenych trid
Mnozina nadreédlnych ¢isel je reprezentovana dvojici extrémnich hodnot min (=minimalni
prvek) a max (maximalni prvek) typu SurrealValue a dvojici korespondujicich atributd typu

Boolean, které urcuji, zda se mnozina z dané strany uzaviena ¢i oteviena (napf. mnozina

111 . e, ) , .- L. _
{ i } ma sice minimalni hodnotu min = 0, ale zaroven je nastavena jako oteviena

zleva). Minimdlni prvky se k danym hodnotdam mohou blizit pouze zprava, jinak by nebyl
minimalni; stejn¢ tak maximalni prvky se k danym hodnotdm mohou blizit pouze zleva. Ttida
také podporuje reprezentaci nekone¢nych mnozin nadreéalnych ¢isel rostoucich do nekonecna
(ptipadné klesajicich do -o0) tak, Ze umoziuje extrémiim nabyvat nekone¢nych hodnot.

NemiiZzou vSak oba extrémy ani oba riist do nekonecna, ani oba klesat do -co.
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Mnoziny odvozené od této tiidy v podstate jen prepisuji metody vypsani textové reprezentace,
plus uchovavaji ty informace, které jsou k tomu tfeba (napf. prvni tii prvky nekonecné

mnoziny).

2.3.3 Algoritmus nalezeni hodnoty nadrealného cisla
Budeme pouzivat nasledujici notaci: X pro hledanou vyslednou hodnotu, L pro nejvétsi prvek

levé mnoziny a R pro nejmensi prvek pravé mnoziny.

Tento algoritmus implementovany ve tfidé SurrealNumber umi pracovat pouze s ¢isly bw +
d + fe. Nejprve zkontroluje, zda zadané mnoziny spliiuji pozadovana kritéria. Pokud ne,

vystavi vyjimku Invalid argument(s). Nasledné nastane jedna ze ¢ty moznosti:
Obé mnoziny jsou prazdné
e Jedna se o trivialni ptipad, vysledkem je hodnota X = 0.
Pravé jedna z mnoZin je prazdna
PopiSeme si piipad, kdy je prava mnozina prazdna. Piipad prazdné levé mnoziny se fesen
symetricky.

e Pokud L <0, je vysledkem hodnota X = 0.

Jinak je vyslednd hodnota ddna obecné vztahem X = | nt(L(wnmax) + 1) + L,m + 0. To
znamena: pokud aspon jeden z neinfinitesimalnich koeficientii L roste do nekone¢na, je
L(,nmax) takovym koeficientem s nejvysSim fadem, jinak je L(yo=a)- Lom jsou vSechny
koeficienty vys$iho fadu nez L,nmax) a ty zlstavaji stejné. VSechny ostatni koeficienty (tj.

koeficienty nizSiho fadu nez L, nmaxy) jsou nulové.
Tato ¢ast algoritmu je implementovéana nasledujicim zptisobem:

e Pokud !E(L) neroste do nekonecna, je vysledkem nasledujici celé ¢islo vétsi nez L,

tedy hodnota X=0(L) + Int(L(d) + 1) + 0.

e Pokud O(L) — o, je zavolana rekurzivné tento bod algoritmu na L se snizenou
transfinitni ¢asti. Takto ziskané X' je zpatky povySeno na transfinitni ¢ast, ¢imz

ziskame vyslednou hodnotu.

e Zbyva ptipad, kdy roste do nekonecna prave L gy, a vysledkem je hodnota X=O(L):

Xw) = ITlt(L(w) + 1)
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Zadna z mnoZin neni prazdna

e Pokud L <0 a zaroven 0 <R, je vysledkem hodnota 0.
Algoritmus se zde opét rozdéluje na dve ¢asti:

Z4dna z mnoZin neni prazdna a O(L) < O(R)

e M¢jme L' = L se snizenou transfinitni ¢asti a R’ = R se sniZenou transfinitni ¢asti.

e Pokud L) neroste do nekone¢na, mize byt O(X) = O(L), proto L' = Num(L',—1),
jinak L' = L'.

e Podobné pokud R4y neklesa do -0, miize byt O(X) = O(R), proto R =
Num(R',+1), jinak R" = R’

e Nyninajdeme 0 = {L" |R" }.

e Pokud O = L', znamena to, ze vysledna hodnota X = Int(L + 1).

e Podobné pokud O = R’, znamena to, ze vysledna hodnota X = Int(R — 1)

e Jinak dostaneme vyslednou hodnotu X povySenim O na transfinitni ¢ast.

Z4dna z mnoZin neni prazdna a O(L) = O(R)
V tomto ptipadé bude O(X) = O(L) = O(R). Obzvlast’ v této vetvi zalezi na konkrétni
implementaci zptisobu reprezentace nékterych specifickych mnozin; napt. mnozina

1 1 . . . .
{—w; — PO O } je v této implementaci reprezentovana s O(L) = 0.

e Pokud O0(X) # 0, mizZeme separatné vytesit |O(X) rekurzivnim hleddnim hodnoty
X' = {10(L)|'0(R)}. Vysledna hodnota pak bude X = O(X) + X".
Nyni je jisté, ze O(X) = 0. To znamend, ze !E(X) = D(X). Nasledn¢ implementace fesi

konkrétni specialni ptipady.

e Pokud L(g) = © AR(,) = 07 aR je mnozinou transfinitnich hodnot, jejichz

koeficient omega se blizi 0 (zprava), je vysledna hodnota X = v/w. Pfipad pokud

Rig) = — A L,y = 07 je feSen symetricky.

Poté fesime specialné &islas L) = 07 V Ry = 07 (pfipometime, Ze tento piipad je v této

implementaci reprezentovan hodnotami K (e2) = +1)
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e Ve specidlnim piipadé pokud Ly = 07 ARy = 07 AD(L) = D(R), pak se L zleva
a R zprava blizi ke stejnému ¢islu, kter¢ je i hledanou vyslednou hodnotou X =D(L) =

D(R).

e Pokud L) —» 07 AD(L)=R,tj. L - R*, vyslednd hodnota X = ! E(L) — €.
Symetricky fesime pokud Ry = 0¥ AD(R)=L,tj. R = L™.

e Jinak miizeme zjednodusit:
o L:L - D(L)pokud Ly = 07, jinak L' = L
o R":R" - D(R) pokud R(¢) = 0", jinak R" = R
o Vyslednou hodnotu najdeme rekurzivné jako X = {L' | R"}.
Poté se fesi ¢islas E(L) # 0 V E(R) # 0:
e Pokud E(L) # E(R) mizeme zjednodusit:

o L':L'- D(L)pokud Ly <0 VL — 07 ,jinak L' = D(L) (coz je to samé
jako L' = L pokud Ly = 0, L = D(L) pokud L(¢y > 0, jinak L": L' - D(L))

o R":R"- D(R)pokud R,y <0 VR — 0%, jinak R" = E(R) (coz je to samé
jako R' = R pokud R,y = 0, R" = D(R) pokud R(y > 0, jinak R": R" —
D(R))

o Vyslednou hodnotu najdeme rekurzivné jako X = {L' | R"}.

e Pokud L - D(L) = D(R) AR > —oo, vyslednou hodnotou je X = D(L) — Ve.
Symetricky fesime pokud R — D(L) = D(R) A L(g) — oo.

e Jinak zavedeme L' jako povySeni infinitesimalni hodnoty L a R’ jako povySeni

infinitesimalni hodnoty R.
o Pokud L - n*:
* Pokud R() < 0, tak L' = @. Jinak je vysledna hodnota X = D(L).
o Symetricky feSime pokud R - n™.
o Rekurzivné vypocitime novou hodnotu E' = {L'|R'} a ponizime ji na
infinitesimalni Cast.
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o Hledana vysledna hodnota X = D(L) + E'.

Predchézejici algoritmus uz vyfesil vSechny pfipady s transfinitnimi i infinitesimalnimi
hodnotami. Miizeme se tedy spoléhat, Ze O(x) = E(X) =0 a !0(X) = E(X) = D(X). Dale

fesime ¢islaL - nt* VvV R - n™:

e Pokud D(L) # D(X): L' = Num(L,—1) pokud L - n*,jinak L' = L; symetricky
vypoc¢itdme i R'. Vyslednou hledanou hodnotu pak vypoc¢itdme rekurzivné jako

X ={L'|R}.

e Jinak pokud D(L) = D(R): pokud L » n* AR - n~, vysledna hodnota X = D(L);
pokud jen pokud L — n*, vyslednd hodnota X = D(L) — ¢; pokud jen R - n~,
vysledna hodnota X = D(L) + €.

o Tato operace je implementovana nasledovné: vezmeme mezivysledek
X' = D(L).Pokud L — n*, pfi¢teme €. Potom pokud R — n~, odelteme €.

Nakonec X = X'.

Algoritmus kone¢né¢ dospél do faze, ve které jsou L i R jednoduché dyadické zlomky.
Nejdriive si pfedstavime obecny algoritmus nelezeni hodnoty mezi dvéma dyadickymi zlomky

a pak si ukaZzeme nékteré optimalizace.

Algoritmus nalezeni hodnoty mezi dvéma dyadickymi zlomky

Obecny algoritmus vyuziva nasledujici vlastnosti nadrealnych Cisel: pokud je nadredlné ¢islo
a = {a;|ag} v kanonickém tvaru, pak pro vSechny jeho potomky b plati: Vb:a; < b < ag.
Pokud a < b, plati a; < a < b < ag; pokud naopak b < a,platia; < b < a < ag. Jak
vidime, b spadé pravé do jednoho konkrétniho intervalu uré¢eného podle porovnani s a.
Zaroven pro libovolnou trojici nadrealnych cCisel ¢, d, e plati: pokud c < d < e,pak f =

{c | d } je bud samotné Cislo d, nebo jeden z ptedkli d. Tento vztah platiiproa < b < ajp a
a, <b<a.

Definujme proto nasledujici operaci: m¢jme hledané neznamé cislo v kanonickém tvaru x =

{x.|xgr} a jeho libovolného piedka p = {p; |pr} taktéZ v kanonickém tvaru. Pokud p > xp,

pak g = {p.|p, pr} = {pLIp} je také piedek x; pokud p < x;, pak q = {p,,plpr} = {pIPr} je

vwr

Pokud by §(p) > 8(q), pak by se hodnota {p,|pr} = q, coz je spor s ptivodni definici
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{p.Ipr} jako kanonického tvaru p. Nemize platit ani p = q, protoze pro g = {p|pr} nebo
{p.|p} musi platit nerovnost p < q < pg nebo p;, < q < p, jinak by neslo o nadrealné ¢islo.

Kdyz tuto operaci budeme provadéet opakované, kazdé dalsi g je mladsi a mladsi, blize a blize
generaci svého potomka g, a diive ¢i pozdéji dosahneme generace §(q) = 6(x), kde x;, &

q N\ q % xg, coz lze zapsat jako x; < q < xp, atedy x = q. Vzhledem k iterativni povaze
tohoto algoritmu ho ovSem nelze prakticky pouZzit pro nadrealna ¢isla x a p, jez déli

nekonecny pocet predki, protoze k dosazeni vysledku bychom potiebovali nekoneéné¢ mnoho

krokd.

P1i iniciaci algoritmu potfebujeme zvolit vhodné vychozi ¢islo, vhodny vychozi bod na
stromu nadrealnych c¢isel, protoze dané ¢islo musi byt pfedkem x, jinak algoritmus nedosahne
vysledku (ba ani neskonci). NejjistéjSim vychozim ¢islem je nejjednodussi nadredlné ¢islo 0,

protoZe vSechna ostatni nadrealna ¢isla jsou jeho potomky.
0. Mg¢jme na vstupu dvojici x;, xg (¢islo nebo prazdna mnozina).
1. Iniciace itera¢ni proménné iy, = 0 (nadrealné ¢islo {i; |ig}.
2. Zacatek cyklu.
3. Pokud i, < x;:inpq1 = {inlirnl}-
4. Jinak pokud i, = xg: in+q1 = {ipnlin}.
5. Jinak jdi na konec cyklu.
6. Jdi na zacatek cyklu.
7. Konec cyklu.
8. Vysledné x = {x;|xz} = 1.

Kdyz za vychozi ¢islo zvolime 0, musime projit vSech 6 (x) generaci. Pokud bychom zvolili
vhodnéjsi vychozi Cislo

Optimalizace algoritmu celo¢iselnymi pasy

Celociselnym pasem rozuméjme vSechna vSechna ¢isla mezi dvéma po sob¢ jdoucimi celymi
Cisly, neboli celoéiselny pas jsou Vx:i < x < i+ 1;i € Z. Pro hodnotu a = {a; |ag} plati:

pokud a; a ap nejsou ze stejného celociselného pasu, a bude celé ¢islo mezi nimi (jinak
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protoZe se v tomto algoritmu stale pohybujeme v oboru kone¢nych dyadickych zlomt, bude a

také dyadicky zlomek).

Vypocitejme i; jako nejmensi celé ¢islo veétsi nez x; hledaného Cisla a i; jako nejveEtsi
celé ¢islo mensi nez x hledaného cisla. K tomuto vypoctu miizeme pouzit operace

inkrementace/dekrementace a Int().
Pokud i; = iy, je to zaroven hledana hodnota x = i; = ij.
Pokud i; < iy, bude hledana hodnota jedno z ¢isel i:

o Pokud0<i; <ig=x=1i.

o Pokudi; <ip < 0=x=1ij.

o Moznost i; < 0 < iz = x = 0 jsme vyftesili uz na zacatku pivodniho

algoritmu nalezeni hodnoty nadrealného ¢isla

Pokud i; > i, znamena to, Ze x; a xi lezi ve stejném celoCiselném pasu. V tento
moment muzeme zacit hledat hodnotu x iterativni metodou, pticemz vychozi hodnotu
i muZeme nastavit na {iz|i;}, protoZe to je garantovany spole¢ny piedek vSech

ostatnich dyadickych ¢isel dan¢ho celociselného pasu.

Optimalizace algoritmu krajnimi hodnotami

Jesté pred iterativni metodu s optimalizaci celo¢iselnymi pasmy zafadime vypocet krajnich

hodnot k;, = Num(x;,+1) a kg = Num(xg, —1). Tyto hodnoty ndm umoziuji rychle

zkontrolovat nékteré moznosti:

Pokud k; = xz V kg = x;, znamena to, ze mezi danymi ¢isly x; a xi nelezi zadné

stars$i ¢isla, a hledana hodnota proto bude x = ZLTXR

Pokud k; = kp, hledana hodnota bude pravé x = k; = kg

Pokud k; > xg, pak xz je potomek x; a vychozi hodnotu itera¢ni metody nastavime
na iy = {x;|k;}. Symetricky pokud kyp < x;, pak x; je potomek xz a vychozi hodnotu

iteraéni metody nastavime na iy = {kg|xg}.

Teprve pokud se nenaplni ani jedna z téchto podminek piejde se na vypocet

celociselnych pasu.
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2.3.4 Testovani datovych struktur

Datové struktury byly testovany dvéma zplisoby. Zaprvé osobnim vybranim nékolika
nahodnych testovacich piipadii, na kterych se dana funkcionalita ru¢né ozkousela. Testovaci
ptipady byly vybrany tak, aby jednak postihly vS§echny mozné vétve algoritmt (zv1ast

algoritmu nalezeni hodnoty nadrealného ¢isla), jednak aby mély Sirokou $kalu riznorodosti.

Po tomto testovani probihalo jesté fuzz testovani. Testovaci program opakované nahodné
vybiral z pole nékolika desitek ruéné zkonstruovanych nadrealnych ¢isel a zkousel s nimi
provadét testované operace. Pfitom byla sledovana spravnost vysledkt a absence chybovych

hlasek.
Tyto dvé faze se za sebou pfi odstranovani chyb mohly i nékolikrat zopakovat.

2.3.5 Moznosti rozsireni datovych struktur
Moznosti roz$iteni datovych struktur navazuji na prekazky objevené pii nadvrhu a
implementace. V této bakalarské praci k demonstraci prace s nadrealnymi Cisly staci castecné

fesSeni, které ovSem omezuje moznosti aplikace.

Prvnim moznym smérem rozsifovani je rozsifeni implementace datovych struktur nejen na
dyadické koeficienty, ale na realna ¢isla. Minimalné pro libovolna racionalni ¢isla by to mélo
byt mozné, pokud by se tfida Dyadic nahradila podobnou tfidou Rational (ktera by fungovala
velice podobné jako Dyadic s tim, Ze by jmenovatelem reprezentovaného zlomku mohla byt
jakékoli nezaporna cela Cisla) a pokud by se patiicné oSetfil algoritmus nalezeni hodnoty

nadrealného ¢isla.

Druhym moznym smérem je rozsifeni implementace datovych struktur na jakékoli mocniny
®. To by mélo byt proveditelné zménou implementace tfidy SurrealValue z prostého napevno
stanoveného vy¢tu koeficientdl bud’ na rekurzivni strukturu typu w®{a + w*[b + w?(c + ---)],

nebo na dynamicky setfazeny list koeficientt.

Zatteti, bylo by mozné 1épe vyiesit otazku interpretace nekone¢nych mnozin, jdoucich do
nekonecna ¢i blizicich se konkrétni limité, coz by mohlo dovolit naimplementovat operaci
nasobeni pro vSechna nadredlna ¢isla. Pfipadné by bylo mozné implementovat dalsi typy

mnozin dédici tfidu SurrealSet, napt. MultipleValuesSurrealSet, ktera by dokdzala vérneji

reprezentovat a zobrazovat kone¢nou mnozinu danych nadrealnych cisel.

Zactvrté, datové struktury v této praci implementuji pouze zdkladni aritmetické operace

s¢itani, od¢itani a nasobeni, ale nadrealna Cisla lze také dé€lit, umocnovat a odmocnovat,
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logaritmovat,... Tyto operace nebyly implementovany nejen proto, Ze jsou obtizné, ale hlavné
protoze po datovych strukturach vyzaduji schopnost reprezentovat realna ¢isla. Pokud by se
podafila vyftesit alespon reprezentace racionalnich ¢isel, umoznilo by to implementaci alespon

operace déleni.

V neposledni fad¢ se mize stat centrem zajmu, zkoumani a snahy o zefektivnéni algoritmus
nalézani hodnoty nadrealného Cisla. N&které optimalizace by se mohly skryvat za

matematickymi operacemi s narozeninovymi ¢&isly §(X).

Konec¢né datové struktury byly navrzeny tak, aby je mohli vyuZzivat i dalsi vyvojafi. Tento
zamér muze byt dokoncen vytvorenim knihovny JS tfid a jejim publikovanim na vhodné

platformé, jakou je naptiklad GitHub, GitLab ¢i spravce JS balickt npm.

2.4 Uzivatelské rozhrani

2.4.1 Navrh uzivatelského rozhrani
Pfi navrhu rozhrani pro bézné uzivatele byly zvazovany tii druhy aplikace: desktopova
aplikace, mobilni aplikace a webova aplikace. V kone¢ném rozhodnuti byly zohlednény

nasledujici vyhody webovych aplikaci:

e kompatibilita mezi platformami: webova aplikace je nezavisla na OS, zatizeni, atd.
Neni tedy potieba fesit separatni feseni pro rizné platformy ani to, Ze by pro urcitou

platformu aplikace nebyla dostupna.

e pristupnost: k pfistupu k webové aplikaci sta¢i internetové pfipojeni a prohlizec,

nejsou potieba zadné dalsi nastroje

e pripravenost: webova aplikace nevyzaduje zadnou instalaci ani nestavovani, uzivatel

Ji muZze zacit pouzivat jednoduse do par sekund po otevieni

wewr

e snadnéjsi aktualizace, doplnéni obsahu, oprava chyb,...

¢ dohledatelnost: k piistupu k webové aplikaci staci mit odkaz, ktery 1ze snadno poslat
n¢komu jinému, sdilet na internetu ¢i socialnich sitich, pfipadné si mize uzivatel

aplikaci vyhledat v internetovém vyhledavani

Vzhledem k jednoduchosti vysledné aplikace se nevyhody webovych aplikaci vyrazné
neprojevuji. Hlavni piekazkou tak zlstava nutnost pfistupu k internetu, coz lze ale pomérné

lehce eliminovat stazenim soubort aplikace.
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Cilovy uzivatel

Uzivatel musi mit dostate¢né matematické védomosti, aby mohl porozumét probirané latce.
Urcité minimalni pozadavky formuluje napt. Tondering (2019, s. 4-5). Zaroven by ovSem pro
matematicky vysoce vzdélaného uZzivatele bylo pravdépodobné efektivnéjsi 1 podnétnéjsi
studovat téma nadredlnych ¢isel cetbou odborné literatury. Cilovy uZivatel je proto mél byt
matematicky vzdélany dost, ale ne pfilis. Za cilového uzivatele proto byl zvolen student
sttedni Skoly ¢i prvnich ro¢nikti vysoké Skoly, ktery ma alespoit minimalni zajem

o matematiku. Tato volba byla zohlednéna i pfi tvorbé obsahu pro uzivatelské rozhrani.

Demonstrace prace s nadrealnymi ¢isly neznamena jen, aby uZzivatel tuto praci vidél. M¢l by ji
také pochopit a m¢l by mit moznost sam si praci s nadrealnymi Cisly poucené vyzkouset.
Vzhledem k relativni nerozsitenosti povédomi o tak specifickém matematickém oboru

v bézné populaci je proto tieba zaroven s (nebo jeste 1épe pred) demonstraci prace

s nadrealnymi Cisly uzivateli pfiblizit a vyloZit probiranou latku. Praktick4 ukazka prace

s nadredlnymi ¢isly se pak muze stat prirozenou soucasti vykladu.

Kritéria textového obsahu

Hlavnim cilem textii pro uzivatelské rozhrani je naucit uzivatele, co to jsou nadrealna cisla,
jaké maji vlastnosti a jak se s nimi pracuje. Z tohoto cile vyplyvaji hlavni pozadavky na
textovy obsah, totiz prehlednost a srozumitelnost. Tato kritéria jsou upiednostiiovana pred

struénosti 1 rigoréznosti matematickych zéapist, termini, definici a vyrok.

2.4.2 Implementace uzivatelského rozhrani
Webova aplikace byla implementovéna jako jednoducha jednostrankové aplikace. Aplikace
pracuje Cisté na uzivatelové strané, takze kromé prvotniho ziskani pottebnych soubort neni

potieba zddna komunikace se serverem.

Obsah aplikace je rozdélena do horizontdlni osy na jednotlivé kapitoly. Kazda kapitola zabira
celou §itku obrazovky a pfechod mezi nimi je mozny bud’ horizontalnim scrollovanim, nebo
kliknutim na Sipku na pravém ¢i levém okraji obrazovky. Kazda kapitola mé vlastni id, takze

je pak mozné sdilet odkaz ptimo na vybranou sekci.

Kvantitativné tvoti obsah jednotlivych kapitol predevsim odstavce textli obCas doplnéné o
bodové seznamy Ci ilustracni obrazky. Kromé nich se ale v aplikaci nachézi také dva druhy

widgetl.
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Widget TextBubble
Jedna se o jednoduchou zaviratelnou vyskakovaci textovou bublinu, ktera uzivateli zobrazuje
zpravy, konkrétné hlasi chyby pfi préaci s funkénimi prvky aplikace. Textova bublina ma tii

prosté operace:
o funkce textBubbleUp() zobrazi textovou bublinu
o funkce textBubbleDown() textovou bublinu skryje

o funkce showTextBubble(text, duration = 5000) zobrazi textovou bublinu s danym

textem a po zadané dob¢ (v ms, vychozi hodnota 5000) ji opét skryje

Vyhodou tohoto widgetu je snadné ovladani, znovupouzitelnost v jakémkoli dal§Sim projektu a

relativné pfimocard moznost uzpisobeni vlastnim potfebam.

Widget DragNDrop
Tento widget, ktery se v aplikaci objevuje celkem patnactkrat, funguje jako miniaturni

kalkulac¢ka. Sklada se ze tii vertikalnich vrstev: Vzorce, MoZnosti a DalSich moznosti:

e Vzorec predstavuje (abstraktné i graficky) operaci s nadredlnymi ¢isly, napf.
konstrukei nadredlného cisla, s¢itani, od¢itani ¢i nasobeni. Vlevo ve Vzorci jsou volna
mista, kam mohou byt umist'ovany vstupni hodnoty. Vpravo ve Vzorci je tlacitko, kde

se zobrazuje vysledek operace. Piipadné miize Vzorec obsahovat jesté vybér operace.
e Moznosti je seznam hodnot, které uzivatel mize zadavat do vzorce.

e Dalsi moznosti je soubor ¢iselnikt a tlacitek, ktery uzivateli umoziuje piidani
libovolné hodnoty mezi Moznosti. Uzivatel nejprve na ¢iselniku nastavi vybranou

hodnotu, kterou pak mezi Moznosti piida klepnutim na odpovidajici tlacitko.

Zadavani hodnot do vzorce funguje pomoci ,,drag and drop*, neboli pretahni a pust’. UZivatel
kursorem mysi (piipadné dotykem na dotykovych displejich) ,,uchopi zvolenou hodnotu v
Moznostech, pfetahne ji na piislusné misto ve Vzorci a pusti, ¢imz ji zada do vzorce. Pokud

na daném misté uz néjaka hodnota byla, je odstranéna.

Kdyz se zaplni vSechna vstupni pole ve Vzorci, automaticky se vypocita vysledna hodnota,
ktera je pak uzivatelovi zobrazena. Pokud pii vypoctu dojde k néjaké chybé, je tato skute¢nost

uzivatelovi ozndmena vyskakovacim okénkem TextBubble.
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Uzivatel miize vyslednou hodnotu ptfidat do Moznosti stisknutim tlacitka, na kterém se
zobrazuje (je-li to v daném ptipadé povoleno). Pokud naopak chce odstranit né¢jakou hodnotu

ze Vzorce ¢1 Moznosti, sta¢i na ni dvakrat poklepat.

Tento widget je do aplikace pfidavan dynamicky, tj. na daném misté zdrojového kodu staci
zavolat patfi¢na funkce. Vytvaieni widgetu je flexibilni, l1ze zvolit typ hodnot, s nimiz se bude
pracovat, filtr hodnot, které nelze ptidavat do Moznosti, 1ze nastavit konkrétni podobu
DalSich moznosti, do Moznosti Ize piidavat vychozi hodnoty (které nelze odstranit

poklepanim)...

Texty aplikace

Textovy obsah byl vytvaien zaroven s vlastnim studiem problematiky nadrealnych cisel a
piipravou teoretické ¢asti této prace. Na konec aplikace byly pfidany tfi hlavni zdroje této
bakalarské prace jako nabidka literatury k podrobnéjsSimu studiu. Jazyk textu byl ptizpiisoben
predpokladanému cilovému uzivateli i za cenu toho, ze bude ze striktniho matematického
hlediska nepiesny ¢i neuplny. Celkové mnozstvi obsahu (kapitol, textu) je pomérné velike,
dané informace by jisté bylo mozné prezentovat struénéji a s vyssi hustotou. Pfednost ovSem
dostala srozumitelnost: radéji aby uZzivatel Gzeji zaméfil svou pozornost na mensi pocet

konceptl naraz, zato vice popsanych.

Matematické vzorce a symboly jsou zapisovany ve formatu LaTeX a zobrazovany diky
knihovné MathJax. Zobrazeni téchto prvki je opravdu kvalitni a pomaha s piehlednosti a
srozumitelnosti obsahu. BohuZzel ma i své nedostatky, které budou probrany v nasledujicim

pododdilu.

2.4.3 Testovani uzivatelského rozhrani
Uzivatelské rozhrani bylo testovano ru¢né: jednak samotné rozvrzeni stranky, posouvani

kapitol atd., jednak bylo samostatné testovani vénovano jednotlivym widgetim.

Vykon aplikace byl testovan také online nastrojem PageSpeed Insights, ktery aplikaci
ohodnotil skorem 52 za vykon, 90 za ptistupnost, 100 za dodrzovani doporuc¢enych postupti a
100 za SEO. Néktera doporuceni tohoto nastroje byla implementovana, ov§em vyrazn¢ nizké
skore za vykon je zptisobeno piekreslovanim prvki a blokovanim hlavniho vladkna po prvnim
nacteni webové aplikace. Toho je disledek knihovna MathJax, kterd po prvnim nacteni
vSechny oznackované prvky v aplikaci piepisuje na matematické symboly. Vzhledem

k opravdu vysokému poc¢tu matematickych zapisti mize zpomaleni béhem prvnich par sekund
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pouzivani aplikace znatelné. Tyto matematické zapisy jsou vSak vzhledem k typu a rozsahu

obsahu v aplikaci nutné.

r

2.4.4 Moznosti rozsireni uzivatelského rozhrani

Moznosti rozsireni obsahu

Téma nadrealnych Cisel je Siroké, obsah aplikace je proto mozné doplnit o dalsi kapitoly,
napf. o mocninach w, o exponenciaci a logaritmovani nadrealnych ¢isel, o derivaci
nadrealnych ¢isel, o alternativnich zptsobech zapisu, o ptibuznych ¢iselnych systémech
(napf. o vztahu s hyperrealnymi ¢isly, popsaném Philipem Ehrlichem) ¢i o vyuziti v dalSich
veédnich oborech, jako je teorie her ¢i teoreticka fyzika. Obsah uzivatelského rozhrani je také
omezen tim, co mu umoznuje implementace datovych struktur: napt. pokud by bylo

implementovano déleni ¢isel, mohlo by byt prezentovano i v uzivatelském rozhrani.

Webovou aplikaci by také bylo mozné obohatit dalSimi druhy interaktivnich widget.
Uzivatel by naptiklad mohl ocenit widget, ktery by vykresloval nadreéalna cisla do stromové
struktury (tfeba pii konstrukci novych ¢isel, ptipadné by mohl ukazovat postup pii hledani

hodnoty daného nadrealného ¢isla).

ZlepSeni uméleckého designu

Pti implementaci aplikace byl zvolen jednoduchy minimalisticky vizudlni navrh, ktery je
prehledny, nerozptyluje, pfipomina ctecku. Zaroven vSak mize byt vnimén jako jednotvarny,
nudny a nezajimavy. Pfiméfenou tpravou webdesignu by se aplikace mohla stat uz na prvni
pohled uzivatelsky atraktivnéjsi. Zasahy se pfitom nemusi omezovat jen na vizualni stranku,

ale tfeba 1 na zvukovou.

Responzivita a pristupnost aplikace

Aplikace je responzivni, ale byla implementovana piednostné pro desktopova zatizeni, takze
jeji zobrazovani a ovladani na mobilnich zatizenich stale jesté neni idedlni. Obzvlast’ dlouhé
matematické vzorce vytvorené knihovnou MathJax mohou na mobilnich zafizenich pretékat

mimo obrazovku.

Aplikace neni vii¢i handicapovanym uZzivatelim ani vylozené neptatelska, ani nijak zvlast
oteviend. V tomto sméru tedy existuje jesté velky prostor k rastu, napt. k vyvoji funkcnich

prvki pouzitelnych i nevidomymi.
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Vyvoj vyukova aplikace

Na zakladé webové aplikace, kterd praci s nadrealnymi Cisly pouze demonstruje, by bylo
mozné vyvinout aplikaci, kterd praci s nadredlnymi ¢isly aktivné vyucuje, podobné jako
existuji aplikace vyucujici cizi jazyky. K tomu by bylo potteba 1épe rozdélit obsah do lekci,
implementovat widgety umoziiujici testovani uzivatelovych znalosti a systém spravy

uzivatelského Uctu, prubéhu jeho studia a studijnich vysledk.
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ZAVER

V teoretické Casti této prace byla popsana nadrealna Cisla, jejich definice, vlastnosti a
struktury, které vytvaii a popsan postup pii konstrukci nadrealnych ¢isel. Déle byla probirana
problematika redlnych, transfinitnich a infinitesimalnich ¢isel. Poté byly pfedstaveny zakladni
operace porovnani, s¢itani, ¢isla opacného, od¢itani a nasobeni redlnych ¢isel s dodatkem o
vztahu transfinitnich a infinitesimalnich ¢isel a zminkou o nadkomplexnich ¢islech. Nakonec
bylo nastinéno, jak 1ze vyuzit nadreédlna Cisla v teorii her pro reprezentaci hry mezi dvéma

hré¢i a jejiho predpokladaného vysledku.

V experimentalni Casti se prace na aplikaci rozdélila do dvou vrstev: prace na datovych
strukturach a prace na uzivatelském prostfedi. Datové struktury byly navrzeny tak, aby
reprezentovaly zékladni objekty, s nimiz se pfi praci s nadredlnymi Cisly setkdvame. Byly
objeveny nekteré problémy reprezentace nadrealnych Cislech na kone¢nych vypocetnich
strojich, zejména jak vérné reprezentovat nedyadické realné hodnoty a jak nekonecné

hodnoty.

Pfi navrhu uzivatelského prostiedi byla pfedevsim zohlednovana piehlednost a
srozumitelnost. Samotné uzivatelské prostiedi je jednoduchou jednostrankovou aplikaci na

strané klienta.
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