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ANOTACE

Cilem této bakalaiské prace je analyzovat vliv riznych ztritovych funkci na kvalitu
symbolické regrese, ktera je realizovana pomoci genetického programovani. Student se
zam¢ti na teoretické zpracovani problematiky symbolické regrese, genetického programovani
a prehled ztratovych funkci pouzivanych v oblasti strojového uceni. V praktické ¢asti navrhne
experimenty, ve kterych budou riizné ztratové funkce aplikovany na vybrané jednorozmérné
problémy a datasety pouzivané v symbolické regresi. Na zaklad¢ vysledkli experimentii pak

vyhodnoti, jaky vliv maji jednotlivé ztratové funkce na kvalitu vyslednych modelt.
KLICOVA SLOVA

Symbolicka regrese, ztratova funkce, genetické programovani

TITLE

Comparison of the influence of different loss functions in symbolic regression
ANNOTATION

The aim of this bachelor's thesis is to analyze the impact of various loss functions on the
quality of symbolic regression performed using genetic programming. The student will focus
on the theoretical background of symbolic regression, genetic programming, and an overview
of loss functions commonly used in the field of machine learning. In the practical part,
experiments will be designed in which different loss functions will be applied to selected one-
dimensional problems and datasets used in symbolic regression. Based on the results of these
experiments, the influence of individual loss functions on the quality of the resulting models

will be evaluated.
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Symbolic regression, loss function, genetic programming



OBSAH

SEZNAM OBRAZKU .....covevvimriimriieesinneseseesses s sisssssssesssss s st st sssssssssssssssessssessees 9
SEZNAM ZKRATEK A ZNACEK .......cooiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeesss s enes s 11
L6207/ 5 TSR TRS 12
1 TEORETICKA CAST ...ttt 13
1.1 SYMDOLICKA TEZIESE ... uveeiiiieiiieeeiiie ettt ettt ettt e e s e e taeeeaseeesaeeesaeessneaessnaeens 13
1.1.1 ZATALOVE TUNKCE ..ottt ettt e e e e e seree e 13

1.2 Geneticke ProgramoOVANI ..........cevueeiiriiriiieet ettt ettt 19
12,1 TOIMINALY ..ottt st ettt et et e s e e e s 20
L.2.2 FUNKCE ... oiiiiiieeiieeee ettt e e et e e et e e e ssbeeessbaeensaeeensaeeessseesnseeennnes 20
1.2.3. Inicializace poCaAtecni POPUIACE .......cccuveeeiiiieiieeeiie et 21
1.2.4 Ohodnoceni JEAINCTL ......cc.eeeuieriieiieeieeiee ettt ettt eve et eebeessaeenbaeseaeesseeens 23
L.2.5 S@IEKCE ..ttt sttt ettt st 23
1.2.6 KEIZENT .ottt ettt et sttt et 24
L.2.7 IMIUEACE ..ttt et ettt et st e b e et e bt et e bt e e abeeneee 27
1.2.8 UKONCOVACT KITEETTUIN ...ttt ettt et 27

2 EXPERIMENTALNT CAST ...ttt 29
2.1 Implementace genetického programovani..........ccceevvieeiiieeiiieeieecieece e 29
2.1.1 Testovact fUNKCE ......cocueiiiiiiiiie e 29
2.1.2 Pouzité metody a nastaveni parametrl .......c.eeeeveeerveeerreeeiieeeiieeeieeeeieeeeneeesreeenes 30

PR 2 4 0 1<) 01011111 USSP 30
2.2.1 Experiment oveétujici stabilitu vysledkll........ccoeevieriieiiieniiiiieciciece e 31
2.2.2 Experimenty prvii KONTIGUIACE ........eeeiviieiiieeiie et 32
2.2.3 Experimenty druhé KOnfigurace...........cccueevieriiiiiieniieiiecieeieeee et 42
2.2.4 Vyhodnoceni vSech eXperimentil..........c.eeveerieeiiieniieiienieeiieeie e 51
ZAVER ..ottt 52
POUZITA LITERATURA ..o 54



SEZNAM OBRAZKU

Obrézek 1: Vizualizace principu vypoctu MAE (zdroj: v1astni) ........ccceeeveevieniieiienieiiienins 14
Obrazek 2: Vizualizace principu vypoctu MSE (zdroj: v1astni).........ccceeeveeeienieeriencieeniienens 15
Obrazek 3: Vizualizace principu Huberovy ztratové funkce (zdroj: vlastni) ........cceceveenennee. 17
Obrazek 4:Vizualizace principu vypoctu GDL (zdroj: vIastni).........ccceeeeveeevierieeviieniieenienieans 18
Obrazek 5: Nahodné vygenerovany syntakticky strom pomoci metody tplné [10]................. 22
Obrazek 6: Nahodné vygenerovany syntakticky strom pomoci metody ristové [10].............. 23
Obrézek 7: Vizualizace kiizeni podstromil (zdroj: v1astni) .........cccceeeieeevieniiinieniienieeeene 25
Obrazek 8: Vizualizace jednobodového kiiZeni (zdroj: vIastni) .......ccceeceeviiiiniininiinicnennne. 26
Obrézek 9: Vizualizace rovnomérného kiizeni (zdroj: vIastni)........ccceveeeiiiiiiniiinieiiiens 27
Obrazek 10: Graf vyvoje kumulativniho priméru v zavislosti na poctu provedenych testl
(ZATOJ: VIASTNT) ..ttt ettt ettt e et e bt e et e it e et e e sate e b e eeee 31
Obrazek 11: Graf rozloZeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F1 pfi
prvni konfiguraci (zdroj: VIASNT) .....cccueeiuiiiiiiiiieeee e 33
Obrazek 12: Graf rozloZeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F2 pfi
prvni konfiguraci (zdroj: VIASNT) .....cccueiiiiiiiiiiiieeeeee e 34
Obrazek 13: Graf rozloZeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F3 pfi
prvni konfiguraci (ZAroj: VIAStNT) .......covieiiieiiieiiicieecie ettt 35
Obrazek 14: Graf rozloZeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F4 pii
prvni konfiguraci (Zdroj: VIASIND) ......eeeeuiieiiiieeiie et e 36
Obrazek 15: Graf rozloZeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F5 pii
prvni konfiguraci (Zdroj: VIASIND) ......eeeeuiieeiiieiiie et 37
Obrazek 16: Graf rozloZeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F6 pii
prvni konfiguraci (Zdroj: VIASIND) ......eeeeuiieiiiieiiieeeiie et 38
Obrazek 17: Graf rozloZeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F7 pii
prvni konfiguraci (Zdroj: VIASINT) ......eeeeuiieeiiieeiie et e 39
Obrazek 18: Graf rozloZeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F8 pii
prvni konfiguraci (Zdroj: VIASIND) ......eeeeuiieiiiieeiie et 40
Obrazek 19: Graf rozloZeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F1 pfi
druhé konfiguraci (Zdroj: VIAStni) ........cccueeiiieiiieiieiie e 42
Obrazek 20: Graf rozloZeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F2 pfi
druhé konfiguraci (Zdroj: VIAStNI) ........cccueeiiieiiieriieiie e 44
Obrazek 21: Graf rozloZeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F3 pfi
druhé konfiguraci (Zdroj: VIAStni) ........cccueeiiieiiioiieiie e 45
Obrazek 22: Graf rozloZeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F4 pfi
druhé konfiguraci (Zdroj: VIAStN) ........cccueeiuieiiiiiieiie e 46
Obrazek 23: Graf rozloZeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F5 pfi
druhé konfiguraci (Zdroj: VIAStni) ........cccueeiiiiiiieriieiie e 47
Obrazek 24: Graf rozloZeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F6 pii
druhé konfiguraci (Zdroj: VIASTNT) ....cccveieeiiiiiiieeiie et 48

Obrazek 25: Graf rozlozeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F7 pfi
druhé konfiguraci (Zdroj: VIASTNT) ....cccveieeiiiiiiieeiie et 49



Obrazek 26: Graf rozlozeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F8 pfi
druhé konfiguraci (Zdroj: VIAStNI) ........cccueeiiieiiieriieeiieieeeese et



SEZNAM ZKRATEK A ZNACEK

GDL — Gradient Difference Loss

HUBER — Huberova ztratova funkce

MAE — Mean Absolute Error (primérna absolutni chyba)
MSE — Mean Square Error (primérna kvadraticka chyba)

RMSE — Root Mean Square Error (odmocnéna primérna kvadraticka chyba)



UvVoD

Symbolicka regrese predstavuje jednu zbéznych uloh feSenych pomoci genetického
programovani a dalSich evolu¢nich algoritmti. Cilem je nalézt matematicky vyraz, ktery by co
nejlépe popisoval danou mnozinu dat. Jednou z hlavnich vyhod symbolické regrese je, Ze na
rozdil od jinych regresnich metod nevyzaduje pfedem stanoveny tvar modelu, coZz umoziuje

evolu¢nim algoritmim efektivné hledat a optimalizovat mozné tvary vysledného modelu.

Pti feSeni symbolické regrese pomoci genetického programovani je jednou z klicovych slozek
1 volba ztratové funkce, ktera urcuje, jakym zplisobem se méii kvalita navrhovaného modelu.
V oblasti symbolické regrese se bézn¢ pouziva fada riznych ztratovych funkei, z nichz kazda
ma odlisné vlastnosti a miize ovlivnit pribéh evoluéniho procesu i samotné vysledky. Vybér

vhodné ztratové funkce tak miize byt zasadni pro dosazeni co nejlepsich modeld.

Tato préace se zabyva pravé problematikou vlivu riznych ztratovych funkci na kvalitu feSeni
problému symbolické regrese realizované pomoci genetického programovani. V teoretické
¢asti jsou nejprve predstaveny zakladni principy symbolické regrese, popsany jednotlivé
ztratové funkce a zakladni charakteristika genetického programovani, vcetné podrobného

vysvétleni jeho jednotlivych casti.

Prakticka cast se zamétuje na navrh a realizaci né€kolika experimentt, ve kterych jsou rtzné
ztratové funkce aplikovany na vybrané jednorozmérné testovaci funkce. Cilem téchto
experimentl je zjistit, jak jednotlivé ztratové funkce ovliviiuji kvalitu vyslednych modela
z hlediska dosazené chyby a stability feSeni, porovnat vybrané ztratové funkce z hlediska
uspésnosti a zjistit co ovliviiuje vybér vhodné ztratové funkce. Vysledky experimentd by
mély pfispét k lepSimu pochopeni role ztratové funkce v procesu symbolické regrese a

poskytnout doporuceni pro jejich vyber.
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1 TEORETICKA CAST

1.1 Symbolicka regrese

Symbolicka regrese je jednou z metod zoblasti regresni analyzy slouzici k nalezeni
matematické funkce, kterd nejlépe popisuje danou mnozinu dat. Na rozdil od jinych
regresnich metod, jako napiiklad linedrni nebo kvadratické regrese, které maji pfedem
urcenou strukturu a vztahy mezi proménnymi a jejichz algoritmus se pokousi nalézt nejlepsi
feSeni Upravou pouze Ciselnych koeficient, u symbolické regrese neni pfedem stanoven
konkrétni tvar funkce. Namisto toho pracuje s pfedem stanovenou mnozinou termindlii a
funkci, sestavuje z nich spravnou strukturu funkce a hledd vhodné parametry. Symbolicka
regrese je obvykle implementovana pomoci evoluénich algoritmi, pficemz nejrozsifenéjSim

postupem je vyuziti genetického programovani. [1, 2]

Symbolicka regrese dokaze odvodit rovnice funkci Cist¢ na zéklad€ dat, aniz by bylo nutné
mit pfedem hluboké znalosti zkoumaného systému. Diky tomu nachézi Siroké uplatnéni ve
védé, technologii, ekonomii i socidlnich védach, prestoze jeji vypocetni naklady jsou pomérné
vysoké a vysledné rovnice mohou byt slozité. I proto je tieba znat a vyuzivat efektivnich

programovacich strategii. [2]

1.1.1 Ztratové funkce

Ztratové funkce slouzi k ur€eni kvality nalezeného modelu. Dany model je hodnocen na
zakladé mnozZstvi dat, kterd dokaZe spravné zpracovat, a chyby, kterd muize vyjadfovat
napiiklad rozdil mezi skutecnymi daty a predikovanymi hodnotami. JelikoZ vyhodnoceni
probihé na vice datovych bodech, chyba se ¢asto vyjadiuje primérem. V kontextu symbolické
regrese hraji klicovou roli pfi fizeni evoluéniho procesu, jelikoZ umoziuji odlisit slibné

modely s nizsi chybovosti od méné piesnych modeli. [2]

MAE

Primérna absolutni chyba (Mean Absolute Error, zkracené¢ MAE) je jednou z nejznamé;jSich a
nejbeéznéji pouzivanych ztratovych funkei. Je zaloZena na seCteni absolutnich hodnot vSech
chyb, pficemZ chyba je definovdna jako rozdil mezi skutecnou a predikovanou hodnotou.
Tento soucet je nasledné vydélen celkovym poctem hodnot, ¢imz vznikne primérna hodnota

absolutnich chyb. [3]
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Tuto ztratovou funkci 1ze tedy zapsat nasledujicim zptisobem:

T
1
MAE = = Zleil
n
i=1

kde n oznacuje celkovy pocet pozorovani a e; je chyba u i-t¢ho pozorovani, tedy rozdil mezi

skutecnou a predikovanou hodnotou. [3]

Princip vypoctu hodnoty MAE lze ilustrovat na nasledujicim obrazku:

Obrazek 1: Vizualizace principu vypoctu MAE (zdroj: vlastni)

Cervena kfivka na obrazku piedstavuje funkci vytvofenou ze skuteénych dat, na niZz jsou
vyznaceny hodnoty oznacené body A az D. Modré kiivka zndzorfiuje predikovanou funkci s
odpovidajicimi hodnotami A' az D'. Zelené usecky pak predstavuji rozdily mezi skutecnymi
(A az D) a predikovanymi (A' az D') hodnotami. Tyto rozdily se pii vypoctu MAE pievedou
na absolutni hodnoty, sectou se a jejich soucet se vydéli poctem pozorovani (v tomto piipadé

Ctyfmi), ¢imz vznikne vysledna primérna absolutni chyba.

MSE
Jednou zdalSich zndmych funkci je primérna kvadratickd chyba (Mean Square Error,
zkracené MSE). Na rozdil od MAE soucet absolutnich chyb umocnuje na druhou a az poté ji

déli celkovym poctem hodnot. [3]

14



MSE lze tedy vyjadfit nasledovné:

T
1
MSE = - Zlei 2
n
i=1

kde n opét znaci celkovy pocet pozorovani a e; reprezentuje chybu u i-tého pozorovani neboli

rozdil mezi skute¢nou a predikovanou hodnotou. [3]

Kwvuli tomuto postupu maji vétsi odchylky vyraznéjsi vliv na celkovou hodnotu chyby nez
mensi odchylky. Vyslednd hodnota je tedy vice penalizovana za vétsi odchylky od piivodnich

dat. [3]

Vypocet MSE miiZeme vizualizovat pomoci nasledujiciho obrazku:

Obrazek 2: Vizualizace principu vypoctu MSE (zdroj: vlastni)

Na obrazku opét cervena linie znazornuje funkci skutenych hodnot s body oznaenymi jako
A az D. Modra kiivka predstavuje predikovanou funkci s body A' az D', které odpovidaji
predikovanym hodnotdm. Pfi vypoctu MSE jsou rozdily mezi skutecnymi a predikovanymi
hodnotami umocnény na druhou, coZ je zndzornéno zelenymi ctverci. Plochy téchto ¢tverct
se poté seCtou a tento soucet se vydeli celkovym poctem pozorovani (v tomto piipad€ ctyimi),

¢imz vznikne vysledna hodnota MSE.

RMSE
Odmocnéna primeérnd kvadraticka chyba (Root Mean Square Error, zkracen¢ RMSE) je Casto

preferovanou variantou MSE. Lze ji ziskat prvotnim vypocitinim MSE a naslednym
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odmocnénim vysledné hodnoty. Tento krok slouzi ptfedevsim k ptevedeni hodnoty chyby zpét
do stejnych jednotek jako maji plivodni data, coz usnadiiuje interpretaci vysledkii. RMSE si
zachovava vlastnost MSE, kdy vétsi odchylky maji vyraznéj$i dopad na celkovou hodnotu

chyby, ale poskytuje srozumitelnéjsi vysledky. [4]

Matematicky je RMSE vyjadfena takto:

RMSE =

kde n opét predstavuje celkovy pocet pozorovani a e; odpovida chybé u i-tého pozorovani ¢ili

rozdil mezi skute¢nou a predikovanou hodnotou. [3]

Huberova ztratova funkce

Huberova ztratova funkce kombinuje vyhody MAE a MSE tak, Ze vstupy s velkymi
odchylkami od skute¢nych dat jsou penalizovany linedrng, podobné jako je tomu u MAE,
zatimco malé chyby jsou zapocitavany kvadraticky, podobné jako u MSE. Diky tomu je tato

funkce odolngjsi vuci extrémnim hodnotam. [5, 6]
Huberovu ztratovou funkci lze tedy definovat nasledovné:

t2, pro|t] <8,

o -
o (8 20|t| — 6%,  jinak.

Kde ¢ je rozdil mezi skute¢nou a predikovanou hodnotou a 6 ur€uje hodnotu, kdy prechazime

z kvadratického rezimu do linedrniho. [7]

Princip Huberovy ztratové funkce lze znazornit na nésledujicim obrazku:
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Obrézek 3: Vizualizace principu Huberovy ztratové funkce (zdroj: vlastni)

Na obrazku opét vidime Cervenou kiivku zndzoriiujici funkci skuteénych hodnot, které jsou
oznaceny body A az D, a modrou linii pfedstavujici predikovanou funkci s odpovidajicimi
predikovanymi hodnotami A' az D'. ProtoZze Huberova ztratova funkce v piipadé¢ malych
rozdili mezi skutecnymi a predikovanymi hodnotami ptechdzi do kvadratického reZimu
(analogicky k MSE), jsou rozdily mezi body A, A' a B, B' znazornény zelenymi Ctverci.
Pomyslna hranice, ve vzorci znacena jako 6, ktera urcuje piechod z kvadratick€ého na linedrni
rezim, je v tomto piipadé vétsi neZ rozdil mezi body B a B', ale mensi nez rozdil mezi body C
a C'. Pro rozdily mezi C, C' a D, D' se tedy funkce chova linearné (analogicky k MAE), coz je

na obrazku znadzornéno pouze zelenymi ¢arami.

GDL

Mén€ znamym piistupem je pouziti Gradient Difference Loss, zkracené GDL, ktery se
nezameétuje pfimo na hodnoty funkce, nybrz na tvar funkce. Namisto vypoctu rozdili mezi
skutecnymi a predikovanymi hodnotami GDL nejprve spocitd rozdil mezi sousednimi
hodnotami — jak u predikované funkce, tak u funkce tvorené skutecnymi daty. Nakonec jsou

tyto rozdily porovnavany mezi sebou. [8]

Matematicky lze tento postup vyjadrit nasledovné:

T
GDL = Z|(}’:‘+1 —¥:) — (Fiz1 — )
i=1
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kde n opét znaci celkovy pocet pozorovani, hodnoty y;+; a y; predstavuji sousedni hodnoty ve

funkei se skute¢nymi daty a hodnoty y ., a y, reprezentuji sousedni hodnoty predikované

funkce. [8]

Pro nazornost Ize princip vypo¢tu GDL ukézat na nasledujicim obrazku:

Obrazek 4:Vizualizace principu vypo¢tu GDL (zdroj: vlastni)

Cervena kiivka na obrazku opét reprezentuje funkci vytvofenou ze skutenych dat, jejiz
hodnoty jsou oznaeny body A az D, a modré kiivka ptedstavuje predikovanou funkci

s odpovidajicimi hodnotami v bodech A' az D'.

Misto toho, aby byly porovnavany piimo hodnoty jednotlivych bodl, jako tomu bylo
u predeslych ztratovych funkci, GDL sleduje vySkové rozdily mezi sousednimi body. Tyto
rozdily jsou na obrazku znazornény zelenymi useckami. Vypocet GDL spociva v porovnani
délky téchto carkovanych usekli mezi skute¢nou a predikovanou funkci a v nasledném secteni

absolutnich hodnot téchto rozdilii. V tomto ptikladu by se tedy GDL pocitala takto:
GDL = |y —ya) — ey — Ya)| + (e —¥8) — e — y&)| + 1o — ¥6) — Gvpr — v

Tento pfistup umoznuje zkoumat zmény gradientu (sklonu kiivek), coz odrazi tvar funkce, ale
nezohlediiuje umisténi funkce v grafu vzhledem k ose y. Proto se nejednd o klasickou
ztratovou funkci, ale spiSe o regularizacni Clen, ktery se pouzivd ve spojeni s jinymi

ztratovymi funkcemi. [8]
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1.2 Genetické programovani

Genetické programovani je metoda z kategorie evolucnich algoritmii, kterd umoziuje
pocitacim samostatné nachazet feSeni problému bez nutnosti piedem urcovat jejich konkrétni
podobu. [9] Vychazi z genetickych algoritmi inspirovanych Darwinovou teorii evoluce, ktera
popisuje, jak se organismy vyvijeji po mnoho generaci prostfednictvim piirozeného vybéru.
Jedinci s vyhodnéjSimi vlastnostmi maji vyssi Sanci na pieziti a reprodukci, a tim 1 ovlivnéni
vyvoje svého druhu. [10] Pro identifikaci zdatnéjSich jedinct je tieba kvantifikovat kvalitu

kazdého jedince, k cemuz se pouziva vyjadieni pomoci hodnoty fitness (ohodnoceni). [9, 10]

Stejné jako genetické algoritmy i genetické programovani vyuziva genetickych operaci, jako
je kiizeni (anglicky crossover) ¢i mutace (anglicky mutation). [9, 10, 11] Tyto operace budou
podrobné popsany v dalSich podkapitolach, piesto si miizeme stru¢né predstavit jednoduchy

evoluc¢ni algoritmus, kterym genetické algoritmy a genetické programovéani, tidi:
1. Nahodné vytvoreni po¢atecni populace.

2. Vypocitani fitness (ohodnoceni) kazdého jedince v populaci. Pokud je splnéno
ukoncovaci kritérium (naptiklad dosazeni maximalniho poctu generaci ¢i prahové
hodnoty fitness), algoritmus se ukonc¢i a jedinec s nejlepsi hodnotou fitness je vybran

jako vysledné feseni.
3. Selekce (vybér) jedinct s pravdépodobnosti zaloZenou na jejich hodnotach fitness.

4. Spéarovani vybranych jedincti a vytvoreni jejich potomkid za vyuziti genetickych

operaci, ¢imZ vznikne nova generace, ktera nahradi tu stavajici.
5. Navrat ke kroku 2. [9, 10, 12]

Genetické programovani se od genetickych algoritmii v n€kolika ohledech lisi. Jeden
z nejzdsadnéjSich rozdili je v reprezentaci jedince. Zatimco v genetickych algoritmech se
nejcastéji vyuziva linearni reprezentace o pevné dané délce (pouzivano oznaceni
chromozom), v genetickém programovani je vyuzivano reprezentace hierarchické v podobé
syntaktického stromu. Ten se sklada z primitivnich funkci a terminald, jeZ je tfeba uzivatelem

pfedem definovat. [10, 11, 13]

Diky wvyuziti hierarchické reprezentace jedincl a schopnosti zvétSovani (i pfipadného
zmenSovani) jedincti pfedstavujicich mozna feSeni daného problému, coz vede k objevovani

komplikovangjSich (popfipadé¢ jednodusSsich) feSeni, je mozné pomoci genetického
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programovani generovat pocitacové programy. [10, 13] Diky tomu ma genetické
programovani Sirokou Skalu vyuzitelnosti a jiz bylo pouzito k feSeni celé tfady problémd,
dokonce i1 k patentovanym vynalezim. Genetické programovani je vSak technika velmi
naro¢na na vypocetni Cas, ktera se opird o ndhodné procesy, proto nelze nikdy zarucit nalezeni

optimalnich vysledki. [9, 10]

1.2.1 Terminaly

Terminaly v genetickém programovani reprezentuji bud’ konstanty, které mohou nabyvat
ruznych hodnot, jako jsou naptiklad celd cisla, ndhodné vygenerované konstanty i
booleovské hodnoty, nebo proménné zastupujici externi vstupy programu. Ve struktufe

syntaktického stromu se terminaly vZdy nachéazeji v koncovych uzlech (listech). [11]
Mnozina terminalii tedy miize obsahovat:

1. Externi vstupy programu, obvykle reprezentované pojmenovanymi proménnymi
(napft: x, y).

2. Funkce bez parametrii, napt. funkce rand(), které pii kazdém zavoléani vraci ndhodnou
hodnotu, nebo funkce vracejici senzorickd data. Bezparametrické funkce mohou mit

krom¢ ndvratu hodnoty 1 jiné vedlejsi efekty, jako naptiklad zménu globalnich

datovych struktur.

3. Konstanty, bud’ pfedem definované, nebo vzniklé béhem procesu mutace. Také lze
vyuzit tzv. efemérni ndhodné konstanty, které pii1 konstrukci stromu generuji
nahodnou hodnotu, jez narozdil od funkce rand() pietrvava po celou dobu béhu

programu. [9]

1.2.2 Funkce
Funkce se od terminal 1i8i pfedev$im tim, Ze pfijimaji vstupni parametry. Pocet téchto
parametrii se oznacuje jako arita funkce. Funkce, jez mohou mit libovolnou aritu, se nachazeji

v koteni a vnitinich uzlech syntaktického stromu. [10]
Mnozina funkci miize obsahovat:
1. Aritmetické operace — napftiklad s¢itani, od¢itani, nasobeni apod.
2. Matematické funkce — naptiklad odmocnina, sinus, cosinus, logaritmus apod.

3. Booleovské operace — naptiklad AND, OR, NOT apod.
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4. Podminéné logické operace — napiiklad IF, IF-ELSE apod.
5. Funkce zajistujici opakované provadéni kodu — naptiklad cykly typu while apod.
6. Specifické funkce ptizptisobené zkoumanému problému. [9]

Pti definovani mnozin funkci a terminalii 1ze kombinovat rizné z vyse uvedenych moznosti,
avsak je dilezité zajistit splnéni ur¢itych pozadavki, aby vysledny program mohl fungovat

spravné. [10]

PoZadavek uzavienosti (closure)

Pti plnéni pozadavku uzavienosti je nutné zajistit, aby kazda funkce z mnoziny funkci byla
schopna za kazdy svlij argument piijmout libovolnou hodnotu nebo datovy typ, ktery je bud’
vysledkem kterékoli funkce zmnozZiny funkci, nebo samotnym terminalem z mnoziny

terminalt. [10]

Jednim z moZnych zpiisobt, jak tento pozadavek splnit, je zachovani konzistence typi, tedy
zajisténi, ze vSechny funkce pfijimaji i vraceji hodnoty stejného typu. Druhou moZnosti je

ptizplisobeni operaci kiizeni a mutace tak, aby respektovaly typy. [9]

Dale je nutné zajistit bezpe¢né vyhodnoceni funkci, aby nenastal stav, ktery zpisobi chybu,
typicky napiiklad déleni nulou. K vyfeSeni tohoto problému se obvykle pouZivaji chranéné

verze funkei, které v ptipadé€ chyby vraceji vychozi hodnotu. [9]

Pozadavek postacitelnosti (sufficiency)

PoZadavek postacitelnosti vyjadiuje potifebu definovani mnoZin funkci a terminalii tak, aby
bylo zaruceno, Ze s jejich vyuzitim Ize nalézt feSeni dané¢ho problému. Ackoli nékdy mize byt
tento pozadavek snadno splnitelny, v jinych pitipadech vyzaduje hlubsi porozuméni problému
a znalost teoretickych poznatkt ¢i pfedchozich zkuSenosti, které by naznacovaly, jaké funkce

a termindly jsou nezbytné pro nalezeni feSeni problému. [9, 10]

1.2.3. Inicializace pocate¢ni populace

Jak jiz bylo zminéno, jedinci v populaci jsou reprezentovani ve formé syntaktickych stromi
skladajicich se z funkci a terminalti vybranych z uzivatelem definovanych mnozin. Jedinci
pocatecni populace jsou generovani ndhodné€, pfi¢emz maximalni hloubku stromu urcuje
uzivatel. Existuje n¢kolik metod inicializace pocate¢ni populace. Mezi zékladni z nich patii
uplna (full) metoda, rastova (grow) metoda ¢i metoda ,,pil naptl®“ (ramped half-and-half).

[10]
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Metoda uplna (full)

Pii generovani syntaktickych stromt metodou Uplnou dochazi k ndhodnému vybéru funkce
zmnoziny funkci pro kazdy vnitini uzel stromu. Pro koncové uzly (listy), které¢ se vzdy
nachazeji v maximalni hloubce pozadované uzivatelem, jsou vybirdny terminaly z mnoziny

terminald. Vysledkem jsou syntaktické stromy s maximalnim moznym poctem prvka. [14, 15]

Vygenerujeme-li tedy dva syntaktick¢ stromy se stejnou maximalni hloubkou, budou
obsahovat stejny pocet prvkli. Pokud by maximalni mozna hloubka byla rovna jedné, pak by

vygenerovany strom obsahoval pouze jeden uzel — terminal. [14, 15]

Pro ilustraci je na nésledujicim obrazku uveden ptiklad ndhodné vygenerovaného

syntaktického stromu pomoci metody Uplné s maximalni hloubkou 3:

Obrazek 5: Nahodné vygenerovany syntakticky strom pomoci metody tplné [10]

Metoda riistova (grow)

Riistovd metoda se od Uplné metody lisi tim, Ze umoZnuje ukonceni vétvi v rlznych
hloubkach stromu, nejen v maximalni hloubce. Pfi generovani pocatecni populace touto
metodou je u kazdého uzlu nahodné rozhodnuto, zda se bude jednat o terminal ¢i funkei.
V ptipad€ terminalu je jeden ndhodné€ vybran z mnoZiny terminall a vétev stromu zde konci.
V opacném piipadé je ndhodn¢ vybrana jedna funkce z mnoZiny funkci a danému prvku jsou
pfifazeni potomci, jejichZz poc€et odpovida arit¢ funkce. Pro kazdého potomka se proces
opakuje. Pokud se potomek nachazi v maximalni hloubce, je uzlu pfifazen nahodny terminal
z mnoziny terminall, ¢imz je zastaven rist vétve. Diky tomu vznikaji v populaci syntaktické

stromy riiznych hloubek a velikosti, coz pfispiva k celkové rozmanitosti populace. [14, 15]

Pro ilustraci je na nésledujicim obrazku uveden ptiklad nahodné vygenerovaného

syntaktického stromu pomoci metody ristové s maximalni hloubkou 3:
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Obrazek 6: Nahodné vygenerovany syntakticky strom pomoci metody ristové [10]

Metoda ramped half-and-half

Metoda ramped half-and-half vznikla kombinaci uplné a ristové metody. Polovina populace
je vygenerovana dle metody uplné, druha polovina podle metody ristové. Tim vznika
populace jedinct s riiznou strukturou a velikosti, coz napomaha zachovani vétsi variability ve

vychozi populaci. [15]

1.2.4 Ohodnoceni jedinci

Tento krok evolu¢niho algoritmu spociva v pfifazeni fitness hodnoty kaZzdému jedinci
populace. Tato hodnota odrazi kvalitu jedince a napomaha pfi vybéru zdatnéjSich jedinch pro
reprodukci a vznik nové generace. K urCeni fitness jsou vyuzivany rizné ohodnocujici

funkce, které je tieba navrhnout specificky pro konkrétni problém. [10]

Vzhledem ke stromové reprezentaci jedincli v genetickém programovani je k ohodnoceni
jedinci nutné projit cely strom. To se obvykle provadi rekurzivnim prichodem stromu
do hloubky, pficemz vyhodnoceni kazdého uzlu je odlozeno do chvile, kdy jsou zndmy

hodnoty jeho potomki, pokud né¢jaké ma. [9]

1.2.5 Selekce

Selekéni mechanismy slouzi k vybéru jedinct ze stivajici populace, ktefi se budou podilet
na vytvareni svych potomkd, tedy jedincti nové generace. Jedinci jsou vybirani na zakladé
jejich fitness ohodnoceni — ¢im vyssi kvalitu jedinec vykazuje, tim je vétsi pravdépodobnost,

ze bude vybran. I tady vSak plati, ze existuje n¢kolik riznych metod selekce. [16]
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Ruletova selekce

Ruletova selekce je jednim z nejjednodussich a nejcastéji pouzivanych mechanizmi vybéru
v evolucnich algoritmech. Jeji princip lze pfirovnat otaceni ruletového kola, kde velikost
jednotlivych sektort odpovida fitness hodnoté jedince. Cim lepsi je fitness jedince, tim vétsi
sektor mu nalezi. Vybér pak probiha ndhodnym urcenim bodu na kole a vybranim jedince,
kterému odpovida sektor, v némz se bod nachazi. Timto zptisobem jsou upfednostiiovani
kvalitnéjsi jedinci, ktefi maji vyssi pravdépodobnost, Ze budou vybrani, zaroven vSak stale
existuje moznost vybéru méné vhodnych jedincti, coz napomaha udrzeni diverzity v populaci.

[17, 18]

Turnajova selekce

Turnajova selekce je selekéni mechanismus inspirovany pfirodnimi principy soupeteni
jedinct mezi sebou o moznost reprodukce. Tento mechanismus spoc¢iva v ndhodném vybrani
ur¢itého poctu jedinct populace a porovnani jejich fitness hodnot. Jedinec s nejlepsi fitness

hodnotou vyhrava a je zatazen do vybéru. [10, 18]

Cim vétsi je pocet Gcastniki turnaje, tim vétsi je pravdépodobnost vybéru jedinct s vyssi
fitness hodnotou, coz urychluje hledani feSeni. Pokud je vSak tento pocet pfili§ vysoky, mtze
dojit k pfed¢asnému nalezeni nevhodného (suboptimdlniho) feSeni. Ne&které varianty
turnajové selekce proto ponechdvaji urcitou Sanci i méné zdatnym ucastnikim turnaje, ¢imz

podporuji genetickou rozmanitost populace. [10, 18]

1.2.6 Ktizeni

Kfizeni je primarnim operatorem genetického programovani slouzici k vytvofeni nové
generace. Jedinci zvoleni k vytvareni novych potomki jsou nejprve nahodné sparovani do
rodi¢ovskych dvojic, ze kterych naslednou kombinaci rodict vzniknou potomci. [10, 19]
Vzhledem k tomu, Ze genetické programovani pracuje s jedinci reprezentovanymi
syntaktickymi stromy proménlivé délky a struktury, bylo nutné vyvinout specidlni metody
kiiZeni odlisné od téch pouZzivanych v jinych evoluénich algoritmech. [9, 10] Bylo provedeno
nékolik vyzkuml zamétenych na zefektivnéni kiizeni coZ vedlo ke vzniku nékolika metod,

z nichZ nekteré zde budou predstaveny. [19]

K¥iZeni podstromii
Jednou znejCastéji pouzivanych metod kiizeni v genetickém programovani je kiizeni

podstromti. Pti uziti tohoto pfistupu se nejprve v kazdém rodicovském stromé ndhodné vybere
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jeden uzel oznacovany jako bod kiiZeni. Nasledné¢ se podstromy s témito uzly jako kotfeny

prohodi, ¢imz vznikaji novi potomci. [9]

Ptiklad takového kiizeni je uveden na nésledujicim obrazku, kde jsou tuc¢né zvyraznény body

“4

Obrazek 7: Vizualizace kiizeni podstromi (zdroj: vlastni)

kiizenti:

Aby bylo mozné zachovat ptivodni stromy rodi¢ii netknuté pro mozné dalsi kiiZeni, pracuje se
s jejich kopiemi. Tento typ kfizeni mize generovat bud’ jednoho potomka, nebo oba nové
vzniklé jedince. [9] Existuje také varianta, kterd preferuje vymeénu vnitinich uzla, ptficemz
obvykle plati pomér devadesat procent pro vybér vnitiniho uzlu jako bodu kiiZeni a deset

procent pro vybér listu stromu. [19]

Jednobodové kiiZeni

Jednobodové kiizeni spociva ve vyméné dvou podstromd, pfi¢emz body kiizeni se nachazeji
v kazdém rodici na stejném misté. AvSak genetické programovani umoziuje jedincim mit
odliSnou délku a tvar, proto je nutné nejprve analyzovat rodicovské stromy od kotfenovych
uzIll a urcit oblast, ve které maji oba stromy stejny tvar. Bod kiizeni pak miize byt vybiran

pouze z této oblasti. [9]

7w

Ptiklad jednobodového kiizeni je uveden na nasledujicim obrazku, kde jsou Sedivé vyznaCeny
uzly nachézejici se v oblasti se stejnou strukturou obou rodi¢l a vybrané body kiizeni jsou

zvyraznény tucné:
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Rodice ° “

Potomei

Obrézek 8: Vizualizace jednobodového kiizeni (zdroj: vlastni)

Rovnomérné kiiZeni

Rovnomérmé kiizeni, nékdy téz oznacované jako uniformni kiizeni, vyuziva podstatné odlisny
postup, nez jaky byl pouzit v ptedeslych ptipadech. Potomek je vytvofen tak, Ze je nejprve
vytyCena spolecnd oblast rodiCovskych stromt, nasledné jsou prochdzeny vSechny uzly
spolecné oblasti rodicovskych stroml a u kazdé¢ho je zvoleno, zda bude potomek obsahovat
dany uzel od prvniho ¢i druhého rodice. Pravdépodobnost na ziskani uzlu od jednoho rodice
je rovna padesati procentim. Pokud je na pozici koncového uzlu spole¢né oblasti zvolen uzel

obsahujici funkci, potomek zdédi cely podstrom. [9]

Ptiklad rovnomérného kiiZzeni je zndzornén na nasledujicim obrazku, kde jsou tucné
vyznaceny uzly spadajici do spolecné oblasti rodi¢i a jednotlivé uzly potomkul jsou barevné

rozliSeny podle rodice, od kterého byly prevzaty:
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Obrazek 9: Vizualizace rovnomérného kiizeni (zdroj: vlastni)

1.2.7 Mutace

Mutace slouzi k zabranéni pifed€asné konvergence populace a ztraté potenciondlné uzite¢nych
vlastnosti tim, ze do procesu vnaSi ndhodnou zménu. Na rozdil od kiizeni neni vzdy
povazovana za nezbytnou, proto je v genetickych programech pouzivana s nizkym
procentudlnim zastoupenim — obvykle mutuje maximalné 10 % vSech jedinct v populaci —

nebo je vynechdvana uplné. [9, 10]

Mutace podstromu

Metoda nazyvand mutace podstromu je nejbéznéji pouzivanou formou mutace. Jednd se o
nahodny vybér uzlu ve stromu, oznacovaného jako bod mutace, a nahrazeni celého
podstromu, ktery se pod nim nachazi, jinym nové vygenerovanym podstromem. V né€kterych

implementacich se tato metoda realizuje jako kiizeni s nahodné vygenerovanym stromem. [9]

Bodova mutace

Druhou ¢asto pouzivanou metodou je bodova mutace. Ta je zaloZena na ndhodném vybéru
uzlu ve stromu a nahrazenim jeho funkce ¢i terminalem jinou funkci ¢i termindlem se stejnou
aritou. Pokud Zadna takova funkce neexistuje, uzel ziistava beze zmény. Na rozdil od mutace
podstromu 1ze bodovou mutaci aplikovat na jeden strom opakované. Obvykle se strom

prochazi uzel po uzlu a s urcitou pravdépodobnosti je rozhodovéano, zda bude zmutovan. [9]

1.2.8 Ukonc¢ovaci kritérium
Ukoncovaci kritérium udava, kdy bude béh genetického programu ukoncen. Idealnim
piipadem je nalezeni optimalniho nebo dostate¢né uspokojivého feSeni, coz lze vyjadrit
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napiiklad dosazenim urcité hodnoty fitness. Genetické programovani vSak nemuize zarucit
nalezeni takového feseni, proto by mohl nastat stav, kdy by program bézel nekonecné dlouho.
Proto je nutné definovat dodate¢nou podminku, kterd zaru¢i jeho ukonceni. Mezi bézné
pouzivana kritéria patfi dosazeni maximalniho poctu generaci, ptekroCeni stanoveného
vypocetniho Casu ¢i napiiklad nadmérné sniZeni diverzity populace. Tato kritéria mohou
dopliiovat primdrni podminku nalezeni optimalniho feSeni, nebo mohou byt pouzita

samostatng. [20]
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2 EXPERIMENTALNI CAST

Tato kapitola se zaméiuje na popis experimenti provedenych za ucelem analyzy vlivu
riznych ztratovych funkci pfi feSeni problému symbolické regrese pomoci genetického
programovani. Experimenty se vénuji konkrétné¢ symbolické regresi s jednou vstupni
proménnou, kde je cilem nalézt funkéni zavislost ¥ = f(x). Vramci experimentalniho
zkoumani bylo testovano pét bézné pouzivanych ztratovych funkei v této oblasti — MAE,
MSE, RMSE, Huberova ztratova funkce a vyuziti GDL spolu s MAE. Charakteristika téchto
funkcei byla uvedena v kapitole 1.1.1 Ztratové funkce.

2.1 Implementace genetického programovani

Pro provedeni experimentd byl vytvofen vlastni program v prostiedi .NET vyuzivajici
principy genetického programovani. Tento program, implementujici vybrané metody
genetického programovani, byl pouzit jednotné pro ve vSech experimentech, véetné stejného
nastaveni volitelnych parametri s vyjimkou ohodnocujici funkce, poctu jedincti populace a

maximalniho poctu generaci, které se u jednotlivych konfiguraci popsanych nize méni.

Program nejprve vygeneruje testovaci data ve formé dvojic hodnot — soufadnic x a y —
odpovidajici pfedem definované testovaci funkci, se kterymi nasledné pracuje. Ukolem
programu je na zaklad¢ téchto dat nalézt funkci, kterd jim nejlépe odpovida, aniz by znal tvar

testovaci funkce.

Program poté provadi na vygenerovanych datech symbolickou regresi za pomoci genetického
programovani. Po dokonceni kazdé evoluce je zaznamenan nejlepsi nalezeny jedinec v ramci
celé populace 1 informace o ném, pficemz je vzdy jako finalni ohodnoceni vypocitana jeho
hodnota MAE — bez ohledu na to, jakd ohodnocujici funkce byla pro selekci v dané evoluci
pouzita. Tato hodnota poté slouZzi jako jednotné métitko pro porovnani kvality vyslednych

feSeni mezi riznymi ztratovymi funkcemi pouZzitymi béhem experimenti.

2.1.1 Testovaci funkce

Pro ucely experimenti byla zvolena sada testovacich funkci oznaCovand jako Nguyen
benchmark. Tento soubor funkci patii mezi Casto pouzivané standardni benchmarky pro
testovani algoritmil feSicich problém symbolické regrese a je dostupny napiiklad na strance
HeuristicLab [21]. V ramci experimentdlniho zkouméni bylo vyuzito pouze prvnich osmi

testovacich funkci zabyvajicich se symbolickou regresi s jednou vstupni proménnou:

e Nguyen F1=x*+x?+x
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o Nguyen F2 =x*+x*+x%+x
o NguyenF3=x>+x*+x3+x?+x
o NguyenF4=x°+x>+x*+x3+x%2+x
e Nguyen F5 = sin(x?) = cos(x) — 1
e Nguyen F6 = sin(x) + sin(x + x?)
e Nguyen F7 =log(x + 1) + log(x? + 1)
e Nguyen F8 =+/x
Testovaci data jsou poté ziskana tak, ze v daném rozsahu je vygenerovano 500 hodnot

predstavujicich soufadnice x a ke kazdému bodu x je nasledné dle dané testovaci funkce

dopocitana hodnota y.

2.1.2 Pouzité metody a nastaveni parametri

Pro vytvofeni programu, ktery byl pouzit pro spusténi vSech experimentt, bylo tfeba vybrat
vhodné metody genetického programovani, napiiklad metody inicializace pocatecni populace,
selekce, kiiZeni ¢i mutace. Dale bylo nutné definovat mnoZiny terminald a funkci a vhodné
nastavit parametry algoritmu. Tato kapitola popisuje vybrané techniky, které zustaly po celou

dobu béhu experimentti neménné.

Mnozina termindlii zahrnovala konstantni hodnoty 1, 2, 3, 5, 7 a 9 a vstupni proménnou x.
Mnozina funkci se skladdala ze ¢tyt zakladnich matematickych operatort: séitani, od¢itani,
nasobeni a déleni. Inicializace pocatecni populace pak byla realizovand pomoci metody
rustové. Kofen kazdého stromu generovaného pii inicializaci pocate¢ni populace vzdy
obsahoval funkci, zatimco ostatni potomei méli 60% Sanci pro vybér funkce a 40% Sanci pro

vybér termindlu. Maximalni hloubka stromu byla omezena na 8 Grovni.

Selekce probihala dle turnajové strategie vybéru jedince, pfiemz velikost turnaje byla
nastavena na 2 jedince a pravdépodobnost pro vyhru slabsiho jedince se rovnala 10 %. Déle
byla zvolena metoda ktizeni podstromli a metoda mutace podstromti s 10% pravdépodobnosti

mutace noveé vzniklého potomka.

2.2 Experimenty

Tato kapitola popisuje samotné experimenty, které byly rozdéleny do nékolika sad testt, dale
oznac¢ovanych jako konfigurace. Jednotlivé konfigurace se li$i v nastaveni poctu jedinct

v populaci a maximalniho poc¢tu generaci v ramci jedné evoluce. Snizenim téchto parametri
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doslo nejen ke zkraceni vypocetniho ¢asu, ale také ke zvySeni narokti na schopnost algoritmu

nalézt optimalni feSeni v omezenych podminkéch.

V ramci kazdé konfigurace byly provedeny experimenty se vSemi osmi testovacimi funkcemi.
Pro kazdou z téchto funkei bylo spusténo 1000 testi pro kazdou z péti zvolenych ztratovych
funkci (MAE, MSE, RMSE, Huberova ztratova funkce a vyuziti GDL ve spojeni s MAE).
Celkem tedy bylo v ramci jedné konfigurace provedeno 40 000 testu.

2.2.1 Experiment ovérujici stabilitu vysledki
Aby bylo mozné ovéfit, ze 1000 opakovani testu predstavuje dostatecny pocet pro dosazeni
stabilnich a spolehlivych vysledki, byl nejprve proveden experiment zaméfeny na ustdleni

fitness hodnoty.

V tomto experimentu bylo provedeno 2000 testd pii stejném nastaveni (50 jedinct v populaci
a maximalné 50 generaci) s vyuzitim pouze ztratova funkce MAE. Na konci kazdého testu
byla zaznamenana hodnota MAE nejuspésnéjsiho nalezeného jedince. Vysledky byly poté
zpracovany do nasledujicitho grafu znézorfiujici vyvoj kumulativniho priméru MAE

v zé&vislosti na po¢tu uskutecnénych testu.

Vyvoj kumulativniho priiméru MAE v zavislosti na poctu
provedencyh testu
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Obrazek 10: Graf vyvoje kumulativniho priméru v zavislosti na poctu provedenych testti
(zdroj: vlastni)
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Na ose x je zobrazen pocet provedenych testil, na ose y pak primérnd hodnota MAE. Modra
linie reprezentuje kumulativni primér hodnoty MAE, oranzova znaci horni mez a Sed4 dolni

mez intervalu spolehlivosti.

Z grafu je patrné, Ze se primérna hodnota MAE stabilizuje ptiblizné po 800 provedenych
testech, coz potvrzuje, ze pocet 1000 opakovani stejného testu je dostateCny. Navyseni poctu
testh by vedlo jen k minimalnimu zpfesnéni vysledkl, avSak za cenu vyrazného naristu

vypocetniho Casu.

2.2.2 Experimenty prvni konfigurace

Tato kapitola popisuje sadu osmi experimentil, z nichz kazdy odpovida jedné testovaci funkci
vramci Nguyen benchmarku, provedenych se stejnym nastavenim parametrii. Nastaveni
odpovida popisu v kapitole 2.1.2 Pouzité metody a nastaveni parametrti doplnéné o nastaveni
poctu jedinct kazdé populace na 50 a nastaveni maximalniho mozného poctu generaci také na

50.

Experiment prvni konfigurace s testovaci funkci Nguyen F1
Prvni experiment dané konfigurace byl zaloZen na testovacich datech vygenerovanych na

zakladé testovaci funkce ve tvaru:

Nguyen F1 = x* + x* +x
V ramci tohoto experimentu bylo provedeno 5000 testd, pficemz pro kazdou z péti
zkoumanych ztratovych funkci (MAE, MSE, RMSE, Huberova ztratovd funkce a GDL ve
spojeni s MAE) bylo spusténo 1000 opakovani. U kazdého béhu byla vysledna fitness
hodnota pfepoctena na MAE, aby bylo mozné objektivné porovnat kvalitu nalezenych tfeSeni

mezi jednotlivymi ztratovymi funkcemi.

Vysledky byly nasledn€¢ vizualizovany prostfednictvim krabicového diagramu, ktery
znazoriuje rozlozeni hodnot MAE pro kazdou ztratovou funkci. Kazdy sloupec v grafu
predstavuje vysledek 1000 testti s danou funkci. Graf tedy umoziuje piehledné porovnat, jak

dobfe si jednotlivé ztratové funkce vedly.
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RozloZeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci
X+ X2+ X

0,35 T

"

Il MAE [l MSE [l RMSE [l HUBER [l GDL

0,25
0,2
0,15
0,1
0,05

hodnota MAE

Obrazek 11: Graf rozloZeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F1 pii
prvni konfiguraci (zdroj: vlastni)

Z grafu je patrné, ze prvni kvartil (hranice, pod kterou lezi 25 % hodnot) u vSech testovanych
ztratovych funkci v tomto experimentu, s vyjimkou MAE, dosahuje nulové hodnoty, coz
znaci Ze algoritmus byl v mnoha ptipadech schopen najit feSeni s nulovou chybou. To ukazuje
na vysokou uspéSnost evolu¢niho algoritmu pii hledani optimalnich feSeni symbolické

regrese.

Z pohledu porovnani medianti v ramci toho experimentu je nejuspésnéjsi ztratovou funkei
RMSE, nasledovana Huberovou ztratovou funkei, ktera ma také nejnize polozeny treti kvartil,
coz naznacuje vetsi konzistenci ve vEétSiné piipadech. Na druhou stranu méa Huberova ztratova
funkce delsi horni fousek, coZ mlze naznacovat vyssi variabilitu v oblasti vysSich hodnot a
moznou asymetrii rozdéleni. Tyto hodnoty vSak nemaji ve vysledném hodnoceni zasadni vliv

na celkové hodnoceni.

Méné uspéSnymi ztratovymi funkcemi tohoto experimentu jsou MAE, jejiz prvni kvartil
nedosahuje nulové hodnoty jako je tomu u ostatnich ztratovych funkci, a predevSim
kombinace GDL spojené s MAE, kterd vykazuje nejen nejvySe polozeny median, ale i

nejvetsi rozptyl hodnot.

Je v8ak dilezité zdiraznit, Ze navzdory rozdilim mezi jednotlivymi ztratovymi funkcemi
dosahuji vysledky v 75 % piipadl vSech testd hodnoty MAE nizs§i nez 0,2. To potvrzuje

vysokou miru uspés$nosti evolu¢niho algoritmu napfi¢ vS§emi pouZzitymi ztratovymi funkcemi.
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Experiment prvni konfigurace s testovaci funkci Nguyen F2
Testovaci data pouzitd ve druhém experimentu prvni konfigurace byla vygenerovana na

zakladé testovaci funkce ve tvaru:
Nguyen F2 = x*+ x* +x? + x

To je zaroven jediny rozdil oproti ptedeslému experimentu. Stejné jako v predeslém
experimentu i v tomto piipad¢ bylo provedeno 5000 testd — 1000 testi pro kazdou z péti
testovanych ztratovych funkci. Vysledky téchto testii, opét prevedené na MAE hodnoty, byly
také zpracovany do formy krabicového diagramu, ve kterém lze porovnat uspéSnost

jednotlivych ztratovych funkei.
Rozlozeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci
X*+xP + x4+ x

’ L ]

0,4

L ]
L
L ]
0.3
0,2
0,1
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B MaE B msE [ RMSE [ HUBER [ GDL

hodmata MAE

Obrazek 12: Graf rozloZeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F2 pti
prvni konfiguraci (zdroj: vlastni)

Z diagramu je patrné, ze rozlozeni hodnot jednotlivych ztratovych funkci je o néco vyssi nez

v minulém experimentu, zejména funkci MAE, GDL a Huberovy ztratové funkce, u kterych

se prvni kvartil uz nerovna nulové hodnot¢ a tieti kvartil se nach4zi nad hodnotou 0,2.

RMSE a MSE prokazuji v ramci tohoto experimentu lepsi vysledky, coz dokladaji nejen
nulové hodnoty jejich prvnich kvartilii, ale jejich niz§i mediany i primérné hodnoty MAE.
RMSE nésledovand MSE, ktera ma mimo jiné také nejdelsi usek odlehlych hodnot, dale jsou

v poradi funkce MAE, Huberova ztratova funkce a GDL.

V tomto experimentu jsou tedy patrnéj$i rozdily mezi ztratovymi funkcemi RMSE a MSE

oproti MAE, Huberové ztratové funkci a GDL kombinované s MAE, ackoli naprosta vétSina

34



vysledki u vSech funkeci zlstava pod hodnotou 0,3, coz znaci vysokou uspéSnost vSech

testovanych ztratovych funkci.

Experiment prvni konfigurace s testovaci funkci Nguyen F3
Stejné jako v predchozich experimentech bylo i tentokrat provedeno 1000 testi pro kazdou
z péti testovanych ztratovych funkci. Jedinym zasadnim rozdilem je opé€t pouziti testovaci

funkce, na jejimz zéklad¢ byla generovana testovaci data:
Nguyen F3 = x>+ x*+x3 + x? +x
Rozlozeni vyslednych fitness hodnot pfevedenych na hodnoty MAE pro kazdou ztratovou

funkci bylo opét zndzornéno formou krabicového grafu.

Rozlozeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci
X+ X+ + x4 X

0,6

0,5 T
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hodnata MAE

Obrazek 13: Graf rozloZeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F3 pii
prvni konfiguraci (zdroj: vlastni)

Z grafu je patrné, ze ztratové funkce MSE a RMSE v tomto experimentu opét dosahuji o néco
lepsich vysledkil nez ostatni ztratové funkce, coz dokazuji nejen jejich prvni kvartily, které
sice jiz nedosahuji nulové hodnoty, ale jako jediné zlstavaji pod hranici 0,1, nybrz i jejich

niz§i mediany a primérné hodnoty MAE.

Tteti nejlepsi funkci z pohledu medidnu je MAE nasledovand Huberovou ztradtovou funkci.
Nejhorsich vysledkii v tomto experimentu dosdhla GDL zkombinovand s MAE, jejiz median
jako jediny pfesahuje hodnotu 0,2. Stejné tak jeji prvni i tieti kvartil vykazuji vyssi hodnoty

ve srovnani s ostatnimi ztratovymi funkcemi.
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Jak lze vidét z grafu, v tomto experimentu uz zadny prvni kvartil neodpovida nulové hodnoté,
jako tomu bylo v pfedeslych dvou experimentech. Jednim z diivodl mize byt vyssi slozitost
funkce, ktera byla pouzita k vygenerovani testovacich dat. Na druhou stranu se vSechny tfeti

kvartily stale drzi pod hranici odpovidajici 0,3 hodnoty MAE.

Experiment prvni konfigurace s testovaci funkci Nguyen F4
V ramci tohoto experimentu bylo opét provedeno 1000 testi pro kazdou z vybranych

ztratovych funkci, celkem tedy 5000 testd. Jedinym rozdilem oproti ptedchozimu

vvvvvv

Nguyen F4 = x® + x> +x* + x* + x? +x

Po provedeni vSech testll byly jejich vysledky zpracovany do nasledujiciho krabicového grafu
ukazujiciho rozlozeni MAE hodnot nejlepSich jedinct z jednotlivych testi roztiidénych dle

pouzité ztratové funkce:

Rozlozeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci
X+ + P+ + 0+ x
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Obrazek 14: Graf rozloZeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F4 pti
prvni konfiguraci (zdroj: vlastni)

Stejné jako v predeslych experimentech Ize z grafu pozorovat, ze MSE a RMSE dosahovaly
celkové lepsich vysledkl nez zbylé testované ztratové funkce. Ditkazem toho jsou nejen nizsi
prvni kvartily, které se stale jako jediné drzi pod hranici 0,1, ale i jejich nizsi hodnoty tfetich
kvartili, mediana 1 praimért hodnoty MAE. Na zaklad¢ vysledki lze tyto dvé funkce 1 ptes

drobné rozdily v tomto experimentu povazovat za vyrovnané, tedy stejn¢ uspesné.

Oproti tomu mezi ostatnimi testovanymi funkcemi jsou patrné vyraznéjsi rozdily. Z hlediska

vvvvvv
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Huberovu ztratovou funkci ndsledovanou GDL. Nejhiie v tomto experimentu dopadla MAE,
jejiz treti kvartil se drzi t€sné pod hodnotou 0,3, coz naznacuje zatim nejhorsi pozorovanou

vykonnost.

Experiment prvni konfigurace s testovaci funkci Nguyen F5
I v tomto experimentu bylo provedeno 5000 testd, tedy 1000 testii pro kazdou z vybranych
ztratovych funkci. Oproti piedeSlym experimentli vSak byla k vygenerovani testovacich

vyuzita pomérn¢ odlisna testovaci funkce:
Nguyen F5 = sin(x?) = cos(x) — 1

Tato funkce jiz nepracuje pouze se s¢itanim mocnin proménné x, ale zahrnuje i goniometrické
funkce. Program vyuzity pro experimenty ma ale k dispozici pouze zakladni aritmetické
operace zahrnujici pouze séitani, odcCitdni, nasobeni a déleni. Testovaci data vSak byla
vygenerovana pro hodnoty x v rozsahu od -1 do 1, je tedy realné v tomto omezeném rozsahu

doséhnout relativné presnych vysledki za vyuziti pouze dostupnych operaci.

Vysledky, opét ve formé fitness hodnoty prevedené na MAE nejlepsiho jedince z kazdého
testu, jsou zndzornény v nasledujicim krabicovém diagramu, kde jsou rozdéleny dle pouzité

ztratové funkce.

Rozlozeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci
sin(x*)*cos(x) - 1
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Obrazek 15: Graf rozloZeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F5 pii
prvni konfiguraci (zdroj: vlastni)

Z grafu je na prvni pohled patrné, Ze rozlozeni vysledka vSech testovanych ztratovych funkci
je kompaktnéjsi nez v predeslych experimentech, jinymi slovy rozdil mezi prvni a tietim

kvartilem je mensi.
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Také z pohledu srovnéni jednotlivych funkci doslo v tomto experimentu k patrné zméné jejich
potadi dle uspésnosti. Nejlepsich vysledkii dosahla ztratova funkce GDL, coz doklada nejen

MAE s podobnymi vysledky.

Naopak MSE a RMSE, které¢ se v pfedchozich experimentech umistovaly na nejlepSich
pozicich, vykazuji tentokrat nejvyssi hodnoty mediani. Jejich vysledky jsou navzajem téméert
shodné, pficemz Huberova ztratova funkce se od nich odliSuje pouze mirn€ nizs$i hodnotou

medidnu.

Tato zména v poradi muze byt disledkem odlisné podoby testovaci funkce, kterd jako prvni

v sérii experimentl obsahuje i goniometrické prvky.

Experiment prvni konfigurace s testovaci funkci Nguyen F6
V ramci tohoto experimentu, bylo provedeno 1000 testd pro kazdou zpéti vybranych
ztratovych funkcei. Data pouzita k testovani byla vygenerovana za pouziti nasledujici testovaci

funkce, ktera stejn¢ jako v predchozim experimentu vyuziva goniometrickych funkei:
Nguyen F6 = sin(x) + sin(x + x?)
Vysledky byly zpracovany stejnym zplUsobem jako v piedchozich experimentech a

vizualizovany pomoci krabicového diagramu:

Rozlozeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci
sin(x) + sin(x + x?)
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Obrazek 16: Graf rozlozeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F6 pii
prvni konfiguraci (zdroj: vlastni)
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I z tohoto grafu je opét patrnd zména potadi uspésnosti testovanych ztratovych funkei oproti
vysledkim z prvnich ¢ty provedenych experimentli v ramci této konfigurace. Nejlepsi
vysledky v tomto pfipad¢ vykazuje funkce MAE, diky nejniz§i hodnoté prvniho kvartilu i

medianu. Tésné za ni nasleduje GDL s velmi podobnym rozlozenim hodnot.

Huberova ztratova funkce dosahuje o néco horSich vysledkt, zejména kvili vyssi hodnoté
tretiho kvartilu. Hned po ni se umistila MSE nasledovana RMSE s nejvyse polozenym prvnim

kvartilem.

Experiment prvni konfigurace s testovaci funkci Nguyen F7
Ptedposledni experiment v ramci prvni konfigurace k vygenerovani testovacich dat, v rozsahu

proménné x od 0 do 2, vyuziva nasledujici testovaci funkeci:
Nguyen F7 =log(x + 1) + log(x?+ 1)

Tato testovaci funkce je =zaroven jedinym vyznamnym rozdilem oproti ostatnim
experimentim této konfigurace. I v tomto experimentu bylo provedeno dohromady 5000 testl
— 1000 testd pro kazdou testovanou ztratovou funkci. Vysledky téchto testi byly zpracovany

do nasledujiciho krabicového grafu.

Rozlozeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci
log(x + 1) + log(x* + 1)
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Obrazek 17: Graf rozloZeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F7 pti
prvni konfiguraci (zdroj: vlastni)

V tomto grafu lze zpozorovat n€kolik odliSnosti nejen z pohledu potadi ztratovych funkci
oproti prvni polovin¢ experimentid této konfigurace, ale také oproti predeSlym dvéma
experimentim. Prvnim patrnym rozdilem je vyrazné nizs$i rozlozeni hodnot — zatimco

v experimentech vyuzivajicich testovacich funkci Nguyen F5 a F6 se prvni kvartily vSech
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ztratovych funkci nachazely okolo hodnoty 0,1, v tomto experimentu tfeti kvartily vSech
funkci nedosahuji ani hodnoty 0,08. Takova UspéSnost zatim nebyla v jiném experimentu

zaznamenana.

Dal8im rozdilem je relativni vyrovnanost vSech funkci. Nejvétsi odchylku vykazuje MAE,
kterd prokazuje nejvyssi uspéSnost diky nejniz§im hodnotdm ttetiho kvartilu a medidnu.

cvwvr

nimi vSak neni pfili§ velky. Vysledky RMSE a Huberovy ztratové funkce jsou srovnatelné.

Celkové niz8i hodnoty vSech vysledkii experimentu jsou pravdépodobné zplisobeny tvarem
testovaci funkce pouzité k vygenerovani dat, jejichz sloZzenim vznikne mén¢ zakiiveny graf,

nez tomu bylo u predeslych experimenta.

Experiment prvni konfigurace s testovaci funkci Nguyen F8
Posledni experiment prvni konfigurace vyuziva data vygenerovand pro hodnoty proménné x
vrozsahu od 0 do 4. Tvar funkce, kterd je k vygenerovani dat pouzivéna, lze zapsat

nasledovné:
Nguyen F8 = +/x

V ramci experimentovani bylo provedeno celkem 5000 testli. Pro kazdou z péti testovanych
funkcei bylo tedy provedeno 1000 testl, jejichz vysledky v podobé hodnoty MAE nejlepsiho

z jedinct z celého testu byly opét zpracovany do nasledujiciho krabicového grafu.

Rozlozeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci
sqri(x)
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Obrazek 18: Graf rozlozeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F8 pti
prvni konfiguraci (zdroj: vlastni)
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Grafické zpracovani vysledkli tohoto experimentu naznacuje relativni vyrovnanost vsSech
testovanych ztratovych funkci, vzhledem k umisténi prvnich a tietich kvartila. Jediné vyjimky
tvofi o néco vyse polozeny tieti kvartil Huberovy ztratové funkce a nepatrné nizsi hodnota

prvniho kvartilu u MAE.

Z pohledu medianti prokazuje v tomto experimentu nejlepsi vysledky MAE, nasledovana
MSE. Tteti v potadi je GDL, tésn¢ po ni Huberova ztratova funkce. Nejvyssi median patii

RMSE, ackoli rozdily mezi mediany nejsou pfili§ vyrazné.

Shrnuti vysledka prvni konfigurace

V ramci prvni konfigurace bylo provedeno osm samostatnych experimentil, z nichz kazdy
testoval vykonnost péti riznych ztratovych funkci (MAE, MSE, RMSE, Huberovy ztratové
funkce a GDL spojené¢ s MAE) na jedné konkrétni testovaci funkci. Kazdy experiment
zahrnoval 5000 testt, celkové tedy bylo provedeno 40 000 testl. Vysledky byly vyhodnoceny
na zéklad€¢ hodnoty MAE nejlepsiho jedince kazdého testu.

Pti porovnani vysledkli vSech experimentl lze pozorovat nékteré opakujici se jevy
v uspéSnosti jednotlivych ztratovych funkei. V prvni poloviné experimentl, coz byly
experimenty vyuZzivajici testovaci funkce Nguyen F1 aZ Nguyen F4, které jsou zaloZeny na
sou¢tu mocnin proménné x, vykazovaly vyrazné lepsi vysledky oproti ostatnim ztratovym

funkcim MSE a RMSE.

Naopak ve druhé polovin€ experimentl, kde jiz k vygenerovani testovacich dat byly pouzity
funkce obsahujici 1 goniometrické ¢leny, prokazovaly lepsi vysledky ztratové funkce MAE a
GDL. Huberova ztratova funkce se ve vétSiné experimentd drzela v prostfednim potadi

uspé&snosti testovanych funket.

Lze tedy predpokladat, ze volba vhodné ztritové funkce pro nalezeni feSeni problému
symbolické regrese pomoci genetického programovani do znacné miry zavisi na charakteru
problému, tedy na slozitosti cilové funkce. Prvni konfigurace naznacuje, Ze pro jednodussi
by bylo vhodné pouzit MAE ¢i GDL. Huberova ztratova funkce se ukazuje jako stabilni

kompromis.
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2.2.3 Experimenty druhé konfigurace
V této kapitole je popsano dalSich osm experimentd, které vyuzivaly stejné testovaci funkce
jako experimenty v ramci prvni konfigurace. Stejné tak byly opét testovany tytéz ztratové

funkce — MAE, MSE, RMSE, Huberova ztratova funkce a GDL ve spojeni s MAE.

Za ucelem dosazeni vyrazné€jSich rozdili mezi testovanymi ztratovymi funkcemi, zejména u
experimentl vyuzivajicich testovaci funkce Ngueyn F7 a Nguyen F8, u nichz pii pouziti prvni
konfigurace nebyly rozdily v pouziti riznych ztratovych funkei tak patrné, byly v této
konfiguraci zptisnény podminky evolu¢niho algoritmu. Konkrétné¢ doslo ke snizeni poctu

¢lent populace na 20 a maximalnimu poctu generaci na 30.

Experiment druhé konfigurace s testovaci funkci Nguyen F1

V ramci prvniho experimentu druhé konfigurace bylo opét provedeno 5000 testt, pricemz pro
kazdou z péti zkoumanych ztratovych funkci bylo spusténo 1000 testl. Stejné jako prvni
experiment prvni konfigurace, i v tomto byla pro vygenerovani testovacich dat vyuzita funkce

ve tvaru:
Nguyen F1 = x>+ x? +x

Vysledna fitness hodnota nejlepSich jedincti vSech testli byla stejné jako v prvni konfiguraci
prevedena na hodnotu MAE. Tyto vysledky poté byly rozdéleny dle pouzité ztratové funkce a

vizualizovany pomoci nasledujiciho krabicového grafu.

Rozlozeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci
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Obrazek 19: Graf rozlozeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F1 pfi
druhé¢ konfiguraci (zdroj: vlastni)



Grafické zpracovani vysledki naznacuje relativni vyrovnanost vSech zkoumanych ztratovych
funkci v rdmci tohoto experimentu, zejména pii porovnani tfetich kvartild a hodnot mediant.
Ptesto je mozné mezi jednotlivymi ztratovymi funkcemi pozorovat urcité rozdily, pfedevsim

v hodnotéch prvnich kvartila.

Nejlepsich vysledkli v tomto experimentu z pohledu prvnich kvartili dosahla MSE
nasledovana ztratovou funkci RMSE. Za nimi se umistila GDL kombinovana s MAE, u niz je
patrny delsi spodni fousek oproti hornimu, coz naznacuje asymetrii rozdéleni hodnot, tedy o

vvvvvv

tentokrat prokazovala Huberova ztratova funkce s nejvyse polozenym prvnim kvartilem.

Je vsak dilezité si pov§imnout, ze na rozdil od stejného experimentu v prvni konfiguraci, kde
vétSina prvnich kvartili dosahovala nulovych hodnot, se nyni vSechny hodnoty — vcetné
prvnich a tfetich kvartild 1 medianti — nachazeji vyse. Tento posun lze pravdépodobné pficist

ptisnéjsim podminkdm evoluc¢niho algoritmu v rdmci druhé konfigurace.

Experiment druhé konfigurace s testovaci funkci Nguyen F2
Ve druhém experimentu druhé konfigurace byla pro testovani pouzita data vygenerovana

pomoci testovaci funkce nasledujiciho tvaru:
Nguyen F2 =x*+ x>+ x% 4+ x

Opét bylo v ramci tohoto experimentu provedeno 5000 testli, tedy 1000 testd pro kazdou
z testovanych ztratovych funkci. Vysledné hodnoty fitness nejlepSich jedinct pievedené na

hodnoty MAE, byly zpracovany do nasledujiciho krabicového grafu.
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Rozlozeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci
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Obrazek 20: Graf rozloZeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F2 pii
druhé konfiguraci (zdroj: vlastni)

Graf rozlozeni vysledki v tomto experimentu opét ukazuje uritou vyrovnanost nékterych

ztratovych funkci, prestoze lze pozorovat nékolik patrnych rozdild. Nejvyraznéji se od

cvwr
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Za MSE nasleduje RMSE, ktera ma rovnéZ niz$i prvni kvartil nez ostatni ztratové funkce.
Median i tfeti kvartil RMSE jsou mirn€ niz$i neZ u ostatnich funkei, 1 kdyZ v grafu nejsou tyto

rozdily pfili$ patrné.

Zbyvajici ti1 ztratové funkce — Huberova, GDL (ve spojeni s MAE) a samotnd MAE —
dosahuji velmi podobnych hodnot. Huberova a GDL vykazuji témét shodné hodnoty prvniho
kvartilu, pfi¢emZ prvni kvartil Huberovy funkce je nepatrné nizsi. MAE ma pak ze vSech tii
nejvyssi prvni kvartil. Medidny a tieti kvartily téchto funkci jsou prakticky totozné.

Je rovnéz nutné upozornit, Zze oproti stejnému experimentu prvni konfigurace se i tentokrat
vSechny hodnoty — v€etné prvnich a tfetich kvartili 1 medidanti — nachazeji ve vysSich
urovnich. Tento posun l1ze opét pficist zpfisnénym podminkam evolu¢niho algoritmu ve druhé

konfiguraci.

Experiment druhé konfigurace s testovaci funkci Nguyen F3
V dal$im experimentu této konfigurace méla testovaci funkce, kterd byla pouzita pro

vygenerovani testovacich dat, nasledujici tvar:
Nguyen F3 = x>+ x*+ 3+ x? +x
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I vtomto experimentu bylo provedeno 1000 testli pro kazdou testovanou ztratovou funkci.
Celkem tedy probéhlo 5000 testii. Vysledky vSech téchto testii byly nasledné zpracovany a

zobrazeny v podobé nasledujiciho krabicového diagramu.

Rozlozeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci
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Obrazek 21: Graf rozloZeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F3 pii
druhé konfiguraci (zdroj: vlastni)

I v tomto experimentu je mozné pozorovat uréitou vyrovnanost testovanych ztratovych funkci

z pohledu porovnani tretich kvartili. Pfesto se vysledky tohoto experimentu ponékud lisi.

cvwr

vykazuje RMSE. Druhy nejniz$i prvni kvartil patii MSE, tfeti Huberové ztratové funkci, ktera
ma zaroven nepatrné niz$i median nez RMSE. MAE a GDL vykazuji stejné hodnoty medidnd,

avSsak GDL ma nejvyse postaveny prvni kvartil.

Stejné jako u predeslych dvou experimentech i tento v porovnani se stejnym experimentem
prvni konfiguraci vykazuje vyssi vSechny hodnoty u vSech ztratovych funkei, coz Ize vysvétlit

pfisnéjSimi podminkami pouzitymi v evolu¢nim algoritmu druhé konfigurace.

Experiment druhé konfigurace s testovaci funkci Nguyen F4
Ctvrty experiment druhé konfigurace je také— poslednim experimentem vyuzivajici
k vygenerovani testovacich dat testovaci funkci tvofenou pouze mocninami proménné x. Tvar

pouzité testovaci funkce tedy vypada nasledovné:

Nguyen F4 =x®+ x> +x*+ x3+x% +x
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I v tomto ptipad¢ bylo provedeno 5000 testti, kde pro kazdych 1000 testi byla pro ohodnoceni
jedinct pouzita jind ztratova funkce. Rozlozeni hodnot MAE napfic ztratovymi funkcemi bylo

znazornéno v nasledujicim grafu.

Rozlozeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci
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Obrazek 22: Graf rozloZeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F4 pii
druhé konfiguraci (zdroj: vlastni)

Graf ukazuje, ze 1 v rdmci tohoto experimentu vykazuji tfeti kvartily vSech ztratovych funkci
velmi podobné hodnoty. Ackoli pii porovnani konkrétnich hodnot GDL vykazuje nejniZsi

treti kvartil a Huberova ztratova funkce nejvyssi, rozdily jsou téméf neznatelné.

Vyraznég lepSich vysledkl v tomto experimentu dosahly RMSE a MSE, jejichz prvni kvartily
dosahuji stejnych hodnot, avS§ak MSE ma o néco niz8i medidn. Tteti v pofadi z pohledu
prvniho kvartilu je GDL nésledovana Huberovou ztratovou funkci. Nejvyssi prvni kvartil
patii MAE, jejiz median je stejné hodnoty jako medidn GDL. Huberova ztratova funkce mé o
néco nizsi median.

Je vSak tteba dodat, Ze rozdily mezi MSE a RMSE a také mezi MAE, GDL a Huberovou

ztratovou funkei jsou velmi malé az zanedbatelné. Za podstatné 1ze tedy v tomto experimentu

vvvvvv

funkce nez vSechny ostatni.

Experiment druhé konfigurace s testovaci funkci Nguyen F5
V tomto experimentu jiz byla pro vygenerovani testovacich dat vyuzita testovaci funkce
obsahujici nejen mocniny proménné x, ale i goniometrické funkce:

Nguyen F5 = sin(x?) = cos(x) — 1
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Stejn¢ jako u ostatnich experimentli byly i vtomto piipadé vSechny zkoumané ztratové
funkce otestovany na 1000 samostatnych testech. Dohromady tedy bylo spusténo 5000 testi
vramci tohoto experimentu. Ziskané hodnoty byly nasledné vizualizovany pomoci

krabicového diagramu.

Rozlozeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci
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Obrazek 23: Graf rozloZeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F5 pfi
druhé konfiguraci (zdroj: vlastni)

V rdmci tohoto experimentu jiz nejsou tfeti kvartily srovnatelné, jako tomu bylo u predeslych
experimentl této konfigurace. Naopak hodnoty prvnich kvartili jsou si pomérné podobné,
ackoli jsou z grafu stale patrné rozdily — nejnizs$i hodnotu prvniho kvartilu vykazuje MAE

nasledovand GDL, nejhorsi hodnota prvniho kvartilu patii k Huberové ztratové funkei.

MAE v tomto experimentu prokazuje nejlepsi V}'/sledky 1 z pohledu hodnoty tretiho kvartilu 1

cvwvr

ztratova funkce, ackoli ta ma také nejvyse posunuty tteti kvartil. Podobné i RMSE je Ctvrta
v poradi z hlediska medianu, i kdyZ celkovy rozptyl hodnot ma vétsi nez MSE.

Experiment druhé konfigurace s testovaci funkci Nguyen F6
Podobn¢ jako v minulém experimentu 1 vtomto byla pro vygenerovani testovacich dat

pouzita funkce vyuZzivajici nejen mocnin proménné x, ale i goniometrické funkce:
Nguyen F6 = sin(x) + sin(x + x2)

Stejn¢ tak celkovy pocet test byl i tentokrat 5000, rovnomérné rozdélenych mezi pét

testovanych ztratovych funkci. Vysledky vsech testii ve formé hodnot MAE, rozdé€lené podle
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zkoumanych ztratovych funkci, byly po zpracovani znazornény v nasledujicim krabicovém

grafu.

Rozlozeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci
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Obrazek 24: Graf rozloZeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F6 pii
druhé konfiguraci (zdroj: vlastni)

V ramci tohoto experimentu graf ukazuje relativni rovnost prvnich a tfetich kvartili vSech

testovanych ztratovych funkci. A vSak z vysledkl vyplyvaji rozdily mezi hodnotami mediand.

Pti porovnani hodnot mediant je nejlepsi ztratovou funkci tohoto experimentu MAE. Druhou
v potadi je MSE nésledovana GDL. Ptedposledni je Huberova ztratova funkce a nejvyssi

hodnota medianu v rdmeci tohoto experimentu patii RMSE.

Experiment druhé konfigurace s testovaci funkci Nguyen F7
Predposledni experiment druhé konfigurace, v rdmci néhoz bylo opét provedeno 5000 testi,

vyuzival pro generovani testovacich dat funkci nasledujiciho tvaru:
Nguyen F7 =log(x + 1) + log(x? + 1)

Podobné¢ jako u vSech ptedeslych experimentl byly 1 zde vysledky v podobé¢ fitness hodnoty
nejlepSich jedinc z kazdého testu pfevedeny na hodnotu MAE. Tyto hodnoty poté byly

vizualizovany pomoci nasledujiciho krabicového diagramu.
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Rozlozeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci
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Obrazek 25: Graf rozloZeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F7 pii
druhé konfiguraci (zdroj: vlastni)

V predposlednim experimentu druhé konfigurace jsou patrné vétsi rozdily ve vysledeich
jednotlivych testovanych ztratovych funkci, nez tomu bylo v podobném experimentu
provedeném v ramci prvni konfigurace. V pfedchozim experimentu totiz byly vysledky
pomérné vyrovnané a vSechny hodnoty tietich kvartild neptekrocili hranici 0,08. Proto byla
navrzena druhd konfigurace s pfisné€jSimi podminkami evoluéniho algoritmu, jehoz vysledky

prokazuji niZsi uspésnost jednotlivych ztratovych funkei a patrnéjsi rozdily mezi nimi.

Ackoli vSechny prvni kvartily dosahuji téméf stejnych hodnot, nejmensi hodnota medidnu
patii MAE, ktera ma zaroven i nejnize polozeny tfeti kvartil. Druhou ztratovou funkci
v potadi z hlediska porovnani hodnot median i tietich kvartili je GDL. Funkce se tfetim
nejniz§im medidnem je RMSE, ackoli ma o néco vyssi tfeti kvartil nez Huberova ztratova
funkce, kterd ma ¢tvrty nejvyssi median. Nejhorsi vysledky tohoto experimentu ukazuje MSE

s nejvyssi hodnotou medidnu i tfetiho kvartilu.

Experiment druhé konfigurace s testovaci funkci Nguyen F8
Experiment vyuzivajici testovaci funkci nésledujiciho tvaru pro vygenerovani testovacich dat

je zéroven poslednim experimentem druhé konfigurace.
Nguyen F8 = /x

I v rdmci tohoto experimentu bylo provedeno 1000 test pro kazdou z testovanych ztratovych
funkci. Dohromady tedy bylo spusténo 5000 testh. Vysledky téchto testi byly poté

zpracovany a zndzornény v nasledujicim krabicovém grafu.
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Rozlozeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci
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Obrazek 26: Graf rozloZeni vyslednych hodnot MAE pro testovaci funkci Nguyen F8 pii
druhé konfiguraci (zdroj: vlastni)

I ve druhém experimentu, na ktery byla primarn¢ zameétena tato konfigurace, jsou patrnéjsi
rozdily mezi vysledky zkoumanych ztratovych funkeci. Stejné jako tomu bylo u vSech
experimentl této konfigurace, i1 tady jsou hodnoty prvnich a tfetich kvartild 1 mediant vyssi,

nez tomu bylo u experimentd prvni konfigurace.

V tomto experimentu nejlepsi vysledky prokazuje MAE, jeZ ma celkové rozloZeni hodnot
experimentu lze povazovat GDL. Nasleduje Huberova ztratova funkce s o néco vySSimi
hodnotami medianu a prvniho 1 tfetiho kvartilu. Jako piedposledni se v tomto experimentu

umistila RMSE a nejhorsi GspéSnost prokazala MSE s vyrazné vys$S§im medianem.

Shrnuti vysledkt druhé konfigurace

Podobné¢ jako vradmci prvni konfigurace i v této bylo provedeno osm samostatnych
experimentll, zkoumajicich vykonnost péti rliznych ztratovych funkci (MAE, MSE, RMSE,
Huberovy ztratové funkce a GDL spojené s MAE). Béhem kazdého experimentu bylo
spusténo piesné 5000 testi, dohromady tedy bylo provedeno 40 000 test. Vysledky ve forme
fitness hodnot nejlepSich jedincli ze vSech testii prevedenych na hodnotu MAE byly vzdy
graficky zobrazeny.

Vzhledem k piisné€jSim podminkdm druhé konfigurace je pravdépodobné, Ze vyrovnanosti
vysledki n¢kterych experimenti mohly byt zpiisobeny nedostateCnou Sanci na projeveni

vSech aspektd jednotlivych ztratovych funkcei. I ptes vétsi podobnosti hodnot bylo v§ak mozné
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pozorovat urcitou dominanci MSE a RMSE v prvnich ¢tyfech experimentech, jez vyuzivali

k vygenerovani testovacich dat testovaci funkce slozené ze souctu mocnin proménné x.

Naopak ve druhé poloviné experimentti, kde k vygenerovani testovacich dat byly pouzity
GDL. Huberova ztratova funkce se nikdy nedostala na prvni dvé pficky a drzela se spiSe na

sttednich pozicich.

I v tomto ptipadé vysledky naznacuji, ze volba vhodné ztratové funkce pro feseni symbolické
regrese pomoci genetického programovani z urCité ¢asti zavisi na charakteru a mife slozitosti
problému. Dle vysledkt této konfigurace 1ze predpokladat, ze pro jednodussi cilové funkce by

vvvvvv

vyhodné¢jsi pracovat s MAE ¢i s GDL.

2.2.4 Vyhodnoceni vSech experimenti

V ramci této prace bylo dohromady provedeno 80 000 testii rozdélenych do dvou rozdilnych
konfiguraci po osmi experimentech. Béhem nich byl zkouman vliv péti ztratovych funkci
(MAE, MSE, RMSE, Huberovy ztratové funkce a GDL spojené s MAE) na feSeni symbolické
regrese pomoci genetického programovani s vyuzitim osmi testovacich funkci ze sady

Nguyen benchmark pro rlizné experimenty.

Pii porovnani vysledkl prvni i druhé konfigurace je patrné, ze v experimentech vyuZivajicich
ke generovani dat testovaci funkce Nguyen F1 az Nguyen F4, coz jsou testovaci funkce

slozené¢ pouze z mocnin proménné x, vZzdy dominovali ztratové funkce MSE a RMSE.

vvvvvv

vvvvvv

Na zakladé€ téchto vysledkt se da piredpokladat, ze v ptipad€ volby vhodné ztratové funkce pti
feSeni symbolické regrese pomoci genetického programovani zéalezi do urcité miry na
slozitosti pfedpokladané cilové funkce. V ptipadé feSeni jednodussich problémt se ukazuje

vvvvvv

vhodnéjsi zvolit MAE, ¢i ji zkombinovat s GDL.
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ZAVER

Cilem této prace bylo analyzovat vliv riznych ztratovych funkci na kvalitu feSeni problému
symbolické regrese pomoci genetického programovani. Prace se zaméfila na zakladni popis
symbolické regrese, principti genetického programovani a vlastnosti vybranych ztratovych
funkci. V praktické casti byly nésledné navrZzeny a realizovany experimenty, které meély
zaukol ovérit, jak se volba konkrétni ztratové funkce promitd do wvysledki procesu

symbolické regrese.

V ramci experimentdlniho zkoumdni byly navrzeny dvé konfigurace experimentd. Prvni
konfigurace vyuzivala standardni nastaveni parametrti evolu¢niho algoritmu a jejim cilem
bylo provést zakladni srovnani péti zvolenych ztrdtovych funkci na osmi testovacich
jednorozmérnych funkcich ze sady Nguyen benchmark. Vysledky prvni konfigurace ukézaly,
ze pro jednodussi testovaci funkce zalozené pouze na mocninach proménné x dosahovaly
testovacich funkci, obsahujicich i goniometrické ¢leny, vykazovaly lepsi vykonnost ztratové
funkce MAE a GDL. Huberova ztratova funkce se ve vétsin€ ptipadi pohybovala ve stfedni

¢asti potadi, ¢imz potvrdila svou roli kompromisniho feSeni.

Na zaklad¢ vysledki prvni konfigurace byla navrzena konfigurace druhd, kterd zpfisnila

podminky evolu¢niho algoritmu. Snizenim poctu jedincii v populaci a maximalniho poctu

24

wevr

byly ve srovnani s prvni konfiguraci celkové o néco horsi, vzhledem k ptisnéjSim podminkam
evoluéniho algoritmu, zakladni vzorec UspéSnosti jednotlivych ztratovych funkci zistal
zachovan. I zde se MSE a RMSE ukdzaly jako vhodnéjsi pii feSeni jednodusSich funkei,

vvvvvv

1 nadéle udrzela stiedni pozici.

V pribéhu experimenti se potvrdilo, Ze vybér ztratové funkce skute¢né ovliviiuje nejen
kvalitu nalezenych feSeni, ale také stabilitu vysledkl. Ztratové funkce MSE a RMSE byly

velmi efektivni pfi hledani jednoduchych modelti s nizkou chybou, avSak v nékterych

vvvvvv

vvvvvv
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MAE a GDL muze byt nizsi citlivost na malé odchylky, coz se projevovalo u jednodussich

funkei, kde nedosahovaly tak nizkych hodnot jako MSE a RMSE.

Vysledky této prace ukazuji, ze pfi feSeni symbolické regrese pomoci genetického
programovani je vhodné volit ztratovou funkci s ohledem na charakter problému. Pro
jednodussi funkce s hladkym pribéhem se jako efektivnéjsi ukazuji MSE a RMSE, zatimco

vvvvvv

piinést MAE nebo GDL.

Do budoucna by bylo mozné navazat na tuto praci napiiklad rozSifenim experimentl za
pouziti jinych testovacich funkeci nebo zkoumanim chovéani ztratovych funkci na
vicerozmérnych tlohéch. Zajimavym smérem by mohlo byt rovnéz ovéreni vysledkli na
realnych datech nebo za pouziti jinych evolucnich algoritml, ¢imz by bylo mozné 1épe

posoudit univerzalnost zjisténych poznatkd.

53



POUZITA LITERATURA
[1] WANG, Yiqun; WAGNER, Nicholas a RONDINELLI, James M. Symbolic regression in

materials science. Online. MRS Communications. 2019, vol. 9, no. 3, s. 793-805. Dostupné
z: https://doi.org/10.1557/mrc.2019.85. [cit. 2025-04-03].

[2] ANGELIS, Dimitrios; SOFOS, Filippos a KARAKASIDIS, Theodoros E. Artificial
Intelligence in Physical Sciences: Symbolic Regression Trends and Perspectives.
Online. Archives of Computational Methods in Engineering. 2023, vol. 30, no. 6, s. 3845-
3865. Dostupné z: https://doi.org/10.1007/s11831-023-09922-z. [cit. 2025-04-03].

[3] WILLMOTT, Cort J. a MATSUURA, Kenji. Advantages of the mean absolute error
(MAE) over the root mean square error (RMSE) in assessing average model performance.
Online. Climate  Research. 2005, wvol. 30, mno. 1, s. 79-82. Dostupné
z: https://www.jstor.org/stable/24869236. [cit. 2025-04-03].

[4] HODSON, Timothy O. Root-mean-square error (RMSE) or mean absolute error (MAE):
when to use them or not. Online. Geoscientific Model Development. 2022, vol. 15, no. 14, s.
5481-5487. Dostupné z: https://doi.org/10.5194/gmd-15-5481-2022. [cit. 2025-04-03].

[5] XIE, Wenxuan; WU, Jiali a SHENG, Yuhong. RETRACTED: Uncertain regression model
based on Huber loss function. Online. Journal of Intelligent & Fuzzy Systems. 2023, vol. 45,
no. 1, s. 1169-1178. ISSN 10641246. Dostupné z: https://doi.org/10.3233/JIFS-223641. [cit.
2025-04-03].

[6] BALASUNDARAM, S. a PRASAD, Subhash Chandra. Robust twin support vector
regression based on Huber loss function. Online. Neural Computing and Applications. 2020,
vol. 32, no. 15, S. 11285-113009. ISSN 0941-0643. Dostupné
z: https://doi.org/10.1007/s00521-019-04625-8. [cit. 2025-04-03].

[7] TONG, Hongzhi. Functional linear regression with Huber loss. Online. Journal of
Complexity. 2023, vol. 74. ISSN 0885064X. Dostupné
z: https://doi.org/10.1016/j.jc0.2022.101696. [cit. 2025-04-03].

[8] LIU, Ruixia; HU, Huichen; ZHANG, Shuaishuai; DENG, Yanjun; LIU, Zhaoyang et al.
An ECG denoising technique based on AHIN block and gradient difference max loss.
Online. Journal of Electrocardiology. 2024, vol. 86. ISSN 00220736. Dostupné
z: https://doi.org/10.1016/j.jelectrocard.2024.153761. [cit. 2025-04-03].

[9] POLI, Riccardo; LANGDON, W. B.; MCPHEE, Nicholas F. a KOZA, John R. 4 field
guide to genetic programming. [S.1.: Lulu Press], 2008. ISBN 978-1-4092-0073-4.

54


https://doi.org/10.1557/mrc.2019.85
https://doi.org/10.1007/s11831-023-09922-z
https://www.jstor.org/stable/24869236
https://doi.org/10.5194/gmd-15-5481-2022
https://doi.org/10.3233/JIFS-223641
https://doi.org/10.1007/s00521-019-04625-8
https://doi.org/10.1016/j.jco.2022.101696
https://doi.org/10.1016/j.jelectrocard.2024.153761

[10] HYNEK, Josef. Genetické algoritmy a geneticke programovani. Privodce. Praha: Grada,
2008. ISBN 978-80-247-2695-3.

[11] KOZA, John R. Genetic programming as a means for programming computers by natural
selection. Online. Statistics and Computing. 1994, vol. 4, no. 2, s. 87-112. ISSN 0960-3174.
Dostupné z: https://doi.org/10.1007/BF00175355. [cit. 2025-04-03].

[12] SETTE, S. a BOULLART, L. Genetic programming: principles and applications.
Online. Engineering Applications of Artificial Intelligence. 2001, vol. 14, no. 6, s. 727-736.
ISSN 09521976. Dostupné z: https://doi.org/10.1016/S0952-1976(02)00013-1. [cit. 2025-04-
03].

[13] MITCHELL, Melanie. An introduction to genetic algorithms. 2nd print. A Bradford
Book. Cambridge, Mass.: MIT Press, 1996. ISBN 978-0-262-13316-6.

[14] SCHWEIM, Dirk; WITTENBERG, David a ROTHLAUF, Franz. On sampling error in
genetic programming. Online. Natural Computing. 2022, vol. 21, no. 2, s. 173-186. ISSN
1567-7818. Dostupné z: https://doi.org/10.1007/s11047-020-09828-w. [cit. 2025-04-03].

[15] WALKER, Matthew. Introduction to Genetic Programming. Massey University, 2001.
Dostupné také z: https://icog-labs.com/wp-
content/uploads/2014/07/Introduction_to GP_Matthew-Walker.pdf.

[16] MILLER, Brad L. a GOLDBERG, David E . Genetic Algorithms, Tournament Selection,
and the Effects of Noise. Online. Complex Systems. 1995, vol. 9, no. 3, s. 193-212. Dostupné
z: https://www.complex-systems.com/abstracts/v09 103 a02/. [cit. 2025-04-03].

[17] LIPOWSKI, Adam a LIPOWSKA, Dorota. Roulette-wheel selection via stochastic
acceptance. Online. Physica A: Statistical Mechanics and its Applications. 2012, vol. 391, no.
6, s. 2193-2196. ISSN 03784371. Dostupné z: https://doi.org/10.1016/j.physa.2011.12.004.
[cit. 2025-04-03].

[18] PHAM, Vu Hong Son; NGUYEN DANG, Nghiep Trinh a NGUYEN, Van Nam.
Enhancing engineering optimization using hybrid sine cosine algorithm with Roulette wheel
selection and opposition-based learning. Online. Scientific Reports. 2024, vol. 14, no. 1, s.
694. ISSN 2045-2322. Dostupné z: https://doi.org/10.1038/s41598-024-51343-w. [cit. 2025-
04-03].

[19] UY, Nguyen Quang; HOAI, Nguyen Xuan; O’NEILL, Michael;, MCKAY, R. I. a
GALVAN-LOPEZ, Edgar. Semantically-based crossover in genetic programming:
application to real-valued symbolic regression. Online. Genetic Programming and Evolvable
Machines. 2011, vol. 12, no. 2, s. 91-119. ISSN 1389-2576. Dostupné
z: https://doi.org/10.1007/s10710-010-9121-2. [cit. 2025-04-03].

55


https://doi.org/10.1007/BF00175355
https://doi.org/10.1016/S0952-1976(02)00013-1
https://doi.org/10.1007/s11047-020-09828-w
https://icog-labs.com/wp-content/uploads/2014/07/Introduction_to_GP_Matthew-Walker.pdf
https://icog-labs.com/wp-content/uploads/2014/07/Introduction_to_GP_Matthew-Walker.pdf
https://www.complex-systems.com/abstracts/v09_i03_a02/
https://doi.org/10.1016/j.physa.2011.12.004
https://doi.org/10.1038/s41598-024-51343-w
https://doi.org/10.1007/s10710-010-9121-2

[20] EIBEN, A.E. a SMITH, l.E. Introduction to Evolutionary Computing. Online. Natural
Computing Series. Berlin, Heidelberg: Springer Berlin Heidelberg, 2015. ISBN 978-3-662-
44873-1. Dostupné z: https://doi.org/10.1007/978-3-662-44874-8. [cit. 2025-04-03].

[21] HEURISTICLAB. HeuristicLab A Paradigm-Independent and Extensible Environment
for Heuristic Optimization. Online. Heuristiclab. 2012. Dostupné

z: https://dev.heuristiclab.com/trac.fcgi/blog/gkronber/symbolic_regression benchmark. [cit.

2025-04-12].

56


https://doi.org/10.1007/978-3-662-44874-8
https://dev.heuristiclab.com/trac.fcgi/blog/gkronber/symbolic_regression_benchmark

SEZNAM PRILOH

Ptiloha A: Zdrojové kédy programu pouzitého pro spousténi experimentl
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