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ANOTACE

Tato bakalafska prace je zaméfena na téma statistické metody Monte Carlo. Cilem bakalafské
prace je popsat moznosti vyuziti statistické metody Monte Carlo pfi simulacich redlnych
procest, navrhnout a implementovat nékteré experimenty vyuzivajici metody Monte Carlo.
Dalsim cilem je zpracovani a implementace postupt vedoucich ke zpiesnéni vypoctl pii fesSeni

danych problému.

Prace je rozd€lena do dvou hlavnich c¢asti. V teoretické Casti je provedeno sezndmeni
s principem a puivodem metody Monte Carlo. V praktické ¢asti je pouzita statistickd metoda
Monte Carlo k odhadu hodnoty Ludolfova ¢isla a k vypoctu jednorozmérnych integrall véetné

srovnani presnosti dosazenych vysledku a grafickych vystup.
KLICOVA SLOVA

Monte Carlo, pseudondhodné ¢islo, Ludolfovo ¢islo, jednorozmérny integral
TITLE

Monte Carlo statistical method

ANNOTATION

This bachelor's thesis is focused on the topic of the Monte Carlo statistical method. Main goal
of this thesis is to describe the possibilities of using the Monte Carlo statistical method in
simulations of real processes, to design and implement some experiments using Monte Carlo
methods. Secondary goal is the processing and implementation of procedures leading to more

accurate calculations when solving given problems.

Thesis is divided into two main parts. In the theoretical part, the principle and origin of the
Monte Carlo method is introduced. In the practical part, the Monte Carlo statistical method is
used to estimate the value of the Ludolphine number and to calculate one-dimensional integrals,

including a comparison of the accuracy of the achieved results and graphic outputs.
KEYWORDS

Monte Carlo, pseudorandom number, Ludolphine number, one-dimensional integral
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UVOD

Tato bakalarska prace je rozdélena na teoretickou Cast, kterd se sklada z nasledujicich tii kapitol
— Uvod do problematiky, Princip metody Monte Carlo a Pivod metody Monte Carlo, a na
praktickou cast, ktera je rozdélena do dvou kapitol — Odhad Ludolfova ¢isla a Vypocet

jednorozmérného integralu.

Cilem této prace je popsat moznosti vyuziti statistické metody Monte Carlo pfi simulacich
realnych procest, navrhnout a implementovat nékteré experimenty vyuzivajici metody Monte
Carlo, jako naptiklad vypocet jednorozmérnych integralti nebo urceni Ludolfova ¢isla, véetné
srovnani presnosti dosazenych vysledki a grafickych vystupti. Dal§im cilem je zpracovani a

implementace postupt vedoucich ke zptesnéni vypoctl pii feseni danych problému.

V prvni kapitole bude Ctenéi seznamen se zakladnimi pojmy, které se budou v této bakalarské
praci vyskytovat, z oblasti matematické pravdépodobnosti a statistiky. Druhd kapitola bude
vénovana vysvétleni principu, na kterém je tato metoda zalozena. Posledni kapitola teoretické

¢asti bude zaméfena na zajimavy historicky vyvoj a ptivod statistické metody Monte Carlo.

Ctvrtou kapitolou bude za&inat prakticka ¢ast, kterd je st&Zejni pro tuto praci. Tato kapitola bude
vénovana odhadu pfiblizné hodnoty Ludolfova &isla. V prvni podkapitole bude provedeno
seznameni se samotnym Ludolfovym Ccislem a jeho historii. V dalSi podkapitole bude
Ludolfovo ¢islo odhadovéna pomoci tzv. Buffonovy ulohy, kterou vymyslel v druhé poloving
osmnactého stoleti francouzsky matematik Georges Louis Leclerc de Buffon. V posledni
podkapitole pak bude ptedstaven druhy zptisob, pomoci kterého se da odhadnout piiblizna
hodnota Ludolfova cisla, timto zptisobem bude metoda ctverce a kruhu, kterda vyuziva

geometrickou definici pravdépodobnosti.

Nasledujici kapitola, kterd se bude zabyvat problematikou vypoctu jednorozmérnych integrala,
bude posledni kapitolou této bakalaiské prace. Nejprve bude statistickd metoda Monte Carlo
pouzita v prvni podkapitole k vypoctu ptiblizné hodnoty integralu pomoci geometrické metody,
ktera jiz byla vyuzita k ur€eni hodnoty Ludolfova cisla. Poté bude provedeno seznadmeni s
druhou metodou, ktera slouZzi k urceni ptiblizné hodnoty integralu, touto metodou bude metoda
sttedni hodnoty nahodné veliCiny. Posledni podkapitola pak bude veénovana dvéma
zptesiiujicim metoddm, které vedou ke zptesnéni vysledkii pomoci snizovani rozptylu
integralu. Témito dvéma metodami budou metoda vybéru na podintervalech a metoda

symetrizace integrované funkce.
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1 Uvod do problematiky

Klasicka definice pravdépodobnosti
Kone¢nd mnozina vSech elementarnich prvk:
0N ={wq,wy, ..., w0y} (1.1)

Pravdépodobnost kazdého elementarniho jevu:
1 .
P(w;) = H,kde i=123,..,n (1.2)

Pravdépodobnost jistého jevu:
P(A) =1,P(A) =1 (1.3)
Pravdépodobnost nemozného jevu:
P(@) =0 (1.4)
Pravdépodobnost libovolného nahodného jevu:
0<PA)<1,AcQ (1.5)

Klasicka pravdépodobnost se pouziva v ptipadech, kde se ptedpoklada, ze je pravdépodobnost
nastani kazdého jednoho elementarniho jevu w z mnoziny vSech elementarnich jevi (2 stejna.
Mnozina vSech elementarnich jevl 2 obsahuje kone¢ny pocet prvkii. Pravdépodobnost jistého
jevu je rovna 1, ndhodny jev A je pak roven mnozing (2. Pravdépodobnost nemozného jevu je
rovna 0, jev @ neni soucasti mnoziny 2. Pravdépodobnost ndhodného jevu A je z intervalu
(0,1), nahodny jev A je podmnozinou 2. PoCet elementarnich jevi pifiznivych jevu A (pocet
prvkli mnoziny A) lze oznacdit pismenem m, zatimco n udava pocet vSech moznych vysledkt

(pocet prvki mnozZiny (2).
PA) = = 1.6
= (1.6)
(Neubauer, 2021)

Geometricka definice pravdépodobnosti

Geometrickd pravdépodobnost se pouziva v ptipadech, kde se pfedpokladd, Ze je mnoZina
vSech elementarnich jevl {2 nespocetnd, geometricka pravdépodobnost je tedy zobecnénim

klasické pravdépodobnosti. Tato definice je zaloZend na porovnavani objemu, obsahu nebo
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délek geometrickych ttvarii. Mnozina vSech elementarnich jevii 2 mtze byt ur¢ena pomoci
kladné délky na ptimce, kladnym obsahem v rovin€ nebo tfeba kladnym objemem v prostoru.
Nahodny jev A je potom podmnozinou (2, tedy ¢asti délky na ptimce, obsahu v roviné nebo
objemu v prostoru.

V(A) (1.7)

P =v0

(Neubauer, 2021)
Aritmeticky primér

Aritmeticky primeér je statistickd veliCina, kterd se oznacuje pismenem x s vodorovnym pruhem
nad sebou X, pfipadné feckym pismenem p. Aritmeticky primér je definovan jako soucet

hodnot znaku vsech jednotek souboru déleny jejich poctem.

f=x1+x2+---+xn= X (1.8)
n n
(Blatna, 2003)
Rozptyl
Rozptyl fady n hodnot x4, x,, ..., x,, je definovadn jako podil souc¢tu vSech druhych mocnin

rozdilu mezi hodnotami fady a jejich aritmetickym primérem a celkovym poctem ¢isel v dané
fadé. Rozptyl je jednou z charakteristik variability a 1ze ho oznagit jako s2. Tato charakteristika
udava, jak moc jsou hodnoty v statistickém souboru rozptyleny vzhledem k aritmetickému
pruméru. Pokud rozptyl dosdhne vysoké hodnoty, aritmeticky primér pak neni pfilis

veérohodnou veli¢inou.

2 o Zim (i = %)° (1.9)

n

(Klimek, 2003)
Smérodatna odchylka

Smérodatna odchylka je dalsi z charakteristik variability a je definovana jako druh4d odmocnina
z rozptylu. Tato charakteristika slouzi ke stejnému ucelu jako rozptyl, urcuje, jak moc jsou
jednotlivé hodnoty statistického souboru rozptyleny ¢i odchyleny od aritmetického prameéru.
Smyslem zavedeni této charakteristiky je to, ze pokud je vypocitdn rozptyl néjakého

statistického souboru, tak vysledek nevychazi ve stejnych jednotkach, z jakych byl rozptyl
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pocitan, protoze se ve vzorci rozdil umociiuje na druhou, misto vysledku v metrech by tak byl
ziskan rozptyl v metrech ¢tvereénich. Diky zavedeni smérodatné odchylky je pak ziskan

vysledek ve stejnych jednotkéach, protoze se vysledek rozptylu odmocni.

. M (1.10)
1’ n

(Klimek, 2003)
Nahodna veli¢ina
Je dan pravdépodobnostni prostor ({2,f,P). Zobrazeni X:{2 - R lze nazvat nahodnou

veli¢inou, pokud je pro vSechny jeji hodnoty X(w) pro vSechny redlna cisla x splnéna

nasledujici podminka:
{we; X(w)<x}epP (1.11)

Néahodna veli¢ina byva Casto oznacovana pomoci feckych pismen z konce abecedy, tedy

napiiklad X, Y, respektive jako X;, X5.
(Pelikan, 2003)

Sti‘edni hodnota nahodné veli¢iny

vvvvvv

lze oznacit jako E(X). Pokud ndhodna veli¢ina X s diskrétnim rozdélenim nabyva hodnot x,,

X,, X3, ... a tato fada konverguje absolutn¢, 1ze stitedni hodnotu urc¢it pomoci vztahu:

oo

ECO = ) xp(e) (1.12)

i:—OO

V ptipadé, ze fada nekonverguje absolutné, ndhodna veli¢ina X potom nema zadnou stfedni
hodnotu. Stfedni hodnota pro spojitou ndhodnou veli¢inu s hustotou f (x) je definovana pomoci
nasledujiciho vztahu v pfipadé, Ze uvedend tada, respektive integral konverguje absolutné,
v opacném piipadé stiedni hodnota neexistuje.

o

E(X) = fxf(x)dx (1.13)

— 00

(Neubauer, 2021)
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2 Princip metody Monte Carlo

V ptirodovédnych oborech, medicing, technice a ekonomice je v dnesSni dob¢ ¢im dal vétsi
potieba aplikace matematickych metod za Gcelem urychleni a uskutecnéni samotného rozvoje
v daném oboru. Dfive se matematika soustied’ovala spiSe na feSeni vlastnich teoretickych
problém1, s ptfichodem rychlych a kvalitnich pocitact se ale pieorientovala na praktické vyuziti

ziskanych poznatkd.
Mezi hlavni rysy soucasného vyvoje numerické matematiky lze zaradit:

e pouzivani pocitacl s vysokou produktivitou,
e provadéni vycislovacich algoritmtl s velkym poctem aritmetickych operaci

e avytvareni novych tfid algoritmi s ohledem k jejich moZnosti provadéni na pocitacich.

K teseni uloh je nutné definovat algoritmus, ktery je dan posloupnosti urcitych operaci. Pomoci
tohoto algoritmu lze urc€it hledanou veli¢inu 8 bud’ piesné, nebo s pozadovanou piesnosti.

Vysledky, které jsou postupné nashromazdény pomoci pocetnich procedur Ize oznacit jako:
01,60,,...,0,, ... (2.1)
Od teéchto vysledki se pozaduje, aby splhovaly:

lim 6, =6 (2.2)

n—-oo

Po dokonceni pozadovaného poctu operaci se tento proces zastavi. Dva riizni vypoctari, ktefi
spravné realizovali stejny algoritmus, by méli dojit ke stejnému vysledku, pokud budou
zanedbany chyby pfi vypoctu.

vvvvvv

Je tedy nutné najit efektivnéjsi zpasob, jak tyto ulohy vyftesit. V takovych ptipadech se k tomuto

feSeni pfimo nabizeji pravdépodobnostni a matematicko-statistické postupy.

Zakladni myslenkou metody Monte Carlo je spojitost a vztah mezi pravdépodobnostnimi
charakteristikami rtiznych nahodnych procest, pod kterymi si lze predstavit naptiklad
pravdépodobnosti ndhodnych jevi, sttedni hodnoty ndhodnych veli€in, a veli€inami, které jsou

feSenimi uloh z riznych matematickych oblasti.

Pod pojmem metody Monte Carlo se neskryvaji pouze postupy numerického feSeni
matematickych problémi, ale skryvaji se zde vSechny postupy numerického feSeni, naptiklad

fyzikalnich a jinych problému. Tyto problémy jsou feseny pomoci mnohokrat opakovanych
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nahodnych pokusi. Protoze se odhady ziskévaji statistickou cestou, maji tedy

pravdépodobnostni charakter.

Opét lze oznacit odhady hledané veliCiny, které byly ziskany statistickym zpracovanim
experimentalniho materidlu, ktery byl obdrzen jako vysledek néjakych mnohokrat

opakovanych ndhodnych pokust, nasledujicim zptisobem:
0,05, ...,0,, .. (2.3)

Je zadouci, aby ndhodna veli¢ina 6,, kde n predstavuje pocCet pokust, pfi n jdouci k oo

konvergovala k hledané hodnoté 8, ¢imz bude splnéno:

lim P(|16, — 0| <¢e) =1 (2.4)
n—->oo

V ramci uvedeného modelu mize byt hledanou hodnotou 6 pravdépodobnost néjakého
nahodného jevu, jako naptiklad stiedni hodnota néjaké nahodné veliciny, jako néjaky statisticky
parametr. S hledanou hodnotou 8 ndhodné veli¢iny 8,, souviseji pomoci pravdépodobnostnich
zakonitosti. Vypocetni proces je pii této interpretaci nedeterministicky, protoze jsou uréovany

vysledky ndahodnych pokusii.

Metoda Monte Carlo se da vyuZit pro nasledujici matematické problémy:
e urceni hodnoty Ludolfova ¢isla,
e vypocet urcitych integrald véetne nadsobnych,

e feSeni systému linearnich rovnic

e ahledani kofeni rovnic.
Uspé&snost vypoétu pomoci metody Monte Carlo ovliviiuji nasledujici tii faktory:

e kvalita generatoru pseudondhodnych ¢isel,
e vybér racionalniho algoritmu vypoctu
e akontrola pfesnosti ziskaného vysledku.

(Neubauer, 2021)
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3 Pivod nazvu metody Monte Carlo

V této kapitole bude pfiblizen piivod ndzvu metody Monte Carlo, protoze si drtiva vétSina pod
slovnim spojenim Monte Carlo nepifedstavi statistickou metodu, ale vyhlaSené méstecko
v Monackém knizectvi, které je neodmysliteln€ spojené s hranim hazardnich her. Statisticka
metoda Monte Carlo ma dnes jiz vice nez padesatiletou historii, ve 40. letech 20. stoleti tuto
metodu formulovali a soucasné i prakticky vyuzili béhem druhé svétové valky védecti
pracovnici John von Neumann a Stanislav Ulam ve Spojenych statech americkych. V té dobé
se vénovali vyzkumu chovéni neutronti a potfebovali urcit podil neutronti v urcité sprsce, ktery
pronikne néjakym materidlem. Piestoze tito dva védci disponovali velkymi znalostmi, jako
napiiklad znalosti vzdalenosti mezi dvéma srazkami neutronu s atomy, pravdépodobnosti
srazky neutronu s atomem nebo napiiklad mnozstvim energie, kterou ztraci neutron béhem
srazky, nebyli schopni tento problém vyfesit pomoci teoretickych ani praktickych néstroj.
Nakonec vSak piisli s genidlnim ndpadem, kdy historii Zivota neutronu piedpoveédéli pomoci
techniky kola rulety. A protoze je ruleta typickd pro mésto Monte Carlo, pojmenovali tuto
metodu vcelku vystizné jako metoda Monte Carlo. Pomoci této metody uz byli schopni
ptedpovédet trajektorii kazdého neutronu daného svazku. V té dobé jiz bylo zndmé, Ze pohlceni
neutronu pii srdZce s atomem vodiku nastane primérné v jednom ze sta moznych piipada.
Ruletu tedy rozdélili na sto stejnych dilkti a jeden z téchto dilki znacil pravé zminované
pohlceni neutronu atomem vodiku. Pokud se kolo rulety tedy zastavi na tomto dilku, znamena
to pro neutron konec Zivota, protoZe je pohlcen atomem vodiku. V opaéném piipadé, kdy se
kolo rulety zastavi na kterémkoliv jiném dilku, znamena to pro neutron zménu sméru a rychlosti
po srazce. Pomoci dalSiho kola rulety lze takeé zjistit trajektorii, kterou probéhne neutron, nez
dojde k dalsi sraZzce s atomem vodiku nebo kysliku. Tato simulace se provadi, dokud nedojde
k jednomu z nasledujicich tii scénaiti. Simulace bude ukoncéena, pokud bude neutron pohlcen
néjakym atomem. Druhym scéndfem muzZe byt ztrata pfili§ mnoha energie vlivem jednotlivych
srazek. Usp&snym ukonéenim simulace je pak priichod celé cesty bez Gjmy a opusténi nadrze
s vodou. Zde se vSak jednd o zjednodusenou formu tohoto problému, ve skuteCnosti je tento
problém velice komplikovany. Nicméné, pokud bude proveden dostatetné velky pocet
takovych simulaci, bude mozné si vytvofit pfedstavu o podilu neutrontl, kterym se podafilo
uspesné opustit nadrz s vodou. Pokud by vSak méla byt provedena simulace svazku slozeného
naptiklad ze sta tisic neutrond, nebyla by simulace pomoci kola rulety ptilis realna, to vSak bylo

pozdéji vyieSeno pfichodem samocinnych pocitacl, které mély k dispozici vhodny soupis
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nahodnych ¢isel. Postupem cCasu se vSak ukézalo, ze podobnym zplsobem lze fesit slozité

problémy z mnoha oblasti.

(Fabian, 1998)
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4 Urceni hodnoty Ludolfova Cisla

Touto kapitolou zacind prakticka c¢ast této bakalaiské prace. V prvni podkapitole bude
provedeno seznameni se samotnym Ludolfovym c¢islem a jeho historii. V nésledujicich dvou

podkapitolach bude urcena ptibliznd hodnota Ludolfova ¢isla pomoci metody Monte Carlo.
Metodami pro uréeni hodnoty Ludolfova ¢isla jsou:

e Buffonova uloha,

e metoda ¢tverce a kruhu.

4.1 Ludolfovo dislo

Kazdy, kdo jiz prosel n€jakym vzdélavacim institutem, ma jist¢ néjakou piedstavu o existenci
Ludolfova ¢isla. Historie tohoto matematického pojmu sahd az do obdobi nckolika let pred
Kristem, kdy prvni pisemna zminka oznacovand pomoci feckého pismena m pochézi z Prvni
knihy kralovské. Néasledujici biblicky citdt uvadi, ze obvod moie je tfikrat del§i nez jeho

pramér.

Odlil také more o primerii deseti loket, okrouhlé, pét loket vysoké, dalo se obepnout mérici

saurou dlouhou tricet loket.

Z tohoto tvrzeni Ize odvodit, Ze obvod kruznice je asi tfikrat delsi nez jeji prumér, odtud je pak
mozné urcit piibliznou hodnotu Ludolfova ¢isla, ktera by tedy byla rovna 3. Dalsi vyzvou ale
pak bylo urcit obsah kruhu, pokud je zndmy jeho polomér. Objevovaly se zde snahy o stanoveni
geometrické konstrukce, pomoci které by bylo mozné sestrojit Ctverec, jehoz obsah by byl
stejny jako obsah kruhu s danym polomérem. V britském muzeu je ulozeny Papyrus Rhind

z obdobi asi 2 000 let pfed Kristem, na kterém je uvedeno pravidlo pro vypocet obsahu. Toto
pravidlo tvrdi, Ze obsah kruhu je stejné velky jako obsah ¢tverce se stranou g praméru kruhu.

Ve skutecnosti je vSak obsah kruhu o néco malo vétsi nez obsah kruhu vypocitany timto
zpisobem. Ve tietim stoleti pred Kristem ptiSel Archimédes s novym postupem vypoctu obsahu
kruhu. Pfi této metod¢€ vyuzival vytvareni vepsanych a opsanych pravidelnych mnohothelnika
dané kruznici, pomoci tohoto zptisobu se mu podatilo urcit hodnotu Ludolfova ¢isla s pfesnosti
na 2 desetinna mista. Ve 12. stoleti naSeho letopoctu pouzil stejnou metodu Ind Bhaskara a diky
tomu, Ze pouzil 384-thelnik, stanovil pfesnéjs$i hodnotu na 3,1416. Stejny postup aplikoval o 5
stoleti pozdéji Ludolf von Ceulen s tim rozdilem, Ze pouzil 1073 741 248-thelniky, diky
¢emuz stanovil hodnotu Ludolfova Cisla na 35 desetinnych mist. Za tuto obdivuhodnou praci je

¢islo  nazyvano Ludolfovym cislem.
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(Fabian, 1998) uvadi ve své praci mnemotechnickou pomucku, pomoci které se da Ludolfovo

¢islo snadno zapamatovat s presnosti na 35 desetinnych mist.
3,141592653589793238462643383279

Dej, 0 boze, 06 mocny, pamatovat si takovych cisel rad. Velky, slovutny Archimede, pomahej
trapenému, dej mu moc, nazpamet, necht odrika ty slavné sice, ale tak protivné nam, ach,

cislice Ludolfovy.
Pocet pismen v kazdém slové této fikanky urcuje ptislusnou ¢islici na kazdé z cifer.
(Fabian, 1998)

4.2 Buffonova uloha

Prvnim zptisobem, kterym se d4 odhadnout ptiblizna hodnota Ludolfova ¢isla je tzv. Buffonova
uloha. Buffonova lloha je slavnd matematicka uloha, kterou v roce 1777 vymyslel francouzsky
matematik Georges Louis Leclerc de Buffon. Reseni této ulohy je zaloZeno na geometrické
pravdépodobnosti. Nahodnou veli¢inu zde ptedstavuje jehla, jejiz délku Ize oznadit pismenem
[. Dalsi dtlezitou roli v této tloze hraje rovina, ktera je vyplnéna horizontalnimi rovnobézkami.
Vzdalenost mezi témito rovnobézkami musi byt stejna a zaroven delsi nebo stejné dlouha jako
délka jehly, tuto vzdalenost 1ze oznacit pismenem L. Rovnob&zky jsou rovnobézné s osou x.
Vzdalenost stfedu jehly od nejblizs§i rovnobézky l1ze oznacit pomoci d. Tato rovnobézka svira

s jehlou uhel ¢. Poloha jehly, kterd spadla na rovinu s rovnobézkami, je uréena bodem o
soufadnicich [d, ¢], kde plati nasledujici nerovnosti 0 < d < % a 0 < ¢ <m Pokud je jehla
vhozena na rovinu, mohou nastat dvé moznosti. Pokus je uspésny, pokud jehla protne jednu
z rovnobé&zek. Tato situace nastane, pokud d < ésimp. Zaroven lze pocet uspésnych pokust

oznacit pomoci relativni ¢etnosti pismenem m. Druhou moznosti je, ze jehla neprotne Zadnou
z rovnobézek. Celkovy pocet tspésnych a netispésnych pokust pak 1ze oznacit pomoci pismene

n.
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Obrazek 1: Buffonova uloha (Fabian, 1998)

Obsah vysrafované ¢asti:

T

Svyérafované tast — f Els ingpde
0

Obsah obdélniku 0zCD:

L

Sobdéinik = ) T
Relativni ¢etnost:
m
P(A) = —
n

Pravdépodobnost, ze jehla protne rovnobézku:

Svyéraf ovana ¢ast

P(4) =
Sobdéinik

Po dosazeni jednotlivych obsaht je pravdépodobnost nasledujici:
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V nasledujicim kroku Ize konstantu % [ vytknout pied integral.

1 .
51 fon singdg
P(A) = — (4.6)
7 Lm
Lze postupovat urcenim integralu funkce sin ¢.
1
5l[—cosg]T
P(4) = % (4.7)
7 Lm
V nésledujicim kroku dojde k dosazeni horni a dolni meze do primitivni funkce — cos ¢.
2L +1]
P(A) = 1 (4.8)
7 Lm
Po odecteni krajnich mezi integralu vznika nasledujici rovnice pro pravdépodobnost.
21
P(4) =— (4.9)
Lm
Za pravdépodobnost jevu A 1ze dosadit vzorec pro relativni cetnost.
2
m_z2l (4.10)
n Lm
Obé strany rovnice 1ze vynasobit vyrazem n * L.
mLm = 2In (4.11)
V poslednim kroku staci vydélit pravou stranu rovnice vyrazem mL.
2l
o= (4.12)
Lm

(Fabian, 1998)

(Fabian, 1998) ve své praci zachycuje historické udaje o realizaci Buffonovy ulohy, které jsou
uvedeny v nasledujici tabulce. Piedpoklada se, ze ¢im vice je provedeno pokusii, tim bude
hodnota Ludolfova ¢isla piesnéjsi, to zde vsak neplati, protoze Volf, ktery v roce 1850 provedl
5000 hodi jehlou, dosahl nejhorsi pfesnosti ze vSech uvedenych experimentatorii. O pét let
pozdé&ji se o néco blize priblizil Smith, ktery provedl o 1796 pokusti méné, ale piesto dosahl o
neco lepsi presnosti. Az o 39 let pozdéji se Fox svym experimentem priblizil k pfesné hodnoté
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na 4 desetitisiciny, prestoze provedl pouze 1120 pokusti. Nejblize se v§ak svym experimentem
dostal o 7 let pozdéji experimentator Laccarini, ktery provedl 3408 pokusti a dokézal urcit

hodnotu Ludolfova ¢isla s ptesnosti 6 desetinnych mist, se spolehlivosti mensi nez 1/30.

Tabulka 1: Historické tidaje o realizaci Buffonovy ulohy

Experimentator Rok Pocet hodu jehlou Exﬁsailﬁi:ilni
Volf 1850 5000 3,1596
Smith 1855 3204 3,1553
Fox 1894 1120 3,1419
Laccarini 1901 3408 3,1415929

Zdroj: vlastni zpracovani, upraveno podle (Fabian, 1998)

K ur€eni pfiblizné hodnoty Ludolfova cisla byl vytvofen nasledujici algoritmus. V tomto
algoritmu jsou nejprve inicializovany proménné n a m, kde n piedstavuje celkovy pocet pokusti
a pomoci proménné m se zaznamenavaji Usp&$né pokusy. Dale jsou nastaveny hodnoty [ a L,
které predstavuji délku jehly a vzdalenost mezi rovnobéZzkami. Nésledné jsou pomoci cyklu s n
iteracemi generovany ndhodné thly, které svira jehla s nejbliz§i rovnob&zkou, a ndhodné
vzdalenosti, které piedstavuji vzdéalenost jehly od nejbliz§i rovnobézky. Algoritmus
v nasledujicim kroku pomoci podminky zkontroluje, zda jehla protnula néjakou z rovnobézek.
Pokud jehla protnula néjakou z rovnobézek, inkrementuje se pocet uspésSnych pokusti. Na zaveér
je pomoci vzorce vypoctena piibliznd hodnota Ludolfova ¢isla, ktera je nasledné vypséana do

konzole.

Zdrojovy kod v jazyce Java programu pro urceni hodnoty Ludolfova Cisla pomoci Buffonovy

ulohy
int n = 100000; // poclet pokusl
int m = 0; // pocet uspésnych pokusi (jehla protnula rovnobézku)
double 1 = 7.5; // délka jehly
double L = 10.0; // vzdalenost rovnobézek

Random random = new Random();

// Generovani nahodného Uhlu a vzdalenosti od rovnobéZzky a testovani
for (int i = 0; i < n; i++) {

// generovani Ghlu, ktery svird jehla s rovnobézkou

double fi = random.nextDouble() * Math.PI;
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// generovani vzdalenosti jehly od rovnobézky
double d = random.nextDouble() * L / 2;

// Kontrola, zda jehla protnula néjakou rovnobézku
if (d <1/ 2 * Math.sin(fi)) {

}
}

// Vypoéet hodnoty m

m++;

double pi = (2.0 * L * n) / (m = L);

// Vypis priblizné hodnoty n

System.out.printf("Piiblizna hodnota m: ", pi);

Tento program byl nésledné opakované spoustén a za proménnou n, kterd reprezentuje pocet

pokust, Iépe feceno hodi jehlou, byly dosahovany hodnoty, které jsou zaznamenany v prvnim

sloupci nasledujici tabulky. V tabulce si Ize v§imnout, zZe se hodnotu Ludolfova Cisla s piesnosti

na 2 desetinna mista v péti po sob¢ jdoucich pokusech podatilo odhadnout az pti vygenerovani

100 000 000 hodt jehlou. Ani pii provedeni 1 000 000 000 hodd jehlou se nepodatilo

dosahnout hodnoty Ludolfova ¢isla s pfesnosti na 4 desetinnd mista.

Tabulka 2: Hodnoty Ludolfova ¢isla ziskané pomoci Buffonovy tlohy

/4
n pokus ¢. 1 pokus ¢. 2 pokus ¢. 3 pokus ¢. 4 pokus ¢. 5
10 3,0 3,75 2,5 3,75 3,0

100 3,488372093 | 3,191489362 | 3,947368421 | 3,191489362 | 2,941176471
1 000 3,289473684 | 3,138075314 | 3,012048193 | 3,246753247 | 3,246753247
10 000 3,181336161 | 3,194888179 | 3,168567807 | 3,151922673 | 3,090871626
100 000 3,139980323 | 3,124934897 | 3,152585120 | 3,132047106 | 3,162755392
1 000 000 3,140170951 | 3,147669780 | 3,133211625 | 3,151220783 | 3,142210147
10 000 000 | 3,141227055 | 3,142046256 | 3,138943448 | 3,141077737 | 3,142982443
100 000 000 | 3,141433559 | 3,141392638 | 3,141868496 | 3,141972740 | 3,141313430
1 000 000 000 | 3,141636595 | 3,141689045 | 3,141648887 | 3,141696737 | 3,141621968
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Z naésledujici tabulky je zifejmé, ze pro urceni Ludolfova Cisla po provedeni péti pokust, by
stacilo pfi kazdém pokusu provést 100 000 hoda jehlou, aby byla hodnota Ludolfova ¢isla
urCena s presnosti na 2 desetinnd mista se smérodatnou odchylkou 1 setiny. Na urceni
Ludolfova ¢isla s pfesnosti na 4 desetinnd mista muselo byt provedeno 5 pokust, kdy v kazdém
pokusu muselo byt provedeno 100 000 000 hodt jehlou. Smérodatna odchylka a procentualni
odchylka m¢la s pfibyvajicim poctem hodii jehlou az na vyjimky klesajici tendenci.
Nejptesnéjsiho vysledku bylo zaznamenano pti 100 000 000 hodt jehlou, zatimco smérodatna

odchylka byla nejnizsi az pti 1 000 000 000 hodt jehlou.

Tabulka 3: Piesnost hodnot Ludolfova ¢isla ziskanych pomoci Buffonovy ulohy

I Aritmeticky Smérodatna Procentualni
primér odchylka odchylka
10 3,2 0,484768 1,859164
100 3,351979 0,344489 6,696810
1 000 3,186621 0,100641 1,433288
10 000 3,157517 0,036219 0,506897
100 000 3,142461 0,013683 0,027627
1 000 000 3,142897 0,006225 0,041508
10 000 000 3,141255 0,001341 0,010736
100 000 000 3,141596 0,000270 0,000112
1 000 000 000 3,141659 0,000029 0,002101

Zdroj: vlastni zpracovani

4.3 Metoda obsahu ¢tverce a kruhu

Buffonova tloha ale neni ani zdaleka jedinym zptisobem, jakym se d4 odhadnout hodnota
Ludolfova ¢isla. Dalsi metoda, ktera zde bude ptedstavena, vyuziva stejné jako predchozi
metoda geometrickou definici pravdépodobnosti, ale je daleko presnéjsi. K lepsi predstavé této
metody poslouzi c¢tverec o strané délky dvou centimetri se stiedem v pocatku

ve dvourozmérném soufadném systému. Nasledné je do tohoto Ctverce vepsana jednotkova
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kruznice, tedy kruznice o poloméru jednoho centimetru, stted kruznice bude také v pocatku

soufadného systému. V této uloze se vychazi ze znalosti obsahu ¢tverce a obsahu plochy kruhu.
Obsah ctverce:

Sctverec = @ (4.13)
Obsah kruhu:

Skrun = T2 (4.14)

Vsechny body lezici uvniti tohoto étverce pak lze popsat pomoci usporadané dvojice [x, y], kde
x, y jsou z intervalu (—1,1). Pro v§echny body uvnitf kruhu zase plati nerovnice x? + y? < 1.
Postupovat lze generovanim nihodné uspofddanych dvojic. VSechny vygenerované body
budou leZet uvniti ¢tverce, to pro nés ale neni ptili§ zajimavé, proto bude sledovéan pocet bod,
které budou zaroven i soucasti plochy kruhu. Z tohoto vztahu lze urcit, ze pravdépodobnost

tohoto jevu je dana pomérem obsahu kruhu a obsahu ¢tverce.

1ﬂ|

¥y

~-1.6

Obrazek 2: Metoda kruhu a ¢tverce (vlastni zpracovani)

Pravdépodobnost bodu uvniti kruhu:

P(A) ;% (4.15)
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Relativni Cetnost, kterd je ddna pomérem uspésnych pokust a celkového poctu pokust:

P(A) = % (4.16)

Pokud se za pravdépodobnost jevu A dosadi vzorec pro relativni ¢etnost, vznikne nésledujici

rovnice:

m _mr? 4.17)
n

aZ
Obé strany rovnice se nasledné vynasobi vyrazem a?n.

2

ma? = nr’n (4.18)

Poté se ob& strany rovnice vydéli vyrazem r?n a vznikne vzorec pro vypocet hodnoty

Ludolfova ¢isla.

2

ma (4.19)
r2n

T =

Protoze strana ¢tverce je dvakrat delsi nez polomér kruhu, 1ze nahradit a za 2r.

4mr?

T = (4.20)
r’n
Na zavér lze zkratit vyraz ve zlomku vyraz r2 a vzniké nasledujici rovnice:
m
r=al @.21)

n
Momentalné uz staci otestovat tyto skute¢nosti pomoci néjakého generatoru pseudonahodnych
Cisel.

(Fabian, 1998)

Pro urcéeni piiblizné hodnoty Ludolfova ¢isla byl vytvoren nasledujici algoritmus. Nejprve jsou
inicializovany proménné n a m, kde n predstavuje celkovy pocet vygenerovanych bodii a m
zaznamenava pocet bodi, které jsou uvniti jednotkové kruznice. Dale je v cyklu s n iteracemi
generovano n nahodnych bodi s rovnomérnym rozlozenim v intervalu (0,1) pro ob¢ soufadnice
x a y. Poté je testovano, zda kazdy vygenerovany bod lezi uvnitt jednotkové kruznice pomoci
nerovnice x2 + y2 < 1. Pokud ano, inkrementuje se proménna m. Na zavér je pomoci vzorce
pro vypocet piiblizné hodnoty Ludolfova cCisla pomoci geometrické metody vypoctena

ptiblizna hodnota Ludolfova ¢isla, ktera je nasledné vypsana do konzole.
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Zdrojovy kod v jazyce Java program pro urceni ptiblizné hodnoty Ludolfova ¢isla pomoci

étverce a kruhu

int m
int n

0; // podet bodl uvniti kruhu
100; // pocet vygenerovanych bodi

// Generovani nahodnych bodl a testovani, zda jsou uvniti kruhu
Random random = new Random();
for (int i = 0; i < n; i++)

{
double x = random.nextDouble(); // generovani x soufradnice
double y = random.nextDouble(); // generovani y soufadnice
// Testovani, zda je bod uvnitr kruhu podle nerovnice x"2 + y"2 <1
if ((x * x +y *xy)<1)
{
m++;
}
}

// Vypoéet hodnoty m
double pi = 4.0 * m / n;

// Vypis priblizné hodnoty n
System.out.println("PribliZzna hodnota m: " + pi);

Pomoci predchoziho programu bylo postupné vygenerovano 10, 100, 1 000, 10 000, 100 000,
1 000 000, 10 000 000, 100 000 000 a 1 000 000 000 bodi. Pro dosazeni co nejpiesnéjSich

hodnot byl tento program spustén pro kazdou hodnotu n pétkrat.

V nasledujici tabulce jsou vidét hodnoty Ludolfova cisla, které byly ziskany pomoci metody
¢tverce a kruhu pro vypocet pfiblizné hodnoty Ludolfova ¢isla. Je ziejmé, Ze ¢im vice bylo
vygenerovano nahodnych bodi, tim vice se jednotlivé pokusy pfiblizovaly pfesné hodnoté
Ludolfova ¢isla. Od poc¢tu 100 000 vygenerovanych ndhodnych bodii se uz ptiblizna hodnota

Ludolfova ¢isla ur¢ila s piesnosti na dvé desetinna mista nebo s odchylkou jedné setiny.

Tabulka 4: Hodnoty Ludolfova ¢isla ziskané pomoci metody ¢tverce a kruhu

/4
n pokus ¢. 1 pokus ¢. 2 pokus ¢. 3 pokus ¢. 4 pokus ¢&. 5
10 2.4 32 3.6 2.4 32
100 3,24 3,28 3,08 3,16 2,76
1 000 3,256 3,172 3,12 3,132 3,124
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10 000 3,148 3,1188 3,1436 3,1264 3,144
100 000 3,13764 3,13256 3,1416 3,14644 3,14652
1 000 000 3,143084 3,141812 3,14242 3,14298 3,144488
10 000 000 3,1410528 3,141936 3,1418624 3,1408768 3,1413148
100 000 000 | 3,14152096 | 3,14163884 | 3,14171684 | 3,14193828 | 3,14155224
1 000 000 000 | 3,141592964 | 3,141582616 | 3,141562908 | 3,141601732 | 3,141556916

Zdroj: vlastni zpracovani

V nésledujici tabulce bylo provedeno porovnani presnosti dosaZzenych hodnot. S naristajicim

poctem generovanych bodd se snizovala smérodatnd odchylka a procentudlni odchylka. Pii

vygenerovani 1 000 000 000 bodu se podaftilo urcit hodnotu Ludolfova Cisla s piesnosti na Ctyti

desetinna mista, kdy procentualni odchylka byla pouhé 4 desetitisiciny.

Tabulka 5: Presnost hodnot Ludolfova ¢isla ziskanych pomoci metody ¢tverce a kruhu

n Aritmeticky Smérodatna Procentualni
priamér odchylka odchylka
10 2,96 0,48 5,780274
100 3,104 0,185213 1,196611
1 000 3,1608 0,051062 0,611389
10 000 3,13616 0,011434 0,172927
100 000 3,140952 0,005347 0,020393
1 000 000 3,142957 0,000890 0,043422
10 000 000 3,141409 0,000425 0,005860
100 000 000 3,141673 0,000149 0,002571
1 000 000 000 3,141579 0,000017 0,000421
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(Fabian, 1998) ve své praci uvadi vysledky, které byly dosazeny studentem J. Vrabcem, kdyz
prohluboval své znalosti pii feSeni uvedeného problému bezprosttedné po seznameni
s podstatou metody Monte Carlo. Dosazené vysledky jsou uvedeny v nésledujici piehledové
tabulce. Studentovi se podatilo ur¢it hodnotu Ludolfova Cisla s pfesnosti na jedno desetinné
misto, pfi nejzdatilejSich pokusech se od pfesné hodnoty odchylil o necelé 2 setiny, piestoze

nejvice vykonal 500 experimenti.

Tabulka 6: Vysledky dosazené studentem J. Vrabcem

Pocet experimentii (n) Pocetp ﬁng:gldl pokusi Experimentalni hodnota
100 75 3,00
200 160 3,20
300 237 3,16
400 317 3,17
500 395 3,16

Zdroj: vlastni zpracovani, upraveno podle (Fabian, 1998)
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5 Vypocet jednorozmérného integralu

Tato kapitola se bude zabyvat problematikou vypoctu jednorozmérnych integrald. Pouziti
metody Monte Carlo k vypoctu urcitého integralu je jednou z nejcastéjSich a nejznaméjsich
aplikaci této metody. Zatimco jednorozmérné integraly lze snadno vypocitat pomoci
numerické metody, metoda Monte Carlo tak ziistava jedinou moznosti. Pifestoze ma pouziti
metody Monte Carlo vétsi piinos pfi vypoctu vicerozmérnych integralll, tato prace bude
zamétena predevsim na priklady jednorozmérnych integrali. Pokud neklademe prehnan¢ velké
pozadavky na presnost vysledkli vypoctu integrald, je pouziti metody Monte Carlo idedlnim
feSenim. Nejprve bude pfedstavena geometrickd metoda, ktera vyuziva geometrickych
interpretaci integrali k jejich vypoctu. Nasledujici podkapitola pak bude zamétena na metodu

sttedni hodnoty ndhodné veliciny.

5.1 Geometricka metoda
Tato metoda mize svou implementaci pfipominat ulohu, kde byla odhadovana hodnota
Ludolfova ¢isla pomoci geometrické definice pravdépodobnosti. Cilem této metody bude

odhadnout ptibliznou hodnotu nasledujiciho integralu.

b
I = J f(x)dx (5.1)

Aby mohla byt pouzita tato metodu pifi vypoctu piedchoziho integralu, musi byt splnéna
nasledujici podminka, které usnadni samotny vypocet. Funkce f(x) musi byt nezdporna, to
znamena, ze plati nerovnice f(x) = 0. Tohoto stavu by se dalo dosdhnout pfi¢tenim vhodné

konstanty, ale pro zjednoduSeni lze uvazovat, ze je funkce nezaporna.

Ukolem je vypo¢itat hodnotu integralu I, ktery piedstavuje plochu obrazce S, ktery je ohrani¢en
zespodu piimkou y = 0, zleva pfimkou x = a, zprava piimkou x = b a shora kfivkou y =
f(x). Dale je potieba urcit takzvany omezujici obdélnik, ktery lze oznacit jako prostor Q, tedy
prostor elementarnich jevi. Tento prostor je ohraniceny zleva pifimkou x = a, zespodu piimkou
y = 0, zprava pfimkou x = b a shora ptimkou y = f(X)max-

Obsah prostoru Q:

So=(b—a)* f () max (5.2)
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Relativni Cetnost:
m
P(A) = — 53
()= = (53)
Pravdépodobnost, ze bude ndhodné¢ vygenerovany bod soucasti plochy omezené integralem I:

I
P(A) = 5 (5.4)

Pravdépodobnost jevu A lze tedy nahradit pomoci relativni ¢etnosti a vznika rovnice:

%: é (5.5)
Ob¢ strany rovnice se vyndsobi vyrazem n * S,
mx* Sqg=1x*n (5.6)
Obé strany rovnice se daji vydé€lit vyrazem n.
;= m* Sa (5.7)
n
Na zavér lze do rovnice dosadit vzorec pro obsah prostoru 2.
_ mx (b= a) % F()max 59

n

Do této ziskané rovnice uz se d4 jednoduse dosadit vSe potfebné a ziskat ptibliznou hodnotu

integralu I.

(Virius, 1998)
Na nésledujicim integralu bude predveden prakticky vypocet jednorozmérného integralu
pomoci geometrické metody.

1

szdx (5.9)

0
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, . , . . . ol , .
Na nasledujicim obrazku je zobrazen priibéh funkce x? a plocha integralu [ 0 x2dx, ktera je
ohranicena zleva ptfimkou x = 0, zdola ptimkou y = 0, zprava pfimkou x = 1 a shora pfimkou

y = 1, protoze hodnota 1 je supremem funkce x? na intervalu {0,1).

L | 2
o)

V

1o}

2 E | 0 1 x| 2

1
Obrazek 3: Graf funkce f(x) = x? a plocha integralu fol x%dx (vlastni zpracovani)

Nejprve je vhodné numericky urcit piesnou hodnotu daného integralu, aby se dala pozdéji urcit

1
0

Pro urceni pfiblizné hodnoty jednorozmérného integralu pomoci geometrické metody byl

ptesnost dosazenych hodnot.

x31_1 0,33 5.10
30_3"’1 (' )

vytvoren nasledujici algoritmus. V prvnim kroku je definovéana funkce, ktera bude integrovana.
Dale jsou inicializovany proménné a a b, které pfedstavuji dolni a horni mez integrace, a
proménna n, kterd reprezentuje pocet ndhodné vygenerovanych bodii. Pro pouziti této metody
je nutné znat supremum funkce na daném intervalu, takze je také inicializovano pomoci
proménné gMax. Nasledné¢ jsou pomoci cyklu sn iteracemi generovany ndhodné body
s rovnomé&rnym rozloZeni na intervalu (a, b) pro proménnou x a v intervalu (0, gMax) pro
proménnou y. Poté se testuje, zda vygenerovany bod lezi pod kiivkou integrované funkce f(x).
Pokud ano, inkrementuje se pocet uspésnych pokusti. Na zavér je vypoctena piiblizna hodnota
integralu funkce f(x) pomoci vzorce pro vypocet jednorozmérného integralu pomoci

geometrické metody. Tato hodnota je nasledné vypsana do konzole.
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Zdrojovy kéd v jazyce Java programu, ktery odhadne ptibliznou hodnotu zadaného integralu

pomoci geometrické metody.

// Definice funkce f(x), napriklad f(x) = x"2

Function<Double, Double> f = x —-> x * Xx;

double a = 0.0; // Dolni mez integrace

double b = 1.0; // Horni mez integrace

int n = 1000000000; // Polet nahodnych bodul

double gMax = 1.0; // Supremum funkce f(x) pro interval <0, 1>

Random random = new Random();
int m = 0; // Podet Gspésnych pokusl, tj. pofet bodi v oblasti w

// Generovani nahodnych bodl a vypocet odhadu integralu
for (int i = 0; i < n; i++) {
//Nahodna hodnota x z intervalu <a, b>
double x = a + (b - a) * random.nextDouble();
// Nahodna hodnota y z intervalu <0, gMax>
double y = gMax * random.nextDouble();
// Pokud bod padne pod kiivku f(x), zvysi se pocet uspésnych pokusl
i (v <= £.applyCa) o
m++;
}

}

// Vypocet odhadu integralu
double integral = (b - a) * gMax * ((double) m / n);

// Vypis piiblizné hodnoty odhadu integralu
System.out.println("0Odhad integralu: " + integral);

V nasledujici tabulce jsou zobrazeny hodnoty, které byly ziskdny opakovanym spousténim
ptedchoziho programu. V tabulce si lze v§imnout, Ze od 1 000 ndhodné vygenerovanych boda
byla hodnota integralu odhadnuta s pfesnosti na 1 desetinné misto, od 100 000 vygenerovanych
bodl uz byla hodnota integralu pravidelné urcena s pfesnosti na 2 desetinna mista. Opét zde
plati klasické pravidlo pro geometrickou metodu, Ze ¢im vice je vygenerovano nahodnych

bodd, tim presnéj$i odhadovana hodnota integralu je ziskana.

Tabulka 7: Hodnoty integralu ziskané pomoci geometrické metody

I
n pokus €. 1 pokus ¢&. 2 pokus ¢. 3 pokus ¢. 4 pokus ¢. 5
10 0,4 0,2 0,2 0,2 0,4
100 0,29 0,35 0,25 0,3 0,36
1 000 0,316 0,344 0,317 0,331 0,36

34




10 000 0,3289 0,3355 0,3425 0,3327 0,3289
100 000 0,33572 0,33266 0,33349 0,33066 0,3323
1 000 000 0,334035 0,333355 0,333087 0,333455 0,333005
10 000 000 0,3331316 0,3334238 0,3332673 0,333291 0,3334411
100 000 000 | 0,33335915 | 0,33335953 | 0,33336018 | 0,33336697 | 0,33328517
1 000 000 000 | 0,333314853 1 0,333326515 | 0,333333383 ] 0,333346591 | 0,333313599

V nasledujici tabulce, kterd pojedndva o tom, jaka je piesnost geometrické metody pro vypocet
jednorozmérného integralu, si 1ze v§imnout, ze uz pii 1 000 vygenerovanych nahodnych ¢isel
byla hodnota integralu uréena pomoci aritmetického pruméru 5 pokust odhadnuta s pfesnosti
na tii desetinnd mista. K hor§imu vysledku vSak doslo pti generovani 100 000 ndhodnych cisel,

ale to mohlo byt zplisobeno kvalitou generatoru ndhodnych ¢isel nebo ndhodnymi ¢isly, ktera

byla zrovna vygenerovana.

Zdroj: vlastni zpracovani

Tabulka 8: Piesnost hodnot integralu ziskanych pomoci geometrické metody

n Aritmeticky Smérodatna Procentualni
priamér odchylka odchylka
10 0,28 0,09798 16
100 0,31 0,040497 7
1 000 0,3336 0,016716 0,08
10 000 0,3337 0,005055 0,11
100 000 0,332966 0,001656 0,1102
1 000 000 0,333387 0,000364 0,01622
10 000 000 0,333311 0,000113 0,006712
100 000 000 0,333346 0,000031 0,00386
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1 000 000 000 0,333327 0,000012 0,001904

Zdroj: vlastni zpracovani

5.2 Metoda odhadu stfredni hodnoty nahodné veli¢iny

Ackoliv se predchozi geometrickda metoda vypoctu jednorozmérného integralu pouziva
nepravem castéji, lze konstatovat, ze je tato druha metoda z hlediska naro¢nosti vypoctu
vyhodnéjsi, protoze potiebuje ke svému vypoctu pouze jednorozmérné nadhodné veli¢iny,
odpada tak porovnavani a neni potfeba znat supremum funkce f(x). Vyhodou této metody je
také to, Ze meze integralu mohou byt konecné i nekonecné, zatimco geometrickd metoda

vyzaduje kone¢né meze.

Cilem této metody bude opét odhadnout ptibliznou hodnotu nasledujiciho integralu:

b
I= f f(x)dx (5.11)

Stfedni hodnotu funkce f(x) Ize definovat jako:

b
Fer— f fF(x)dx (5.12)

V nésledujicim kroku bude nutné definovat ndhodnou veli¢inu, kterou lze oznacit napiiklad
velkym pismenem X, tato nahodna veli¢ina bude definovana na intervalu (a, b) a jeji rozd€leni

bude definovano hustotou funkce f(x).
Néhodna veli¢ina X:

X =f(x) (5.13)
Sttedni hodnota nahodné veli¢iny X je rovna stiedni hodnoté funkce f(x) na intervalu (a, b).

EX)=f (5.14)

Hodnotu stfedni hodnoty ndhodné veli¢iny X 1ze odhadnout pomoci aritmetického priméru n

nezavislych realizaci ndhodné veliciny X.

EX) =Y fGx) (5.15)
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Pokud se podaii zjistit sttedni hodnotu ndhodné veli¢iny X, kterd se pfiblizné rovna stfedni
hodnoté funkce £, stadi pouze vynasobit stiedni hodnotu rozdilem horni a dolni meze zadaného

integralu.

I = (b—a)*%Zf(xi) (5.16)

Pomoci této ziskané rovnice uz lze snadno urcit ptibliznou hodnotu integralu /.

(Virius, 1998)
V této Casti budou vyuzity teoretické poznatky k vypoctu nésledujiciho integralu pomoci
metody stfedni hodnoty ndhodné veli¢iny.

f 3 sin(x) cos?(x)dx (5.17)
0

Na nasledujicim obrazku lze vidét priib&h funkce f(x) = 3 sin(x) cos?(x) a plochu integralu
) 0” 3 sin(x) cos?(x)dx, ktera je ohrani¢en4 zleva ptimkou x = 0, zdola p¥imkou y = 0, zprava

pfimkou x = m a shora kfivkou funkce f(x).
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Obrézek 4: Graf funkce f(x) = 3 sin(x) cos?(x) a plocha integralu |, On 3 sin(x) cos?(x)dx
(vlastni zpracovani)

Je vhodné nejdiive numericky urcit piesnou hodnotu integralu, aby pak mohla byt uréena
ptresnost této metody pro vypocet jednorozmérného integralu pomoci stfedni hodnoty ndhodné
veliCiny.

n

j 3 sin(x) cos?(x)dx = [— cos3(x)]g =1-(-1)=2 (5.18)

0
Pro odhad integralu funkce f(x) pomoci stfedni hodnoty nahodné veli¢iny byl vytvoren
nasledujici algoritmus. Nejprve je definovana funkce f (x), ktera ma byt integrovana. Dale jsou
inicializovany proménné a a b, které predstavuji dolni a horni mez integrace, a proménna n,
ktera reprezentuje pocet ndhodné vygenerovanych bodii. Nasledné jsou v cyklu s n iteracemi
generovany nahodné body s rovnomérnym rozloZenim v intervalu {(a, b) pro proménnou x. Poté
je pro kazdy vygenerovany bod vypoctena hodnota funkce f(x), ktera je prictena k proménné
sum, kterd zaznamenava soucet hodnot funkce f (x) pro vSechny vygenerované body. Na zaveér
je vypocten odhad integralu funkce f(x) pomoci vzorce pro vypocet piiblizné hodnoty
jednorozmérného integralu pomoci metody sttedni hodnoty ndhodné veli¢iny. Tento odhad

integralu je nasledné vypsan do konzole.
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Zdrojovy kod v jazyce Java programu pro urceni ptiblizné hodnoty integralu pomoci metody

sttedni hodnoty ndhodné veli¢iny

// Definice funkce f(x), napriklad f(x) = 3 * sin(x) * cos(x) " 2
Function<Double, Double> f;

f = x => 3 * Math.sin(x) * Math.pow(Math.cos(x), 2);

double a = 0.0; // Dolni mez integrace

double b = Math.PI; // Horni mez integrace

int n = 1000000; // Pocet nahodnych bodi

Random random = new Random();
double sum = 0.0;

for (int i = 0; i < n; i++) {
// Nahodna hodnota x z intervalu <a, b>
double x = a + (b - a) * random.nextDouble();
// Hodnota funkce f(x)
double y = f.apply(x);
sum += y;

}

// Vypocet odhadu integralu
double integral = (b - a) * sum / n;

// Vypis priblizné hodnoty odhadu integralu
System.out.println("0Odhad integralu: " + integral);

V nasledujici tabulce jsou zobrazeny hodnoty, které byly ziskany pomoci opakovaného
spousténi predchoziho programu. Opét byl vzdy pii kazdém pokusu generovén stejny pocet
nahodnych ¢&isel jako u pfedchozi metody. V tabulce je vidét, Ze uz pfi 100 ndhodné
vygenerovanych ¢islech se s vyjimkou druhého pokusu odhadnuté hodnoty blizily ptesné
hodnot¢ integralu s maximalni odchylkou 4 setin. Vypada to, Ze pro tuto metodu neni potieba

generovat tolik ndhodnych cisel jako u pfedchozi geometrické metody.

Tabulka 9: Hodnoty integralu ziskané pomoci metody stfedni hodnoty ndhodné veli¢iny

I
n pokus ¢. 1 pokus ¢&. 2 pokus ¢. 3 pokus ¢. 4 pokus ¢. 5
10 1,654142605 | 1,930272942 | 2,351743121 | 1,503918843 | 1,756065267
100 1,984251659 | 2,238289009 | 2,048250977 | 2,023956352 | 2,029203864
1 000 2,012825943 | 2,005057710 | 1,968888846 | 2,029908529 | 1,973194894
10 000 1,993059473 | 1,987316662 | 1,988142592 | 2,008525140 | 1,987950246
100 000 1,998143698 | 2,003632687 | 2,002200034 | 2,005138767 | 1,996699512

39




1 000 000 1,999008738 | 1,998383802 | 2,001045088 | 1,998899070 | 1,996672951
10 000 000 | 1,999440092 | 2,000781632 | 1,999320592 | 1,999414415 | 2,000098463
100 000 000 | 2,000095843 | 2,000026456 | 1,999941157 ] 2,000041632 ] 2,000126828

1 000 000 000 | 1,999964472 1 2,000063923 | 1,999992111 | 2,000008924 | 1,999971103

Zdroj: vlastni zpracovani

V nasledujici tabulce je uvedena ptesnost hodnot integralu ziskanych pomoci metody stiedni
hodnoty ndhodné veli¢iny. Pii 10 000 vygenerovanych ¢isel se aritmeticky prumér piiblizil
pfesné hodnoté na necelych 8 tisicin, pii 1 000 vygenerovanych ¢isel dokonce na necelé 3
pti 1 000 000 000 vygenerovanych ¢isel byl primér téméf stejny jako presna hodnota integralu,

kdy procentuélni odchylka byla pouze 5 miliontin.

Tabulka 10: Presnost hodnot integralu ziskanych pomoci metody stfedni hodnoty nahodné

veli¢iny

n Aritmeticky Smérodatna Procentualni

priamér odchylka odchylka

10 1,839229 0,291399 8,038572

100 2,06479 0,089214 3,239519

1 000 1,997975 0,023454 0,101241

10 000 1,992999 0,00803 0,350059

100 000 2,001163 0,003226 0,058147

1 000 000 1,998802 0,001399 0,059904

10 000 000 1,999811 0,000559 0,009448

100 000 000 2,000046 0,000064 0,002319

1 000 000 000 2 0,000036 0,000005

Zdroj: vlastni zpracovani
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5.3 Zpisoby zpresnéni odhadu

V predchozich dvou podkapitolach byly predstaveny dvé klasické metody na vypocet
jednorozmérnych integrald, prvni metodou byla geometrickd metoda, kterd vyuziva
geometrickou definici pravdépodobnosti, druhou pak metoda, kterd vyuziva k odhadu ptiblizné
hodnoty integralu stfedni hodnotu nahodné veliCiny. Bez znalosti integrované funkce nelze
urcit, ktera z téchto dvou metod pfinasi presnéjsi vysledky, ale s jistotou lze fict, Ze nejpresnéjsi
bude klasické numerické feSeni, pokud je vSak mozné. Smyslem této podkapitoly je tedy
predvést algoritmy, které vedou ke zptesnéni odhadu klasickych metod. Nutné je vSak zminit,
ze kazdd metoda je navrzena pro jiny typ funkci, takze vzdy nemusi dojit ke zpfesnéni

samotného odhadu. Metody se budou snazit zvysit pfesnost odhadu pomoci zmenseni rozptylu.
Pro ucely této prace byly zvoleny nasledujici dvé zptesiujici metody:

e vybér na podintervalech

e asymetrizace integrované funkce.

5.3.1 Vybér na podintervalech

Jednim ze zptsobul, jakym lze snizit rozptyl zakladnich odhadl, je metoda vybéru na
podintervalech, n€kde se uvadi také jako skupinovy vybér. Jak uz vyplyva z jejiho nazvu, tak
tato metoda vyuZiva ke zpfesnéni odhadu integralli rozdé€leni intervalu mezi integrované funkce

(a, b) na n podintervald.
Tyto podintervaly 1ze oznadit nasledujicim zptisobem:
a=a1<b1=a2<b2="'<bn=b (519)

Kvalita zpfesnéni zalezi praveé na tomto faktoru, jakym zplisobem bude interval rozdélen na
dané podintervaly. V kazdém podintervalu se generuje jiny pocet ndhodnych ¢isel x;. Nejvetsi
pocet nahodnych cisel se generuje v Castech integracni oblasti, na kterych nejvice zavisi

hodnota integralu.
Délka jednotlivych podintervali:

li =a; — bi' kdei = 1, 2, W, n (520)
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Suma délky vsech podintervali pak musi odpovidat rozdilu mezi horni a dolni mezi integralu.

L=b—a (5.21)

n
i=1
Vysledny integral pak Ize zapsat pomoci souctii vSech integralli integrované funkce na danych
podintervalech.

i by b,

b .
&[ fo)dx = Jl- f)dx +I£ fx)dx + -+ d[ f(x)dx (5.22)

4

I

n
i=1

Jednotlivé integraly souctu se pak vypocitaji pomoci klasické metody stfedni hodnoty nahodné

veli¢iny.
o
[ = Z—" F0x) (5.23)

(Virius, 1998)
V této Casti bude pomoci tohoto vztahu vypocitana ptiblizna hodnota nésledujiciho integralu
pomoci zpifeshujici metody vyberu na podintervalech.

1

j e*dx (5.24)

0
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Na nasledujicim obrazku je zobrazen pribéh funkce f(x) = e* a plocha integrélu [ 01 e*dx,
ktera je zleva ohrani¢ena piimkou x = 0, zdola ptfimkou y = 0, zprava pifimkou x = 1 a shora

piimkou y = e.

3 y |
L /

3

Obréazek 5: Graf funkce f(x) = e* a plocha integralu [ 01 e*dx (vlastni zpracovani)

Opét je vhodné nejprve numericky urcit ptesnou hodnotu integralu z ditvodu pozdéjsiho
urovani presnosti ziskanych hodnot pomoci algoritmu pro uréeni pfiblizné hodnoty

jednorozmérného integralu pomoci zptesiujici metody vybéru na podintervalech.

1

jexdx = [ex](l) =e—1~1,7183 (5.25)

0
Nejprve je definovana funkce f(x), ktera bude integrovana. Dale jsou inicializovany proménné
a a b, které predstavuji dolni a horni mez integrace, dale proménna partitionsCount, ktera
reprezentuje pocet podintervalli, proménnd ratios, kterd uchovadva poméry rozdéleni poctu
nahodnych cisel mezi jednotlivé podintervaly, a na zavér promeénnéd n, kterd urCuje pocet
nahodné vygenerovanych c¢isel. Nasledné algoritmus prochazi jednotlivé podintervaly a pro
kazdy interval vypocita primér hodnot funkce. Pocet ndhodnych Cisel v kazdém podintervalu
je ur¢en pomérem ratios a celkovym poctem ndhodnych ¢isel n. Pro kazdé ndhodné ¢islo x v
daném podintervalu je vypoctena hodnota funkce f(x), kterd je pfictena do proménné
partitionSum, ktera uchovava soucet vSech hodnot funkce f(x) v daném podintervalu.
Nakonec je pro kazdy podinterval vypocten primér hodnot funkce f(x), vazeny podle Sitky
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podintervalu, a tento vazeny pramér je pricten k celkovému integralu. Vysledny odhad integralu

je poté vypsan do konzole.

Zdrojovy kod v jazyce Java programu pro vypocet piiblizného odhadu hodnoty integralu

pomoci zptesiujici metody vybéru na podintervalech

// Definice funkce f(x), napriklad f(x) = e”"x

Function<Double, Double> f = x —> Math.exp(x);

double a = 0.0; // Dolni mez integrace

double b = 1.0; // Horni mez integrace

int partitionsCount = 2; // Pocdet podintervall

double[] ratios = {0.4, 0.6}; // Pomér rozdéleni ¢isel mezi podintervaly
int n = 1000; // Celkovy pocet nahodnych ¢isel

Random random = new Random();
double integral = 0.0;

for (int k = 0; k < partitionsCount; k++) {
double partitionWidth = (b - a) / partitionsCount;
double partitionSum = 0.0;
// Pocet nahodnych ¢isel v daném podintervalu
int partitionNumbers = (int)(n * ratios[k]);

for (int i = 0; i < partitionNumbers; i++) {
// Nahodna hodnota x v ramci dilé¢iho intervalu
double x =
a + k * partitionWidth + partitionWidth * random.nextDouble();
// Hodnota funkce f(x)
double y = f.apply(x);
partitionSum += vy;

}

// Primér hodnot funkce f(x) v daném podintervalu

double partitionAverage = partitionSum / partitionNumbers;

// Vazeny primér hodnot funkce f(x) pro vsechny diléi podintervaly
integral += partitionAverage * partitionWidth;

}

// Vypis priblizné hodnoty odhadu integralu s 9 desetinnymi misty
System.out.println("0dhad integralu: " + integral);

V nasledujici tabulce jsou zobrazeny hodnoty, které byly ziskdny pomoci opakovaného
spousténi piedchoziho programu pro vypocet jednorozmérného integralu pomoci zptesiujici
metody vybéru na podintervalech. S presnosti na dvé desetinnd mista se vygenerované hodnoty
zaCinaji blizit pfesné hodnoté pifi 10 000 vygenerovanych <¢&isel. Pii 1000 000 000
vygenerovanych cCisel se ve dvou pokusech podatilo urc¢it hodnotu integralu s pfesnosti na 5

desetinnych mist.
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Tabulka 11: Hodnoty integralu ziskané pomoci zpiesnujici metody vybéru na podintervalech

I

n pokus ¢. 1 pokus ¢. 2 pokus ¢. 3 pokus ¢. 4 pokus ¢. 5
10 1,756462179 | 1,741916083 | 1,599845477 ] 1,673393780 | 1,669455016
100 1,735222623 | 1,662073407 | 1,717818265 | 1,719853144 ] 1,713300780
1 000 1,714543206 | 1,724762859 | 1,710944491 | 1,726367799 | 1,732149703
10 000 1,717250818 | 1,717308433 | 1,720209081 | 1,718619993 | 1,719805335
100 000 1,717780607 | 1,718769952 | 1,719310786 | 1,718898085 | 1,719579876
1 000 000 1,718489453 | 1,717947880 | 1,718093074 | 1,718203631 | 1,718504353
10 000 000 | 1,718300413 | 1,718227607 | 1,718291955 | 1,718281672 | 1,718204363
100 000 000 | 1,718291429 | 1,718306350 | 1,718258950 | 1,718262578 | 1,718259022
1 000 000 000 | 1,718287561 | 1,718273463 | 1,718291969 | 1,718289614 | 1,718278115

Zdroj: vlastni zpracovani

Z nasledujici tabulky lze urcit, jaké presnosti dosdhla zptesiujici metoda vybéru na
podintervalech pfi vypoctu ptiblizné hodnoty integralu. Od 10 000 vygenerovanych ndhodnych
Cisel se podatilo této metod€ urcit hodnotu integralu s pfesnosti na 3 desetinnd mista, od
1 000 000 vygenerovanych ndhodnych cisel pak dokonce na 4 desetinna mista. Smérodatna
odchylka ma neustalou klesajici tendenci. O néco vétsi procentudlni odchylky bylo dosazeno

pfi generovani 100 000 nahodnych ¢isel nez pti 10 000 ndhodnych ¢isel.

Tabulka 12: Pfesnost hodnot integralu ziskanych pomoci zpiesiujici metody vybéru na

podintervalech
n Aritmeticky Smérodatna Procentualni
priumér odchylka odchylka
10 1,671153 0,669970 2,742812
100 1,709654 0,024906 0,502140
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1 000 1,721754 0,007839 0,202050

10 000 1,718639 0,001227 0,020771
100 000 1,718868 0,000616 0,034106

1 000 000 1,718248 0,000219 0,001987
10 000 000 1,718261 0,000038 0,001200
100 000 000 1,718276 0,000020 0,000359
1 000 000 000 1,718284 0,000007 0,000135

Zdroj: vlastni zpracovani

Nasledujici tabulka obsahuje hodnoty pro geometrickou metodu, metodu stfedni hodnoty
nahodné veli¢iny a zpfestiujici metodu vybéru na podintervalech. U vSech metod bylo
generovano 200 ndhodnych ¢isel nebo bodi. Aritmeticky primér je vytvoien z deseti po sobé
jdoucich pokusii. NejlepSiho vysledku dosahla zptesiiujici metoda vybéru na podintervalech, to
muze znamenat, ze byl v jednotlivych podintervalech generovany spravny pocet nahodnych
¢isel. Naopak nejhorsiho vysledku z pohledu aritmetického priméru a procentudlni odchylky
dosdhla metoda stfedni hodnoty. Metoda stiedni hodnoty vSak méla lep$i smérodatnou

odchylku nez geometrickd metoda.

Tabulka 13: Porovnani pfesnosti jednotlivych metod pro urceni pfiblizné hodnoty integralu

n =200 Aritnoletivcky Smérodatna Procentualni
prumér odchylka odchylka
Geometrickd metoda 1,741060 0,071261 1,325608
Metoda stfedni hodnoty 1,687853 0,034524 1,770883
Vybér na podintervalech 1,711953 0,021562 0,368298

Zdroj: vlastni zpracovani
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5.3.2 Symetrizace integrované funkce
Druhou zptesiiujici metodou pro urceni piiblizné hodnoty jednorozmérného integralu byla
zvolena metoda symetrizace integrované funkce. Tato metoda vychazi z ptedpokladu, Ze

rozptyl integralu bude tim mensi, ¢im méné se bude funkce f(x) na intervalu (a, b) ménit.

b
I = ff(x)dx (5.26)

Proto se metoda upravuje vhodnym zplisobem, aby pftili§ nekolisala a aby se tim snizil rozptyl
integralu. Pokud je funkce f(x) monoténni, to znamend, Ze se bude jeji hodnota neustile

zvySovat nebo neustale sniZzovat, pak lze tuto funkci symetrizovat pomoci vztahu:

900 = 3170 + f(a+b ) (527)

V pfipad¢ Gspésné symetrizace funkce lze ocekavat snizeni rozptylu integralu minimalné
dvakréat, prodlouzi se vSak doba vypoctu ptiblizné dvakrat. Po symetrizaci integrované funkce

plati, Ze se integraly ptivodni i té symetrizované budou rovnat.

b

jb fo = [ (5.28)

a

Ptibliznou hodnotu integralu 1ze pak vypocitat pomoci nasledujiciho vztahu:

1 n
I=(-a)5 ) [fG) + fla+b—xp)] (529)

(Fabian, 1998)

V této ¢asti bude urcena piibliznd hodnota nasledujiciho integralu pomoci vSech metod, které

slouzi k ur¢eni hodnoty jednorozmérného integralu a jsou soucasti této prace.

3
(x —1)°
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(x—1)2
Vx

Na nasledujicim obrazku je zobrazen prubéh funkce f(x) = a plocha integralu

f3 (x—1)2

N dx, ktera je ohranicena zleva pifimkou x = 1, zdola pfimkou y = 0, zprava pfimkou

x = 3 a shora pfimkou y = %.

3 ¥ 4

Y

S

1

—~1)2 _1\2
Obrazek 6: Graf funkce f(x) = @-1) a plocha integralu | 13 & \/;)

VX

dx (vlastni zpracovani)

Nejprve je numericky ur¢ena pfesnd hodnota integralu, aby mohla byt pozdé¢ji porovnana
presnost ziskanych hodnot pomoci vSech metod, které jsou wureny pro vypocet

jednorozmérného integralu a jsou soucasti této prace.

f(x—l)Z [5\/— \/—+2\/—]1:_\/___~17046 (5.31)

Pro odhad integralu funkce f(x) pomoci zptesiujici metody symetrizace integrované funkce
byl vytvofen nasledujici algoritmus. Nejprve je definovana funkce f(x). Dale jsou
inicializovany proménné a a b, které predstavuji dolni a horni mez integrace, a proménna n,
ktera reprezentuje pocCet nahodnych cisel. Nasledné jsou v cyklu s n iteracemi generovany
nahodné body s rovnomérnym rozloZenim v intervalu (a,b) pro proménnou x. Pro kazdy
vygenerovany bod x je poté vypoctena hodnota funkce f(x). Kromé toho je také vypoctena
hodnota funkce f(a + b — x), ktera odpovida hodnoté¢ funkce f(x) pro symetricky bod

vzhledem k intervalu (a, b). Tyto dvé hodnoty jsou poté seCteny a pficteny do proménné sum.
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Na zavér je vypocten odhad integralu funkce f(x) pomoci vzorce pro vypocet pfiblizné
hodnoty jednorozmérného integralu pomoci zpfesnujici metody symetrizace integrované

funkce Tento odhad integralu je nasledn¢ vypsan do konzole.

Zdrojovy kod vjazyce Java programu pro vypocet jednorozmérného integralu pomoci

zptesiujici metody symetrizace funkce.
// Definice funkce f(x), napriklad f(x) = (x - 1)"2 / sqrt(x)
Function<Double, Double> f = x —> Math.pow(x - 1, 2) / Math.sqrt(x);
double a = 1.0; // Dolni mez integrace

double b = 3.0; // Horni mez integrace
int n = 1000000; // Pocet nahodnych ¢isel

double sum = 0.0;
Random random = new Random();

for (int i = 0; i < n; i++) {
// Nahodna hodnota x z intervalu <a, b>
double x = a + (b - a) * random.nextDouble();
// Hodnota funkce f(x)
double y = f.apply(x) + f.apply(a + b - x);
sum += y;

}

// Vypocet odhadu integralu
double integral = (b - a) * 0.5 / n * sum;

// Vypis priblizné hodnoty odhadu integralu
System.out.println("0Odhad integralu: " + integral);

V nésledujici tabulce jsou zobrazeny pfiblizné hodnoty integralu, které byly ziskany pomoci
zptesiiujici metody symetrizace integrované funkce. Od 10 000 ndhodné vygenerovanych ¢isel
se pravidelné dafilo urc¢it hodnotu integralu s pfesnosti na dv€ desetinna mista, od 10 000 000
nahodné vygenerovanych cisel pak s pfesnosti az na 4 desetinnd mista nebo s minimalni
odchylkou v podobé¢ necelé jedné desetitisiciny od piesné hodnoty integralu, kterd byla ur¢ena

numerickou metodou.

Tabulka 14: Hodnoty integralu ziskané pomoci zpfesitujici metody symetrizace integrované

funkce

1
n pokus ¢. 1 pokus ¢&. 2 pokus ¢. 3 pokus ¢. 4 pokus ¢. 5
10 1,820863880 | 1,854729465 | 1,535186020 | 1,685534060 | 1,737258904
100 1,698951203 | 1,692812677 | 1,719167236 ] 1,719968346 | 1,762963693
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1 000 1,713612174 | 1,708021405 | 1,722795321 | 1,686550128 | 1,716514318

10 000 1,706643232 | 1,703196797 | 1,703494822 | 1,707775155 | 1,705820548

100 000 1,703868227 | 1,704560291 | 1,704970855 | 1,704504511 | 1,704312372

1 000 000 1,704995191 | 1,704462009 | 1,705077329 | 1,704655257 | 1,704510353

10 000 000 | 1,704557374 | 1,704566700 | 1,704635116 | 1,704596104 | 1,704640223

100 000 000 | 1,704612751 | 1,704582163 | 1,704601562 ] 1,704619774 | 1,704648174

1 000 000 000 | 1,704612248 1 1,704613064 | 1,704613649 | 1,704617305 | 1,704612126

Zdroj: vlastni zpracovani

V nasledujici tabulce s ptesnosti hodnot ziskanych pomoci zpiesnujici metody symetrizace
integrované funkce je patrné, ze uz pfi realizaci nizkého poctu nahodné vygenerovanych cisel
se da urcit hodnota integralu s niz8i procentualni odchylkou neZ jedno procento. UZ pfi
vygenerovani 1 000 ndhodnych ¢isel byla urcena hodnota integralu s pfesnosti na 2 desetinné
mista. NejlepSiho vysledku bylo dosazeno podle ocekdvani pii generovani 1 000 000 000
nahodnych ¢isel, kdy se podarilo odhadnout hodnotu integralu s presnosti na 6 desetinnych mist

se smérodatnou odchylkou 2 miliontin.

Tabulka 15: Pfesnost hodnot ziskanych pomoci zptesiujici metody symetrizace integrované

funkce

n Aritmeticky Smérodatna Procentualni
primér odchylka odchylka
10 1,726714 0,112909 1,296471
100 1,718773 0,024581 0,830569
1 000 1,709499 0,012424 0,286519
10 000 1,705386 0,001780 0,045259
100 000 1,704443 0,000359 0,010054
1 000 000 1,704740 0,000251 0,007357

50



10 000 000 1,704599 0,000034 0,000911

100 000 000 1,704613 0,000022 0,000102

1 000 000 000 1,704614 0,000002 0,000056

Zdroj: vlastni zpracovani

Nasledujici tabulka porovnava piesnost vSech metod pro vypocet jednorozmérného integralu,
které byly soucasti této prace. Témito metodami jsou geometrickd metoda, metoda stiedni
hodnoty ndhodné veli€iny, zptfesiiujici metoda vyberu na podintervalech a zptesiiujici metoda
symetrizace integrované funkce. Pro porovnavani pfesnosti danych metod bylo opét
generovano 200 ndhodnych ¢isel nebo bodu pro kazdou z metod. Tentokrat bylo ale provedeno
20 pokust pro kazdych 200 vygenerovanych nadhodnych ¢isel. Aritmeticky primér a tim padem
1 procentudlni odchylka vyznély nejlépe pro metodu stfedni hodnoty a zpfesiiujici metodu
symetrizace integrované funkce, ttmto metoddm se podafilo urcit hodnotu integralu s piesnosti
na 2 desetinnd mista pti 200 vygenerovanych ¢islech. Nejptesnéjsi hodnotu se pak podatilo
ur¢it pomoci metody stiedni hodnoty. Nejlepsi smérodatnd odchylka byla podle ocekavani
zaznamenana u zpresiujicich metod. Je mozné, ze se u zpfesiujici metody vybéru na
podintervalech mohlo dosahnout pfesnéjSiho vysledku, pokud by byla spravné rozloZena
generovand Cisla na dané podintervaly. Asi uz neni pfekvapenim, Ze nejhor$iho vysledku
dosahla opét geometricka metoda, ktera potiebuje na urceni presnéjsi hodnoty generovat velké

mnozstvi ndhodnych ¢isel.

Tabulka 16: Porovnani pfesnosti jednotlivych metod pro urceni piiblizné hodnoty integralu

Aritmeticky Smérodatna Procentualni
n=200 oy
prumeér odchylka odchylka
Geometricka metoda 1,720504 0,150111 0,932127
Metoda stfedni hodnoty 1,707319 0,096663 0,158673
Vybér na podintervalech 1,686227 0,044932 1,078712
Symetrizace funkce 1,709600 0,011861 0,292449

Zdroj: vlastni zpracovani
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ZAVER

V teoretické Casti byl Ctenaf blize seznamen se statistickou metodou Monte Carlo. V prvni
kapitole bakalaiské prace byly vysvétleny zakladni pojmy z oblasti pravdépodobnosti a
matematické statistiky, protoze jsou zaklady této metody poloZeny pravé na téchto dvou
oblastech. Nasledovalo vysvétleni principu metody Monte Carlo. Déle zde byla objasnéna

historie a piivod nazvu této metody.

Ve druhé ¢asti se prace zabyva praktickym vyuzitim metody Monte Carlo v oblasti matematiky.
Nejprve byla piiblizena historie Ludolfova ¢isla, jehoZ piibliznd hodnota byla poté hledana
pomoci dvou metod, Buffonovy ulohy, ktera k vypoc¢tu vyuzivd dopad jehly na rovinu
s rovnobézkami, a geometrické metody, kterd sleduje pocet bodi, které jsou soucasti
jednotkové kruznice uvnitf ctverce o stran€ dvou centimetrd. Ukézalo se zde, Ze vhodné&jsi
metodou pro uréeni Ludolfova cisla je geometrickd metoda. V dalsi kapitole bylo ptiblizeno,
jakymi dvéma zplsoby se da urcit pfibliznad hodnota jednorozmérného integralu. Prvnim
zpisobem je geometrickd metoda, ktera je zaloZzena na geometrické definici pravdépodobnosti.
Tou druhou je pak metoda, kterd vyuziva k uréeni ptiblizné hodnoty integralu stfedni hodnotu
nahodné veli¢iny. Dale byly v této praci zminény dvé€ zpiesiujici metody, které napomahaji ke
zptesnéni vysledkli pomoci snizeni rozptylu integralu. Pro ucely této prace byla zvolena metoda
vybéru na podintervalech, kterd rozdéluje interval integralu na vice podintervalti a ktera
v kazdém podintervalu generuje jiny pocet ndhodnych ¢isel. Druhou zptesiiujici metodou pak
byla metoda symetrizace integrované funkce, ktera usiluje o upravu integrované funkce
vhodnym zptsobem tak, aby funkce pfili§ nekolisala a snizil se tim tak rozptyl integralu. Sviij
ucel tyto metody vlivem snizeni rozptylu plnily. Kazda z téchto zpiesiiujicich metod je vSak
uréena pro jiny typ funkci, takze pouZziti nemusi vzdy nutné vést ke zptesnéni vysledku.
VSechny tyto experimenty byly naprogramovany v jazyce Java v podobé algoritmil, jednotlivé
vysledky pak byly zaznamenavany do tabulek. V zavéru prace bylo provedeno porovnani vSech

metod, které byly soucasti této prace, pti odhadu ptiblizné hodnoty jednorozmérného integralu.

V zavéru lze fict, ze vyuziti statistické metody Monte Carlo je velice pfinosné zejména pfi
feSeni slozitych problémt, které nelze analyticky vyftesSit nebo jejichz analytické feseni je ptili§
slozité. Nutné je vSak podotknout, Ze ¢im presnéjSich vysledkii ma byt dosazeno, tim vétsi pocet
nahodnych ¢isel musi byt vygenerovéan. V piipade, Ze nejsou vyzadovany piesné vysledky pfi

feSeni n¢jakého problému, je tato metoda shledana jako ideélni volba.
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