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Anotace

Tato bakalaiska prace se zabyva prevazné zakladnimi numerickymi metodami pro vypocty
urcitych integrali. Konkrétné jejich definice, ptiklady s ilustracemi a realizace v Matlabu
pro explicitni i implicitni funkce. K jednotlivym metodam jsou také zahrnuty vypocty
odhadi absolutnich chyb. Nakonec prace srovnava mezi sebou jednotlivé numerické metody
a implementované ptikazy v Matlabu urcené k numerické integraci.
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Title

Calculations of definite integrals with Matlab support

Annotation

This bachelor thesis deals mainly with basic numerical methods for calculating definite
integrals. In particular, their definition, examples with illustrations and implementation in
Matlab for explicit and implicit functions. Calculations of absolute error estimates are also
included for each method. Finally, the thesis compares the different numerical methods and
the implemented commands in Matlab with each other.
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Uvod

Numerické metody pro vypocty urcitych integralti slouzi k aproximaci ¢iselnych hodnot
integralti v ptipadech, kdy integrovana funkce/integrand nemiize byt vibec nebo s pfilis
velkymi obtizemi vyjadiena ve tvaru primitivni funkce, anebo kdyZ je znamy pouze
omezeny pocet funkénich hodnot.

V tvodni kapitole je ramcové popsana historie, ktera predchazela zrodim Newtonového
urcitého integralu a Riemannova urcitého integralu, ze kterych dale vychazi feSeni nékterych
prikladt v této bakalarské praci. Oba jsou potom v druhé kapitole podrobné definovany a
doplnény o ilustrace. Tieti kapitola je v€novana Matlabu, v némz jsou vSechny vypocty,
algoritmy a zobrazeni grafu funkci pro tuto praci realizované. V této kapitole jsou obecné
informace o Matlabu nejen jako softwaru ale i jako programovacimu jazyku. Jsou zde
popsany a na piikladech ukazany nezbytné matlabovské piikazy, které néjak souvisi
s vypoétem urditych integrald nebo tvorbou m-funkci pro numerickou integraci. Ctvrta
hlavni kapitola se zabyva nékolika numerickymi metodami pro vypocet urcitych integral.
Jmenovité jsou to metody obdélnikova, lichobéznikova, Simpsonova a Monte Carlo.
K lichobéznikové a Simpsonové se jesté vazou matlabovské piikazy trapz a quad, které jsou
vpraci téz zahrnuty. Jednotlivé metody jsou popsany, demonstrovany, graficky
interpretovany a hlavné naprogramovany v Matlabu jako m-funkce. Kromé feseni integrace
explicitnich funkci je provedena také integrace implicitné zadané funkce. Pro explicitni
funkce jsou navrzeny dodateéné m-funkce pro vypocet odhadu absolutnich chyb. Na zavér
bakalaiské prace jsou metody aplikovany a mezi sebou porovnany na nékolika
matematickych funkcich s riznymi pribéhy.
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1. Struc¢na historie

V prvni kapitole si zrychlen¢ uvedeme, co pfedchazelo vzniku Newtonova a Riemannova
integralu. Zdrojem jsou prvni tfi kapitoly z [1].

Jedna z motivaci, ktera vedla ke vzniku integralu bylo pocitdni obsahu a objemu. Od 8.
tisicileti pfed n. 1. vznikala opevnéna sidlisté¢ méstského typu a zacina se obd¢lavat pida a
péstovani zemé&délskych plodin. V 5. az 4. tisicileti v oblasti velkych tokd Eufratu, Tigridu
a Nilu se stavi zavodiiovaci dila, pii kterych se zacind vyuzivat zemémeétic¢skych pomiicek a
s tim spojené vymeérovani zaplavenych ploch, které vedlo k zdkladim geometrie.

Nejvice toho vime o egyptské a mezopotamské matematice, protoze psali na hlinéné desticky
a papyrus, které maji relativné velkou trvanlivost. Naproti tomu v Cin¢€ a v Indii se psalo na
ktru a bambus, které rychleji podléhaly zkéaze.

Egyptané pocitali obsah plochy tak, ze danou plochu rozdélili na trojuhelniky, u kterych
spocitali jejich obsahy a ty potom seéetli. V Recku byla matematika podobna té egyptské,
tedy hlavnd konkrétni a praktickd. Zagatkem 6. stol. pred n. 1. ale zadali Rekové rozvijet
teoretickou matematiku, ktera davala odpovédi na otazku ,,pro¢?* v kontrastu k matematice
praktické, ktera fesi jen zpusob.

Za piedchtudkyni infinitezimalnich Gvah je povazovana Exhaustivni (vy&erpavajici) metoda,
za kterou stoji Eudoxos. Metoda umoznuje uz pomérné presné vypoéty obsahd i objemt a
je zaloZena na nekoneéném déleni. Na tuhle metodu navazal Euklides ve svém dile, které je
zaroven nejstar$i zcela zachovalé dilo fecké matematiky. Jedna se o Eukleidovy Zdklady
sloZené z 13 knih, ve kterych jsou shrnuta vétSina poznatkl v oblasti matematiky z té doby.
Euklides patii mezi nejvyznamnéjsi matematiky. Zil kolem 3. stoleti pied n. 1. Jeho vyklad
vychézi ze soustavy definic, postulatu a axiomu. Ve 12. knize piSe o Exhaustivni metode,
kde dokazuje riizné vztahy mezi objemy téles. Nikde ale nevypocitava obsahy nebo objemy
danych téles, protoze v té dob¢ nepatfily do teoretické geometrie, nybrz do geometrie
praktické. Slo napfiklad o tato tvrzeni:

Obsahy kruht jsou ve stejném poméru jako kvadraty jejich poloméri:

S1:8, =i}

Objemy jehlant o stejné vysce jsou ve stejném pomeru jako obsahy jejich podstav:
ViV, =A:: 4,

Na Exhaustivni metodu navazal dal$i velmi vyznamny matematik Archimédes (3. stoleti
pred n. 1.). Proslul nejen matematikou ale 1 technickymi vynalezy.

Exhaustivni metodu rozviji v jeho pracich: Méreni kruhu, Kvadratura paraboly, O kouli a
valci, O spiralach, O konoidech a sféroidech. Archimedes tuto metodu aplikoval na fadu
problémt, které jsou dnes feSeny integralnim poctem. Zacal do matematiky vice vkladat
proménné. Archimedovy prace a prace jeho nastupce Apollonia z Pergy (asi 260—170 ptred
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n. 1), ktery proslul svym dilem Kuzelosecky, mély Siroky vliv na dal$i rozvoj matematiky a
v dobach novovéku se staly vychodiskem pro vznik matematické analyzy. Starotecka
matematika dosahla vysoké irovné, ale pozdéjsi obdobi fimské nadvlady prineslo stagnaci
a upadek celé védy. Kolem roku 150 n. 1. vzniklo ale obsahlé dilo Ptolemaiova Velkd
skladba (Almagest), ve které se zabyva i trigonometrii.

Po rozpadu fimské fiSe, a tedy koncem starovéku se matematika téméf nerozvijela. Situace
se zlepsila az po 12. stoleti, kdy doslo k celkovému rozvoji védy a kultury. Do latiny se
prelozilo spoustu védeckych praci, mezi kterymi byly i prace Eukleida, Archiméda a
Apollonia, které staly za rozvojem evropské matematiky. Zacatkem 16. stoleti matematika
prekraduje ramec znalosti ze starovékého Recka. Za¢inalo obdobi matematiky proménnych
velicin, symbolické algebry, analytické geometrie a integro-diferencialniho poctu. Ke vzniku
modernich integracnich metod ptispél velmi Johan Kepler (1571-1630), ktery pfi svych
vypoctech rozdéloval télesa na nekonecn¢ malé kusy. Znamé je jeho rozdéleni kruhu na
nekonecno rovnoramennych trojihelnikti s vrcholem ve stiedu kruhu pro vypocet obsahu.
Na rozdil od Archiméda se ale moc nezaobiral dikazy. Dal§im matematikem, ze kterého
vychazeli dalsi matematici, byl zak astronoma Galilea Galileii — Bonaventura Cavalieri
(1598-1647). Od ného pochazi tzv. ,,Cavalieriho princip®“. Pro vypocet obsahu/objemu
porovnaval mezi sebou dv¢ télesa, u kterych porovnaval nekone¢né malé ¢asti téchto téles.
Galileo doSel naptiklad k neurcitému integralu z vypoctu drahy:

_1 .2 5 dx _
x =-gt kdyzdt—gt

Vyznamnéj$im problémem se stalo urovani tecen v daném bodé na kiivce. Jedni k tomuto
problému piistupovali skrz geometrii — Torricelli a Isaac Barrow. Druzi na to §li pfes
algebru — Fermat, Descartes a Wallis. Fermat dovedl integrovat funkce parabolické,
hyperbolické a exponencialni. Pascal jako prvni trigonometrické. Nejvyznamngéjsi
matematici z druhé poloviny 17. stoleti se stali Isaac Newton a Gottfried Wilhelm Leibniz,
kteti nezavisle na sob& vytvofili integrdlni a diferencidlni pocet. Sjednotili infinitezimalni
pocet a dali mu vypocetni algoritmy. Newton pfitom vychazel ze své teorie fluxi a fluent,
ktera vychazi z toho, ze integrovani je inverzni operace k diferencovani. Vypracoval tabulky
integralu a zalozil substitucni metodu. Leibniz zase metodu per partés. Leibniz zavedl
opera¢ni symbol pro integrovani, ale samotny nazev integral pochazi od Jakoba
Bernoulliho. Leibniz se vice snazil tvofit obecné metody a na rozdil od Newtona dbal na
notaci. Vznikly pojmy jako funkce, proménnd, konstanta a parametr. Z této doby vzeSel
fundamentélni vztah:

b
J, f()dx = F(b) — F(a)
Kde F :(a,b)= R je funkce primitivni k funkci f na intervalu (a,b).

Problémem bylo, zda infinitezimdlni veli¢iny skutecné existuji. Mezi matematiky pak
propukla silna polemika. Né&kteti pracovali jen s kone€nymi piiriistky Ax . Jini se snazili o
definici spojitosti pomoci limit. Krok k vyfeseni udélal Alembert s touto definici:
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ay _ i by
dx Ax—0 Ax

V 18. stoleti se matematicka analyza pouzivala k feSeni problému z fyziky a astronomie.
Spousta matematikii byla zaroven i fyziky. DalSim velkym matematikem té doby byl
Leonhard Euler (1707—-1783) S obrovskym mnozstvim dél piispél k fad¢ odvétvi jako tieba
kombinatorika, diferencialni rovnice a teorie cisel. Zavadi zndmé Eulerovo c¢islo e
vypocteno na 23 des. mist a nekone¢nou veli¢inu jako:

S dalsi definici integralu ptisel v roce 1823 Augustin-Louis Cauchy jako:
S =X f ) — xi-1)

pro interval ( a, b ) rozdélen na n ¢asti.

S tim souvisejici pojem levy, respektive pravy Cauchyiv integral.

Nyni se kone¢né dostavame k Riemannovému integradlu, jehoz autorem je Georg Friedrich
Bernhard Riemann (1826-1866). Vyhoda jeho integralu oproti Cauchyovému je, ze
integrovand funkce nemusi byt vSude spojitd. Oba se vratili se svymi definicemi integralu
ke staré fecké exhaustivni metode.

2. Urd¢ity integral

Zde se zamé&fime na definice a ilustrace Newtonova a Riemannova integréalu a jejich aplikaci
na nékolika piikladech. Kromé téchto dvou existuji 1 dalSi a mladsi definice urcitych
integraltl s SirSim vyuZitim. Urcity integral jednoduse feeno pocitd plochu pod kiivkou v
daném intervalu pro danou funkci. V misté, kde se kifivka drzi nad horizontdlni osou x se
hodnota plochy pficitd. V misté, kde je kiivka pod osou se naopak odecitd. Takze integral
napiiklad jedné periody funkce sinus je 0 (stejna plocha nad i pod osou). Matematické

znaceni ur¢itého integralu funkce f je f: f(x)dx

Kde [ je znatka integralu. a je dolni mez integrdlua b je horni mez integralu — ¢ast osy x
po které se bude integral pocitat. f(x) je integrovana funkce neboli integrand a dx je
diferencial, ktery zaroven znazornuje, podle které proménné se integruje.

13



2.1 Newtontiv integral
Zacneme Newtonovym integralem, ktery vzniknul diive.

2.1.1 Definice Newtonova integralu na uzavieném intervalu

Uvazujme funkci f definovanou a spojitou na uzavieném intervalu (a,b) € R, k niz
existuje primitivni funkce F (pro kterou plati F'(x) = f(x)) na intervalu ( a,b ). Rozdil
funk¢nich hodnot primitivni funkce F v pocatecnim a koncovém bod¢ intervalu se nazyva
Newtonuv integral na intervalu ( a, b )

[ f@ydx = [FQOL = F(b) — F(a)

Pro spojité funkce na intervalu ( a, b ) plati, ze Newtonlv a Riemanntv integral se na tomto
intervalu rovnaji. Newtondv integral takto definovany totiz nelze pocitat z funkce, k niz
neexistuje primitivni funkce. [2]

2.1.2 Definice Newtonového integralu na otevieném intervalu

Pro funkci f spojitou na otevieném intervalu (a, b), k niz existuje primitivni funkce F a lze

funkci dodefinovat na (a,b)tak, ze f(a) = lim+f(x) ER a f(b) = lirlr} f(x) R
xX—a X—-b~

Potom Newtontiv integral funkce f na intervalu (a,b) je
7 feOdx = [FO)IL = lim F(x) — lim F(x).
x—=b~ x—at

[3]
2.2 Riemanntv integral

S ekvivalentni definici k Riemannové definici ptiSel nékolik let poté jesté¢ Gaston Darboux
(1842-1917) [1]. Uvedeme si tedy ob¢ definice.

2.2.1 Riemannova definice

Uvazujme funkci f definovanou na omezeném intervalu ( a,b ) € R a posloupnost déleni
{D,} uzavieného intervalu ( a,b ) , kde kazdé déleni D,, je uréeno vektorem n + 1 &isel
X0, X1, Xz -, Xp takovych ze a = xy < x; < %, < ... < X, = b. Pfedpokladejme, Ze {D,,}

je posloupnost déleni, jejichz norma v(D,) = .Er{r%ax }(xl- — x;_,) konverguje k nule, tj.
l P (X

lim v(D,) = 0. Pro kazdé déleni {D,} intervalu ( a, b ), je integralnim sou¢tem hodnota

n—->oo

0(Dy) = Xie, fE)(x; — x;_1), kde x;_1 < & < x;. Jestlize existuje limita posloupnosti
integralnich soucti lim a(D,,) nezavisle na volbé posloupnosti déleni {D,,} a nezavisle na
n—0o

volbé bodu ¢;, pak se tato limita nazyva Riemanniiv integral na intervalu ( a, b ) . PiSeme:
b :

fa f(x) dx = Al_r){)lo izt fED (i — xi-1)

[2]
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b n
[ | FGdx s ) FEI(G —xim) Fas) '
| f Z ) &)
f(Gisa vd
s (&) f(&) .
£&) (&) [
Xo=a R X1 X2 X3...Xi—1 Xi Xit1.Xn—2 Xn-1 b = Xn
<1 52 53 fi §i+1 fn—l fn

Obrazek 1 — llustrace Riemannova integralu podle Riemannovy definice

2.2.2 Darbouxova definice

Obdobné¢ jako u Riemannovy definice uvazujme funkci f definovanou na omezeném
intervalu ( a,b ) € R a posloupnost déleni {D,} uzavieného intervalu ( a,b ), kde kazdé
déleni D, je wurCeno vektorem mn+1 Ccisel xg,xq,%y,...,X%, takovych, ze

a=xy< x; < X3 < ... < X =b. Pro {D,} m&me normu déleni v(D,,) = r{rllax }(xl- -
lE{L,...n

x;_1) konvergujici k nule.

Pro dolni integralni soucet z této funkce f zavedeme m; = o inf ) f(x) pro kazdé
XE(Xj—1,%;

i={1,2,...,n} po intervalu ( a,b ). Potom dolni integralni soucet na intervalu (a,b ) pfii

dé€leni D je L(f, D) = ?=1 mi(xl- — xi_l) .

L] L] L] L] L] L] L] L] L] L]
b n
f f(x)dx ~ Zm,»(xl- —X;_1)
y a = my_q
g =4 m, -
My
s m; |
m, m, N
m,
Xo=a X1 X2 X3...Xi—1  Xi Xi+1.Xn-2 Xn-1 D = Xn

Obriazek 2 — Dolni integralni soucet
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Pro horni integralni soucet z této funkce f zavedeme M; = sup f(x) pro kazdé i =
XE(Xi—1,X; )

{1,2,...,n} pointervalu ( a, b ) . Potom horni integralni soucet na intervalu ( a, b ) pfti déleni
D jeU(f,D) = Xiza M;(x; — x;-1) .

L] L] L] L] L] L] L] L] L] L}
b n
J' f(x)dx ~ ZMi(xi —X;_y) M
y a . n-1 M
i=1 M n
B i+1
M, M;
M, M,
—]
Xo=a X1 X5 X3...Xi—1 Xi Xit+1. Xn-2 Xn-1 b = X5

Obrazek 3 — Horni integralni soucet

Plati L(f,D) < U(f, D) a lze tedy oCekavat, Ze skute¢na hodnota Riemannova integralu se
bude nachazet mezi L(f,D) a U(f,D). Za ptedpokladu, ze ¥ je mnoZzina v§ech moznych
déleni intervalu ( a, b ) lze definovat:

Dolni Riemanntv integral funkce f na intervalu (a,b) je supremum vSech moznych
dolnich integralnich souctu z ¥ .

[y fGOdx = sup L (£, D)pey

Horni Riemanntv integral funkce f naintervalu ( a, b ) je infimum v8ech moznych hornich
integralnich souctu z V' .

J7 FGOdx = nfU (f, D)pew

Pokud je funkce f omezena na intervalu ( a, b ) plati: f; fl)dx < ff f(x)dx

Za predpokladu, ze ff fl)dx = f; f(x)dx 1ze kone¢n¢ definovat Riemanniv integral

funkce f naintervalu ( a, b ) podle Darbouxovy definice takto:

[ FGdx = JF fGodx = [} f(x)dx
[2]13]
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Obrazek 4 — llustrace Riemannova integralu podle Darbouxovy definice

Dodatek: Existuji funkce, které jsou integrovatelné pouze v jednom smyslu. Tedy pouze v
Newtonové nebo Riemannoveé smyslu. Pozdé€ji vznikly jesté dalSi definice integralu —
Lebesguetv integral a Perrontv integral. [1]

2.3 Aplikace urcitého integralu

Urcité integraly lze aplikovat v technickych oborech, fyzice, chemii, ekonomii, statistice a
pfi vypoctu pravdépodobnosti.

Pokud zname primitivni funkci F K funkci f, miizeme timto zpisobem v praxi pocitat tieba
vykonanou praci W po draze x asilou f jako W = f; f(x)dx.
Dale pteneseny elektricky naboj Q podle proudu I za ¢as t jako Q = fot I(t)dt.

Diky urcitému integralu a znalosti specidlniho vzorce 1ze pocitat i objem rotacniho télesa,

ktery vznikne rotaci grafu funkce f(x) kolemosy x V = f; [f(x)]? dx.

Kfivka, ktera je grafem f (x) se obrazn¢ otoci kolem osy x a tim vytvoii 3D téleso, u kterého
zjistime objem. Podobné lze pocitat 1 obsah rotaéni plochy

S=2m . fFe1+ [ (O dx.

Délku kiivky, ktera je grafem funkce f(x) pro x € a,b, lze pocitat podle vztahu

L= [T+ G)Pdx. [7]
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3. Matlab

K vytvafeni naSich programi pro vypoCty urCitych integrali, budeme vyuzivat online
platformu Matlab od firmy Mathworks. V této kapitole shrneme zékladni informace pro
orientaci a praci v Matlabu, které se budou hodit v nasledujici hlavni kapitole.

3.1 Informace k Matlab

Matlab (jako zkratka Matrix Laboratory, ptfelozeno maticova laboratof) je programovaci
jazyk a zéroven programové prostiedi od americké firmy MathWorks. Pouziva se napiiklad
ke slozitym vypoctim, vykreslovani 2D nebo 3D grafu funkci, tvorbé algoritmu a
simulacim. Matlab pouzivaji predevsim védci, technici, studenti a zaméstnanci vysokych
Skol v technickych a ekonomickych oborech.

Za pocatkem Matlabu stoji matematik a programator Cleve Moler, ktery ucil matematiku na
Univerzité v Novém Mexiku. Moler vyvijel Matlab pro své studenty v ramci konicku. Po
letech vyvoje byl Matlab otevien veiejnosti poprvé v roce 1979. [5]

V Matlabu jsou vSechny proménné konstruované jako pole (array). Na rozdil od nékterych
programovacich jazykd, se v Matlabu pole indexuji od 1 misto 0. Pfi inicializaci vétSiny
proménnych neni vétSinou nutné deklarovat jejich datovy typ. Ten mize byt v prubéhu
programu piepsan na jiny typ. Nechybi samoziejmé ani podminkové ptikazy jako jsou if,
while, for. Matlab ma mnoho implementovanych funkci/ptikazti pro operace s maticemi,
mocniny/odmocniny, integrace/derivace, goniometrické funkce, logické operace, statistické
veli¢iny nebo Fourierova transformace. Na strankach Matlabu nebo ptikazem help, mizeme
najit Siroky obsah navodu, videonavodi a ukazkovych kod. Nechybi ani diskuzni forum,
kde se uZivatelé mezi sebou radi.

PLOTS FIGURE FORMAT = @~ |© jakub ~

= = N EE (7)) By New Variable > F1 D % ( 8

E B P O Qoeowre 25 B WY 5 Ca P | B & & & @°F
&) Open Variable ~

New New New Open r‘:;l Find Files = Import Save Clean peTenane Favorites Clear Simulink | Layout SetPath Add-Ons ﬂm v Help o

Script Live Script = ¥ v Data Workspace Data [é Clear Workspace ~ v Commands ~ v - 13
FILE VARIABLE 3 SIMULINK ENVIRONMEN RES

@2 S@ @ /> MATLAB Drive > .Trash-1000600715 > files v

(@ Files untitled1.m X : Figure 1 X
— || Name ~ /MATLAB Drive/.Trash-1000600715/files/untitled1.m
(& [) untitled-m-0004-6¢ 1 function [outputArgl,outputArg2] = untitledl 3
A untitied!.m 2 %UNTITLED1 Summary of this function goes her
= 3 % Detailed explanation goes here 05
L) untitled2.m-0001-4 | 4 outputArgl = inputArgl;
5 outputArg2 = inputArg2; |
6 end 0
Workspace § 05
ii Name i Value
B x 1x629 double A ]
-4 2 0 2 4
Command Window
>>

Obrazek 5 — Uzivatelské rozhrani Matlab
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V dal8i ¢asti zminime okna uzivatelského rozhrani, ktera budeme pti nasi dalsi praci
vyuzivat:

Files — seznam vytvoienych skript nebo funkci

Workspace — seznam naSich proménnych a jejich parametry (hodnota,velikost a tiida)
Command Window — okno pro zadavani ptimych piikazu (okamzité se vyhodnoti)
Figure — jiz zobrazen graf matematické funkce

Zde budeme moci sledovat grafy naSich matematickych funkei.

untitled1.m — nov¢ oteviena matlabovska funkce, do které mtizeme psat novy program
Funkce maji vstupni a vystupni parametry.

3.2 Proménné

Kromé klasickych c¢iselnych proménnych existuji v Matlabu jesté tzv. symbolické
proménng. Je to pomérné neobvykly datovy typ mezi programovacimi jazyky. Rozdil mezi
symbolickou proménnou a béznou ¢iselnou proménnou je, Ze nema stalou urcitou hodnotu,
ale zastupuje néjakou mnozinu redlnych nebo komplexnich ¢isel. Pouzivaji se obecné¢ tam,
kde se pracuje s matematickymi funkcemi nebo s rovnicemi. Pii vytvareni symbolickych
proménnych je nutné deklarovat jejich typ, na rozdil od ¢iselnych proménnych. S obéma
typy lze provadét vSechny béZzné matematické operace. Proménné mohou mit rizné rozmeéry.
Proménnou s rozmérem 1 X 1 nazyvame skalar. Je-li rozmér proménné 1 X N, resp. N X 1
(kde N > 1) jedna se o fadkovy , resp. sloupcovy vektor. Matice typu M x N ma M tadku a
N sloupct. [6]

3.2.1 Tvorba proménnych

Ukazeme si tvorbu obou typti proménnych. Veskeré piikazy piseme do Command Window.
Pokud za ptikazem napiSeme stfednik, tak se ptikaz vyhodnoti bez dalSich zprév. Naptiklad
pfi vytvareni ndhodné matice 100 X 100 by se ndm bez napsani stfednikd vypsaly hodnoty
vSech prvkt matice do Command Window. VSechny vzniklé proménné se nam ukladaji do
Workspace. Znacka >> oznaduje nami napsany fadek. Radek bez této znacky potom znaéi
text vygenerovany samotnym Matlabem. Pii vytvafeni Ciselnych proménnych muizeme
postupovat nasledovné.

Vytvareni skalaru:

>> a=5;

>> bu=8"a;

Vytvareni vektorii a matic:

| >> i=[4 7 9];
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radkovy vektor o tfech slozkéach

‘>> ye=[2;3;4];

sloupcovy vektor, stiednik oddéluje fadky v matici

| >> t=0:2:10;

vektor od 0 do 10 s krokem 2

‘>> t=Linspace(0,10,6);

vektor od 0 do 10 s 6 prvky (stejny vysledek jako predchozi ptikaz)

‘>> t2=5*t;

proménnd t2 bude mit stejny rozmér jako proménna t

>> z=[1 2; 3 4; 5 6];

matice se tfemi fadky a dvéma sloupci

S maticemi lze provadét vSechny bézné matematické operace (s¢itani, odecitani, nasobeni,
déleni, transpozice, inverze a feSeni soustavy linearnich rovnic).

Vytvareni symbolickych proménnych:

>> x=sym('x");

v této forme x reprezentuje komplexni Cisla

>> syms X y;

takto lze vytvofit vice symbolickych proménnych najednou

Pomoci sym(' ') muizZeme symbolickou proménnou pfifadit k proménné s jinym ndzvem v
zavorce. Vystacime si povétSinou s variantou syms.

>> t=sym('t', 'real');

>> syms t real;

oba ptikazy vytvoii proménnou t, kterd reprezentuje jen redlna ¢isla

>> y=sym('y', 'positive');

>> syms y positive;

podobné lze vytvofit symbolické proménné, které reprezentuji jen kladna ¢isla

>> syms r [1 3];

symbolickd proménnd jako vektor
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Jakmile mame vytvorenou jednu symbolickou proménnou, tak dal§i symbolické proménné
muzeme vytvaret i tak, Ze napiSeme vyraz, ktery obsahuje uz vytvorenou symbolickou
proménnou a dal§i proménna se tak automaticky vytvoii jako symbolicka. Napiiklad takto:

>> g=sqrt(x);

3.2.2 Priklady se symbolickymi proménnymi

Rovnice a nerovnice

Pomoci ptikazu solve(expr) lze fesit symbolické rovnice v anulovaném tvaru, tedy expr=e.
Pokud nemame anulovanou rovnici, pouzijeme solve(exprL==exprR) Kde exprL je leva
strana a expR prava strana rovnice. Pokud mame rovnici s vice symbolickymi proménnymi,
tak musime pfidat parametr var, kterym ur¢ime proménnou, pro kterou se mé rovnice fesit
solve(expr,var). Soustavu N anulovanych rovnic reSime piikazem
solve(expri,...,exprN,varl,...,varN). Parametry var jsou symbolické proménné, pro
které se soustava rovnic fesi. Vystupem je vektor o délce N s nalezenymi neznamymi. V
pfipad¢ nerovnic pouze znak == nahradime < nebo >. V naSem ptipad¢ piikaz solve
vyuzijeme dale pii feSeni a integraci implicitnich funkei. [6]

Reseni kvadratické rovnice x? — 4x + 13 = 0 v oboru komplexnich &isel.

>> syms X

>> solve(x"2-4*x+13)
ans=

2 - 31

2 + 31

V ptipadé¢, Ze by x reprezentovalo redlna ¢isla (>> syms x real) tak by rovnice neméla feseni.

Ukazka feSeni soustavy dvou linearnich rovnic x +2*xy=5a 2*x—y =15 0 dvou
neznamych.

>> syms x y

>> solve(x+2*y == 5, 2*x-y == 5, x, y)
ans = struct with fields:

x: 3

y: 1

Limita funkce

Limita funkce jedné redln¢é proménné se v  Matlabu teSi piikazem
Limit(expr,x,a, 'left/right'). Kde expr je vySetfovana funkce se symbolickou
proménnou x, ktera se blizi k a. Jako posledni argument 'Left/right ' mizeme jeSté uvést z
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jaké strany se ma limita pocitat. Pro vypocet limity zprava lim f (x) zadame argument
x—a

‘right’, nebo zleva xlirg_f(x) argument 'Left’.

Pro nésledujici funkci f vypoc€itame limitu tfemi zminénymi zpisoby.

>> syms x
>> f=(x"2+4*x+5)/(x"3+8);
>> Limit(f, x, -2)

ans = NaN
. 24+4x+5 L
Tedy lim ~——— neexistuje.
x—>—2 Xx°+8
>> Limit(f, x, -2, 'right')
ans =Inf
. 24+4x+5
Tedy lim *——— = +oo.
x—>—-21+ x°+8
>> Limit(f, x, -2, 'left')
ans =-Inf
. Z4+4x+5
Tedy lim "2 = —

x—>—-2— x348

[6]

Derivovani funkce

Pomoci derivaci mizeme u funkci vySetfovat monotonii, tedy jestli funkce je na daném
intervalu rostouci, klesajici, nerostouci nebo neklesajici. Déale pak z druhé derivace
konkavnost, konvexnost a extrémy funkce. Vyssi derivace pak k vytvareni Taylorovych
polynomd, které ndm aproximuji funkci kolem dané¢ho bodu. Derivace bude dale pouzita v
hlavni kapitole 4., kde derivaci budeme potiebovat pro vypocet odhadt chyb jednotlivych
numerickych metod. K derivovani nam poslouzi ptikaz diff(expr, x,n), kde parametr expr
je derivovana funkce, x je proménna podle které derivujeme a n je fad derivace. V ptipadé
prvni derivace miizeme parametr n vynechat. Jesté si uvedeme jeden dilezity ptikaz, ktery
se Casto pouziva v kombinaci s piikazem diff. Tim je tzv. symbolicka substituce, ktera
symbolickou proménnou ve funkci nahradi novou proménnou nebo vyrazem. Syntax je
subs(expr,old,new), kde expr je funkce ve které se symbolicka proménna old nahradi
proménnou nebo vyrazem new.
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U nasledujici funkce £ budeme zjistovat monoténnost v bodech xa = —2,xb =1 a xc = 6.

>> syms x

>> f=cos(sqrt(x+8)-sqrt(10-x));

>> fd=diff(f,x)

fd =-sin((x + 8)7(1/2) - (16 - x)~(1/2))*(1/(2*(x + 8)"(1/2)) + 1/(2*(16 -
x)"(1/2)))

>> xa=-2; xb=1; xc=6;

>> fda=subs(fd, x,xa)

Dosadime xa za x do jiz derivované funkce fd.

fda = -sin(67(1/2) - 127(1/2))*(6"(1/2)/12 + 12~(1/2)/24)
>> double(fda)

Hodnotu fda takto pfevedeme na desetinné Cislo.

ans = 0.2959

Funkce je v bodé€ xa stoupajici.

>> fdb=subs(fd,x,xb)
fdb = @

Funkce je v bodé xb stacionarni.

>> fdc=subs(fd, x,xc)

fdc = -sin(147(1/2) - 2)*(147(1/2)/28 + 1/4)
>> double(fdc)

ans = -0.3780

Funkce je v bodé xc klesajici.

[6]
Integrovani funkce

Matlab jiz obsahuje n€kolik piikazl pro vypocet vlastnich i nevlastnich integrali. Dokonce
pro dvojné a trojné integraly. V této Casti si uvedeme piikaz, ktery pocita integraly pomoci
primitivnich funkci. Jedn4 se o ptikaz int [2]. Ve 4. kapitole jiz budeme feSit vypocty
integrall  numerickymi  metodami. Nejkomplexnéj§i tvar tohoto pfikazu je
int(expr,var,a,b), Kde expr je integrovana funkce/integrand a var je integrovana
proménna — u neparametrickych funkci s jednou proménnou neni potieba zadavat. a,b je
interval na kterém se ma integrovat. Pokud chceme pocitat neurcity integral, tak argumenty
a, b vynechavame. Pokud chceme pocitat nevlastni integral od —co do oo piSeme za a -inf
aza b inf . Vzhledem k tomu, ze Matlab ¢asto hodnotu integralu nevypocita piimo, ale vrati
vysledek ve slozeném algebraickém tvaru, tak se ndm bude jesté hodit piikaz double(ans),
ktery obecné pievadi vyraz ans na desetinné Cislo. V pfipadé, kdy integrujeme pomoci
ptikazu int funkci, kterou ale nelze feSit standartné pomoci primitivnich funkci, tak
vysledek zadame jako argument do piikazu double a integral se timto spocita numericky.
Podobny piikaz je vpa(ans,n), ktery vyraz ans vypocita na n platnych cislic. Pokud integral
nejde vubec fesit, vypiSe se nam vysledek nvan (not a number).

23




Spocitdme délku kiivky danou funkci f(x) = e3 + 2sin®x od 0 do 7 pomoci jiz dffve

zminovaného vzorce L = f: 1+ [f'(x)]?dx.

>> syms X;
>> f=exp(x/3)+2*sin(x)"2;

Piikaz exp(x) zna¢i mocninu x z eulerova Cisla e*.

>> L=int(sqrt(1+diff(f)"2),0,pi)
L = int(((exp(x/3)/3 + 4*cos(x)*sin(x))*2 + 1)~(1/2), x, @, pi)
>> double(L)

Vysledek se timto prevede na redlné Cislo.

ans = 5.1734
>> vpa(L,9)

Délka kiivky spoctena na 9 platnych ¢islic.

ans = 5.17344049

[6]

3.3 Grafické zobrazovani funkci

Existuje n¢kolik zptisobt a forem, jak vizualizovat v Matlabu riizné data nebo matematické
muzeme déale v Matlabu zobrazovat data ve formé kolacovych, sloupcovych, polarnich
grafil, histogrami, kontur nebo vektorovych poli. Pro vSechna tato zobrazeni 1ze ménit jejich
parametry jako barva a styl kiivek nebo jinych predmétii v zavislosti na formé pouZitého
zobrazeni. Miizeme taky ptidavat popisky a legendy pro vétsi prehlednost. Tyto a nékolik
dalsich forem grafu najdeme v Matlabu ve vrchni zalozce PLOTS, kde vybereme formu
vizualizace a proménné ze kterych se graf ma sestrojit. V zalozce FIGURE potom mtizeme
manualné upravovat uz vytvofené grafy bez nutnosti znalosti piikazl. Informace k této
podkapitole jsou Cerpany z HelpCenter [8].

3.3.1 Prikaz plot

Zacneme piikazem plot(x1,y1, Linespecl,...,xN,yN, LinespecN), ktery nam zobrazi 2D
graf s proménnou x a k tomu odpovidajici proménnou y, které jsou nejcastéji ve forme
vektorli a maji stejny rozmér. Za parametr Linespec lze potom dosadit az tfi argumenty,
které ndm v grafu upravi styl, barvu kiivky a zvyrazni body v grafu néjakym symbolem. Pro
zménu stylu kiivky pouzijeme napiiklad "--" pro pteruSovanou kiivku nebo ":" pro
teCkovanou kiivku. Déle k zvyraznénim bodl v grafu tieba "o", ktery vytvoii kruhy kolem
bodi na kiivce nebo "+" ktery zas znaménka plus. Nakonec jesté 1ze ménit barvu kiivky na
cervenou "red” nebo tfeba modrou "bLue"”. Pokud jeden z argumentli vynechame, tak dany
parametr zlistane puvodni. Kompletni seznam konfiguraci najdeme na strankach HelpCenter
do kterych se Ize dostat i pfikazem help zapsanym do Command Window. Do jednoho grafu
lze zavést vice nez jednu kiivku a jeji parametry. Ke grafu lze potom ptidavat popisky k
jednotlivym osdm piikazy xLabel('xname') Pro x 0SU a ylabel('ylabel') pro y osu.
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Nakonec pak jesté miizeme ptidat nazev grafu title( 'name'). Nejjednodussi syntax tohoto
ptikazu je pLot(x,y). Na nasledujicim piikladu si ukdzeme nékolik téchto konfiguraci.

>> x=Llinspace(0,8,50);

>> yl1=2.5*%cos(x);

>> y2=x.72-(x*8);

>> plot(x, y1, '+red', x, y2,
>> title('Graf')

>> xlabel('x osa')

>> ylabel('y osa')

1

--green')

y osa
i
[=7]

10}

12}

14t

-16

0 1 2 3 - 5 6 7 8
X 0sa

Obrazek 6 — plot figure

Graf se nam zobrazi v okné Figure, kde si ho nasledné mtizeme posouvat, ptiblizovat nebo
ulozit do pc.

3.3.2 Prikaz fplot a fimplicit

Pro explicitné zadané matematické funkce se spiSe hodi pouzivat ptikaz fplot(f, [xmin
xmax], Linespec), kde parametr £ je ve tvaru anonymni funkce f=@(x) expr, Kkde expr je
ptedpis funkce s argumentem x. xinterval je interval ve tvaru [xmin xmax] na horizontalni
ose x, ktery chceme v grafu zobrazit. Linespec opét slouZzi pro kosmetické upravy kiivky v
grafu. Rozdil je hlavné tedy v tom, Ze do ptikazu nevkladame dva vektory pro osy x a y, ale
jen predpis funkce. Pfi vynechani argumentu xinterval se graf funkce zobrazi automaticky
v intervalu [-5,5].

Pro implicitni funkce pouzijeme ptikaz fimplicit(f,interval, linecspec), kde £ je ve
tvaru anonymni funkce f=@(x,y) expr, kde expr je piedpis implicitni funkce s argumenty x
ay. Parametr interval je v jednodussim tvaru [min max], tedy na grafu zobrazeny interval
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stejny pro osy x a y. Parametr interval mize byt zadan i ve tvaru [xmin xmax ymin ymax],
kde prvni dvojice znaci zobrazeny interval pro 0SuU x a druha dvojice pro osu y.

>> funkce=@(x) cos(2/x);

>> interval =[0.1 1];

>> grf=fplot(funkce,interval);
>> grid on;

Zobrazi se ndm miizka pro vétsi piehlednost.

>> grf

Zobrazi se nam vlastnosti a parametry grafu, které mizeme dale upravovat (podobn¢ jako
pies Linespec). Stejnym piikazem lze zobrazit vlastnosti dalSich typt graft.

FunctionlLine with properties:

Function: @(x)cos(2/x)
XRange: [0.1000 1]
Color: [0 ©.4470 0.7410]

LineStyle: '-
LineWidth: ©.5000

Show all properties

>> grf.LineWidth= 3;
>> grf.Marker="hexagram";

m_n

>> grf.MarkerEdgeColor= "r";

takto 1ze ménit jednotlivé vlastnosti grafu
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Obrazek 7 — fplot figure
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4. Numerické vypocty integralu

V této hlavni kapitole si uvedeme nékolik hlavnich numerickych metod pro vypocet urcitych
integralt. Kazdou z metod si Vysvétlime a ukéieme si jeji postup na jednoduééim pﬁkladu
ktery spocitame ,,rucné* a poté slozitéjsi

pocitani aproximacich integrald budeme p001tat i odhady absolutnich chyb Jednothvych
metod. VSechny matematické funkce, s kterymi budeme dale pracovat jsou integrovatelné v
Riemannové smyslu. K testovani jednotlivych numerickych metod budou vhodnéjsi
matematické funkce, které dostate¢né osciluji. Pro tyto vypocty budeme v Matlabu vytvaret
ptislusné m-funkce/m-files. Pro nékteré tyto numerické metody ma Matlab jiz
implementovany své ptikazy. Porovname ptesnost jednotlivych metod a zjistime ¢im se 1isi
nase matlabovské funkce od zabudovanych piikazi. Nebudou chybét ani ilustrace pro lepsi
znazornéni jednotlivych metod. Teoretické informace pro tuto kapitolu jsou primarné
cerpany z [2].

4.1 Obdélnikova metoda

Zatneme asi nejintuitivngjsi metodou s nazvem Obdélnikova metoda. Jak uz nazev
napovida, bude se jednat o rozdéleni plochy pod kiivkou integrované funkce na obdélniky u
kterych secteme jejich obsahy. Tato metoda vychazi pfimo z Rieamannovy definice urcitého
integralu. Obsahy jednotlivych obdélniki ziskame tak, Zze nahradime obsah kazdého
ktivocarého lichobézniku vymezeného grafem funkce f:y = f(x) obdélnikem s jednou
stranou na ose X s délkou x; — x;_; a s druhou stranou s délkou danou hodnotou f(¢;), kde
& € (x;_1,x; ). Existuje n€kolik moznosti pro volbu hodnot ¢&;.

Jedna z moznosti je &; volit jako stied z podintervalu { x;_;,x; ) jako & = Z=2% 1+x‘ . Tato

varianta obdélnikové metody je znama pod nazvem Midpoint rule. Suma potom techto vSech
obsahti obdélnika z funkce f je

= fED G —xim) = Xiea f (xl 1+xl> (x; — xi-1)-

Budeme Vychézet z toho. Ze interval (a,b ) je rozdélen rovnomérné na n podintervald s

délkou h = ===, pak Ize vypocet aproximace integralu zjednodusit na

2 FGOdx = By 6 (e = xea) = Ty £ (F221),

Pro odhad absolutni chyby aproximace integralu f;l f(x)dx lze odvodit vzorec
i—-1

E =2 177G

24 xE( xl 1xl

Odhad absolutni chyby Obdélnikové metody je pak suma n dil¢ich odhadi absolutnich chyb
E; na ptislusnych podintervalech
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h3 "
E=%i1Ei =2 Y, _max_ [f"(x)l.

=1
24 XE(Xi_1,%; )

Hodnotu integralu lze jesté vyjadfit jako neuplné Cislo

[ fedx =h B, f (225) £ F.

4.1.1 Priklad na obdélnikovou metodu
Zde si ukazeme na jednoduchém piikladu, jak probiha vypocet této metody krok za krokem.

M¢jme funkci f(x) = 0,2 cos(5x) + %x sin(5x) + 0,8, kterou rozdélime po ose x na 4

stejné dlouhé podintervaly na intervalu (0,2) . Délku podintervalu h spoéteme jako
2-0

h=—=0,5.

4
h; f (xi_12+ xl-) _ 05 ; f (xi_12+ xi) _
' (f (0 +20,5) ny (0,52+ 1) ny (1 +21,5) ny (1,52+ 2)) _

0,5-(f(0,25) + £(0,75) + f(1,25) + £(1,75)) =

0,

vl

1

0,5- (0,2 cos(5-0,25) + 3 0,25sin(5 - 0,25) + 0,8) +
1

0,5- (0,2 cos(5-0,75) + § -0,75sin(5-0,75) + 0,8) +
1

0,5 - (0,2 cos(5-1,25) + 3 1,25sin(5-1,25) + 0,8) +

1
0,5 - (0,2 cos(5 1,75) + 3+ 1,75sin(5 - 1,75) + 0,8) =1,7147

Obrazek nize nam znazortiuje graf funkce f(x) = 0,2 cos(5x) + %x sin(5x) + 0,8 a na

ném obdélniky, jejichZ obsah jsme vypocitali na hodnotu 1,7147. Sedé &ary, které puli
obdélniky, ndm znazortiuji &; a jejich funkéni hodnoty f(&;). Z obrazku mizeme odhadovat,
ze skutecna hodnota integralu se bude lisit od nasich 1,7147.
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Obrazek 8 — Graf funkce a obdélnikova metoda

>> f=@(x) (0.2*cos(5*x)+1/3*x*sin(5*x)+0.8);
>> fplot(f,[-0.05 2.1])

4.1.2 Obdélnikova metoda v Matlabu

Zpusob, jak se obecné numerickymi metodami pro vypocet integralii vice pfiblizit ke
skute¢né hodnoté integralu, je rozdé€lit interval na vice podintervald. K tomu vyuZzijeme
Matlab, ve kterém si vytvoiime pro tuto metodu matlabovskou funkci. Vyhoda spociva v
tom, Ze po jednorazovém vytvoreni m-funkce budeme moci libovolné a rychle pocitat
integral obdélnikovou metodou pro rtizné matematické funkce s riznymi intervaly a riznym
poctem podintervalt. Jednoduse tyto zminéné proménné vlozime jako argumenty do m-
funkce stejné jako u klasickych piikazi.

function [S] = obdelnik(funkce,a,b,n)
format ("long")

h=(b-a)/n

s=0;

x1=a;x2=a+h;

for i=1:1:n

y=feval (funkce, (x1+x2)/2);
S=s+y;

x1=x1+h;x2=x2+h;

end

S=h*s;

End

Do Command Window stac¢i napsat nazev m-funkce a do zavorky argumenty. Za parametr
funkce vlozime matematickou funkci ve tvaru anonymni funkce. Dale a a b jsSou parametry
znacici meze intervalu rozdé€lené na n podintervala. Diky piikazu format ("Long") uvidime
vystupni hodnoty v long formatu. Otestujeme nasi funkci na stejné matematické funkci, pro
kterou jsme pocitali ruén¢ aproximaci integralu obdélnikovou metodou v piedchozi
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podkapitole. Za n tedy dosadime 4, abychom ovéfili funkénost tim, Ze nam vyjde stejny
vysledek jako v pfedchozim piikladé.

>> f=@(x) (0.2*cos(5*x)+1/3*x*sin(5*x)+0.8);
>> obdelnik(f,0,2,4)

h = 0.5000

ans = 1.714731351328701

Jako ans se ndm zobrazuje vystup S, tedy aproximace integralu obdélnikovou metodou. Pro
zajimavost vidime je$t¢ hodnotu h, tedy délku jednotlivych podintervald. Vidime, ze
vysledek je shodny s vysledkem z piedchozi podkapitoly. Nyni miZeme za n dosadit zna¢né
vyssi hodnotu, abychom dostali vysledek blizsi skute¢nému integralu.

>> obdelnik(f,0,2,100)
h = 0.0200
ans = 1.682902328635482

Nakonec k této metodé¢ si jesté vytvorime m-funkci pro vypocet odhadi absolutnich chyb.

function [] = obdchyba(funkce,a,b,n)
X=Linspace(a,b,n+1);

syms X

h=(b-a)/n;

e=0;

fd=diff(funkce,2,x);

FDA=abs (subs(fd,x,X));

for i=1:n
summax=max(FDA(1),FDA(i+1));
e=e+summax;

end

E=((h"3)/24)*e;

vpa(E, 16)

end

Vstupni parametry zistavaji stejné jako v pfedchozi m-funkci na samotnou obdélnikovou
metodu. Ptikaz vpa je zde pouzit z divodu, Ze bez n€j by nam Matlab vypisoval absolutni
chybu £ ve sloZzeném tvaru. Funkci otestujeme na ptedchozich ptikladech.

>> obdchyba(f,0,2,4)
ans = 0.175991575305066

Uplné aproximace integralu je f02 0,2 cos(5x) + %xsin(Sx) +0,8dx=1,7+0,2.

>> obdchyba(f,0,2,100)
ans = 0.0001813634246345008

Uplné aproximace integralu je foz 0,2 cos(5x) + %xsin(Sx) +0,8dx =1,6829 + 0,0002.
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Ziskany odhad absolutni chyby se zaokrouhli nahoru na jednu platnou ¢islici. Na stejny
¢iselny tad se zaokrouhli i vysledek aproximace integralu. Podle ocekavani vysla hodnota
odhadu absolutni chyby vyssi u ptikladu s n=4 nez u ptikladu s n=100.

4.2 Lichobéznikova metoda

Dalsi metodou je Lichobéznikova metoda. Pomoci ni plochu pod kiivkou integrované funkce
rozdélime na lichobéZniky a jejich obsahy seteme. Zdanlive 1ze ocekavat, Ze pfesnost této
metody bude vys$si nez u obdélnikové metody, protoze horni strany lichobé&znikd budou 1épe
»priléhat* ke kfivce a tim padem obsahy lichobézniki ptesnéji vyplni plochu pod kiivkou v
grafu funkce.

M¢jme spojitou funkci fs délenym intervalem uréenym délicimi body xg, x4, X5, ..., Xp,.
Funk¢ni hodnoty v délicich bodech ozna¢ime jako y, = f(xy) = f(a), y1 = f(x1), y, =
f(x2), yn = f(x,) = f(b). V grafu funkce lichobé&zniky ziskame tak, ze dvé rovnobézné
strany budou ur¢eny tse¢kami danymi dvojici bodu [x;_q, f(x;—1)] a [x;, f(x;)]. Spodni
strana lichobézniku potom bude mit délku x; — x;_; a horni strana bude usecka spojujici

body [f(x_1), f(x;)]. Délku horni strany nemusime znat, protoze obsah lichobézniku je S =

aTer h, kde strany a a b jsou rovnobézné a h je vyska lichobézniku tedy v naSem ptipadé

Yi—1tYi

x; — x;_4. Dil¢i obsah lichobézniku z grafu funkce je tedy P; =
2

(6 = xi-1).
Integral f; f(x)dx je potom aproximovan lichobéznikovou metodou jako

b l L
[ fO)dx = Xy P = X B (o — g y).
V ptipad€ s rovhomernym rozdélenim intervalu ( a, b ) nan podintervall, kde jejich délka
jeh = b%a , kterou nahradime ¢len (x; — x;_1). Stejny vypocet lze vyjadfit jako
b h
J, FOdx = S (Vo + 2y1 + 2y, + =+ 2Yn_1 + Yn),

Nebo
f f(X)dX ~ _(yO + 221 1 Vi +yn)-

Pro odhad absolutni chyby aproximace integralu f;l f(x)dx lze odvodit vzorec
i—-1

E=" £ @)l

12 x e(xl 17 l)

Odhad absolutni chyby lichobé&znikové metody je pak suma n dil¢ich odhadl absolutnich
chyb E; na ptislusnych podintervalech

h3
E= Z?=1Ei == ? 1, max If"(x)l

12 (lll
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Hodnotu integralu lze jesté vyjadrit jako netplné Cislo

b h —
J, FGdx =2 (o + 2 X5 vi + ya) T E.

4.2.1 Priklad na lichobéznikovou metodu
Vypocitame si obdobny ptiklad jako v piikladu na obdélnikovou metodu 4.1.1. Uvidime,
zda se pii stejném poctu podinterval bude lichobé&znikova metoda ve svém vysledku lisit.

Funkci f(x) = 0,2 cos(5x) + éx sin(5x) + 0,8 rozdélime po ose x na 4 stejné dlouhé
podintervaly na integrovaném intervalu (0,2 ). Délku podintervalu h spocitame jako
h="2=05

n-1 3
h 0,5
. f<x0)+zzlf<xi)+f<xn) =2 f(xo)+ZZf(xi)+f(x4) -

0,5
5 (F(xo) + 2f () + 2f (x2) + 2f (x3) + f(x4)) =

0,5 1
7(0,2 cos(5:0) + 3 0sin(5-0) + 0,8) +

0,5 1

= 2 (O,Z cos(5:0,5) + 3 0,5sin(5-0,5) + O,8> +
0,5 1

7 -2 (O,Z COS(S : 1) + § : 1sm(5 : 1) + 0,8) +

0,5 1

-5 2 (O,Z cos(5-1,5) + 3 1,5sin(5-1,5) + O,8> +

)

0.5 1
7(o,z cos(52) +52sin(5 - 2) + 0,8) — 16248

Obrazek nize nam znazornuje graf funkce f(x) = 0,2 cos(5x) + %x sin(5x) + 0,8 a na

ném vyznacené lichob&zniky, u kterych jsme vypocitali soucet jejich obsahu na 1,6248.
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Obrazek 9 — Graf funkce a lichobéZnikova metoda

>> f=@(x) (0.2*cos(5*x)+1/3*x*sin(5*x)+0.8);
>> fplot(f,[-0.05 2.1])

4.2.2 Lichobéznikova metoda v Matlabu

Pro lichobéznikovou metodu vytvorime dalsi matlabovskou funkci. To i piesto, Ze v Matlabu
uz existuje piimo ptikaz na pocitani integrald lichobéznikovou metodou (kterym se budeme
zabyvat v dalsi podkapitole). Jak uvidime ma totiz lehce jinou aplikaci.

function [S] = Lichobeznik(funkce,a,b,n)
format ("long")

h=(b-a)/n

5=0;

x1=a;x2=a+h;

for i=1:1:n

y=(feval (funkce, x1)+feval (funkce,x2))/2;
S=s+y;

x1=x1+h;x2=x2+h;

end

S=h*s;

end

Opét otestujeme nasi funkei tak, ze ji nechame spocitat stejny piiklad jako v predchozi
podkapitole. Za funkce vlozime matematickou funkci ve tvaru anonymni funkce. Za a, b
vlozime meze intervalu s n poctem podintervali.

>> f=@(x) (0.2*cos(5.*x)+1/3.*x.*sin(5.*x)+0.8);
>> Lichobeznik(f,0,2,4)

h = 0.5000

ans = 1.624843587598239

Dostali jsme stejny vysledek. Nyni pocet podintervalii n zvySime na 100.
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>> Llichobeznik(f,0,2,100)
h = 0.0200
ans = 1.682780588275007

Pro lichobéznikovou metodu vytvorime m-funkci, ktera pocita odhad absolutni chyby.

function [] = Llichchyba(funkce,a,b,n)
X=Linspace(a,b,n+1);

syms x

h=(b-a)/n;

e=0;

fd=diff(funkce,2,x);

FDA=abs (subs(fd,x,X));

for i=1:n
summax=max(FDA(1),FDA(i+1));
e=e+summax;

end

E=((h"3)/12)*e;

vpa(E, 16)

end

Funkce je téméf identicka s funkei pro vypocet odhada absolutnich chyb pro obdélnikovou
metodu. Lisi se pouze ¢iselnou hodnotou Vv jednom déliteli. Nechame si Matlabem spocitat
odhady absolutnich chyb u dvou ptedeslych ptikladd.

>> Llichchyba(f,0,2,4)
ans = 0.351983150610132

Uplné aproximace integralu je foz 0,2 cos(5x) + %xsin(Sx) +08dx=1,6+0,4.

>> Llichchyba(f,0,2,100)
ans = 0.0003627268492690016

Uplné aproximace integralu je foz 0,2 cos(5x) + %xsin(Sx) +0,8dx=1,6828 + 0,0004.

Odhad absolutni chyby £ vySel niZz8i podle ocekavani u ptikladu s n=100.

4.2.3 Prikaz trapz

Pro lichobéZnikovou metodu ma Matlab pifimo implementovan ptikaz trapz(x,y) — Z
anglického slova trapezoid neboli lichobéznik. Za x dosadime vektor, jehoz hodnoty jsou
délici body a = xg, x4, X3, ..., X, = b vintervalu (a,b ). Za y potom sta¢i dosadit vektor
jehoz hodnoty jsou funkéni hodnoty funkce f v délicich bodech y, = f(xp), y1 =
f(x1), yo = f(x2), ..., Yo = f(x,). Oba vektory musi mit stejny pocet hodnot n + 1, ale
nemusi byt rozlozeny rovnomérné. Na rozdil od nasi m-funkce v predchozi podkapitole, kde
interval matematické funkce délime rovnomérné na n podintervala s délkou h = b%. Dalsi

vyhoda tohoto piikazu je, ze nemusime znat predpis funkce, ale jen data. Pokud vektor x do
ptikazu nedosadime, Matlab spocita ptikaz implicitné s vektorem x=1:1:n, kde n je délka
vektoru y.
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Z divodu jednotnosti si vytvotime m-funkci i pro ptikaz trapz.

function [S] = trapzf(funkce,a,b,n)
format("lLong")

x=Linspace(a,b,n+1);

y=feval (funkce, x);

S=trapz(x,y);

end

Stejny piiklad jako v piedchozi podkapitole vypocitame ptikazem trapz.

>> f=@(x) (0.2*cos(5.*x)+1/3.*x.*sin(5.*x)+0.8);
>> trapzf(f,e,2,100)
ans = 1.682780588275008

Vysledky se lisi jen zanedbatelné v posledni ¢islici 0 1. Pravdépodobné jde jen o rozdil
Vv zaokrouhlovani.

4.3 Simpsonova metoda

Jako dal§i metodu pro numerické pocitani urCitych integralii si uvedeme Simpsonovu
metodu — konkrétné Simpsonovo 1/3 pravidlo. Co se tyce grafické interpretace je tato
metoda z piedchozich dvou nejméné intuitivni. Vychazi se zde z Lagrangeova
interpola¢niho polynomu druhého stupné. Uvazujme spojitou a nezdpornou funkci f
definovanou naintervalu ( a, b ) s délenim tohoto intervalu na sudy pocet n stejn¢ dlouhych
podintervaltl s délkou h = b%a. Délici body oznalime xg, X1, X2, -y Xi—1, Xj) Xjg1) ---» X @
funkéni hodnoty v téchto bodech oznacime jako y, = f(xo) = f(a),y; = f(x1),y, =
fx2), s ¥ica = fCim1),yi = f(), Yivr = f(Xira), o Ynea = FOtno1), v = f(xn) =
f(b). Pro definici Simpsonovy metody uvazujme i jako liché ¢islo. Aproximace urcitého
integralu touto metodou spociva v nahrazeni oblouku grafu funkce f nad dvojici
podintervaltl {x;_q,x; ) a (x; Xj+, ) obloukem paraboly, ktery je urCen body grafu
Lagrangeova interpolac¢niho polynomu druhého stupné danym body
[xi—1, f O xi, f ()] @ [x;41, f(xi+1)]. Obsah obrazce P; je tedy vymezen zdola osou
x , shora obloukem paraboly Lagrangeova interpola¢niho polynomu druhého stupné pro x €
(Xi—1,Xi4+1) , Zlevapiimkou x = x;_; a zprava pifimkou x = x;,,. Obsah P; tohoto obrazce
se spocita podle vzorce

n
Py =2 (yio1 + 4y + yisa).

Simpsonova aproximace integralu f; f(x)dx je pak dana souctem vSech % obsahu P; jako

n

b z h oy
fa f(x)dx = 1?21 P; = ;Zizzl(}’Zi—z + 4Y5i-1 + Y2:)-
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Dalsi zpiisob vyjadreni je
b h
J, FGdx = S (o + 4y1 + 2y2 + 43 + 204 + =+ 2yn—z + 4Yn-1 + ) ,

nebo

b h > -1
2 FCdx =2 (yo + 4TL, yars + 25, ya+ 3n)

3

Pro odhad absolutni chyby aproximace integralu f;i: f(x)dx lze odvodit vzorec

E; = P max |F @ ().

- %xe( Xi-1,Xi4+1)
Odhad absolutni chyby Simpsonovy metody je pak suma n dil¢ich odhada absolutnich chyb
E; na pfislusnych podintervalech
7

n max  |f®(x)|.

90 =1 XE(X2i—2,%2i )

E=Y? E =

Hodnotu integralu lze jesté vyjadfit jako neuplné Cislo

b h 2 31

I} Fdx =2y + 4L, yaia + 250, v + ) £ E.

4.3.1 Priklad na Simpsonovu metodu

Pro funkci f(x) = 0,2 cos(5x) + éx sin(5x) + 0,8 vypocitame ru¢né aproximaci integralu
Simpsonovou metodou na intervalu ( 0,2 ), ktery rozdélime rovnomérné na 4 podintervaly

se stejnou délkou h = ? =0,5.

0,5
3

w| s

z 2
D (FCraia) + 4f Coaion) + F00) = = > (FGraio2) + 4 (rason) + f(x20) =
=1 i=1

0,5

=+ (FGr) +4f (1) + 2f (x2) + 4f (x3) + f(xa) =
0,5 1 _

3 (0,2 cos(5:0) + 3 0sin(5-0) + 0,8) +

2 1

3 (0,2 cos(5-0,5) + 3 0,5sin(5-0,5) + O,8> +

1 1

5(0,2 cos(5-1) + 3 1sin(5-1) + 0,8) +

2 1

3 (0,2 cos(5-1,5) + 3 1,5sin(5-1,5) + O,8> +

0,5 1 _

3 (0,2 cos(5-2) + 3 2sin(5-2) + 0,8) = 1,7758
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Obrazek nize ndm znazortiuje graf funkce f(x) = 0,2 cos(5x) + gx sin(5x) + 0,8 ananém

pfiblizné vyznacené dva obrazce. Jeden z nich je ohranicen na 0se x na intervalu

(0,1) a druhy na (1,2 ). Shora je kazdy z obrazct ohranic¢eny jednou parabolou. Jejich
celkovy obsah je 1,7758. Sedou pierusovanou ¢arou jsou znazornény pokraéovani parabol.

1.2
11
0.8
0.6
0.4 /
0.2

Obrazek 10 — Graf funkce a Simpsonovo 1/3 pravidlo

>> f=@(x) (0.2*cos(5*x)+1/3*x*sin(5%x)+0.8);
>> fplot(f,[-0.05 2.1])

4.3.2 Simpsonova metoda v Matlabu

Vytvotime si matlabovskou funkci pro Simpsonovo 1/3 pravidlo. V Matlabu existuje ptikaz
na Simpsonovu metodu, ale jeho algoritmus a pouziti je jiné (budeme fesit v nasledujici
podkapitole).

function [S] = simpson(funkce,a,b,n)

if mod(n,2)==1

disp('Pocet podintervalu n musi byt sudy')
else

h=(b-a)/n, h2=2*h;

s=0;

x1=a;x2=a+h;x3=a+2*h;

for i=1:1:n/2

y=(feval (funkce, x1)+4*feval (funkce, x2)+feval (funkce,x3));
x1=x1+h2;x2=x2+h2;x3=x3+h2;

S=Ss+y;

end

S=h/3*s;

end

end
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Pro spravnou funkénost Simpsonového 1/3 pravidla je nutné, aby pocet podintervalt n byl
sudy. Proto testujeme hodnotu n na délitelnost dvéma beze zbytku. K tomu nam poslouzi
ptikaz mod(a,m), ktery vraci zbytek po déleni hodnoty a hodnotou m. Funkci otestujeme na
ptiklad¢ z ptedchozi podkapitoly.

>> f=@(x) (0.2*cos(5.*x)+1/3.*x.*sin(5.*x)+0.8);
>> simpson(f,0,2,4)

h = 0.5000

ans = 1.775843620464042

>> simpson(f,0,2,5)
Pocet podintervalu n musi byt sudy

Vysledek prvniho vypoétu se shoduje s ptikladem z kapitoly 4.3.1. Pro n=5 nam Matlab
spravné misto vypoctu vypsal chybovou hlasku. Dale si vypocitame ptiklad s n=100 pro
vysledek bliz§i skuteénému integralu a pro porovnani vysledku s dal§imi metodami o
stejném n.

>> simpson(f,0,2,100)
h = 0.0200
ans = 1.682861806866558

Vytvofime si m-funkci pro poéitani odhadt absolutnich chyb pro Simpsonovo 1/3 pravidlo.

function [] = simpchyba(funkce,a,b,n)

if mod(n,2)==1

disp('Pocet podintervalu n musi byt sudy')
else

X=Linspace(a,b,n+1);

syms X

h=(b-a)/n;

e=0;

fd=diff(funkce,4,x);

FDA=abs (subs(fd, x,X));

for i=1:n/2
summax=max([FDA(2*1-1),FDA(2*1),FDA(2*1+1)]);
e=e+summax;

end

E=((h"5)/90)*e;

vpa(E, 16)

end

end
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Nechame funkci spocitat odhady absolutnich chyb z predchozich prikladu.

>> simpchyba(f,0,2,4)
ans = 0.1702350704102204

Upln aproximace integrélu je 70,2 cos(5x) + 5 xsin(5x) + 0,8 dx = 1,8+ 0,2.

>> simpchyba(f,0,2,100)
ans = 0.0000002553844496475596

Uplna aproximace integralu je [’0,2 cos(5x) + %xsin(Sx) +0,8dx =1,6828618 +
0,0000003.

>> simpchyba(f,0,2,5)
Pocet podintervalu n musi byt sudy

Matlab nam vypocital vyssi hodnotu absolutni chyby u ptikladu s n=4 a spravné vratil
chybovou hléasku pii n=5.

4.3.3 Prikaz quad

Pro Simpsonovu metodu mé Matlab implementovan ptikaz quad(fun, a, b, tol). Nejedna se
ptesné 0 Simpsonovo 1/3 pravidlo, které jsme fesili doposud, ale o Adaptivni rekurzivni
Simpsonovo pravidlo. Parametr fun je ve tvaru anonymni funkce fun=@(x) expr, kde expr
je integrovana funkce. Parametry a, b jsou meze integralu a tol je tolerance absolutni chyby
z jednotlivych podintervald. Cim mensi toleranci absolutni chyby zvolime, tim bude vypocet
déle trvat, protoze se tim zvySuje pocCet operaci. Bez zadani argumentu tol se pouzije
implicitné hodnota 0,000001. [8]

Vytvatet m-funkci pro ptikaz quad (podobné jako v 4.2.3 u ptikazu trapz) je mozna az
zbytecné, ale pro jednotnost ji pfesto vytvorime.

function [S] = quadf(funkce,a,b,tol)
format("Long")
S=quad(funkce,a, b, tol);

end

>> f=@(x) (9.2*cos(5.*x)+1/3.*x.*sin(5.*x)+0.8);
>> quadf(f,e,2,0.001)
ans = 1.682808243996129

>> quadf(f,9,2,0.00000000001)
ans = 1.682861744627483

Druhy vypocet je bliz ke skute¢né hodnot¢ integralu funkce £ kvuli nizsi zvolené hodnot¢
tolerance absolutni chyby tol.
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4.4 Metoda Monte Carlo

Posledni metodu, kterou si uvedeme je jedna ze zakladnich verzi metody Monte Carlo, ktera
k aproximaci integralu piistupuje zna¢né odlisné¢ od piedchozich metod. Pouziva totiz
generaci nahodnych ¢isel. Navic je snadno pouzitelna i pro funkce 0 vice proménnych.
Uvazujme spojitou a nezapornou funkci f definovanou na intervalu (a,b ) s N délicimi
body X;,X,,...,X,, jejichz hodnoty jsou nahodné zvolena realna cisla z intervalu
(a,b). Aproximace integralu touto metodou spociva v zisku aritmetického priméru N
funkénich hodnot f(X;) a jeho vynasobenim délkou intervalu ( b — a ) jako

ff(x)dx~(b—a) XLy f (X))

Odhad absolutni chyby spocitdme vzorcem

\/ﬁz’vm(x) b-au? 4
=z

Kde u je stiedni hodnota z f(X;), f (X3), ..., f (X;,) @ ¢ je smérodatna odchylka.

Hodnotu integralu lze jesté vyjadrit jako netplné Cislo
f fdx =(b—-a) YN f(X) L E.
[4]

4.4.1 Metoda Monte Carlo v Matlabu

Vzhledem ktomu, ze metoda Monte Carlo vyzaduje velky pocet operaci a generaci
nahodnych d¢isel, tak ptreskocime €ast S ,,runim* pocitanim a prejdeme rovnou k tvorbé
m-funkce, ktera bude pocitat aproximaci integralu a zaroven odhad absolutni chyby. Po¢itat
jej samostatné by totiZ pii této metod€ nebylo dobie realizovatelné. Vyuzijeme nové dalsi
dva ptikazy mean a rand. Piikaz mean(A) slouzi k vypocétu stfedni hodnoty z pole A. Pokud je
A vektor, tak piikaz vrati jednu stiedni hodnotu. Pokud A je matice, tak piikaz vrati stiedni
hodnoty pro kazdy jednotlivy sloupec z A. Ptikaz rand(di,..,dn) ndhodné& generuje redlna
¢isla od 0 do 1. Parametry d1,.., dn znaci velikost n-t¢ dimenze vystupniho pole. Naptiklad
rand(2,3) nam vrati matici 2 X 3.

function [S] = montecarlo(funkce,a,b,n)
format("Long")

x=a+(b-a)*rand(n,1);

y=feval (funkce, x);

prumer=mean(y)

S=(b-a)*prumer;

yy=sum(y.*y);

prum2=prumer*prumer;
E=sqrt(((b-a)/n*yy-(b-a)*prum2)/n)

end
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Za parametr funkce vkladame anonymni funkci, pro kterou chceme pocitat aproximaci
integralu vmezich od a do b. Parametr n zna¢i pocet nahodnych, respektive
pseudonahodnych bodi v rozmezi 0d a do b. M-funkce nam vraci kromé odhadu integralu
ans, taky prumer ktery znaci stfedni hodnotu z vybranych n funkénich hodnot a £ odhad
absolutni chyby.

Nasi m-funkci vyzkouSime tfikrat S argumentem n=1000 a poté tiikrat S n=10"6.

>> ff=(0.2*%cos(5.*x)+1/3. *x.*sin(5.*x)+0.8)-y;
>> montecarlo(f,0,2,1000)

prumer = 0.838004520245318, ©.832832183659233, 0.856552345154138
E = 0.012446679682183, 0.012806755820392, 0.012681446205458
ans = 1.676009040490635, 1.665664367318467, 1.713104690308277

Uplné aproximace integrélu je [ 0,2 cos(5x) + %xsin(Sx) +0,8dx =1,68+0,02.

>> montecarlo(f,0,2,1076)

prumer = 0.841394738106136, ©.841854335322751, ©.841420137304293
E = 4.007590044532652e-04, 4.008787293465111e-04, 4.007997072913699¢e-04
ans = 1.682789476212271, 1.683708670645503, 1.682840274608587

Uplné aproximace integralu je foz 0,2 cos(5x) + %xsin(Sx) +0,8dx=1,6828 + 0,0004.

Vidime, zZe pti n=1000 mame mezi vystupnimi hodnoty pomérné vétsi rozptyl jak s n=1646.

4.5 Reseni pro implicitni funkce

I pro implicitni funkce 1ze aproximovat urcité integraly diive zminénymi metodami. Bude
ale zapotiebi modifikovat nase kody matlabovskych funkei, které jsou stavéné pro explicitni
funkce. Implicitni funkce je funkce zadana ve formé anulované rovnice s alespon dvéma
nezndmymi, kde jednu proménnou povazujeme za argument funkce a druhou proménnou za
funkéni hodnotu. Pfiklad jednoduché implicitni funkce je tfeba 2x —y = 0, kterou lze
prevést na explicitni funkci jako f(x) = 2x.

V nasich piikladech jsme doposud pracovali s explicitni funkci f(x) = 0,2 cos(5x) +
éx sin(5x) + 0,8, kterou si pro nasledujici ptiklady nejjednodussim zptisobem upravime na

implicitni funkci jako 0,2 cos(5x) + ix sin(5x) + 0,8 —y = 0. Jako argument budeme

uvazovat proménnou x a jako funkéni hodnotu proménnou y. Doba vyhodnoceni
nasledujicich m-funkci je vyrazné delsi (z divodu pouziti prikazu solve) nez doba pro
vyhodnoceni m-funkcei z pfedchozich kapitol 4.1-4.
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4.5.1 Obdélnikova metoda pro implicitni funkce

Budeme uvazovat stejny typ obdélnikové metody jako v kapitole 4.1. Funk¢ni hodnoty pro
vypocet budeme tedy opét volit jako prosttedni hodnoty v podintervalech (Midpoint rule).
Vytvotime m-funkci pro vypocet integralu obdélnikovou metodou pro implicitni funkce.

function [] = impobdelnik(funkce,a,b,n)
syms x y

h=(b-a)/n

s=0;

x1=a;x2=a+h;

for i=1:1:n
f1=subs(funkce, x, (x1+x2)/2);
y=solve(f1);

S=Ss+y;

x1=x1+h;x2=x2+h;

end

S=h*s;

vpa(s, 16)

end

Za parametr funkce vkladame funkci ve tvaru anulované rovnice se symbolickymi
proménnymi x a y. Kde x uvazujeme jako argument funkce a y jako funkéni hodnotu. Déle
parametry a a b jsou meze integralu a n je pocet podintervali.

>> syms X y

>> ff=(0.2*cos(5.*x)+1/3. *x.*sin(5.*x)+0.8) -y;
>> impobdelnik(ff,0,2,100)

h = 0.0200

ans = 1.682902328635482

Vidime, Ze pro stejnou funkci v implicitnim tvaru vySel vysledek stejné jako v ptikladu
s n=100 Vv kapitole 4.1.2. Tato funkce bude fungovat i na jiné implicitni funkce, ale je nutné
definovat symbolickou proménnou x jako argument funkce a y jako funkéni hodnotu.

4.5.2 LichobéZnikova metoda pro implicitni funkce
Dalsi m-funkci vytvotime pro lichobéZnikovou metodu. Lehce upravime funkci z kapitoly
4.2.
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function [] = implichobeznik(funkce,a,b,n)
syms x y;

h=(b-a)/n

s=0;

x1=a;x2=a+h;

for i=1:1:n
f1=subs(funkce, x,x1);
f2=subs (funkce, x,x2);
y=(solve(f1)+solve(f2))/2;
S=S+y;

x1=x1+h;x2=x2+h;

end

S=h*s;

vpa(s, 16)

end

Za parametr funkce vkladame funkci ve tvaru anulované rovnice se symbolickymi
proménnymi x a y. Kde x uvazujeme jako argument funkce a y jako funkéni hodnotu. Dale
parametry a a b jsou meze integralu a n je pocet podintervald. Otestujeme m-funkci na stejné
funkci jako v ptikladu 4.2.2, ale tentokrat v implicitnim tvaru, abychom zjistili, zda nam
vyjde stejny vysledek.

>> syms x y
>> ff=(0.2*%cos(5.*x)+1/3. *x.*sin(5.*x)+0.8)-y;
>> implichobeznik(ff,0,2,100)

h = 0.0200

ans = 1.682780588275007

Vysledky jsou srovnatelné.

4.5.3 Prikaz trapz pro implicitni funkce

Piikaz trapz sam o sobé& neni stavény na implicitni funkce, ale 1ze vytvotit m-funkci, ktera
z implicitni funkce vytvoii dva vektory x a y, které uz pajdou vlozit jako argumenty do
piikazu trapz.

function [] = imptrapz(funkce,a,b,n)
syms x y

format ("long")
X=Linspace(a,b,n+1);
f=subs (funkce, x,X);
for i=1:1:n+1
Y(i)=solve(f(i))
end

S=trapz(X,Y);

vpa(s, 16)

end

Parametry jsou stejné jako v predchozich m-funkcich.
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>> syms X y

>> ff=(0.2*%cos(5.*x)+1/3. *x. *sin(5.*x)+0.8)-y;
>> imptrapz(ff,0,2,100)

ans = 1.682780588275007

Vysledek je srovnatelny s piikladem z kapitoly 4.2.3.

4.5.4 Simpsonova metoda pro implicitni funkce

Pro Simpsonovu metodu (piesnéji Simpsonovo 1/3 pravidlo) si vytvoifime m-funkci pro
préaci S implicitnimi funkcemi. Piikaz quad, ktery ke svému feSeni pouzivd upravenou
Simpsonovu metodu, nejde pouzit pro feseni integrace implicitnich funkcich.

function [] = impsimpson(funkce,a,b,n)
syms x y

if mod(n,2)==1

disp('Pocet podintervalu n musi byt sudy')
else

h=(b-a)/n, h2=2%*h;

s=0;

x1=a;x2=a+h;x3=a+2*h;

for i=1:1:n/2

f1=subs(funkce, x,x1); f2=subs(funkce,x,x2); f3=subs(funkce,x,x3);
y=(solve(f1l)+4*solve(f2)+solve(f3));
Xx1=x1+h2;x2=x2+h2;x3=x3+h2;

S=s+y;

end

S=h/3*s;

vpa(s, 16)

end

end

Za parametr funkce vloZime funkci ve tvaru anulované rovnice Se symbolickymi
proménnymi x a y. Parametry a a b jsou meze integralu a n je pocet podintervali. Funkce
navic hlida, aby n bylo sudé¢.

>> syms x y

>> ff=(0.2*%cos(5.*x)+1/3. *x.*sin(5.*x)+0.8)-y;
>> impsimpson(ff,0,2,100)

h = 0.0200

ans = 1.682861806866559

Vysledek je shodny s ptikladem z kapitoly 4.3.3.

4.5.5 Metoda Monte Carlo pro implicitni funkce
Nakonec vytvofime m-funkci pro aproximaci integralu implicitni funkce metodou Monte
Carlo.
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function [S] = impmontecarlo(funkce,a,b,n)
syms x y

X=a+(b-a)*rand(n,1);

f=subs(funkce, x,X);

for i=1:1:n
y(i)=solve(f(1));
end

prumer=vpa(mean(y),16)
S=vpa((b-a)*prumer, 16);

yy=sum(y.*y);

prum2=prumer*prumer;
E=vpa(sqrt(((b-a)/n*yy-(b-a)*prum2)/n),16)
end

Za parametr funkce vlozime funkci ve tvaru anulované rovnice. a a b jsou meze integralu a
n je po¢et nahodné vygenerovanych hodnot v rozmezi od a do b. Tato m-funkce kvili spousté
volani piikazu solve se vyhodnocuje zna¢né nejdéle ze vSech piedchozich m-funkei. Pro
méfeni Casu mizeme pouzit ptikazy tic a toc. Prvni z ptikazi spousti méfeni a druhy ptikaz
meéfeni zastavuje a vypise ubéhnuty cas.

>> syms Xy

>> ff=(0.2*%cos(5.*x)+1/3. *x.*sin(5.*x)+0.8)-y;
>> tic

impmontecarlo(ff,0,2,1000)

toc

prumer = 0.8401179751172475

E = 0.0125479978791936

ans = 1.680235950234495

Elapsed time is 42.202852 seconds.

Metoda Monte Carlo pro implicitni funkce se zda kviili délce vypoctu jako nejméné vhodna.
4.6 Porovnani metod

V posledni kapitole si porovname piesnost a piipadné ¢as potiebny pro vypocet jednotlivych
numerickych metod/m-funkci v zavislosti na poctu podintervald.

4.6.1 Oscilacni funkce
Jako funkci s oscilaénim charakterem mitizeme pouzit opét funkci

f(x) =0,2cos(5x) + gx sin(5x) + 0,8, kterou budeme integrovat na intervalu { 0,3 ).

Funkeci si na daném intervalu zobrazime a zaroven spocitame urcity integral jako rozdil
dvou funk¢nich hodnot primitivni funkce.

>> f=@(x) (0.2*cos(5.*x)+1/3.*x.*sin(5.*x)+0.8);
>> fplot(f,[6,3])

>> syms x

>> vpa(int(f,x,0,3),16)

ans = 2.586619600713477

45




Tedy [’ 0,2 cos(5x) + ~xsin(5x) + 0,8 dx = 2,5866196.

Nasledujici tabulky ukazuji vysledky aproximace integralt jednotlivych numerickych metod
aplikované na piiklad f; (0,2 cos(5x) + 3 x sin(5x) + 0,8) dx v zavislosti na poctu

podintervalt n. V ptipadé metody Monte Carlo se jako n mysli pocet pseudonahodné
vygenerovanych hodnot. Pro ptikaz quad jsou vysledky zavislé na hodnoté tol — tolerance
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Obrazek 11 — Oscila¢ni funkce

absolutni chyby integrace na jednotlivych podintervalech.

Tabulka 1 — Vysledky pro oscila¢ni funkci

odchylka |odchylka odchylka

n=10 n=500 n=2000 (n=10) (n=500) (n=2000)
obdelnik. 2,603476 | 2,586626 2,58662 0,0169 6,40E-06 4,0E-07
lichobéz. 2,553758 | 2,586607 | 2,5866188 -0,0329 -1,26E-05 -8,0E-07
simpson. 2,592166 | 2,586619 | 2,5866196 0,0055 -6,00E-07 0,0E+00
monte carlo |3,442048 | 2,550638 | 2,5655549 0,8554 -3,60E-02 -2,1E-02
trapz 2,553758 | 2,586607 | 2,5866188 -0,0329 -1,26E-05 -8,0E-07

Tabulka 2 — Vysledky quad pro oscila¢ni funkci

odchylka odchylka odchylka

tol=0,01 |tol=10"-6 |tol=10"-9 |(tol=0,01) (tol=10"-6) | (tol=10"-9)
quad 2,586024| 2,586619| 2,586619| -0,000595 4,18E-09 3,03E-11

Odchylka je rozdil mezi aproximaci integralu a skute¢nou hodnotou integralu.
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4.6.2 Kvadratické funkce
Otestujeme naSe m-funkce na funkci s odlisnym pribéhem. Funkci f(x) = %xz - g x+ z

budeme integrovat na intervalu { 1,5 ). Funkci si na tomto intervalu zobrazime a vypocitame
urcity integral jako rozdil funkénich hodnot primitivnich funkei.

>> f2= @(x) (3/2)*x.”2 - (4/3)*x + (5/4);
>> fplot(f2,[1,5])

>> vpa(int(f2,x,1,5))

ans = 51.0

Tedy [/(Zx? = x +2)dx = 51.
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Obrazek 12 — Kvadraticka funkce

Nasledujici tabulky ukazuji vysledky aproximace integralti jednotlivych numerickych metod
aplikované na piiklad | 15( %xz —S x+ Z)dx Vv zavislosti na poctu podintervalll n.

V ptipadé metody Monte Carlo se jako n mysli pocet pseudonahodné vygenerovanych
hodnot. Pro piikaz quad jsou vysledky zavislé na hodnoté tol — tolerance absolutni chyby
integrace na jednotlivych podintervalech.

Tabulka 3 — Vysledky pro kvadratickou funkci

odchylka |odchylka |odchylka

n=10 n=500 n=2000 (n=10) (n=500) (n=2000)
obdelnik. 50,92 (50,99997 | 50,999998 -0,08| -3,00E-05 -2,00E-06
lichobéz. 51,16 |51,00006 | 51,000004 0,16| 6,00E-05 4,00E-06
simpson. 51 51 51 0,00| 0,00E+00 -7,03E-13
monte carlo 70 |49,58834 51,25484 19,00| -1,41E+00 2,55E-01
trapz 51,16 |51,00006 | 51,000004 0,16| 6,00E-05 4,00E-06
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Tabulka 4 — Vysledky quad pro kvadratickou funkci

odchylka
(tol=10"-9)

odchylka
(tol=10"-6)

odchylka
tol=10"-9 | (tol=0,01)
51 0

tol=10"-6
51

tol=0,01
51

quad

4.6.3 Implicitni funkce
Nakonec porovname mezi sebou m-funkce urcené k feseni urcitého integralu pro implicitni

funkce. Integrovat budeme implicitni funkci x + 10 cos? x —y — e¥ = 0 na intervalu
(0,10 ).

>> f3=@(x,y)x+10*cos(x)."2-y-exp(y)
>> fimplicit(f3,[0 10 o 3])

>> grid on
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Obrazek 13 — Implicitni funkce

U této funkce nemtiizeme integral spocitat ptikazem int, protoze ji nelze prevést do
explicitniho tvaru. MiZzeme ale méfit ubéhnuty ¢as pro vypocet dané metody. Doba pro

numerickou integraci implicitnich funkci je obecné zna¢né€ delsi neZ u explicitnich funkei a
1isi se zna¢né i podle zvolené metody.

Tabulka 5 — Vysledky pro implicitni funkci

cas cas
n=10 n=500 n=2000 (n=10) ¢as (n=500) | (n=2000)
obdelnik. 19,38082 19,457401 19,457392 0,22 10,5 44
lichobéz. 19,50665 19,457369 19,457389 0,41 20 82
simpson. 19,59529 19,457391 19,457391 0,34 15,3 61
monte carlo 20,88619 19,013493 19,781609 0,28 22 582
trapz 19,50665 19,457369 19,457389 0,24 26,5 630

Cas je vyjadfen v sekundach.
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Zaveér

Hlavnim cilem této bakalarské prace bylo vytvotit m-funkce pro nékolik numerickych metod
vypoc¢ti urcitych integral. Tomu ptedchdzelo jejich nastudovéni, sepsani definic a
vytvorfeni ilustrativnich piikladd. K numerickym metoddm byly déale pfidany vypocty
odhadu absolutnich chyb. Kromé integrace explicitnich funkci byla feSena integrace zvolené
implicitni funkce.

V zavéru prace byly mezi sebou jednotlivé numerické metody porovnany na tfech
matematickych funkcich. V ptipadé prvnich dvou $lo o explicitn¢ zadané funkce, pro které
bylo mozno spocitat urcity integral jako rozdil dvou funkénich hodnot primitivni funkce.
Vysledky aproximace urcitého integralu jednotlivych metod byly zavislé na hodnoté n, ktera
znaci podle zvolené metody pocet podintervall, po¢et nahodné zvolenych funkénich hodnot
nebo toleranci absolutnich chyb na podintervalech. Z vysledki se jako nejpiesnéjsi ukazalo
Simpsonovo 1/3 pravidlo, a to pro obé funkce (kvadratickou a s oscila¢nim prub&hem).
Nejhaf pro stejné n dopadla metoda Monte Carlo, ktera pro dostate¢né presnou aproximaci
integralu potfebuje hodnotu n aspon v fadech milionti. Lépe pak dopadla lichobéznikova
metoda se stejnymi vysledky jako matlabovsky piikaz trapz. Jejich vyhodou je ale aplikace
na funkce, u kterych zname omezeny pocet funkénich hodnot. Druha nejptesnéjsi pak vysla
obdélnikova metoda ve formé& midpoint rule. Cas potiebny pro vypodet se u viech metod
pohyboval kolem 0,008-0,01 sekund, a to nezavisle na hodnoté n. Pro tfeti funkci, ktera byla
zadana implicitné se hodnota integralu nedala zjistit pomoci rozdilu funk¢énich hodnot
primitivni funkce. Neni ale divod piedpokladat, ze by piesnost metod méla byt jina nez pii
explicitnich funkcich. Vyrazné se ale lisil ¢as potiebny pro vypocet v zavislosti na zvolené
metodé¢ a hodnoté n. Je to z diivodu pouZiti piikazu solve, ktery pocitd hodnotu neznamé
z rovnice. Jako nejrychlejsi se ukazala obdélnikova metoda. Pti vysoké hodnoté n vypocty
metodou Monte Carlo a piikazem trapz trvaly ptili§ dlouho. Pii mensich hodnotach n se
jako nejpomalejsi ukazala metoda trapz a Monte Carlo. Metoda s ptikazem quad nebyla pii
této funkci zahrnuta, protoze se neda pouzit pro implicitni funkce.
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