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ANOTACE

Mnoho her a hlavolamt je zalozeno ne nékterych typech uloh z teorie grafi. Jako ptiklad
muzeme uvést napft. kresleni jednim tahem (Eulertv graf), pfesun vrchola tak, aby se hrany
spojujici vrcholy nekiizili (rovinné grafy), prohledavani bludisté nebo barveni politickych map
(problém 4 barev). Teorii grafii zde 1ze vyuzit bud’ pti tvorbé ulohy ¢i kontrole feseni. Cilem
této prace bude vybér vhodnych her a hlavolamii, kde lze teorii grafi vyuzit. Cilem praktické
¢asti bude implementace teoretické casti atvorba herni aplikace zaloZzené na grafovych

algoritmech.

KLICOVA SLOVA

Teorie grafil, graf, vrchol, hrana, Euleriv tah, Hamiltonovska kruznice, Rovinny graf, Barveni

grafu

TITLE

The use of graph algorithms in game applications and puzzles

ANNOTATION

Many games and puzzles are based on some types of graph theory problems. Examples include
drawing in one stroke (Euler graph), moving vertices so that the edges connecting the vertices
do not cross (planar graphs), searching a maze, or coloring political maps (the 4-color problem).
Graph theory can be used here to either create the problem or check the solution. The aim of
this paper will be to select appropriate games and puzzles where graph theory can be used. The
practical part will aim at implementing the theoretical part and creating a game application

based on graph algorithms.

KEYWORDS

Graph theory, graph, vertex, edge, Euler move, Hamiltonian circle, Plane graph, Graph coloring



OBSAH

SeZNAM ODTAZKU ...uueereriensuinrenssensanssensissanssensesssnssesssnssssssssssssssssssssssssasssssssssssssssssssssassssssssssasss 10
SeZNAM ZKIALEK cuueeereiireiiieiininiiinsneninecssensssesssessssecssnssssesssnssssssssassssesssssssasssssssssasssssssassssasssns 13
UVOQ cenennninnnennnsennssensssesssseassssssssssssessssessssssssssssssssssessssessssessssssssssssssssssessssessssessssssssssssssssssassasess 14
1 UVO A0 tEOTIE Srafllcuuvueeeeereeereeeeeseesesessessessessessessesssssssssssssessessssessssessessessessessessssessesses 15
1.1 L€ 3 ) U U SRS 15
1.2 HISTOTIC ..ttt ettt ettt saeeeneeas 16
1.2.1 VZniK te0r1€ Zrafil ....eeeciiieiiieeciiie ettt 16
1.2.2 L] 10 1 TSRS 16
1.2.3 Pocatek 20. StOIET .. ..eoueeriieiieiiieiee e 17
1.2.4 Druha polovina 20. StOleti........cc.eevieiciiiriieiieie e 17

1.3 Zakladni pojmy Teorie grafill........cccoeveeiiiiiiiiiieie e 17
1.3.1 Definice: Sled, cesta, tah, draha, KruZnice.............ccocoeeieiiieiieiiiiiecceciieeceas 17
1.3.2 POAEraf..... .o et 18
133 ISOMOTTISINUS ..ottt 19

1.3.4 OrieNtOVANY GIaf......oooiiiiiieiieiie ettt et eae et e saaeeseeenaeens 20
1.3.5 Neorientovany raf........coeeveriiriiiinieeeese et 20
1.3.6 StUPen VIChOIU ..o 21
1.3.7 Kompletni graf.......c.coooiiieiieee e 22

1.3.8 SOUVISIY GIaf ... e 22
1.3.9 IMUIEIGIAT ... ettt 24
1.3.10 ROVINNY Graf ......ooiiiiiiiii e 24

2 Vybrané hry a VyuZité algoritmy ..........cecceenveesecseensensecssessecssecssccsesssecssessasssesssessassane 26
2.1 Jednotazky — eulerovskeé grafy.........ccooviiiiiiiiiiiii 26
2.1.1 Problém sedmi mostti mésta Kralovce — historicky problém....................... 27
2.1.2 EUlerovsKy tah ..ccc.veeeeiiieceeee e 28
2.1.3 Fleuryho algoritmus .........c.coviieiieiieiiieie et 29
2.1.4 Ukéazka Fleuryho algoritmu ..........cceecieriieiienieeiieeie et 29
2.1.5 Aplikace Eulerova tahu..........cccveeiiiiiiiiecieceeeeeee e 33

2.2 HamiltonoVA KIUZNICE.......ccuviiiieiiiieceeee e et 34

2.2.1 Hamiltonovsky graf .........ccooooiiiiiiiiiiiecee e 34



222 Postacujici podminky existence hamiltonovské kruznice ...........c.cccoeenneeee. 34
223 Nutné podminky existence hamiltonovské kruznice ............ccoceveeieniennene 35
2.2.4 Algoritmus pro hledani hamiltonovské kruznice............cccceevevieeecrieenneeenne. 36
2.2.5 Ptiklad backtracking algoritmu............cccovuvieviieeiiieeieeeeeee e 36
2.2.6 [COSIAN GAIME ...ttt ettt et e et eeeaeebeesabeensaeenaeens 38
2.2.7 ODbChOdNT CESTUJICT ..vveuvieeiiieiieciieiieee e et ens 39
2.2.8 Jezdcova ProChazKa .........c.cooeviieiiiiie e 39
23 RovInné zobrazeni grafil........cocceeviiiiiiiiiiiieiiiee e 40
2.4 Barveni rovinného grafu — problém Ctyf barev..........cccoeevvveeviieeciieeiiecie e, 42
24.1 Problém v teorii Grafli.........ccooiiiiiiiiiiie e 43
242 Historie problému CtyT DareV ..........ccceeviiiiiiiiiiiieeceeeee e 43
243 Barveni @rafU .......cccoeeiiiiii e 44
24.4 Algoritmus pro barveni grafil ........ccoccveevieriieniieiieeieeeese e 45
245 Ukazka sekvencniho barveni ..........ccoceeviieiiieniiiiieiicceee e 46
24.6 Dalsi aplikace barveni graful ...........cccoeiiiiiiiiiiiiii e 50
2.5 Algoritmy k otestovani souvislosti graful.........ccceeveeviierieiiiieniieeiecieeeeee e 51
2.5.1 Prichod grafu do hloubKY.........ccooviiiiiiiiiiiiiiiceccee e 51
2.5.2 Ptiklad priichodu do hloubky.........c.ccooiiieiiiiiiieeeeeee e 52
253 Prichod grafu do SITKY .....ccocerieriiiiriiiceee e 54
254 Piiklad prichodu do SIEKY......ccoveeviiiiniiiiee 54

3 Popis herni apliKACe......cueieeeiieiisiintiitiictiitinninecctesnississesssessssssssnssssssssssssssssssses 57
3.1 Prerekvizity pro spusténi aplikace ..........coceevverieriiniiniinienieiiereeeccece e 57
3.2 POPIS @PIKACE ....eeeeiiieiie e e e 57
33 Eulerovsky tah c....oouiiiiie s 58
3.4 HamiltonoVKA KIUZNICE ......ccueiiiieiieiieeie et 60
3.5 Hledani rovinného zobrazeni ..............ooeeiiiiiiiiiiniiniiceeeeeeeee s 61
3.6 Barveni @rafll ........coouooiiiiiiii e 62
4  Technickd dOKUMENTACE......ccovueereerreensensseensnnssnessensssecsanssssesssnssssesssnssssesssnssssessassssasnns 64
4.1 POUZité tEChNOLOZIC........eeeuiieiiieiie et 64
4.1.1 JAVA (oo 64
4.1.2 JAVAFX ettt 64



4.1.3 Gluon Scene BUllder.......ooovviiiiiiii 64

4.14 NetBeans IDE 8.2 ..ot 64

4.2 ROZVIZENT @PIIKACE......eeiieiiieciiieciee ettt e e e ebee e eaee e 64
4.3 Popis vybranych Casti KOAU ........cceeeviiiiiiiieieceeee e 66
4.3.1 Generovani ndhodného grafu............ccoooveveiiiiiiniiiiiice e 66
432 Prohlidka do STTKY ...cccvvieeiiieeiie e 66
433 Hledani Eulerova tahul ..........cccooeeiiiiiiiieiie et 67
434 Hledani hamiltonovskeé KIruzZnice ..........ccceevvierieeiiieniieiiecie e 67
4.3.5 Barveni @rafUi ........oooioiiiiiiiiic s 68
ZLAVET .auueenneineicnensnicssnsssisssssssissssssssssssssssssssssssssssssssssssosssssssssssssssssssssssssssssssssssssssessssssssessasssns 69

POUZITA JHEETATUIA ceverererererererereresesesesesssssesesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssens 70




SEZNAM OBRAZKU

Obrazek 1: Graf G a jeho indukovany podgraf H..........cccoieiiiiiiiiieieeeeeeeee e 18
Obrazek 2: Graf G a jeho obecny podgraf H.........cccooviiiiiiiiiiiieeceeeee e 19
Obrazek 3: Grafy G a H (inspirovano zdrojem [8])........ccccveriereiierieeiiienieeiieeieeieesve e 19
Obrazek 4: OrieNtOVANY GIaf ......cc.iiiiiiiiieiie ettt e e et e e s rae e s baeesraeesaseeessseeennes 20
Obrazek 5: Neorientovany Graf..........cccocciiiiiieiiiieccieeertee et ee e ae e s e e e sraeeeaeeeseseeenens 21
Obrazek 6: Graf se stupni vrcholll 3, 3,2, 3,4, 1 ..ot 21
Obrazek 7: Uplny graf obsahujic i VICHOLY ........c.ovovvveieieeeeeeeeeeeeeee e 22
Obréazek 8: Uplny graf obsahujic StyF VIChOLY .........o.ovoveeeeeeeeeeeeeee oo 22
Obrézek 9: Souvisly graf (inspirovano zdrojem [3]) .....ceecveerieriienieiieerie e 23
Obrazek 10: Nesouvisly graf (inspirovano zdrojem [3]) .....ccceeevierieeiiieriieiiienieeiieeie e 23
Obrazek 11: Multigraf a prosty @raf ..........ccoeciieiiiiiiiiiiiceceee e 24
Obrazek 12: ROVINNY Grafi.......coiiiiiiiiiiiiieee ettt 25
Obrazek 13: NerovINNY Graf........cccooiiiiiiiiiiiei ettt 25
Obrazek 14: Rozlozeni mésta Kralovec [14].....coviiiiiiiiiiieeeeeceeeeeee e 27
Obrazek 15: Graf sedmi mostlh meésta Kralovee .......co.eevieviiiiiiiiiieniiiienieccceeeeeeee 28
Obrazek 16: Graf pro ukazku Fleuryho algoritmu.........cccocveviriiiniininiiniiniciceceeeeeeeen 30
Obrézek 17: Urceni stupn€ VIChOIT .........ooiuiiiiiiiiiiceeee e 30
Obrazek 18: Zvoleni poCate¢niho VIChOIU.........cccuiiiiiiiiiiieeee e 31
Obrazek 19: Vybrani RTany.........cccveeioiiiiiiieiiiie ettt stee e e e e s 31
Obrézek 20: Vybirdni hran, CO N€JSOU MOSLY ...eevuieriiiriiiiiieiieeieeriie ettt siee et see s e ens 32
Obrézek 21: Dve komponenty SOUVISIOST ....cc.uieruieriiiiiiiiieie et 32
Obrézek 22: Mozné feSeni Eulerova tahu...........ccoooiiiiiiiiiiiiiiiecee e 33
Obrazek 23: Petersentiv graf (inspirovano zdrojem [18]) ....ccceeevverieeiieniieiiiiecieeieeeieeeeeis 35
Obrazek 24: Graf G pro ukéazku backtracking algoritmu ............ccoeeeveeeiiieniiiinieeeeeeee 36
Obrazek 25: Ukéazka backtracking algoritmu €. 1.....c.cooceriiniiiiiniiniiiinieceectceeeeeeeen 37
Obrézek 26: Ukazka backtracking algoritmu €. 2........ccoeevviiiiiiiiieniiiiieiecicee e 37
Obrazek 27: Hamiltonovska kruznice v @rafu G .......c.ocovieeiiieiiiiicieeceeeeeee e 38
Obrazek 28: The Icosian Game[20]......c..eiiiieiiiiieeiiiee e e et e 38
Obrézek 29: Hamiltonovské kruznice ve dvandctisténu (inspirovano zdrojem [18]) .............. 39
Obrézek 30: Priklad uzaviené jezdcovi prochazky [21].....ccccvveoiieiiieiiieniieiieeieeeeee e 40
Obrazek 31: Nerovinné grafy Ks a K33 (inspirovano zdrojem [19]) c...cocvveveveeniieencieeeieeeee, 41
Obrézek 32: Graf G a jeho rozdé€leni vzniklé pllenim hran............ccccooiiiiiniiiniin, 42



Obrazek 33: Priklady homeomorfnich grafii Ks a K33 (inspirovano zdrojem [19])................. 42

Obrazek 34: Politickd mapa EVIOPY [3] .oeoovieeiieieeiieiiecee ettt 43
Obrazek 35: Priklad vrcholového barveni grafu..........ccccvveeiiieiiiiiiiiieeeeeeeee e 44
Obrazek 36: Mapa stfedni EVIOPY[3] ..vieoovieiiiieeiiieeciee et 46
Obréazek 37: POPSANT STAI[3] ..c.veeeuieeiiieiieetieeie ettt ettt sve et eebeesaaeenseennee e 46
Obrazek 38: Prevedeni mapy do Srafil .........oocvieiiiiiiiiniiiice e 47
Obrazek 39: Urceni Stupne VIChOIT ........ccveiiiiiiiiieeiie e 47
Obrézek 40: Obarveni vichoIu N ........ooiiiiii et 48
Obrazek 41: Obarveni vicholu Ro........coooiiiiiiiiee e 48
Obrazek 42: Obarveni VIChOIU C .........co.ovuveieieeeeeeeeeeeee e 49
Obrazek 43: Vysledné obarveni graful .......c...ooeeviiiiiiiiiiniiiceeeee e 49
Obrézek 44: Obarvena mapa (zdroj plivodniho obrazku: [3]).....cccceeiiieniiiiiiniieeeeieee 50
Obrazek 45: Priklad prochazeni grafu do hloubky (inspirovano zdrojem [25]).....ccccceeeveenennn 52
Obrazek 46: Prvni krok prohlidky do hloubky ...........ccceeviiiiiiiiiiiiieiiceeeeceesee e 52
Obrazek 47: Druhy krok prichodu do hloubky ........c.cccoviiniiiiniiniiiceee, 53
Obrazek 48: Tieti krok prohlidky do hloubky ..........coceeviriiiiiiiiiiiccee, 53
Obrazek 49: Ctvrty krok prohlidky do hIOUDKY........c.co.oviviveeeeieeeeeeeeee oo 53
Obrazek 50: Prvni krok prohlidky do SITKY ......cooieeiieniieiieiececcceeee e 55
Obrézek 51: Druhy krok prohlidky do SIFKY ......cccceviiiiiiiiiiiie e 55
Obrézek 52: Tieti krok prichodu do STy ........cooieiiiiiiii e 56
Obrazek 53: Hlavni menu apliKace.........ccviiiiiieiiiiieiiie ettt 57
Obrazek 54: OKkno Eulertiv tah .......cccoooiiiiiiiiieieeeeee e e 58
Obrazek 55:SpojovaAnT BOAU........cocuiiiiiiiiiiiiiie s 59
ODbrazek 56: SPravine TESENT .....cc.eiuiriiiiiiieiiereeee ettt 59
ODBrazek 57: SPAtNG FESENT .........o.ovveeeieeeeeeeeeee e 60
Obrazek 58: Okno hamiltonovskd KruZnice...........cocooviiiiiiiiiiiiiiiiiiiicceeeeeeeeee 60
Obrazek 59: OKno rovnani @rafUl...........cccvviiiiiiiiiiciiie e 61
Obrézek 60: Okno feSeni rovnaAnt Grafll..........ccevieriiiiiiiiiiieiie e 62
Obréazek 61: Okno barveni Graful ..........ccoovuiiiiiiiieiiiee et 62
(003721 /5 QO 271 1 1¢] o USRS 65
Obrazek 63: Generovani nahodného grafu kOd .........c.cooocviieiiiiiiiiiiiee e 66
Obrézek 64: Prohlidka grafu do Sitky KOd........cooiiiiiiiiii e 66
Obrazek 65: Hledani Eulerova tahu KOd...........coooiiiiiiiiiniiiicceeee e 67

Obrazek 66: Hledani hamiltonovskeé KruZnice KO ......ouuumneeeeeeeeeeeeeeee e 67



Obrazek 67: Barveni grafu kod



SEZNAM ZKRATEK

BFS Breadth First Serach

DFS Depth First Search

JRE Java Runtime Enviroment
GPS Global Positioning System
FF First Fit

LDO Large Degree Ordering



UvVOD

Teorie graf je dulezitou disciplinou matematiky, ktera ma velmi mnoho uziti nejen
v informatice, ale i v pfirodnich a socialnich védach a mnoha dalSich situacich v redlném svéte.

Dalsim z vyuziti teorie grafl je aplikace grafovych algoritmt v riznych hrach a hlavolamech.

Hlavnim cilem této prace je prozkoumat, jaké algoritmy z teorie grafii 1ze pti vytvateni riznych
her a hlavolami pouzit a jakym zpiisobem je mizeme v tvorb¢ her a hlavolamii vyuzit. DalSim
cilem této prace je tyto algoritmy vyuzit k implementaci jednoduché herni aplikace, ktera bude

pro hrace jak zabavou, tak i vyzvou.

Tato prace je zamé&fend na Ctyfi hlavni problémy teorie grafli, Eulerovsky tah, Hamiltonovska

kruznice, hledani rovinného zobrazeni grafu a barveni rovinného grafu.

Hlavnim divodem psani této prace bylo vytvofit herni aplikaci, kterd vyuziva tyto Ctyfi
algoritmy k vytvofeni Ctyf riznych her. Jelikoz je teorie grafii vyuzivana ve spousta ptipadech
v redlném svéte, je herni aplikace dobrym zplisobem, jak obeznamit vetejnost s aspon néjakym
zakladem teorie grafli touto zdbavnou formou. Herni aplikace je psana v jazyce Java. Prvni
implementovanou hrou je hledani Eulerovského tahu ve vygenerovaném grafu, kde hrac
postupné prochdzi hrany grafu, dokud nesestroji Eulerovsky tah. Druhou implementovanou
hrou je hledani Hamiltonovské kruznice ve vygenerovaném grafu, kterd funguje na stejném
principu jako Eulertiv tah. Tfeti implementovanou hrou je hledani rovinného zobrazeni grafu,
kdy hra¢ musi narovnat graf tak, aby se hrany grafu nekfizily. Posledni hrou je barveni
rovinného grafu Ctyfmi barvami, kdy musi hra¢ barvit graf do té doby, nez je obarven tak, aby

dva sousedni vrcholy nemély stejnou barvu.

Herni aplikace umozZiiuje hrat vSechny tyto ¢tyfi hry ve tfech riiznych obtiZznostech, tak aby si
hra¢ mohl zvolit obtiznost podle jeho potieby. Déle umoznuje herni aplikace zobrazit feSeni

dané hry, aby si hrag, ktery si nevi rady mohl nechat poradit a také se zaroven néco pfiucil.

V teoretické Casti je nejprve kratce popsana historie teorie grafti a nasledné vysvétleny nékteré
zakladni pojmy teorie grafii. Déle jsou v teoretické ¢asti popsany vSechny pouzité algoritmy.
Kazdy ztéchto algoritml je ndzorné predveden na jednoduchém piikladu. Ke kazdému

z pouzitych algoritmi je uvedeno nékolik ptikladi, jak se d4 dany algoritmus vyuzit v praxi.
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1 UVOD DO TEORIE GRAFU

Teorie grafii se svymi mnohymi uzitimi v piirodnich i sociadlnich védach a v teoretické
informatice obzvlaste, je duilezitou soucasti uc¢ebnich osnov matematiky vsech skol a univerzit

po celém svéte. [1]

Mnoho struktur v€etné situaci z readlného svéta mize byt presvédCive reprezentovano na papiie
prostiednictvim diagramu, ktery se sklada z mnoziny bodi (obvykle zna¢ené malymi kruhy
nebo teckami) spole¢né s Carami spojujici nekteré, nebo vSechny dvojice téchto bodda.
Naptiklad body v diagramu mohou reprezentovat rizna mésta v n¢jakém staté, a Cara, kterd
spojuje dva body, ale neprochazi ptes tfeti bod, indikuje naptiklad, Zze mezi mésty,
reprezentovanymi témito dvéma body, existuje pifimy letovy spoj. V nékterych piipadech se
muze stat, ze existuje primy letovy spoj z mesta A do mésta B, ale neexistuje pfimy letovy spoj
zmésta B do mésta A. V téchto situacich se pouziva Sipka na jednom konci spojnice, ktera
znadi, Ze je tato spojnice orientovand. Matematickd abstrakce takovychto struktur obsahujici

body a spojnice téchto bodil nds vede ke konceptu grafii a diagrami. [1]

1.1 Graf

V diskrétni matematice je pojem grafu klicovym pojmem. Graf je algebraicka struktura, ktera
umoziuje piehledné popisovat objekty a jejich vztahy. Graf si miZeme piedstavit jako n€kolik
bodt (vrcholl) spojenych ¢arami (hranami). Tento zplisob zobrazeni je intuitivni a jednoduchy,
ale pro detailni analyzu a implementaci algoritmi nestaci. Proto je nutné definovat graf jako
strukturu, kterd popisuje objekty a jejich vztahy. Pokud mezi dvéma objekty existuje vztah,
zaznamename ho jako dvojici objektl (vrcholil), zatimco pokud neexistuje, nezahrnujeme tuto
dvojici do mnoZiny hran. Tento pfistup umoziuje presn€ popsat strukturu grafu bez ohledu na

jeho zobrazeni. [2]

Definice 1.1: Graf G je usporadana dvojice (V, E), kde V je néjaka neprazdna mnozina a E je
mnozina dvoubodovych podmnozZin mnoziny V. Prvky mnoziny V se jmenuji vrcholy grafu G

a prvky mnoziny E hrany grafu G. [3]
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1.2 Historie

1.2.1 Vznik teorie grafi

Mezi matematickymi disciplinami je teorie grafli jedna z téch relativné mladsich v porovnéni
s jinymi disciplinami, jako jsou aritmetika nebo geometrie, jejichz pocatky sahaji daleko pred
zaCatkem letopocCtu. Teorie grafii zacala byt systematicky studovana az v 18. stoleti, kdy
Svycarsky a prusky matematik Leonhard Euler objasnil tzv. ,,Problém sedmi mosti mésta
Kralovce®, ktery spocivalo v urceni, zda je mozné projit vSechny sedm mostii mésta Kralovce
pravé jednou. Euler dokazal, ze v tomto specifickém ptipadé to nelze, avSak problém zobecnil
na jakékoliv pocty mostil, ¢i mist, na které mosty vedou a ukdazal, Ze projit kazdy most prave
jednou, lze jen v ptipadé, Ze ze vSech mist vychazi sudy pocet mosti, anebo praveé ze dvou mist
vychazi lichy pocet mostt. Euler vyuzil novou disciplinu, kterou nazval "geometrii pozic", ale
kterou bychom dnes oznacili jako teorii grafi. Euler je proto povazovan za zakladatele teorie
grafii arok 1736 je povazovan za rok vzniku této discipliny. Nicméné dal§i vyznamna prace

v oblasti teorie grafl byla provedena az vice nez sto let poté. [2]

1.2.2 19. stoleti

Trvalo vice nez sto let od toho, co Euler pracoval na problému sedmi mostii mésta Kralovce,
neZ byla v teorii grafii vykondna dal§i vyznamna prace. Kolem roku 1850 se zacaly v teorii
grafli objevovat nové problémy v neekanych oblastech véetné chemie. Pomalu rostouci vyskyt
grafii v matematice podpotil dal$i studium grafti. V roce 1878 byl britskym matematikem
Josephem Sylvesterem zaveden termin ,,graf*. Poprvé ho zminil v ¢asopise Nature, ktery se

zabyval souvislostmi mezi matematikou a chemii. [4]

V roce 1847 némecky fyzik G.R. Kirchhoff ptiSel s teorii koster grafii. Nejprve nasel kostru
v grafu, ktery reprezentoval elektrickou sit’, a nasledné ptidaval rizné hrany tak, aby uzavieli
rizné obvody a pro kazdy tento obvod sestavil linearni rovnici. Diky tomu zformuloval zakony,
které se pouZzivaji pro vypocet napéti a proudu v jednotlivych vétvich elektrického obvodu.
O 10 let pozdéji britsky matematik Arthur Cayley vyuzil teorie grafii k pocitani organickych
izomer CnH2n+2. Za vrcholy oznacil jednotlivé atomy a za hrany oznacil chemickou vazbu

mezi atomy a nasledn¢ ukazal, ze molekuly alkant jsou stromy. [S][19][8]
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1.2.3 Pocatek 20. stoleti

Velka ¢ast zékladl moderni teorie grafii byla vytvofena na pocatku 20. stoleti. Grafy jiz prestaly
byt povazovany za kuriozitu na okraji matematiky, ale staly se oborem matematiky. Toto
vyplyva z faktu, ze se zacaly objevovat knihy na téma teorie grafii. Prvni oficialni kniha byla
vyddna vroce 1936 madarskym matematikem Dénesem Konigem. Byla publikovana

v némciné pod ndzvem ,,Theorie der endlichen und unendlichen Graphen.* [4]

1.2.4 Druha polovina 20. stoleti

S vyvojem pocitaci v poloviné dvacatého stoleti, se vyrazné€ posunula i teorie grafii. Studovani
grafii se nejen stalo jednodussim, ale grafy jako takové nasly mnoho novych uplatnéni ve
vypocetni technice av pocitacovych sitich. Na konci padesatych let se v oblasti grafii
uskute¢nili vyznamné prace. Mad’ar§ti matematici Paul Erdos and Alfréd Rényi zacali tak
zvany pravdépodobnostni pfistup k teorii grafii. Na zaklad¢ toho vznikl novy obor, ktery je

znam jako teorie ndhodnych graft. [5]

1.3 Zakladni pojmy Teorie grafii

1.3.1 Definice: Sled, cesta, tah, draha, kruznice
Sled je posloupnost vrcholi ahran {vo, e, vi, e, Vv . . . en W} Ve
kterém kazda hrana e; vede z vrcholu vi-; do vrcholu vi (ei = [vi-1, vi]). [7]

Sled, ve kterém se neopakuji hrany se nazyva tah. Tah, ve kterém se neopakuji vrcholy se nazyva

cesta. [9]

Uzavrend neorientovand cesta se nazyva kruZnice. Orientovany i neorientovany sled, ve kterém

se neopakuji vrcholy se nazyva tah. [7]

Orientovany sled, ve kterém se neopakuji hrany se nazyva draha. Draha, ktera zacind i konci

ve stejném vrcholu se nazyva cyklus. [7]
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1.3.2 Podgraf

Pti teSeni rliznych problémi casto uvazujeme piipady, kdy z daného grafu vynechanim
n¢jakych vrcholl (a hran se kterymi jsou incidentni), nebo néjakych hran, ptfipadné obojiho,

dostaneme jeho ¢ast. Dostavame se tak k terminu ,,podgraf™. [2]

Definice 1.2: Graf A nazveme podgrafem grafu G, jestlize V (A) < V (6G) a
£(H) € £(G). Piseme H < 6. [2]

Pfi odebirani vrcholu je nutné odebrat také vSechny hrany, které vedou do anebo z tohoto
vrcholu. Pokud byly odebrany jen tyto hrany, jde o tak zvany indukovany podgraf. Pokud byly
odebrany i jiné hrany, jde obecné o podgraf. [8]

Definice 1.3: Podgraf [/ grafu & nazveme indukovanym podgrafem grafu G,
jestlize £{(/) obsahuje vSechny hrany grafu G, které jsou incidentni s vrcholy z V (/).

(Vynechame pouze hrany, které byli incidentni s vynechanymi vrcholy.) [2]

Obrazek 1: Graf G a jeho indukovany podgraf H
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Obrazek 2: Graf G a jeho obecny podgraf H

1.3.3 Isomorfismus

Modelovani redlnych situaci pomoci grafii je vyhodné, protoze se zaméfujeme na zékladni
vlastnosti struktury a abstrahuje od konkrétniho provedeni. Nicméné¢ stejnou situaci lze popsat
riznymi grafy, naptiklad pfi jiném pojmenovani vrcholll nebo jiném zakresleni grafu. Abychom
mohli rozeznat, zda dva grafy maji stejnou strukturu, ale 1i§i se pouze oznacenim nebo

nakreslenim, pouzivame pojem isomorfismus. [2]

Definice 1.4: Isomorfismus  grafii G al e bijektivni  zobrazeni
/o V (6) — V (H), pro které plati, ze kazdé dva vrcholy w, v vgrafu &
Jsou sousedni prave tehdy, kdyz jsou sousedni jejich obrazy f (u), [ (v) v grafu A. [2]

Obrazek 3: Grafy G a H (inspirovano zdrojem [8])

Grafy G aH na obrazku nahore jsou izomorfni, zobrazeni [f: V (G) — V (H)

dané seznamem vrcholii a jejich obrazii zachovava sousednost. [2]
f@A)=1
f®B)=2
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fO=4
fD)=3

Vrcholy A a B stupné 2 se zobrazi na vrcholy 1 a 2 stupné 2. Vrcholy C a D stupné 1 se zobrazi
na vrcholy 4 a 3 stupné 1. [2]

1.3.4 Orientovany graf

Definice 1.5: Orientovany graf je trojice G = (V, E, &) tvorend konecnou mnozZinou prvkii V,
jejiz prvky nazyvame uzly, konecnou mnozinou E, jejiz prvky nazyvame orientovanymi hranami
a zobrazenim & : E — V7, které nazyvame vztahem incidence, a které prirazuje kazdé hrané e

€ E usporadanou dvojici uzlu. [6]

Orientované grafy maji pfedev§im vyuZiti pro popis vztahi, které jsou asymetrické v jejich
podstaté. Tyto vztahy mohou zahrnovat naptiklad nadfazenost jednoho prvku vici druhému,
navaznost jedné ¢innosti na druhou, podskupinu jedné skupiny v ramci druhé skupiny, vitézstvi

jednoho tymu nad druhym a podobné. [7]

k.
Fll\-._pr’)l 2

Obrazek 4: Orientovany graf

1.3.5 Neorientovany graf

Definice 1.6: Neorientovany graf je trojice G = (V, E, ¢ tvorena konecnou mnozinou V, jejiz
prvky nazyvame uzly, konecnou mnoZinou E, jejiz prvky nazyvame neorientovanymi hranami
a zobrazenim ¢ (vztah incidence), které prirazuje kazdé hrane e jedno nebo dvouprvkovou
mnoZinu uzli. [6]

Neorientované grafy jsou nejvhodnéjsi pro popis symetrickych vztahi, naptiklad sousedstvi
mezi dvéma mésty. AvSak v nékterych situacich neni zcela jasné, zda se jedna o symetricky

nebo asymetricky vztah, jako naptiklad v pfipadé pfimé cesty mezi dvéma misty. V takovém
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ptipad¢ je obvykle vhodné pouzit neorientovany graf. Pokud vsSak na této cesté existuji
jednosmérné useky, jedna se o systém, kde je alespon jedna ¢ast potiebuje popsat orientovanou

hranou, a proto je vhodné pouzit orientovany graf pro cely systém. [7]

VAN

Obrazek 5: Neorientovany graf

1.3.6 Stupein vrcholu

Definice 1.7: Stupeii vrcholu v grafu & je definovan jako pocet hran, se kterymi
je vrchol incidentni. [2]

Urceni stupné vrcholii v grafu na obrazku je velmi snadné. Staci spocitat pocet incidentnich
hran kazdého vrcholu. Stupné vrcholu je vSak mozné urcit iv pfipadé, Ze je graf zadan

mnozinami vrchol V a hran E nebo je zadan jménem. [2]

Obrazek 6: Graf se stupni vrcholl 3, 3, 2, 3, 4, 1
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1.3.7 Kompletni graf
Kompletni graf je takovy graf, ktery mé vSechny dvojice vrcholll propojené hranou. [§]

Definice 1.8: Grafna nvrcholech, kde 7 € N, ktery obsahuje vsech (721) hran se nazyva uplny

nebo také kompletni graf a znaci se A7. [2]

Obrazek 7: Uplny graf obsahujici tii vrcholy

Q O

O O

Obrazek 8: Uplny graf obsahujici étyfi vrcholy

1.3.8 Souvisly graf

Definice 1.9: Rekneme, Ze vrchol v je dosaZitelny zvrcholu wu jestlize v grafu
existuje sled z vrcholu udo vrcholu v. Graf nazveme souvisly, jestlize pro kazdé dva vrcholy u,

vje vrchol vdosazitelny z vrcholu w. V opacném pripadé je graf nesouvisly. [2]

Definice 1.10: Komponenta souvislosti je kazdy v inkluzi maximalni souvisly podgraf. Souvislé
grafy jsou praveé ty, co maji pouze jednu komponentu souvislosti. U orientovanych grafii se

navic rozlisuji silné souvislé komponenty. [27]

22



Definice 1.11: Neorientovany graf je souvisly, pokud je kazda dvojice vrcholii spojena
neorientovanou cestou. Nejvetsi mozny souvisly podgraf grafu, je komponenta souvislosti grafu.
Orientovany graf je silné souvisly, pokud mezi kazdymi dvéma vrcholy u av existuje

orientovand cesta z u do v iz v do u, pricemz obé cesty mohou vést jinudy. [7]

Definice 1.12: Artikulace je takovy vrchol, ktery kdyz vyjmeme, zvysime pocet komponent grafu

minimalné o jednu. Most je takova hrana, kterou kdyz vyjmeme, zvysime pocet komponent grafu

Obrazek 9: Souvisly graf (inspirovano zdrojem [3])

/K
W

prave o jednu. [10]

Obrazek 10: Nesouvisly graf (inspirovano zdrojem [3])



1.3.9 Multigraf

Definice 1.13: Multigraf je takovy graf, ktery obsahuje mezi nekterou dvojici vrcholii vice
hran v jednom sméru. To znamena, Ze graf muzZe obsahovat rovnobézné hrany nebo smycky
(hrana ktera spojuje jeden stejny vrchol). Graf, ktery neobsahuje zadné smycky ani nasobné

hrany se nazyva jednoduchy graf. Graf, ktery neobsahuje Zadné nasobné hrany se nazyva

prosty graf. [6]

O ® O C

Q/\O O O

Obrazek 11: Multigraf a prosty graf

1.3.10 Rovinny graf

Definice 1.15: Rovinny graf je graf, ktery je mozné nakreslit na rovnou plochu tak, aby se
zadné jeho dve hrany nekrizily. V tomto nakresleni jsou vrcholy v roviné, hrany mezi vrcholy

nemaji spolecny zadny bod, kromé koncovych bodii. [11]

Vétsinu rovinnych grafl 1ze nakreslit tak, aby se hrany ktizily, staci kdyz existuje jedno rovinné
zobrazeni, aby byl graf rovinny. Velké mnozstvi grafi, které jsou z realného svéta jsou rovinné,

napiiklad silnice bez nadjezd, plosné spoje nebo mapy stath. [11]
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Obrazek 12: Rovinny graf

Obrazek 13: Nerovinny graf
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2 VYBRANE HRY A VYUZITE ALGORITMY

V informacnich technologiich se grafy vyuzivaji k reprezentaci komunikacnich siti, organizaci
dat nebo vypoctu toku. Naptiklad struktura odkazii webovych stranek mize byt reprezentovana
pomoci orientovaného grafu, kde vrcholy ptfedstavuji webové stranky a orientované hrany
predstavuji odkazy z jedné stranky na druhou. Napiiklad ve fyzice a chemii mohou grafy
predstavovat slozité trojrozmérné struktury a molekuly, coz usnadiuje jejich studium.
V biologii a ochran¢ ptirody se grafy pouzivaji k mapovani oblasti, kde se vyskytuji urcité
druhy, které jsou znadzornény vrcholem a jejich migrace nebo cesty, kterymi se zvitata pohybuji,
reprezentovany hranami mezi oblastmi, coz pomaha pti sledovani jejich chovani a Sifeni. Tyto
informace mohou byt dilezité pfi ur€ovani zplsobll rozmnozovani a Sifeni druhd, nemoci,
parazitd a jak mohou zmény pohybu ovlivnit jiné druhy. Vyuziti teorie grafii se neomezuje jen
na tyto oblasti, ale mize byt aplikovana v mnoha jinych disciplinach, kde mize poskytnout

uzitecné nastroje pro analyzu a feSeni slozitych problém. [12]

Dal$im z moznych vyuZiti teorie grafi mize byt tvorba jednoduchych her a hlavolamti, které
jsou zalozeny na teorii grafii. Tato prace se vénuje predevs§im ¢tyfem hlavnim hram a algoritmi,
které tyto hry vyuzivaji, a to jsou kresleni jednim tahem (Eulerav tah), hledani hamiltonovské
kruznice, hledani rovinného zobrazeni rovinného grafu, a barveni rovinného grafu Ctyfmi

barvami.

2.1 Jednotazky — eulerovské grafy

Jednou z nejstarSich a zakladnich hadanek tykajici se teorie grafli je uloha, ktera spociva
v nakresleni daného obrazku (grafu) jedinou uzavienou linii, aniz byste pfitom zvedli tuzku
z papiru a aby se kazda Cara (hrana) v tahu objevila prave jednou a kazdy bod alesponi jednou.
Matematicky fe€eno, je tfeba najit uzavieny sled, kde se kazda hrana vyskytuje pravé jednou
a kazdy vrchol minimalné jednou. Takovyto sled nazyvame uzavieny eulerovsky tah. Pokud

graf obsahuje alespon jeden takovy tah, nazyvame ho eulerovskym grafem. [3]

Eulerovsky graf poprvé zavedl Leonhard Euler, kdyz se snazil vyteSit velmi zndmy historicky

problém sedmi most mésta Kralovce. [2]
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2.1.1 Problém sedmi mostii mésta Kralovce — historicky problém

V 18. stoleti vznikl znamy problém v Pruském mésté Kralovec, které se tdhne na obou stranach
feky Pregola. V centru mésta je ostrov s ndzvem Kneiphof, ke kterému vede sedm mostl

spojujicich ho s ostatnimi ¢astmi mésta. Rozlozeni mésta je vidét na obrazku dole. [13]

KON NG IREHGA

Obrazek 14: Rozlozeni mésta Kralovec [14]

Lidé mésta Kralovce se rozhodli si pro sebe vytvotit hru, ukol byl najit takovou cestu okolo
meésta tak, aby po kazdém mosté ptesli pouze jednou. I kdyz se nikomu z obyvatel mésta
nepodafilo takovou cestu najit, nebyli schopni to dok4zat. To dokézal v roce 1735 Leonhard
Euler, kdy prezentoval préci, kterd obsahovala feSeni sedmi mostli mésta Kralovce, ale také
obecné fesSeni pro jakykoliv pocet kust pevniny a jakykoliv pocet mostd. Euler si pojmenoval
mosty a, b, ¢, d, e, fa g. A pevniny oznacil A, B, C, D. Pro lepsi piedstavu si problém pievedeme

do grafu. [13]
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Obrazek 15: Graf sedmi mostu mésta Kralovce

Euler dokazal, ze neexistuje takova cesta grafem, aby se kazd4 hrana opakovala jen jednou
jinymi slovy neexistuje uzavieny eulerovsky tah. Dale Euler vysvétlil, ze je jasné, Zze pokud by
zde byly ptfesné dva kusy pevniny, s lichym poctem mosti vedoucich z nich, takovou cestu
nalézt 1ze. Ale protoze ze vSech kust pevniny v Kralovci vede lichy pocet mostd, tak v tomto
ptipadé takova cesta neexistuje. Po tom, co teorie grafil zazila ,,boom* po tom, co Euler vyfesil
tento problém, se v roce 1875 lidé Kralovce rozhodli postavit novy most, mezi pevninami B
a D, ¢imz se zvysil pocet mostil vedoucich z té€chto kust pevnin ze 3 na 4, tim padem ziistaly
pouze dva mosty s lichym poctem mostil a cestu bylo mozné najit. Dnesni Kradlovec ma bohuzel

po Skodach zplisobenych za 2. svétové valky mosti uz jen 5. [13]

2.1.2 Eulerovsky tah

Jak uz bylo feCeno Euleriiv tah je takovy tah, kde je kazda hrana navs$tivena pravé jednou.
Eulertv tah se bézné hledaji v neorientovanych grafech. Eulertiv tah v grafu existuje, pokud
graf splituje dvé podminky. Graf musi byt spojity, a musi mit bud’ zddny nebo pravé dva
vrcholy, které maji lichy pocet hran a ostatni vrcholy musi mit lichy pocet hran. Pokud graf tyto
podminky spliiuje, oznaCujeme ho jako Eulerovsky graf. Eulerovsky tah rozdélujeme na

uzavieny a otevieny Eulerovsky tah. [15]
e Uzavieny Eulerovsky tah: za¢ina i kon¢i ve stejném vrcholu
e Otevieny Eulerovsky tah: poc¢atecni a koncovy vrchol tahu se 1isi

Uzavieny Eulerovsky tah v neorientovaném grafu existuje pravé tehdy, kdyz spliuje

nasledujici podminky:
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o Je spojity
e Vsechny jeho vrcholy jsou sudého stupné

Otevieny Eulerovsky tah v grafu existuje praveé tehdy kdyz splituje néasledujici podminky:
e Je spojity

e Obsahuje prave dva vrcholy lichého stupné, vSechny ostatni vrcholy jsou stupné sudého

[15]

2.1.3 Fleuryho algoritmus

K nalezeni uzaviené¢ho Eulerovského tahu mizeme pouzit Fleuryho algoritmus [27].
Fleuryho algoritmus:

(1) Zvolime libovolny vrchol u v grafu. Vybereme libovolnou hranu 4, kterd je incidentni

s vrcholem u, tuto hranu projdeme a ozna¢ime jako navstivenou.
(2) Jsou-li oznaceny vSechny hrany, algoritmus konci.

(3) Zvolime nenavstivenou hranu, ktera je incidentni s naposledy navstivenym vrcholem,
touto hranou projdeme a ozna¢ime ji jako navStivenou. Hranu volime tak, aby po
oznaceni této hrany nedoslo k rozpadu podgrafu, ktery je slozeny z dosud neoznacenych

hran a vrchold, které jsou s témito hranami incidentni na:
a. Dvé neprazdné komponenty souvislosti

b. Neprazdnou komponentu souvislosti a vrchol, ve kterém

jsme eulerovsky tah zacali
(4) Vratime se zpét na krok (2). [27]

Fleuryho algoritmus lze pouZit iv pfipad€, ze graf obsahuje otevieny eulerovsky tah, tedy
obsahuje pravé dva vrcholy lichého stupné. Tyto dva vrcholy lichého stupné propojime
pomocnou hranou. Touto pomocnou hranou projdeme pii provadéni Fleuryho algoritmu jako
prvni. V. moment, kdy dokonc¢ime uzavieny eulerovsky tah, odebereme z tohoto tahu hranu,

kterou jsme na zacatku ptidali. Timto zplisobem dostaneme otevieny eulerovsky tah. [27]

2.1.4 Ukazka Fleuryho algoritmu

Fleuryho algoritmus si ukdZeme na nésledujicim grafu viz Obréazek /6.
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Obrazek 16: Graf pro ukdzku Fleuryho algoritmu

Nejprve musime zjistit, jestli Eulerv tah v grafu viibec existuje. K tomu budeme potiebovat
spocitat stupenl kazdého vrcholu, to znamena spocitat kolik hran vychazi z kazdého vrcholu viz

Obrazek 17.

(2) (+) (+) (O—)

Obrazek 17: Urceni stupné vrcholil

Po urceni stupné vSech vrcholti miizeme vidét, ze nas graf obsahuje dva vrcholy lichého stupné
a to stupné 5 a zaroven vSechny ostatni vrcholy jsou sudého stupné, a to bud’ stupné 2 anebo 4.
To znamend Ze graf obsahuje otevieny eulerovsky tah. JelikoZ se jedna o otevieny eulerovsky
tah, zvolime pocatecni vrchol takovy, ktery ma lichy stupenn v naSem ptipad¢ 5, neboli
vytvofime si pomocnou hranu mezi dvéma vrcholy lichého stupné a touto hranou projdeme.
Kdyby byly vSechny vrcholy stupné lichého, miizeme si za pocatek tahu zvolit kterykoliv vrchol
viz Obrazek 78.
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Obrazek 18: Zvoleni pocate¢niho vrcholu

Pokracujeme na dal$i krok algoritmu, zvolime takovou hranu, ktera vychazi z pocate¢niho
vrcholu, co neni most, to znamena Ze se po jejim odebrani graf nerozpadne na vice komponent.
V tomto piipad€ ani jedna z 5 hran neni mostem, proto mizeme zvolit kteroukoliv z nich.
Nésledné se pfesuneme na koncovy bod hrany a hranu z grafu oznac¢ime jako navstivenou
(oznacime cerveng). Dale zkontrolujeme, jestli ndm jesté zbyvaji néjaké nenavstivené hrany,

pokud ano pfesuneme se znovu na krok 3 Obrazek 79.

O ) 653 r’“\O

O b4 p UO

Obrazek 19: Vybrani hrany

Je velice dulezité nejdiive vybirat hrany, co nejsou mosty. V nasledujici situaci jsme se ocitli
v situaci, kde médme na vybér mezi dvéma hranami, co nejsou mosty a mezi hranou, ktera vede

do vrcholu s pofadovym ¢islem 5 viz Obrazek 20. Tato hrana je mostem, protoze pokud bychom
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ji oznacili jako navstivenou, graf by se ndm rozdé¢lil na dvé komponenty souvislosti, a tim

padem by nebylo mozné Eulertiv tah dokon¢it viz Obrazek 21.

@< 11 10 9|17

2
e —90—©0

a i ©

Obrazek 20: Vybirani hran, co nejsou mosty

O ) ) ) O

@ | @) @ O

Obrazek 21: Dvé komponenty souvislosti

Na obrazku dole miizeme vidét jedno z moznych feseni Eulerova tahu, mizeme si vSimnout,
zZe tah za¢ind ve vrcholu s lichym stupném a kon¢i v druhém vrcholu s lichym stupném. Pokud

by graf mél vSechny vrcholy sudého stupné, zacinal by i koncil ve stejném vrcholu viz Obrazek
22.

32



11322

7|16(28

Obrazek 22: Mozné feSeni Eulerova tahu

2.1.5 Aplikace Eulerova tahu

Jak jiz bylo zminéno jednou z nejzakladnéjsich hlavolamt vyuzivajici Eulertiv tah je kresleni
obrazku jednim tahem, tak aby se hrany neopakovaly. Tento hlavolam ma feseni, pokud dany

obrazek ptekreslime do grafu, a tento graf obsahuje otevieny nebo uzavieny Eulertiv tah.[17]

Dal$im problémem vyuzivajici Eulertv tah je problém ¢inského post'dka, ktera spociva v tom,
ze postak musi dorucit postu do vSech zadanych ulic. Zaroven musi projit vS§emi ulicemi tak,
aby byla obchiizka co nejméné namahava, to znamena, aby draha, kterou pfi obchtizce urazi,
byla co nejkratsi. Uloha se pievede na neorientovany graf tak, Ze vrcholy jsou kfizovatky
a hrany jsou ulice, které postak musi obejit. Hrany jsou ohodnoceny délkou dané ulice. JestliZze
graf obsahuje Eulertv tah, pak je pravé Eulertiv tah nejkrat§im moznym feSenim, jinymi slovy
postak projde kazdou ulici pravé jednou. Jestlize eulerovsky tah neexistuje, musi postak
nékterou ulici projit dvakrat. To znamena, Ze hleddme zdvojeni né¢kterych hran, tak aby novy

vznikly graf byl eulerovsky a aby soucet hran, které jsme pfidali, byl co nejmensi. [17]

Eulerovsky tah ma mnohé vyuziti, zejména proto, Ze je zdkladem optimalniho hledani cesty.
Hledani cest Slo za posledni roky hodné kupiedu vyvijenim novych algoritml. Jednim
z nejpopularnéjsich algoritma, ktery vyuziva EulerGv tah jsou Google mapy a jejich efektivni
algoritmus na hledani tras. Nebo naptiklad fidi¢i Uberu vyuZzivaji Eulertiv tah k hledani
zakaznikt, dale naptiklad Tesla a jeji autopilot. Post’aci, jak jiz bylo zminéno vyuzivaji Eulertv
tah k tomu, aby nemuseli prochdzet danou ulici vickrat, neZ je potfeba. V §irSim méfitku
Euleriv tah vyuzivaji napiiklad malifi, popelafi, piloti, vyvojaii GPS, nebo obchodnici

distribuujici reklamu, zkratka kazdy, kdo pouziva jakékoliv cesty. [15]
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2.2 Hamiltonova kruzZnice

Pti hledéani eulerovského tahu v daném grafu, jsme méli za kol navstivit kazdou hranu pouze
jednou, a pii tom nezalezelo na tom, kolikrat navstivime kazdy vrchol. Analogicky mtizeme
formulovat podobnou ulohu, ve které nemusime navstivit vSechny hrany, ale musime navstivit
kazdy vrchol pouze jednou. Tato tloha je motivovana problémem obchodniho cestujiciho, ktery
ma za kol navstivit vSechna zadana mésta praveé jednou a navratit se do mésta, ve kterém svoji
cestu zac¢inal. Terminologii teorie grafit mizeme tlohu formulovat tak, ze mame za tkol najit
takovou kruznici v grafu, ktery obsahuje vSechny vrcholy daného grafu. Takovato kruznice ale

nemusi nutn¢ existovat v kazdém grafu. [2]

2.2.1 Hamiltonovsky graf

Hamiltonovsky graf byl zaveden jako analogie eulerovského grafu. Na prvni pohled se miize
hledani hamiltonovské kruznice jevit jako velmi podobné eulerovskému tahu. Ale zatimco
existence eulerovského tahu v souvislém grafu ma nutnou i postacujici podminku, a to pocet
lichych vrcholii grafu, existence hamiltonovské kruznice v grafu zddnou takto jednoduse

ov¢etitelnou podminku nema. [2]

2.2.2 Postacujici podminky existence hamiltonovské kruZnice

Pro obecny graf je té€zké rozhodnou, jestli obsahuje hamiltonovskou kruznici. Existuje ale
alespon nékolik jednoduchych postacujicich podminek, které kdyz graf spliuje, tak mizeme
fict, Ze obsahuje hamiltonovskou kruznici. [2]

Jedna z prvnich postacujicich podminek existence hamiltonovské kruznice v neorientovaném

grafu pochazi z roku 1960, kdy ji formuloval Oystein Ore. [19]

Véta 2.1 (Oreho véta): Méjme graf G's nvrcholy, kde 7> 3. Jestlize pro kazdé dva nesousedni
vrcholy u, vgrafu G plati deg(w) + deg(v) > n, tak graf & je hamiltonovsky. [19]

Specidlni piipad této véty dokazal v roce 1952 dokazal evropsky matematik Gabriel Andrew

Dirac. [19]

Véta 2.2 (Diracova véta): Méjme graf G s n vrcholy, kde n > 3. Je-li 6(G) > n/2, tak graf G je
hamiltonovsky. [19]
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Diracova véta je diisledek Oreho véty. V roce 1962 dokédzal mad’arsky matematik Lajos Posa
jesté obecnéjsi vétu. [19]
Véta 2.3 (Pésova véta): Mejme graf G s n vrcholy, kde n > 3. Jestlize pro kazdé prirozené cislo

J < n/2 obsahuje graf G ménée nez j vrcholu stupné mensiho nebo rovného j, tak graf G je

hamiltonovsky. [19]

2.2.3 Nutné podminky existence hamiltonovské kruZnice

Kazdy hamiltonovsky graf je souvisly, dokonce plati, Ze kazdy hamiltonovsky graf je alespon

2-souvisly, to znamenad, ze neobsahuje artikulaci. [19]

Véta 2.4: Je-li G hamiltonovsky graf, tak pro kazdou neprdzdnou vlastni podmnozZinu

S vrcholové mnoziny V (G) plati o(G — S) <1S|. [19]

Jinymi slovy lze fict, Ze z kazdé komponenty grafu vede hrana do jiného vrcholu mnoZiny S,
to znamena, Ze mnozina S obsahuje alespon tolik vrchold, kolik je v grafu komponent G — S.

[19]

Postacujici podminky se pouzivaji k tomu, abychom ukazali, Ze je graf hamiltonovsky. Nutné
podminky se pouzivaji v k ukdzani, Ze graf hamiltonovsky neni. Pokud graf néjakou z nutnych
podminek nespliiuje, miZzeme fict, Ze hamiltonovsky neni. Zaroven je ale mozné, Ze graf
vSechny nutné podminky spliiuje, a presto hamiltonovsky neni. Takovym grafem je naptiklad

Petersentiv graf. [19]

Obrazek 23: Petersentv graf (inspirovano zdrojem [18])
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2.2.4 Algoritmus pro hledani hamiltonovské kruZnice

Rozhodnout, zda je dany graf hamiltonovsky je slozity problém. Tento problém patii

k takzvanym NP-uplnym problémiim. NP-uplné problémy jsou matematické problémy, které

nebo v horSim pfipad¢ faktoridlova. [18]

Jednim z algoritm@ pro hleddni hamiltonovské kruznice je takzvany backtrack algoritmus.
Tento algoritmus vytvaii postupné kruznici vrchol za vrcholem. Zacne v libovolném vrcholu
anasledné¢ se snazi prodlouzit cestu jednim z nenavstivenych souseda aktuadlniho vrcholu.
Pokud uZ neni mozné cestu prodlouZit a kruznice neni hotova, algoritmus ,,backtrackuje* na

predchozi vrchol tak, ze odstrani aktualni vrchol z cesty. [26]
Algoritmus:
1) Zvolime pocatecni vrchol a pfiddme ho do cesty.
2) Ptidame do cesty néktery z nenavstivenych sousedl posledniho vrcholu v cesté.

3) Pokud byly vSechny vrcholy navstiveny a sousedni vrchol posledniho vrcholu v cesté

je pocatecni vrchol, algoritmus kon¢i, hamiltonovska kruznice byla nalezena.

4) Pokud neni moZzné cestu prodlouzit, vSechny vrcholy posledniho vrcholu v cesté byly

navstiveny, odstranime posledni vrchol z cesty. [18]

2.2.5 Priklad backtracking algoritmu

Backtracking algoritmus si ukdZeme na nasledujicim grafu G viz Obrazek 24.

Obrazek 24: Graf G pro ukazku backtracking algoritmu
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Zvolime pocatecni vrchol naptiklad vrchol A, a pfiddme ho do cesty. Nasledné zvolime jeden
z jeho nenavstivenych vrchol naptiklad vrchol B a také ho ptiddme do cesty. Pokracujeme

stejnym zptisobem dale ptiddme vrchol C vrchol D a vrchol E do cesty Obrazek 25.

®

©
Obrazek 25: Ukazka backtracking algoritmu €. 1

Jak mizeme vidét, navstivili jsme vSechny vrcholy, ale pocate¢ni vrchol A neni sousednim

vrcholem vrcholu E. Proto postupné odstraitujeme vrcholy, které nemaji zadné jiné

nenavstivené sousedy, a to vrcholy E, D a C. Po backtrackovani na vrchol B zjistime, Ze vrchol

@ ©

Obrazek 26: Ukazka backtracking algoritmu €. 2

37



Jak mizeme vidét, opét jsme navstivili vSechny vrcholy. V tomto ptipadé ale posedni vrchol C
je sousednim vrcholem poc¢atecniho vrcholu A. Nalezli jsme tedy hamiltonovskou kruznici A,

B, E, D, C, A viz Obrazek 27.

Obrazek 27: Hamiltonovska kruznice v grafu G

2.2.6 Icosian game

Hamiltonovské grafy jsou pojmenovany podle irského matematika, astronoma a fyzika
Williama Rowana Hamiltona, ktery v roce 1856 nalezl model cest v grafu pravidelného
dvanactisténu, ktery nazval The Icosian Calculus. Tento model nasledné prodal vyrobci a od
roku 1859 se tato hra objevila na trhu pod nazvem The Icosian Game, jejiZ cilem bylo natahnout
provazek, na koliky dvandctisténu tak, aby vytvofilo kruZnici viz Obrazek 28. Tato hra se stala
velmi popularni, a proto dostal tento typ grafu nazev hamiltonovska kruznice viz Obrazek 29.

[18]

Obrazek 28: The Icosian Game [20]
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Obrazek 29: Hamiltonovska kruznice ve dvandctisténu (inspirovano zdrojem [18])

2.2.7 Obchodni cestujici

Problém obchodniho cestujiciho spociva v tom, Ze musi navstivit vSechna zadand mésta, pii
tom musi kazdé mésto navstivit pouze jednou a musi skoncit ve stejném méste, ve kterém zacal.
To znamena, Ze hledame hamiltonovskou kruznici. Navic je nutné, aby draha, kterou obchodni
cestuji ujde, byla co nejmensi. Jinymi slovy, hleddme minimalni moZznou kruZnici v grafu
s ohodnocenymi hranami. To znamend, Ze hleddme minimalni hamiltonovskou kruznici

v ohodnoceném grafu. [18]

2.2.8 Jezdcova prochazka

Dalsi znamou hadankou popisujici hamiltonovskou kruznici, je takzvana jezdcova prochézka
(anglicky Knight’s tour). Jedn4 se o problém tykajici se Sachu, kde jezdec predstavuje klasickou

Sachovou figurku jezdce (kon¢), ktera se pohybuje ve skocich ve tvaru pismene ,,L*. [18]

Tento Sachovy problém se poprvé objevil uz v 9. stoleti. Problém spociva v tom, ze jezdec,
ktery za¢ina na kterémkoliv poli¢ku Sachovnice, musi postupné skocit na ostatnich 63 poli¢ek
Sachovnice, tak aby na stejné poli¢ko nestoupl vicekrat nez jednou. To znamend najit
hamiltonovskou kruznici. Tento problém Ize vyfeSit dv€éma riznymi zplsoby, jednim
zpusobem je oteviend prochazka a druhym zplisobem je uzaviend prochazka. Jinymi slovy
hamiltonovska cesta a hamiltonovska kruznice. Pti oteviené prochazce projde jezdec kazdym
poli¢kem na Sachovnici pravé jednou. U uzaviené prochazky projde kazdym poli¢kem pravé
jednou s vyjimkou startovniho pole, na které se vrati po dokonceni trasy. Proto je uzaviena
prochazka o jeden skok del$i nez oteviend prochdzka a nazyva se hamiltonovskou kruznici.

Plati, ze kazda hamiltonovské kruznice obsahuje hamiltonovskou cestu. Toto tvrzeni ale neplati
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obracené, to znamena, ze pokud prodlouzime hamiltonovskou cestu, nemusi to mit za vysledek
vytvoreni hamiltonovské kruznice. Na zacatku 18. stoleti De Montmort a Abraham De Moivre
vyfesili tento problém poprvé. Moivrovo feSeni spocivalo v tom, Ze jezdec skékal po okraji
Sachovnice, dokud to bylo mozné, a kdyz to neSlo, provedl skok do stfedového ctverce.
Leonhard Euler v poloviné 18. stoleti podrobnégji vyiesil tento problém a dokazal, ze neni

mozné najit feSeni tohoto problému na Sachovnicich s lichymi rozméry NxN. [18][21]

Obrazek 30: Priklad uzaviené jezdcovi prochazky [21]

2.3 Rovinné zobrazeni grafu

Rovinné zobrazeni grafu je takové zobrazeni, kde je graf vyobrazen tak, Zze Zadné dvé jeho
hrany se neprotinaji, jak bylo jiz vysvétleno v kapitole 1.3.10. Toto zobrazeni je velmi dilezité
v mnoha praktickych aplikacich, naptiklad pti navrhu elektrickych obvodi a tisténych spoja.
V téchto piipadech je zddouci minimalizovat pocet kiizeni hran, protoze tyto kiizeni predstavuji

kiizeni spojii, které musi byt pfemostény. [19]

Definice 2.1: Rovinnym nakresleni grafu & je takové nakresleni grafu, ve kterém jsou vrcholy
znazorneny jako riizné body v roviné a hrany jako kiivky spojujici tyto body, které odpovidaji
koncovym vrcholium. Pritom Zadna hrana se nesmi krizit ani prochdazet jinymi body, nez které
odpovidaji jejim koncovym vrcholiim. Rekneme, Ze graf je rovinny, pokud mdme jeho rovinné

nakreslent. [19]

Grafy, které maji rovinné zobrazeni, tedy lze je nakreslit tak, aby se zddné dvé hrany grafu

nektizily, se nazyvaji rovinné nebo jsou také nékdy oznacovany jako planarni. [19]

Pfi studiu rovinnych grafa je dalezité zaméfit se nejen na vrcholy a hrany, ale také na oblasti,

které vzniknou rozdélenim roviny podle daného nakresleni grafu. V roce 1750 si Leonhard
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Euler povsiml, Ze existuje urcity vztah mezi poctem oblasti, hran a vrchold rovinného grafu.

[19]

Véta 2.5 (Euleriv vzorec): Méjme jednoduchy souvisly rovinny graf's / oblastmi, v vrcholy

a h hranami. Potom plati v+ f—h = 2. [19]
Tento vztah ma mnoho disledki mezi n€ patfi:

Disledek 2.1: Jednoduchy rovinny graf na v vrcholech, kde v = 3, ma nejvyse 3v — 6 hran.
[19]

Disledek 2.2: Jednoduchy rovinny graf bez trojuhelnikic €3 na v vrcholech, kde v = 3, ma
nejvyse 2v — 4 hran. [19]

wPodle téchto dusledkiit miizeme urcit, Ze grafy Ks a K33 nejsou rovinné viz Obrazek 31. Graf
Ksma 5 vrcholit a 10 hran, graf obsahujici 5 vrcholii musi mit nejvyse 3 X5 —6 =9 hran.
Graf Ksjich ma vsak 10, proto neni rovinny. Graf K33 ma 6 vrcholit a 9 hran, graf obsahujici
6 vrcholi, a navic neobsahujici zadné trojuhelniky musi mit nejvyse 2 X6 —4 = 8 hran.

Graf K33 jich ma vsak 9, proto neni rovinny.* [19]

Obrazek 31: Nerovinné grafy Ks a K33 (inspirovano zdrojem [19])

Definice 2.2: Délenim grafu G rozumime graf, ktery vznikne posloupnosti operace déleni
hrany. Je-li G = (V, X, p) graf's hranou h € X, p(h) = (x, y) a vrcholz z & V, vznikne délenim
hrany h graf G' = (V' ,X',p"), pro ktery plati V' =V U{z}, X' = (X {h}) U {hy, hy},
kde p'(hy) = (x,z) ap'(h,) = (2,y). Opacna operace k déleni hrany se nazyva vypusténi
vrcholu. [27]

Definice 2.3: Rekneme, Ze graf G1 je Homeomorfni s grafem G> pokud:

(1) je s grafem G:izomorfni,

(2) je mozné konecnym delenim hran, nebo vypousténim vrcholii dosahnout toho, Ze vzniklé

grafy jsou izomorfni. [27]
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V roce 1930 Kazimierz Kuratowski ukdzal, Zze graf Ks a K33 maji klicové postaveni. Jejich
struktura neumoznuje rovinné nakresleni, a zdroven zadna jina takovato struktura neexistuje.

Kuratowski zavedl nasledujici tvrzeni. [19]
Véta 2.6 Graf G je rovinny praveé kdyz, Zadny jeho podgraf neni homeomorfni s
grafem Ks, nebo K3,3. [19]

Déleni hran si uvedeme na ptikladu. Mame graf G, do kterého ptfiddme novy vrchol w
a odebereme néjakou hranu z grafu napiiklad uv a nasledné do grafu ptiddme hrany uw a wv.

Nové¢ vznikly graf je délenim grafu G viz Obrazek 32. [19]

2/

Obrazek 32: Graf G a jeho rozdé€leni vzniklé plilenim hran

Déleni grafii Ks a K33 existuje nekoneéné mnoho ptiklady rozdéleni grafii Ks a Ks;3 jsou

napftiklad tyto viz Obrazek 33. [19]

< M

Obrézek 33: Ptiklady homeomorfnich grafii K5 a K3 3 (inspirovano zdrojem [19])

2.4 Barveni rovinného grafu — problém ¢tyr barev

Existuje spojitost mezi problémem barveni grafu a problémem barveni politickych map.

Ptedstavme si politickou mapu Evropy viz Obréazek 34. [3]
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Obrézek 34: Politickd mapa Evropy [3]

Predpokladame, ze kazdy stat je souvisla oblast, kterd je ohrani¢ena néjakou topologickou
kruznici (z tohoto divodu jsou vynechany staty jako Britanie, Irsko nebo Rusko). Dva staty
jsou sousedni, pokud maji spole¢nou aspont malou ¢ast hranice. Staty, jejichz hranice se dotyka
jen v jednom, nebo né€kolika bodech nepovazujeme za sousedni. Problém spociva v tom, ze je
potieba kazdému statu na této mapé€ piiradit néjakou barvu tak, aby dva staty, které jsou mezi
sebou sousedici nebyly obarveny stejnou barvou. K obarveni této mapy staci Ctyfi barvy.
Otazka, zda k obarveni kazdé politické mapy stac¢i Ctyfmi barvy je jeden z vyznamnych

kombinatorickych problémd. [3]

Tento problém se nazyva problém ctyt barev. Tento problém se snazilo vyfeSit hodné
matematikll vice nez sto let, ale tento problém byl vyfesen az v roce 1976. [22]
2.4.1 Problém v teorii grafi

Problém Ctyt barev se d4 analogicky pfevést na barveni grafu. Kazdy stat zobrazime jako vrchol
grafu. Hrany kazdého vrcholu budou hranice mezi dvéma staty. Cilem je tedy obarvit v§echny
vrcholy grafu tak, aby zadné dva vrcholy spojené hranou nebyly obarveny stejnou barvou. [22]

2.4.2 Historie problému ¢tyr barev

Problém ¢tyt barev byl poprvé zminén v roce 1840 matematikem A. F. Mobiusem. Pozdé&ji se

o ném zmiiuje A. de Morgan ve svém dopise W. R. Hamiltonovi, kde popisuje praci jeho
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studenta Frederica Guthrie, ktery naSel zptsob, jak obarvit mapu Anglie ¢tyfmi barvami. Tento
problém také zkoumal A. Cayley vroce 1878 a C. S. Peirce v roce 1860 se pokusil tento
problém matematicky dokazat, ale neuspél. Dalsi matematici se pokouseli tento problém
dokazat, ale stale neuspésné. V roce 1879 publikoval A. B. Kempe dikaz problému cCtyt barev,
ale vroce 1890 byl tento diikaz vyvracen J. P. Heawoodem, ktery ho upravil a dokazal, ze
kazdou politickou mapu lze obarvit péti barvami. Teprve v roce 1976 se podafil formulovat
dikaz problému Ctyi barev matematikiim K. Appelovi a W. Hakenovi z Univerzity v Illinois.
Tento ditkaz zabral 1200 hodin procesorového casu. Pravé z tohoto diivodu neni jednoznacné

pfijiman, ale pfesto nebyl dodnes vyvracen. [23]

2.4.3 Barveni grafu

Nejbeéznéjsi typ barveni grafu je vrcholové barveni grafu. Ptiklad vrcholového obarveni grafu

muze byt nasledujici viz Obrazek 35. [23]

Definice 2.4: Obarveni grafu G pomoci k barev je takové zobrazeni c: V(G) — {1,2, ..., k}, ve
kterém kazdé dva vrcholy, které jsou spojené hranou, budou mit riiznou barvu, tj. d(2)= c(v)
pro kazdou hranu uv € £(G). Uvedenému obarveni vrcholii grafu se rika také dobré vrcholové

barveni grafu. [2]

Obrazek 35: Priklad vrcholového barveni grafu

Pro kazdy rovinny graf plati nasledujici véta:

Véta 2.7: Kazdy rovinny graf Ize obarvit nejvyse ctyrmi barvami. [2]
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2.4.4 Algoritmus pro barveni grafu

Problém barveni grafu se fadi mezi NP-tplné problémy, proto je algoritmizace velmi slozita.
Vétsina algoritmil, které se pouzivaji k hledani obarveni grafu, nehledaji optimalni feSeni, ale

jedno z moznych feseni. [23]

Jednim z moznych a nejjednodussich algoritmti je ndhodné barveni grafu. Tento algoritmus
funguje na principu generovani nahodnych obarveni grafu, kazdé takto vygenerované obarveni
je testovano, zda splituje podminky takzvané¢ho dobrého obarveni grafu. Toto feSeni je vSak

vetSinou v praxi nepouzitelné. [23]

Dal$im moZnym algoritmem je takzvané sekvencni barveni nebo také hladové z anglického
slova ,,greedy*. Tento algoritmus spociva v postupném barveni vrcholil grafu tak, Ze barva pro
obarveni daného vrcholu je vzdy volena tak, aby spliovala podminku dobrého barveni grafu.
Vrchol, kterému je pfifazena barva je definitivné obarven, to znamend, Ze pfifazenou barvu
vrcholu uz nelze zménit. DileZité u tohoto algoritmu je volba vrcholu, ktery budeme barvit. To

1ze udélat nékolika zplisoby: [23]

e Nahodny vybér vrcholt, také oznacovan jako First Fit (FF), je nejjednodussi ptistup,

kde volba nasledujici vrcholu k obarveni je Cisté nahodna. [23]

e Sestupné fazeni vrcholu, také oznacovan jako Large Degree Ordering (LDO), spo¢iva
v tom, Ze jako vrchol k obarveni vZdy vybereme vrchol s nejvysSim stupném, pokud

maji dva vrcholy stejny stupen vybereme jeden z nich. Tento vybé&r zajisti, ze nejprve

wewvr

Algoritmus sekven¢niho barveni se sestupnym barvenim vrcholu:

(1) Nejdiive ur¢ime stupen vSech vrcholl a barvam k obarveni grafu pfifadime ¢isla

1 az 4.

(2) Vybereme takovy neobarveny vrchol, ktery ma nejvyssi stupen, v ptipadé ze je
vice neobarvenych vrcholli se stejnym stupném vybereme jeden z nich. Do

seznamu moznych barev ptfidame vSechny Ctyfi barvy.

(3) Postupné prochdzime vSechny sousedni obarvené vrcholy aktualné barveného
vrcholu, barvy téchto vrcholll odstranime ze seznamu moZznych barev a nasledné
obarvime aktudlni vrchol barvou s nejmensim c¢islem ze seznamu moZznych

barev.
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(4) Pokud jsou vSechny vrcholy obarvené algoritmus konci, pokud ne vratime se
na krok ¢islo 2. [28]

2.4.5 Ukazka sekvenéniho barveni

Sekvencni barveni si ukdzeme na jiz zminéném problému barveni politické mapy viz Obrazek

34. Pro zjednoduseni budeme barvit pouze ¢ast mapy (stiedni Evropu).

__,.--‘..u—""r

§¢£ -y

Obrazek 36: Mapa stfedni Evropy[3]

Nejprve kazdému statu piitadime pocateni pismeno daného statu, které bude slouzit jako

oznaceni vrcholu viz Obrazek 37.

Obrazek 37: Popsani statd[3]

Nasledné¢ pfevedeme mapu na graf tak, Ze staty predstavuji jednotlivé vrcholy grafu, hranice
mezi nimi piedstavuji hrany grafu apopis vrcholi odpovidd pismenim piifazenym
v ptfedchozim kroku a zéroven si zvolime 4 barvy, kterymi budeme graf barvit a pfifadime jim

¢isla 1 az 4 viz Obrazek 38.
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Obrazek 38: Prevedeni mapy do grafu

Nasledné ur¢ime stupeni kazdého vrcholu tak, ze spocitame pocet hran, které vedou z anebo do

néj viz Obrazek 39.

Obrazek 39: Urceni stupné vrchola

Nasledné vybereme neobarveny vrchol s nejvyssim stupném, v tomto ptipadé mame na vybér
z vrcholu N a vrcholu R se stupném 5. Vybereme jeden z nich naptiklad vrchol N. Jelikoz nema
Zadné obarvené sousedy zvolime barvu s nejniz§im ¢islem a to ¢islem 1 a vrchol touto barvou

obarvime.
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Obrazek 40: Obarveni vrcholu N

Tento postup opakujeme, opét zvolime neobarveny vrchol s nejvyssim stupném, a to vrchol R
se stupném 5. Prochazime jeho obarvené sousedy a zjistime, ze vrchol R sousedi s vrcholem
obarvenym barvou s ¢islem 1, proto tuto barvu nemiiZzeme pouZit. Vybereme tedy barvu

s nejnizs$im Cislem z barev, které zbyly, a to barvu s ¢islem 2 viz Obrazek 41.

Obrazek 41: Obarveni vrcholu R

Zvolime dalsi neobarveny vrchol s nejvysSim stupném, a to naptiklad vrchol C, prochazime

cwwvr

barvu 3 viz Obrazek 42.
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Obrazek 42: Obarveni vrcholu C

Toto stale opakujeme, dokud nejsou vSechny vrcholy obarveny, vysledné obarveni grafu

vypada takto viz Obrazek 43.

®

‘w
-

Obrazek 43: Vysledné obarveni grafu

Nasledné vybarvime mapu tak, Zze kazdému statu ptifadime stejnou barvu, jakou ma vrchol
s odpovidajicim pismenem. Vysledné obarveni mapy vypada takto viz Obrazek 44. Mlzeme

vidét, ze zadné dva sousedni staty nemaji stejnou barvu.
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Obrazek 44: Obarvena mapa (zdroj ptivodniho obrazku: [3])

2.4.6 Dalsi aplikace barveni grafu

Barveni graft je Siroce vyuzivana metoda v matematice, informatice i realném zivoté. Jednim
z nejznaméjSich a nejcastéjSich problémi, které vyuzivaji barveni grafii, je pravé problém
barveni politickych map. V tomto ptipad¢ jsou vrcholy grafu pfifazeny jednotlivym statim a
hrany pfedstavuji hranice mezi nimi. Cilem je obarvit jednotlivé staty tak, aby sousedici staty

m¢ély riznou barvu. [23]

Dalsim ptikladem z praxe, kde miizeme vyuzit barveni grafi, je skladovani nebezpecnych latek.
Tento problém spoc¢iva v tom, jak uskladnit velké mnoZstvi riiznych nebezpecnych latek tak,
aby byly v bezpecnych podminkach a aby se pfedeslo kombinacim, které by byly nebezpecné.
Vrcholy grafu predstavuji jednotlivé nebezpecné latky a hrany mezi nimi reprezentuji
kombinace nebezpecnych latek, které nesméji byt uskladnény spolecné. Barva vrcholu uréuje

prostor, kde mize byt dand latka uskladnéna. [23]

Jednim z dalSich praktickych vyuziti barveni grafii je planovani procesti. Barveni grafii mize
byt vyuzito pro planovani projekti, kde jsou nékteré faze projektu vzajemné zavislé a nemohou
probihat soucasné. Vrcholy grafu v tomto piipadée predstavuji jednotlivé faze projektu a hrany
mezi nimi oznacuji vzajemnou zavislost. Barva vrcholu urcuje asovy tsek, ve kterém miize
dana faze projektu byt dokoncena. Tento piistup k planovani projektl umoziuje zefektivnit

celkovy prubéh projektu a minimalizovat zpozdéni. [23]

Dale 1ze barveni grafi vyuzit napiiklad pti tvorbé rozvrhu, kdy se nesmi dvé hodiny kfiZit, nebo
naptiklad v divadelnim ptedstaveni, kde vystupuje vice postav, nez ma divadlo herct a ve hie

neni scéna, ve které by vystupovali v§echny postavy najednou. [23]
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2.5 Algoritmy k otestovani souvislosti grafu

Pokud chceme otestovat, zda je graf souvisly, nebo najit jeho komponenty souvislosti, miizeme
pouzit algoritmus k prochazeni dané¢ho grafu. Bud’ pouzijeme algoritmus k priichodu grafu do
hloubky anebo do Sitky. Na zacatku zvolime néjaky vrchol a z n¢j budeme graf prochazet,
pficemz postupné budeme navstévovat dostupné vrcholy, a ozna¢ime je jako navstivené. Po
dokonceni algoritmu jsou oznaceny vSechny vrcholy, které lezi v dané komponent¢ souvislosti.
Pokud jsou oznaceny vSechny vrcholy daného grafu jako navstivené, je tento graf souvisly.
Pokud nejsou vSechny vrcholy oznaCeny jako navstivené, tak jsme nalezli jednu z vice

komponent souvislosti daného grafu. [24]

2.5.1 Prichod grafu do hloubky

Prtichod do hloubky se ¢asto oznacuje pod zkratkou DFS z anglického Depth First Search. [25]

Pti prichodu grafem je potfeba, abychom navstivili vSechny vrcholy, a zaroven kazdy vrchol
navstivili pouze jednou. Z tohoto divodu je potieba zajistit, abychom dokazali rozlisit
navstivené a nenavstivené vrcholy, to zajistime napftiklad pfiddnim proménné. Pii prichodu do
hloubky se vrcholy, které v dané chvili nemiizeme navstivit, doasn¢ ukladaji na zasobnik.

Prichod zacneme v libovolném vrcholu. [25]
Algoritmus prichodu grafu do hloubky:
(1) Pocatecni nastaveni.:
e Zasobnik je prazdny.
o Aktualni vrchol v nastavime na pocatecni vrchol.
(2) Navstiveni aktualniho vrcholu:
e  Oznacime aktudlni vrchol jako navstiveny.

e Pokud nema aktualni vrchol Zadného nenavstiveného souseda prejdeme na krok

3.

o Pokud ma jednoho nenavstiveného souseda nastavime tohoto souseda jako

aktualni vrchol a prejdeme opét na zacatek kroku 2.

o  Pokud ma vice nenavstivenych sousedii, jeden z nich nastavime jako aktualni

vrchol a zbytek ulozime do zasobniku prejdeme na zacatek kroku 2.
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(3) Odebrani vicholii ze zasobniku:
o  Pokud je zasobnik prazdny, priichod je ukoncen.

o Odebereme vrchol ze zasobniku a overime, zda jiz nebyl navstiveny, a pokud ano

tak opét prejdeme na zacatek kroku 3.

o Pokud odebrany vrchol jesté nebyl navstiveny, nastavime ho na aktudlni vrchol

a prejdeme na zacatek kroku 2. [25]

2.5.2 Priklad prichodu do hloubky

Prichod grafu do hloubky si ukaZeme na nasledujicim grafu viz Obrazek 435.

Obrazek 45: Ptiklad prochazeni grafu do hloubky (inspirovano zdrojem [25])

Jako pocatecni vrchol zvolime vrchol 1 aoznafime ho za navStiveny. Vrchol 1 mé dva
nenavstivené sousedy, proto vrchol 2 nastavime na aktudlni a vrchol 3 vloZime na zasobnik.

Navstivené vrcholy jsou oznaceny zelené a aktudlni vrchol je oznacen Cervené viz Obrazek 46.

Stack

Obrazek 46: Prvni krok prohlidky do hloubky

Aktudlni vrchol, tedy vrchol 2, nastavime jako navstiveny. Vrchol 2 ma opét dva nenavstivené

sousedy vrcholy 4 a 5. Vrchol 4 nastavime na aktudlni a vrchol 5 vlozime do zasobniku viz

Obrazek 47.
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Obrazek 47: Druhy krok prichodu do hloubky

Aktudlni vrchol, tedy vrchol 4, nastavime jako navstiveny. Vrchol 4 nemé zadné nenavstivené
sousedy, proto prejdeme ke kroku 3 a odebereme vrchol 5 ze zasobniku a nastavime ho jako

aktualni viz Obrazek 48.

®

Stack

Obrazek 48: Treti krok prohlidky do hloubky

Aktualni vrchol, tedy vrchol 5, nastavime jako navstiveny. Vrchol 5 nemé Zadné nenavstivené
sousedy, proto odebereme vrchol 3 ze zasobniku, nastavime ho jako aktualni a nasledné jako
navstiveny. Vrchol 3 nemd Zadné nenavstivené sousedy, proto ptejdeme ke kroku 3. Zjistime,
ze zasobnik je prazdny, prichod tedy konc¢i. Prichod timto grafem do hloubky je tedy
posloupnost vrcholu 1, 2, 4, 5, 3 viz Obrazek 49.

Stack
Obrazek 49: Ctvrty krok prohlidky do hloubky
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2.5.3 Priichod grafu do Sifky

Prichod do Sitky se oznacuje BFS z anglického Breadth First Search. [25]

Pti priichodu grafem do Sifky se nenavstivené vrcholy neukladaji na zasobnik, ale do fronty.
Na rozdil od priichodu do hloubky se nésledujici vrchol nevybird soused aktualniho vrcholu,
ale vzdy se vrchol vybiré z fronty. Vrcholy jsou navstévovany ve stejném potadi, v jakém byly

ukladany do fronty. [25]
Algoritmus priuchodu grafu do SiFky:
(1) Pocatecni nastaveni:
e [Fronta je prazdna.
o Aktualni vrchol v nastavime na pocatecni vrchol
(2) Navstiveni aktualniho vrcholu:
e Oznacime aktualni vrchol jako navstiveny.

e Postupné vlozime vSechny nenavstivené sousedni vrcholy aktualniho vrcholu do
fronty.
(3) Odebrani vrcholii z fronty:

e Pokud je fronta prazdna, prichod je ukoncen.

e Odebereme vrchol z fronty a ovérime, zda jiz nebyl navstiveny, a pokud ano tak

opét prejdeme na zacatek kroku 3.

o  Pokud odebrany vrchol jeste nebyl navstiveny, nastavime ho na aktudlni vrchol

a prejdeme na zacdtek kroku 2. [25]

2.5.4 Priklad prichodu do §ifky

Priichod do Sitky si ukaZeme na grafu z ptedchozi ukdzky prichodu do hloubky viz Obrazek
45.

Jako pocatecni vrchol zvolime vrchol 1 aoznaime ho za navstiveny. Vrchol 1 ma dva
nenavstivené sousedy, proto vrchol 2 a vrchol 3 uloZime do fronty a pfejdeme ke kroku 3
odebereme vrchol 2 z fronty a nastavime jako aktudlni. NavStivené vrcholy jsou oznaceny

zelen¢ a aktudlni vrchol je oznacen ¢ervené viz Obréazek 50.
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Queue @

Obrazek 50: Prvni krok prohlidky do $itky

Aktudlni vrchol, tedy vrchol 2, nastavime jako navstiveny. Vrchol 2 ma opét dva nenavstivené
sousedy vrcholy 4 a 5, vrcholy 4 a 5 tedy opét vlozime do fronty a ptejdeme ke kroku 3 a to

odebrani vrcholu 3 z fronty viz Obrazek 51.

Queue @ @

Obrazek 51: Druhy krok prohlidky do Sitky

Aktualni vrchol, tedy vrchol 3, nastavime jako navstiveny. Vrchol 3 nemé Zadné nenavstivené
sousedy, proto piejdeme ke kroku 3 a odebereme vrchol 4 z fronty, jelikoz vrchol 4 nema zadné
nenavstivené sousedy, nastavime ho jako navstiveny a opét odebereme dalsi vrchol z fronty,
tedy vrchol 5. Vrchol 5 opét nema zadné nenavstivené sousedy, a proto piejdeme ke kroku 3.
Zjistime, ze fronta je prazdna, a proto je prichod u konce. Prichod timto grafem do Sitky je

tedy posloupnost vrcholl 1, 2, 3, 4, 5 viz Obrazek 52.
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Queue

Obrazek 52: Tteti krok prachodu do $itky
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3 POPIS HERNi APLIKACE

3.1 Prerekvizity pro spusténi aplikace

Jedinou podminkou pro spusténi aplikace je mit nainstalované JRE minimalni verze 1.8.
Aplikaci lze jednoduSe spustit otevienim jar souboru hernidplikace.jar v piilozeném zip

archivu.

3.2 Popis aplikace

Po spusténi aplikace se zobrazi nasledujici okno viz Obrazek 53.

8| Graph games and puzzles — X

OhitiZnost:
EASY 5
Euleriiv tah
Tadani hamiltonovskeé kruznice:
Nahotdny graf ~

Obrazek 53: Hlavni menu aplikace

Hlavni menu obsahuje n€kolik combo boxt a tlacitek:

e Combo box obtiZnost, slouzi k vybrani obtiznosti pro vSechny typy her. Mame na vybér

ze 3 obtiZnosti a to Easy, Medium a Hard.

e Combo box zadani hamiltonovské kruznice, slouzi k vybrani, zda se ma graf generovat

nahodné, anebo zda si chceme zahrat piivodni Hamiltonovu hru Icosian Game.
e Tlacitko Euleritv tah nam spusti hru, kterd spociva v hledani Eulerova tahu.

e Tlacitko Hamiltonovska kruznice, ndm spusti hru, kterd spociva v hledani

hamiltonovské kruznice.
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e Tlacitko Rovnani grafu, ndm spusti hru, kterd spociva v hledani rovinného zobrazeni

grafu.

o Tlacitko Barveni grafu, nam spusti hru, ktera spo¢iva v obarveni grafu, tak aby sousedni

vrcholy nebyly obarveny stejnou barvou.

o Tlacitko Konec, které slouzi k ukonceni aplikace.

3.3 Eulerovsky tah

Pro dalsi ukazky budeme pouzivat obtiznost Easy. Zvolime tedy obtiznost Easy a klikneme na

tlacitko Euleruv tah a otevie se nam nasledujici okno.

1 Graph games and puzles - x

Nakreslete obrizek jednim tahem. Pospojujte hody tak, ahyste kaZdou édru obtahli pouze jednou.
Body Ize premist'ovat podrZenim pravého taléitka mysi.

Restart Ukdzat feseni Ipétdo hiavniho menu

Obrazek 54: Okno Eulerav tah

V horni ¢asti okna mizeme vidét zadani, podle kterého ma hra¢ hru dokoncit. V dolni ¢asti
vidime tii tlacitka:
e Tlacitko Restart, pomoci kterého miZeme dany level restartovat.

o Tlacitko Ukdzat reseni, pomoci kterého si mize hra¢, ktery si nevi s danym levelem
rady, nechat ukazat spravné feSeni. Po stisknuti tohoto tlacitka uz mu ale nebude

umoznéno tento level dohrat.
e Tlacitko Zpét do hlavniho menu, které slouzi k navratu do hlavni nabidky.

Ve stfedni Casti okna miZeme vidét vygenerovany Eulerovsky graf. Nasim ukolem je
pospojovat body tak, abychom prosli kazdou hranu pravé jednou. VSechny body maji zelenou

barvu, to znamend, Ze miZeme kliknout na jakykoliv z nich. Po kliknuti na dany bod se nam
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zobrazi sousedni body nami zvoleného vrcholu, které jsou nase dal$si moznosti. Po kliknuti na
dalsi zeleny vrchol, se ndm hrana mezi pfedchozim vrcholem a aktudlnim vrcholem obtdhne

viz Obrazek 55.

W7 Graph games and puzzles - X

Nakreslete obrizek jednim tahem. Pospojujte body tak, abyste kaZdou Earu obtahli pouze jednou.
Body Ize premist'ovat podrZenim pravého talitka mysSi.

Obrazek 55:Spojovani bodu

Pokud se ndm podaii Gspésn¢ dokoncit Eulertv tah zobrazi se ndm okno, které nam tika ze nase
feSeni je spravné. Mdme na vybér dvé tlacitka, tlacitko Dalsi level, které ndm vygeneruje nové

zadani se stejnou obtiZnosti anebo tlacitko Zpét do hlavniho menu, které nas vrati zpét do hlavni

nabidky viz Obrdzek 56.
B Vysledek hry *
Gratulujeme, vaie feieni e spravens. o

Zvolte moinost:

Dalsi level Zpét do hlavniho menu

Obrazek 56: Spravné fesSeni

Pokud se dostaneme do ,,slepé ulicky* zobrazi se nam okno, které¢ ndm tikd, Ze naSe feSeni neni
spravné. Mame na vybér tfi tlacitka, tlacitko Zkusit znovu, které nam level restartuje a miizeme
se pokusit znovu o spravné feSeni, tlac¢itko Ukdazat reseni, které ndm ukdze spravné feseni, ale
uz se nemuzeme znovu pokusit o zvladnuti levelu, a tlacitko Zpét do hlavniho menu, které nas

pfesune do hlavni nabidky.
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B Vysledek hry =

WVage feieni nenl spravné 0

Zvolte moZnost:

Zlusit znowvu Ukazat feseni Zpét do hlavniho menu

Obrazek 57: Spatné fesenti

K vygenerovani zadani pro hru Eulerovsky tah je nejprve pouzit algoritmus BFS k ovéfeni, zda
je graf spojity. Dale je kontrolovdna podminka, zda graf obsahuje Zadny nebo prave dva vrcholy
lichého stupné, pokud ano je tento vygenerovany graf pouzit jako zadani. K nalezeni
Eulerovského tahu, pii kliknuti na tlacitko ,,Ukazat feSeni” je vyuzit Fleuryho algoritmus.
K ovéfeni, zda hrana neni mostem pti provadéni Fleuryho algoritmu a pii kontrolovani hrace je

vyuzit algoritmus DFS.

3.4 Hamiltonovka kruzZnice

Hra hledani hamiltonovské kruznice funguje na stejném principu jako Eulerv tah, pokdu se
dostaneme do slepé ulicky hra kon¢i, pokud se nam podaii najit hamiltonovskou kruznzici

vyhrali jsme. Pfiklad feSeni hamiltonovské kruZnice je naptiklad nasledujici viz Obrazek 58.

i Graph games and puzzles - X

Pospojujte viechny hody tak, abyste nav3tivili kaZdy bod jen jednou a skonéili ve stejném hod@, ve kterém jste zadali.
Body lze premistovat podrZenim pravého talGitka mysi.

Restart Ukdzat feSeni Inétdo hiavnino menu

Obrazek 58: Okno hamiltonovska kruznice

K vygenerovani zadani je opét pouzit algoritmus BFS k ovéfeni spojitosti. Nasledné jsou

kontrolovany nutné podminky existence hamiltonovské kruznice. Pokud je tato podminka
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splnéna, neznamend to, ze je dany graf hamiltonovsky, existence je ovéfena naleznutim
hamiltonovské kruznice pomoci backtracking algorimtu. Tato nalezend kruznice je nasledné

ree

ukazana po kliknuti na tlacitko ,,Ukézat feSeni‘.

3.5 Hledani rovinného zobrazeni

Dalsi hra hledani rovinného grafu spociva v tom, Ze musime presouvat vrcholy grafu drzenim
tlac¢itka mysi, dokud se zadné dvé hrany nekiizi. Hrany, které se kiizi jsou oznaceny Cervené

a hrany které se nektizi jsou oznaceny zelen¢ viz Obrazek 59.

1 Graph games and puzles - x

Piesunte hody podrZenim tiaitka mySi tak, aby se Zadné Gary nekfizily

Restart Ukdzat feseni Ipétdo hiavniho menu

Obrazek 59: Okno rovnani grafu

Reseni je spravné, pokud jsou vSechny hrany obarveny zelené, to znamena ze se zadné dvé

hrany nektizi viz Obrdzek 60.
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& Graph games and puzzles - X

Presunt’e hody podrZenim tlagitka mySi tak, aby se Zidné Eary nekiiiily

Obrazek 60: Okno feseni rovnani grafu

K vygenerovani zadani je opét vyuzit algoritmus BFS k ovéfeni spojitosti grafu. Nasledné je
vygenerovan rovinny graf, tak aby se hrany nekfizily a nasledné je vyuZzita Kuratowskoho véta

a je provadéna operace déleni hranou.

3.6 Barveni grafu

Posledni hra barveni grafu spo¢iva v barveni grafu barvami, které mame na vybér v horni ¢asti
okna, tak aby sousedni vrcholy nebyly obarveny stejnou barvou. Graf budeme barvit do té doby,

nez je graf obarven spravng viz Obrdzek 61.

7 Graph games and puzzles - x

Obarvéte vSechny body tak, aby Zadné dva body spojené éarou neméli stejnou barvu.
Body Ize piemist'ovat podrienim pravého talGitka mySi.

Cee

Restart Ukazat feseni Inét do hiavniho menu

Obrazek 61: Okno barveni grafu
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K vygenerovani zadani je opét pouzit algoritmus BFS k ovéteni spojitosti grafu nasledné je
vygenerovan rovinny graf, stejnym zptisobem jako v ptipadé ptedchozim. K nalezeni obarveni

grafu po stisknuti tlacitka ,,Ukazat feSeni* je vyuzit algoritmus sekvencniho barveni grafu.
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4 TECHNICKA DOKUMENTACE

4.1 Pouzité technologie

4.1.1 Java

Herni aplikace byla vyvijena v programovacim jazyce Java, aplikace byla vyvijena a testovana

na verzi JRE 1.8, proto je doporucené pouzivat pro spusténi aplikaci praveé verzi JRE 1.8.

4.1.2 JavaFX

Pro tvorbu uzivatelského rozhrani (GUI) byla vyuzita open source knihovna JavaFX.

4.1.3 Gluon Scene Builder

Ke grafickému designu JavaFX prvki byl pouZit open source nastroj Gulon Scene Builder verze

18.0.0.

4.1.4 NetBeans IDE 8.2

Jako vyvojové prostiedni pro psani herni aplikace bylo pouZito NetBeans IDE 8.2.

4.2 Rozvrzeni aplikace

Aplikace je rozvrZena do Ctyt zakladnich balicki: games, data, utils a view viz Obrazek 62.
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= | Source Packages

_E] data

- |&| Edge.java

- |&| Graph.java

- & Vertex.java
=~ games

- 8] PEulerGame. java

- [ PGame.java

] Ifﬁ'GrE||:-h(:oloring|GEumE Java
- &) BHamiltonGame. java
@&PlanarityGame.java
_...E_I utils

|6 Difficulty java

----- |&] GraphGenerator.java

E] view

[ BakalafskaPrace.java

>@ Game, fxml

. [@]®GameController java
GameModeScene. fxml

e |68] BGameModeSceneController.java

+-| [7 TestPackages

Obrazek 62: Balicky

Balicek games obsahuje rozhrani Game, toto rozhrani implementuji v§echny ostatni algoritmy:
EulerGame, GraphColoringGame, HamiltonGame a PlanarityGame. Balicek data obsahuje

ttidy, které slouzi k reprezentaci grafu:
e Ttida Graph slouzi k reprezentaci grafu, obsahuje seznam hran a vrchold.

e Trtida Vertex slouzi k reprezentaci vrcholu grafu, obsahuje oznaceni vrcholu, informaci,
zda byl vrchol navstiven, seznam hran nebo bod, kterym je vrchol reprezentovan

graficky

e Ttida Edge slouzi k reprezentaci hrany, obsahuje pocatecni vrchol, koncovy vrchol,

informaci, zda byla hrana navstivena a ¢aru, kterou je hrana reprezentovana graficky.

Balicek utils obsahuje pomocné tfidy jako je Enum Difficulty, které slouzi k reprezentaci
obtiznosti pro generovani grafu a ttidu GraphGenerator, ktery generuje ndhodné grafy jako

zadani pro jednotlivé hry.

Balicek view obsahuje tfidy, které slouzi ke grafické reprezentaci herni aplikace, a to tfidy
GameController  ktera  slouzi ke  grafickému zobrazeni dané hry atfidu

GameModeSceneController, které slouzi k reprezentaci hlavniho menu.
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4.3 Popis vybranych ¢asti kédu

4.3.1 Generovani nahodného grafu

pukblic Graph generateGraphi) {
do {
h.getVertices () .clear|():

w

raph.getEdges() .clear ()

for (imt i = 0; i < wverticelNumber; i++) {
graph.addVertice (new Vertex(i)):

for (imt i = 0; i < edgeMNumkber; i++) {
Edge edge = generateEdge (graph.getVertices().size()):
graph.addEdge (edge)
edge.getDestination () . addEdge (edge)
edge.getSource () . addEdge (edge) ;

} while ('i=zContGraphi()):
return graph;

Obrazek 63: Generovani nahodného grafu kod

4.3.2 Prohlidka do Sirky

Metoda generateGraph generuje nahodny graf podle parametrl verticeNumber a edgeNumber

dokud neni graf spojity, k ovefeni spojitosti je vyuzita prohlidka grafu do Sitky.

private List<Vertex> breadthFirst (Vertex v) |
List«<Vertex> wisitedVertices = new ArrayList<>();
v.setVisited(trues) ;
LinkedList<Vertex> gqueue = new LinkedList<>();
gueue.offer (v):
while (!'queue.isEmpty()) {
Vertex wvertice = queunse.poll();
vigitedVertices.add (vertice)
for (Vertex neighbor : graph.getMNeighbours (vertice)) {
if ('meighbor.isVisited()) {
neighbor.setVisited(true);
queue.offer (neighkor) ;

return visitcedVertices;

Obrazek 64: Prohlidka grafu do Sitky kod
Metoda breadthFirst projde dany graf do §itky a vrati seznam navstivenych vrchold.
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4.3.3 Hledani Eulerova tahu

private wvoid findPath (Vertex start) {

for (Edge edge : start.getEdges()) {
if (ledge.isVisited()) {
Vertex nextVertice = graph.getHeighkbour (start, edge);

if [(isEdgeValid(start, edge)) {
edge.setVisited (true) ;
eulerianFath.add (nextVertice) ;
findPath (nextVertice) ;

Obrazek 65: Hledani Eulerova tahu kod

Metoda findPath postupné prochazi vSechny hrany vstupniho vrcholu a pokud hrana nebyla
navStivena a zaroven plati, ze odebrani hrany nezplsobi rozpad grafu na dvé komponenty je

koncovy vrchol hrany pfidan do Eulerova tahu.

4.3.4 Hledani hamiltonovské KkruZnice

private boolean findCycle(int index) {
if [(index == graph.getVertices().=size()) {
return graph.getNeighbours (
HamiltonCycle.get (index - 1)) .contains |

graph.getVertice (0) ) ;

for (imt i = 1y i < graph.getVertices().size(); i++) {

if (isValidVertex|(graph.getVertice(i))) {
HamiltonCvycle,add (graph.getVertice (i) ) s

if (findCycle(index + 1)) {
return true;

HamiltonCycle, remove (index) ;

return false;

Obrazek 66: Hledani hamiltonovské kruznice kod
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Metoda findCycle ptida do cesty validni vrchol, a nasledné rekurzivné zavold funkci findCycle.
Pokud je nalezen validni vrchol, pfida se do cesty a je vraceno true, pokud ne je vraceno false

a pomoci ,,backtrackovani* je vrchol odebran z cesty a je prozkouméana dal$i moznost.

4.3.5 Barveni grafu

private volid colorGraph() {
Vertex current:
while (!'isEveryVerticeColored()}) {
current = getHighestDegreeVerticel():

current.setVisited (true) ;
current.getCircle () .setFill (findPossibleColor (current) )
current.getCircle ()} .setStrokeWidth (1) ;

Obrazek 67: Barveni grafu kod

Metoda colorGraph barvni vrcholy, dokud nejsou vSechny vrcholy obarveny. Pomocnéd metoda
getHighestDegreeVertice vrati vrchol s nejvyssim stupném. Metoda findPossibleColor najde
takovou barvu, kterou Ize vrchol obarvit tak, aby nemé¢l stejnou barvu jako jeho sousedni

vrcholy.
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ZAVER

Hlavnim divodem psani této prace bylo vytvoieni herni aplikace, ktera je zaloZena na teorii
grafii. Tento cil byl dle mého nazoru splnén, aplikace obsahuje ¢tyfi hry, a to Kresleni jednim
tahem, hleddni Hamiltonovské kruznice, hleddni rovinného zobrazeni grafu a barveni
rovinného grafu. Aplikace umoziuje hraci zvolit jedni ze tii obtiZznosti pro kazdou hru a to
Easy, Medium a Hard, podle které se generuji riizné slozité grafy. Hrac si béhem hrani vyzkousi
vyfesit rizné problémy teorie grafii herni azadbavnou formou. Ikdyz se hry zdaji byt
jednoduché opak je pravdou, napiiklad pii zvoleni obtiznosti Hard u hry rovnani grafu miaze
byt n¢kdy nalezeni rovinného zobrazeni zabavou na nékolik dlouhych minut. Sdm jsem pfii
testovani aplikace i ptes znalost vSech algoritmti mél n¢kdy s obtiZznosti Hard problémy, proto
jsem ji nakonec trochu zjednodusil. KdyZz jsem dal aplikaci otestovat nékterym ptislusnikiim
rodiny ¢i kamaradim, ktefi nemaji zddné znalosti z teorie grafl, dokazali se u hry zabavit na

pomérné dlouhou dobu, takze si myslim Ze herni aplikace splnila sviij ucel.

Herni aplikaci bych vytknul vzhled uzivatelského rozhrani, ktery by se dal v budoucnu vylepsit,
aby byla herni zkuSenost jesté lepsi. Dale by se dala aplikace jednodusSe rozsitit o dalsi hry
jednoduchym vytvofenim nové tiidy, kterd implementuje rozhrani reprezentujici algoritmus.
Dle mého nazoru jsou tyto hry velmi zdbavné a zdroven uZitecné, protoze si uzivatel napiiklad
u Eulerovského tahu miize zobrazit feSeni krok po kroku a obohatit tak své zkuSenosti teorie
grafli touto zdbavnou formou. Z tohoto diivodu si myslim, Ze prace splnila sviij ucel a mize byt

pfinosem pro Sirokou vetejnost.
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