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Gaussovo (normalni) rozdéleni

Zdenék Pulpan, Ondrej Slavicek

Abstract [Gaussian distribution]: In geodetic measurements, Gauss used the
experience that the distribution of the measured quantities corresponds to the
previously known bell curve to estimate the accuracy of the measurement. Here
it is first shown how the analytical expression of such a curve can be easily obta-
ined and then attention is drawn to some applications in technology, psychology
and pedagogy.

Key words: Gaussian distribution, estimation of in-plane measurement accu-
racy, technical and psychological measurements.

Souhrn: Pfi geodetickych métenich Gauss pouzival k odhadu pfesnosti mefeni
zku§enost, Ze rozdéleni naméfenych veli¢in odpovida jiz diive znamé zvonovité
kiivece. Zde je nejprve ukazano, jak lze k analytickému vyjadieni takové kiivky
snadno dojit a pak je upozornéno na nékteré aplikace v technice, v psychologii
a pedagogice.

Klic¢ova slova: Gaussovo rozdéleni, odhad piesnosti méfeni v roving, technicka
a psychologicka méfeni.

MESC: A30, B50, C70, D20, E10, F70.

Uvod

K. F. Gauss (1777 — 1855) byl sice ,,Cistym“ matematikem, mél vSak i cit pro aplikace.
Ptispél k pokroku v numerické matematice, v teorii elektromagnetismu i v geodézii
(organizoval rozsahla geodetickd méteni). Jiz pied Gaussem se typickou zvonovitou
ktivkou zabyval Francouz Abraham de Moivre (1667 —1704). Gauss vSak pro tuto
zvonovitou kiivku odvodil v praxi pouzitelny vzorec a prozkoumal dalsi jeji vlast-
nosti. Zvonovita funkce se mu hodila pro odhad chyby pfi geodetickych méfenich.
Ukazeme, proc je uvedena kiivka pro geodety (a nejen pro n¢) tak dilezitd a jaky je
rozdil v popisu chyby jednorozmérné od chyby dvourozmérné. Gaussovo rozdéleni je
limitnim rozd€lenim pro mnoha jina rozd€leni a vyhovuje jisté extremalni podmince
pro Shannonovu neurcitost. P. S. Laplace (1749 — 1827) pfedvedl metodu vypoctu né-
kterych integrald, souvisejicich s onou zvonovitou kfivkou. Proto se nékdy Gaussovo
rozdé€leni nazyva také Gauss-Laplaceovo.
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1 Presnost geodetickych méfeni

Uvazujme o identifikaci bodu A v roving se soufadnicemi x, y (viz obr. [I), kde po-
¢atek soustavy soufadné budeme mit v bodé O. Identifikace bodu A je zavisla na
nahodé¢ a jeho soutadnice jsou hodnotami dvourozmérné nahodné veli¢iny (X,Y).
Predpokladejme, ze méfena soutadnice = bodu A padne do intervalu (z,x + Ax)
s pravdépodobnosti f(x) - Ax, kde f(x) je spojitd funkce hustoty pravdépodobnosti
v intervalu (—oo; 4+00) se stiedni hodnotou v bod¢ 0 a také podobné i pro soufadnici
y v intervalu (y, y + Ay) s pravdépodobnosti f(y) - Ay, kde f(y) je hustota pravdé-
podobnosti méfené veli¢iny Y také se stfedni hodnotou v bod¢ 0. Predpokladame, ze
chyby ve sméru soufadné osy x jsou nezavislé na chybach v ose y, pravdépodobnost
uréeni bodu A ve vySrafovaném diferencidlnim obdélniku se stranami Ax, Ay (viz
obr. [l]) je proto rovna souginu

flz)-Az- f(y) - Ay. (1)

Protoze ptedchozi pravdépodobnost nezavisi na sméru (uhlu ¢), ale pouze na vzdale-
nosti od bodu O, mizeme ji psat také pomoci funkce g(r), kde r je vzdalenost bodu
O od vysrafovaného obdélnicku:

g(r) - Az - Ay. 2)
Vztahy ([l) a (P]) vyjadiuji tutéZ pravdépodobnost, proto musi platit

g(r) = f(z)- f(y)- 3)

y+ Ay

0 x X + Ax X

Obrazek 1. Presnost geodetickych méreni
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Protoze leva strana predchoziho vztahu nezavisi na thlu 9, pak derivovanim dosta-

e dg(r) 8f( ) 0 ()
T — 0= f) 52+ rw) 5 @)

UZitim polarnich soutadnic pro r > 0,9 € <0, 27) ajejich transformace na kartézské
soufadnice x, y ve tvaru

z=r7r-cosv

— . sin® (%)
Yy =r-sind,
miizeme vztah () po derivaci podle tihlu ¥ piepsat nejdiive na
0 0 0
0= @)W 28 4 ) 2L 2 (©)
a pak na
0=f(@) f'(y)- -2+ fy) f@) (- (7
Proxz # 0,y # 0, f(z) # 0, f(y) # 0 dostavame
HOIA0) ©

v flz)  y fly)

Protoze jsou podle predpokladu identifikace bodu A velic¢iny X a Y nezavislé, pied-
chozi vztah znamena, 7e obé ¢asti rovnosti (§) jsou rovny blize neuréené konstanté

K, 4.
f'(=) f'(y)
=K = _ 9
z- f(x) v f(y) &)
(=) _
o = K-,
(10)
') _
fly) — K-y
Integraci predchozich vztah () dostaneme
In f(z) = KTa: + C, nebo také f(z) = A-e3K7® kde A = €. an

Predpokladame-li, Ze vétsi chyby jsou méné pravdépodobné, musi byt K < 0. Volime
proto konstantu K = —2k?, k > 0. Takze mame

fla) = Ae™ 7 f(y) = Ae™FV, (12)

Proto
g(r)=A?. eTF@P ) o p2 . R (13)
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Protoze g(r) je hustota pravdépodobnosti v polarnich soufadnicich, musi platit

/0% /0+Oog(r)drd19 =1. (14)

Dosazenim za hustotu g(r) dostaneme normovaci podminku:

+oo
+o00 42,2 efk2r2 71'A2
A2-27T/ roe M dr =A% g 2 :?21 (15)
0
0
a z toho pro A plati
k
A=—. 16
v (16)
Dostavame tak normalni (Gaussovo) rozdéleni s hustotou
k
flz) = —= - e F7*, (17)

VLS

12
Pro Laplacetv integral plati fj;o e~ 2 dx = v27. Proto musi byt k = % (integral

| j;o f(z)dz = 1). Normalni rozdé€leni ndhodné veli¢iny X tvaru

fa)= e

oznacujeme N (0; 1) a nazyvame normovanym normalnim rozdélenim. Pro nahodnou
veli¢inu se stiedni hodnotou EX = 1 arozptylem DX = o mé hustota normalniho
(Gaussova) rozdéleni tvar

1 _(@-pw?
et (18)

flz) = ——
a oznaéujeme ho N (p; 0'2).

Jako diilezité se ukazuje normalni rozdé€leni v souvislosti ve statistice velmi uzi-
vané Lindeberg — Lévyho véty, ktera fika, Ze soucet vzajemné nezavislych nahodnych
velicin, které jsou stejné distribuovany (rozdéleny) s kone¢nou stiedni hodnotou a ko-
necnym rozptylem, ma pro dosti velky pocet méfeni ptiblizn¢ normalni rozdéleni.

Meétime-li ndhodnou veli¢inu X, zjistime v i-tém méfeni hodnotu X; = x;, kterou
si miizeme v mnoha piipadech predstavit jako soucet spravné hodnoty X, a chyby e;,
tedy X; = X, + ¢;. Pfedpokladame-li, ze pravdépodobnost urcité kladné chyby je
stejna jako zaporné (s toutéz absolutni hodnotou), musi byt stiedni hodnota chyby
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Fe; = 0. Dale mazeme v nevelkém rozsahu métenych hodnot predpokladat kon-
stantnost rozptylu chyby méfeni (nezavislost na 7), tedy DX; = De; = o2. Jsou-
li jednotliva méfeni na sob& nezavisla a i navic se stejnym rozdélenim s kone¢nou
sttedni hodnotou a koneén}'/m rozptylem, pak podle véty Lindeberg - Lévy-ho ma
S (X — Xp) v i a\l/ﬁ > i, € pron — oo normované normalni rozdéleni
N(0;1). Dulezité je, ze limitni pfechod k normalnimu rozdéleni je pro velkou tiidu
rozdéleni dosti rychly (naptiklad pro binomicka rozdéleni s parametry n, p pro béZnou
potiebu staci, ze n - p - (1 — p) > 9).

Pfi soucasném méfeni dvou vzajemné nezavislych velicin X, Y bude-li v prvnim
rozméru pro meze x,x + dx pravdépodobnost rovna fi(x)dx, v druhém pro meze
Y,y + dy pravdépodobnost rovna fa(y)dy, pak pro pravdépodobnost, ze vysledek
méfeni bude ve ¢tverci s vrcholy v bodech (x,y), (x,z + dx), (x + dz,y + dy),
(z,y + dy), musi platit fi(z) - f2(y) - dedy. Je-li rozdéleni obou veli¢in normalni,
prvni s rozd&lenim N (u,; 02), druhé s rozdélenim N (uy; o ) pak

2
1 -3 (%+%> 1 _£
e %z %Y/ = .
2moL0y 2wo0y

fi(z) - faly) =

Tam, kde je hustota konstantni, musi byt x + y—i 2, kde t > 0 je konstanta.
J y o2

CC

Mnozina vSech bodi, které spliuji predchozi rovnici, je elipsa o poloosach to, toy,.
Snadno ur¢ime pravdépodobnost, Ze chyba bude lezet v intervalu eliptického prstence
v mezich poloos to, (t + dt)o, a toy, (t + dt)o,. Tato pravdépodobnost bude sou-
¢inem plochy diferencidlniho prstence, pfislusSného zméné proménné ¢ o dt a pravde-
podobnosti

1 t2

2TO .0y

Protoze plocha elipsy je F' = mab = wamath, je dF = 2mo,oyt - dt. Pak ale bude
pravdépodobnost, Ze chyba bude lezet v plose diferencidlniho prstence rovna
A S _2
Py =_———¢ 2 - 2mozot-dt =t-e 2 -dt.
2mo0y
Pro dvojrozmérnou chybu je pro obvod elipsy hustota f(¢) podle pfedchoziho vy-
sledku dana vztahem

2
fy=t e 7. (19)
Vztah (19) se li§i od vztahu ([L7), resp. ([L§), pro chybu jednorozmérnou. U dvojroz-
meérnych chyb neexistuji chyby zaporné, graf hustoty je asymetricky, jak je mozné se
snadno piesveédcit.
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2 Metoda nejmensich &tverci (MNC)

Je také Gaussovou zasluhou, Ze se od roku 1795 za¢ala pouzivat MNC (Gauss ji pouZil
pro eliminaci chyb geodetického vymétovani).

M¢jme n-krat nezavisle opakované méfeni veli¢iny X jehoz vysledkem jsou hod-
noty x1, o, ..., . Pfitom spravna hodnota neni znama, ozna¢me ji . Odhadem je-
diné hodnoty, kterd by mohla zastupovat spravnou hodnotu, Gauss stanovil takové
gislo o, pro n&j je soucet &tverc odchylek Q = Q(z) = Y27, (z; — 2) mini-
malni. Minimum lze zde najit derivovanim, kdyz derivaci d@/dz polozime rovnu

nule:
n

dQ
a:—QZ(m—x):O.

i=1
Z ptedchoziho vyrazu dostaneme pro xy vypocet g = % Yo = . Ze se jedna
skute¢né o minimum, plyne z toho, ze UfT? =-2%",(-1)=2n>0.

Uvazované méteni, pfi kterém jsme ziskali n hodnot, 1ze tedy zastupovat za ur-
¢itych podminek hodnotou jedinou, kterd je ve smyslu metody nejmensich ¢tverca
aritmetickym primérem z. Ten zastupuje stfedni hodnotu veli¢iny X . Nyni pfedpo-
kladejme, e méfime veli¢inu X, ktera ma normélni rozdéleni N (u; o) s nezndmymi
parametry j, o2. Budeme nyni hledat takové odhady parametrii i a o2, které maxi-
malizuji soucin

n_T 1 \" S (e’
L=L(uo°)=|]|f( —<> e 207
( ) 11;11 2 V2mo?
(Hodnota L odpovida hustoté n-rozmérmého méfeni jehoz vysledek je (z1, z2, ..., Ty)
za daného ptedpokladu.)

Maximu L odpovida maximum In L a opét pouZijeme derivovani. Protoze v tomto
pripad¢ je L funkci dvou proménnych, pouzijeme parcialnich derivaci:

n n
n 1
InL = E lnf(xi):—§ln27702—ﬁ E (2 — )2,
i=1 i=1

dlnL 1 °
:7-2- 'L_ p— y

OlnL n 1 1 < 5
07 = 2 A T @0
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Z prvni derivace dostaneme znamy odhad i = % Yo, x; = T, z druhé odhad

- )
pro parametr o2 ve tvaru 02 = 2 37 | (z; — p)® = s2.

Odhad metodou maximalni vérohodnosti L (funkce L se nazyva vérohodnostni
funkce) pro normalné rozdélenou nahodnou veli¢inu vede k odhadu metodou nejmen-
Sich &tvercil; jejim jednim vysledkem je vybérovy rozptyl s2. (Odhad momentovou
metodou vede k odhadu rozptylu ve tvaru s2_; = 13" | (z; — z)2. Jeho vyho-
dou je, Ze je nestranny, pro sttedni hodnotu je ES?_; = ¢ na rozdil od odhadu s2,
pro ktery plati ES? = En=1. 1L5™ (3, — 7)* = "=152 ktery je pouze asympto-
ticky nestranny.)

3 Aplikace v psychologii

Pomoci normélniho rozdéleni nemodelujeme jen rozdéleni chyb technickych méfeni.
Ukazuje se také (experimentalné to bylo potvrzeno), Ze toto rozdéleni popisuje i bi-
ologickou variabilitu. Od 19. stoleti se predpokladalo, ze vétSina piimo métenych
veli¢in jakéhokoliv ptivodu ma toto rozde€leni (odtud také jeho nazev ,normalni®).
Sem napftiklad pattilo rozdé€leni lidi podle vysky, hmotnosti ¢i nékterych ¢asti lebky
¢i jinych kosti. Histogramy mnoha takovych méfeni mély tvar, podobajici se typické
zvonovité kiivce. Na tomto zaklade se predpokladalo, Ze i fada psychologickych mé-
feni ma v populaci normalni rozdéleni odhadovanych vlastnosti, naptiklad lidskych
schopnosti. Podle toho se v psychologii vytvarely dotazniky, které mély charakterizo-
vat testovaného v reakénich schopnostech, odolnosti viic¢i stresu, uroven jeho unavy
po urcité zatézi, numerické zbehlosti, prostorové predstavivosti, atd. Vysledky vSech
takovych Setfeni mély byt také normalné rozdé€leny (tj. v tehdejSim pojeti mély mit
histogramy vSech takovych méteni zvonovity tvar). Ti, ktefi v testech vybranych
schopnosti uspéli s vysledkem nadprimérnym, byli ozna¢ovéni jako ,nadprimérné
inteligentni“, prislusné dotazniky pak jako ,testy inteligence“. Prvni test inteligence
vytvofil na zacatku 20. stoleti A. Binet (1857—1911). Testy inteligence se liSily svym
obsahem (dotaznikovymi polozkami), proto kazdy méfil néco jiného, véfilo se vSak
tomu, ze zména dotaznikovych polozek nema zasadni vliv na vysledek dotazniku.
Pivodné inteligen¢ni kvocient IQ znamenal podil mentalniho véku a chronologic-
kého veku vynasobeny 100. Mentalni vék se ur€oval pomoci dotazniku, kdy respon-
dent jeho vyfesenim se zatradil mezi referencni populaci se stejnym vykonem urcitého
chronologického véku. Takto na jednorozmérné a spojité stupnici byla populace po-
moci uréitého dotazniku klasifikovana (naptiklad populace brancti). Teprve pozdeji
stupnice pro méteni inteligence pomoci dotazniku (testu) byla vice propojena se statis-
tikou (a prislusnym dotaznikem). To je spojeno se jmény Ch. Spearmena, R. Cattella,
L. L. Thurstona a P. Guilforda. Ukazeme si princip metody.
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M¢gjme dotaznik s celkem n polozkami (otdzkami, ukoly, ...), které jsou homo-
genni v tom smyslu, Ze na kazdou z nich bude respondent odpovidat spravné s pravdé-
podobnosti p. O pravdépodobnosti p se predpoklada, ze je uréitou mirou inteligence
respondenta. Odpovi-li respondent na k£ dotaznikovych polozek spravné a Ize-li jesté
predpokladat, ze polozky jsou nezavislé, mtzeme si vysledny skor ptredstavit jako
soucet n nezavislych nahodnych veli¢in X s alternativnim rozdélenim (X; = 1 kdyz
respondent odpovédél na i-tou polozku spravng s pravdépodobnosti p, X; = 0 kdyz
odpovedél Spatné s pravdépodobnosti 1 — p), kde

EX;=1-p+0-(1—-p)=p,
(20)
DX;=FEX?— (EX;)> =p—p*=p(1-p).

Veli¢ina X = > ' | X;, pfedstavujici celkovy podet spravné zodpovézenych polo-
zek, ma pak binomické rozdéleni a plati

n

P =k = ()t a-p @1)

Muzeme-li jeste predpokladat, ze 0,1 < p < 0,9 a pocet dotaznikovych polozek
je velky (n > 30), lze ndhodnou veli¢inu X aproximovat normalnim rozdélenim
prostfednictvim Moivreovy — Laplaceovy véty

i < klp) = li np < ko
nlglgop(X < klp) nlggo (\/np(l—P) - \/”7’(1—”)>

k—np
-n Vri-p 1 _i2
(w/npu—p)) /Oo Nl (klp)

(22)

2
T \/%ef% -dt.)

Diskrétni binomické rozdé€leni se zde aproximuje spojitym normalnim rozdélenim
tak, Ze kdyz napiiklad P(k|p) = 0,5, pak IQ = 100, kdyz P(k|p) = 0,25, pak
IQ = 50, obecné IQ = 2 - P(k|p) - 100. Stupnice pro IQ je tedy nerovnomérna (viz
Obr. ) vzhledem ke .

Parametr p miizeme z experimentu odhadnout hodnotou p = % = % (za
predpokladu statistické nezdvislosti a stejné obtiznosti p vsech dotaznikovych polo-
zek). Pro ucely aproximace binomického rozdéleni rozdélenim normalnim, které jsme
nastinily, je lepsi odhadovat pfimo stfedni hodnotu np, resp. smérodatnou odchylku
binomického rozdéleni \/np(1 — p) do vztahu (22) pro funkci ®(z) (jejiz hodnoty
pro kazdé normované x jsou tabelovany) z empirické stiedni hodnoty, resp. empirické

(Pfitom jsme oznagili ®(z) = [*



31

0 5 10 15 20
Obrazek 2. Vztah binomického rozdéleni s parametry n = 20 a p = 0,5 a rozdéleni normal-
niho se stredni hodnotou 10 a rozptylem 5. Tmavéeji oznacend plocha je mirou pravdépodob-
nosti P(8 < X < 12) binomické ndhodné veliciny, plocha pod grafem normdlniho rozdélent
mezi vyznacenymi trojithelniky na ose x je mirou jejiho odhadu.

smérodatné odchylky méfené veliCiny X. ZkuSenost ukazala, Ze ne kazdy dotaznik
mél v uvazované populaci normalné rozdélené vysledky (které byly poctem pozitivné
zodpovézenych dotaznikovych polozek). Usuzovalo se, Ze pfi¢inou jsou nedostatky
v obsahu a konstrukci dotazniku. Snaha byla co nejlépe vyhovét podminkdm Moivre-
ovy — Laplaceovy véty. Pro praktické pouzivani dotazniku jako mérného prostiedku
s aspon pfiblizn€ normalné rozdélenymi vysledky je obtizné, a proti ucelu dotazovani,
konstruovat polozky tak, aby jich bylo dostate¢né mnozstvi a pfitom vSechny mély
stejnou obtiznost. Statistickou nezavislost polozek je také obtizné splnit (je rovnéz
komplikované uvedené ptredpoklady statisticky ovétovat, i slaba statisticka zavislost
polozek ma na celkovy vysledek dotazniku velky vliv). Pfitom psychologové trvali
v nékterych Setfenich (napf. v testech inteligence) na tom, aby vysledky dotazniku
byly v populaci normalné rozlozeny (podobné jako je to v technickych méfenich)
a mohlo se tak pouzivat statistické intepretace vysledkii podobné jako v technice.
Tak byl zaveden psychometricky postulat o potiebé konstruovat nékteré¢ dotazniky
(specialné testy inteligence) tak, aby vysledky v populaci, pro kterou byl dotaznik
urcen, byly normalné rozdélené. Kazdy takovy dotaznik (zvlasté¢ mél-li méfit inteli-
genci) se proto musel nejprve na vybérovém reprezentativnim souboru respondentt
kalibrovat. To znamena, nejen to, ze z pokusti na vybraném reprezentativnim souboru
respondentt se pro urcity dotaznik (ktery ma zde funkci ,,metru“) odhadnou parame-
try pro normalni rozdéleni pomoci vybérové stiedni hodnoty a vybérového rozptylu
z empirickych poctl spravné zodpovézenych polozek jednotlivych respondenti (tj.
empiricky odhadované veli¢iny X), ale hlavné to, Ze se musi vhodn€¢ ménit nebo
upravovat pocet dotaznikovych polozek. Dotaznik mél mit dostatecny pocet polozek
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a doba jeho fesSeni respondenty nemohla byt ptili§ kratka (vypliiovani takového do-
tazniku nékdy mélo trvat respondentu i nékolik hodin). A priori nelze predpokladat
(nejsou pro to ani formalni divody statistické), ze psychicky vykon, méfeny dotazni-
kem (napf. testem inteligence) ma v populaci normalni rozdéleni. Normalita vysledkt
byla tedy kalibraci pfislusnému dotazniku (testu inteligence) vnucena zamérné volbou
urcitych polozek i formou. Pro psychometricka méieni tedy neplatilo to, co pro velkou
tfidu méfteni fyzikalnich. Psychometricky dotaznik je origindlnim méficim prostied-
kem a méfeni pomoci ného zavisi na tom, co a jak bylo do n¢ho autorem dotazniku
vlozeno. Neuniverzalnost méficiho prosttedku (dotazniku) znamena, Ze méfeni podle
riznych dotaznikii nemusi byt s hlediska vyznamu (interpretace) vzajemné porovna-
telna. Pfima méfeni fyzikalni se realizuji univerzalnim prostfedkem (nap#. metrem)
a velmi Casto jejich vysledkem je norméaln¢ rozdélena ndhodné veli€ina s jednoznac-
nym vyznamem (je to vzdy kdyz méfeni je vysledkem pilisobeni souctu nezavislych,
stejné rozdélenych nahodnych chyb s konecnou stiedni hodnotou a kone¢nym roz-
ptylem).

Vysledek X (chapany jako pocet spravné oznacenych dotaznikovych polozek)
a interpretace dotaznikového Setfeni jsou zavislé na obsahu dotazniku (ale i kon-
strukci a zplsobu zadavani, proto se pfiprava takového dotazniku postupné stavala
komplikovanym ukolem) misto pouze na osobnosti. Krom toho zkoumany jedinec je
komplikovany i ve vztahu k aktu dotazovani a métené psychické vlastnosti jsou ve
své podstaté slozité a méfeni by melo byt spise vicerozmérné povahy (ma nekolik psy-
chologicky vymezenych dimenzi). Zde pomohla i faktorova nebo shlukova analyza
a 1jiné statistické techniky. V dnesni dob¢ je také zpochybilovano méteni inteligence
jako aproximace jistych spojitych latentnich veli¢in (n€které vlastnosti clovéka ne-
musi byt méftitelné na spojité stupnici a meéni se v Case, a to skokem, prikladem je
situace, oznacovana jako ,,vhled“, problémem je, ze tato méteni jsou v podstaté ne-
pfima, ur¢itou proménnou méfime prostrednictvim jinych, ji ovliviiovanych promén-
nych).

Jeste obtiznéjsi je zjistovani znalosti (néceho) pomoci dotazniku (védomostni do-
taznik velmi Casto je jen jednorazovou akei a jeho dlouhodobé;jsi piiprava se podce-
nuje). Podcenuje se dosud i predstava znalosti jako vicerozmérné veli¢iny (psycholo-
gové jiz na to pfisli).

4 Jedna z fyzikalnich aplikaci

Uvazujme jiny piiklad. Mame-li jednorozmérnou verzi fyzikiim znamé difuzni rov-
nice popisujici difuzi fyzikalni veli¢iny u(z, t) v mnozing realnych &isel x (obycejné
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znaci polohu) a ¢ (obyc¢ejné znaci ¢as) ve tvaru

ou B 0%u

o~ Por (23)

s po¢ate¢ni podminkou u(z,0) = d(x), kde § je Diracova funkce (ta ma nulové hod-
noty vSude, kromé x = 0 a jeji integral pfes vSechna x je jedna), pak jeji feSeni je pro
kazdé pevné t funkce typu ([7):

u(x,t) = e Dt (24)

-1 2 0 2 4
Obrazek 3. Graf normovaného normdlniho rozdéleni (se stiedni hodnotou 0 a rozptylem 1),
vybarvena cast predstavuje pravdepodobnost, zZe gaussovska (normalné rozdélend) nahodna

velicina bude mit hodnotu mezi —0,5 a 2 (plocha pod grafem omezend zdola osou © ma
velikost 1).

Kdy nabyva entropie své maximalni hodnoty?

V praci [4] jsme definovali (krom jiného) i Shannonovu entropii pro charakterizaci
neurditosti rozhodovani v pravdépodobnostnim prostoru [(2; Ag; P| s koneénym za-
kladnim prostorem (2.

Mg¢jme nahodnou veli¢inu X s diskrétnim rozlozenim na mnozingé Q = {x;; i =
= 1,2,...,n} s pravdépodobnostni funkci P(X = z;) = p;,0 < p; < 1,7 =

=1,2,...,n; Y, p; = 1. Entropii ndhodné veli¢iny X nazyvame hodnotu vyrazu
n
H(X) =~ pilogyp; [bit] (klademe 0-log, 0 = 0) (25)
i=1

Entropie ndhodné veli¢iny X je mira neurcitosti apriorni identifikace jeji polohy na
¢iselné ose pfi libovolné realizaci.
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Pro H(X) pak plati 0 < H(X) < log, n, nejvétsi hodnota H (X) piislusi rozdé-
leni rovnomérnému s pravdépodobnostni funkci p; = %, nejmensi hodnota entropie
piislusi ndhodné veli¢in€ s rozdélenim u n€hoz pro jednu hodnotu, napf. z;, je p; = 1
(pro zbyvajici hodnoty x; je pak p; = 0). Dlikaz tohoto tvrzeni vyplyva z nasleduji-
cich uvah:

1 1 1
H(X)=- —logy, — = —log, — =1o . 26
(X) ; n g2 n g2 n g1 (26)

Typ rozdéleni ndhodné veli¢iny X pii maximalni hodnoté entropie H(X) na-

jdeme metodou Lagrangeovych multiplikatorti. Lagrangeova funkce L ma tvar

n n
L(p1,p2, o pusA) = = 3 pilogpi + A( Y pi—1), 27)
i=1 i=1
a kdyz jeji derivace podle vSech proménnych polozime rovny nule
OL 1 YR
- ] T =0 == —1=0 28

dostaneme, ze extrémni hodnoty nabyva entropie pro p; = % V nasem piipadé¢ je
touto extrémni hodnotou maximum H (X) = log, n.

Pro ptipad spojitého rozdéleni ndhodné veli¢iny X (na pravdépodobnostnim pro-
storu s 2 = (—o0;+00) a systémem borelovskych podmnozin Ag) s hustotou
f(z) > 0, definovanou pro = € (a;b), ff f(z)dz = 1 kde a,b jsou realna &isla,
uréujeme entropii H (X) vztahem

b
H(X) = - / f() - logy f(x)d. (29)

Pro takto definovanou entropii pak plati nerovnost 0 < H(X) < log, (b — a) a maxi-
malni hodnoty je dosaZeno pro rovnomérné rozlozeni na intervalu (a; b). To mizeme
ukazat nasledujicim postupem.

Nejditve si viimneme, Ze pro specidlni volbu f(z) = ;- pro z € (a;b) dosta-
neme H (X)) ve tvaru

b1 1
—/a b_along_ada:—logQ(b—a). (30)

Nyni fe$ime extremalni Glohu: hledame hustotu f(x) definovanou na (a; b) takovou,
aby pro ni integral — f: f(z) - log, f(z)dzx nabyval maximalni hodnoty za omezu-
jicich podminek f(z) > 0, fab f(z)dz = 1. Sestrojime opét Lagrangeovu funkci
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L(f,\) ve tvaru
1
Ly =10t

odtud dostavame podminku

OL  Inf 1 B

+A-f, (31)

azni
Inf=XA-In2-1, (33)
tedy
f=etl s, (34)
Dale pak je
d*L 1 1
of? f-In2 In2 . eMn2-1 ’ (35)
proto maxima se dosahuje pro funkci nezavislou na z ve tvaru f(z) = eMn2-1,
Z toho, Ze f ma byt hustota pravdépodobnosti viak plyne, ze e*12~1 = -1 a tedy

funkcional H(X) nabyva svého maxima pro funkci f(z) = ;1. Dokazali jsme tedy,
ze hodnota log, (b — a) uddva maximalni entropii pro hustotu f(z) = 71

Nyni ukéZeme, Ze maximalni hodnoty entropie

1) =~ [ f) - tog, f(w)ae

—0o0

pro spojitou nahodnou veli¢inu X s hustotou f(x) > 0 na intervalu (—oo; +00) se
sttedni hodnotou £X = p a rozptylem DX = o2 dosahuje normalné rozlozen4
nahodna veli¢ina pravé s uvedenymi parametry.

Opét sestrojime Lagrangeovu funkci, tentokrate pro tii druhy vazeb:

+00 ~+o0 +00

/ f(x)dx =1, / x - f(z)dz = p, / - f(x)dx = o2 +u%. (36)

Ta je ve tvaru

J-Inf
In2

Derivovanim L podle f a poloZenim této derivace nule dostaneme

L(f, M\, Mo, A3) = — + M fHNz-fH N3z f (37)

OL — IS N4 a gt =0,

(38)
f(.%’) — 61+(>\1+)\2~m+)\3~m2>1n2 — K. ea12—|—bm+c'
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Dosazenim piedchoziho vztahu do tii vazbovych podminek dostaneme vysledny tvar,
odpovidajici hustoté normalniho rozdéleni:

1 _(e-p)?

f(z) = e 202 . (39)

N oV 2

Zavér

hodné veliciny (je limitnim pro fadu jinych rozdéleni, zminili jsme se o binomickém
rozdéleni), uplatituje se nejen v teorii pravdépodobnosti a statistice (zv1asté v teorii
meéfeni), ale také je podstatou i nékterych teorii fyzikalnich a psychologickych. Ne-
zminovali jsme se o nékterych teoriich biologickych, kde podstatou je ndhoda (napfi-
klad mnozZeni, rtst, ...), kterd ma sviij vné€jsi projev v normalnim rozdéleni nékterych
biologickych veli¢in (je ptivodcem tzv. biologické variability).
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