Univerzita Pardubice

Fakulta ekonomicko-spravni

Stochastické modelovani timrtnosti s aplikacemi

v oblasti rizeni rizik

Ondrej Smolik

Diplomova prace

2022



Univerzita Pardubice
Fakulta ekonomicko-spravni
Akademicky rok: 2021/2022

ZADANI DIPLOMOVE PRACE

(projektu, uméleckého dila, uméleckého vykonu)

Jméno a pfijment: Ondiej Smolik

Osobni ¢islo: E20699

Studijni program: N0413A050009 Ekonomika a management

Specializace: Management financnich instituci

Téma prace: Stochastické modelovani amrtnosti s aplikacemi v oblasti fizeni rizik

Zadavajici katedra:  Ustav matematiky a kvantitativnich metod

Zésady pro vypracovani

Cil prace: Cilem diplomové prace je popsat vybrané piistupy k stochastickému modelovani a predikci
Umrtnosti a aplikovat je na readlnd data s ukazkou jejich vyuziti v oblasti Yizeni rizik spojenych
s umrtnostf.

Osnova:

- Modelovani imrtnosti a jeho vyznam.

- Popis vybranych stochastickych modeld dmrtnosti.

- Aplikace vybranych modeldl Gmrtnosti na redlna data.

- Predikce Gmrtnosti pro zvolené populace.

- Ukazka vyuziti modell Gmrtnosti ve vybranych oblastech Fizenf rizik.



Rozsah pracovni zpravy: 50
Rozsah grafickych praci:
Forma zpracovani diplomové prace: tisténa/elektronicka

Seznam doporuéené literatury:

CIPRA, Tomas. Pojistna matematika. 2. aktualiz. vyd. Praha: Ekopress, 2006. ISBN 80-86929-11-6.
CAIRNS, Andrew J. G., David BLAKE a Kevin DOWD. Journal of Risk and Insurance:

ATWO-FACTOR MODEL FOR STOCHASTIC MORTALITY WITH PARAMETER UNCERTAINTY: THEORY AND
CALIBRATION [online]. 2006 [cit. 2021-6-15].

Dostupné z: http://www.macs.hw.ac.uk/andrewc/papers/jri2006e.pdf

COUGHLAN, Guy, David EPSTEIN, Alen ONG, Amit SINHA, Javier HEVIA-PORTOCARREROQ, Emily GING-
RICH, Marwa KHALAF-ALLAH a Praveen JOSEPH.

Life Metrics: A toolkit for measuring and managing longevity and mortality risks [online]. JPMorgan,
2007 [cit. 2021-6-15].

Dostupné z: https://www.researchgate.net/publication/340738356_
LifeMetrics_A_toolkit_for_measuring_and_managing_longevity_and_mortality_risks

DOWD, Kevin, Andrew J. G. CAIRNS, David BLAKE, Guy D. COUGHLAN, David EPSTEIN a Marwa KHALAF-
ALLAH. North American Actuarial Journal:

BACKTESTING STOCHASTIC MORTALITY MODELS: AN EX POST EVALUATION OF MULTIPERIOD-AHEAD
DENSITY FORECASTS [online]. 2010 [cit. 2021-6-15].

Dostupné z: http://www.ressources-actuarielles.net/

EXT/ISFA/1226.nsf/769998e0a65ea348¢ 1257052003eb94f/e6158fd2566f5ddcc 1257806004 34cbe/
FILE/LM_backtesting_models_dec2010.pdf

MACDONALD, Angus S., Stephen J. RICHARDS a lain D. CURRIE. Modeling mortality with actuarial
applications. Cambridge: Cambridge University Press, 2018. International series on actuarial science.
ISBN 978-1-107-04541-5.

LEE, Ronald D. a Lawrence R. CARTER. Journal of the American Statistical Association:
Modeling and Forecasting U.S. Mortality [online]l. 1992 [cit. 2021-6-15]. Dostupné z: htt-
ps://www jstor.org/stable/2290201

Vedouci diplomové prace: prof. RNDr. Viera Pacakova, Ph.D.
Ustav matematiky a kvantitativnich metod

Datum zadani diplomové prace: 1. zari 2021
Termin odevzdani diplomové prace: 30. dubna 2022

LS.

prof. Ing. Jan Stejskal, Ph.D. v.r. doc. Ing. Jan Cernohorsky, Ph.D. v.r.
dékan vedoucf Ustavu

V Pardubicich dne 1. zari 2021



Prohlasuji:

Préci s nazvem Stochastické modelovani imrtnosti s aplikacemi v oblasti fizeni rizik
jsem vypracoval samostatné. Veskeré literarni prameny a informace, které jsem v praci
vyuzil, jsou uvedeny v seznamu pouzité literatury.

Byl jsem sezndmen s tim, Ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze
zékona ¢.121/2000 Sb., o pravech souvisejicich s pravem autorskym a o zméné nékterych
zakonu (autorsky zdkon), ve znéni pozdéjsich predpist, zejména se skutecnosti, ze Uni-
verzita Pardubice ma pravo na uzavteni licenéni smlouvy o uziti této prace jako skolniho
dila podle § 60 odst. 1 autorského zdkona, a s tim, ze pokud dojde k uziti této prace mnou
nebo bude poskytnuta licence o uziti jinému subjektu, je Univerzita Pardubice oprav-
néna ode mne pozadovat priméreny prispévek na thradu nékladi, které na vytvoreni dila
vynalozila, a to podle okolnosti az do jejich skutec¢né vyse.

Beru na védomi, ze v souladu s § 47b zdkona ¢.111/1998 Sb., o vysokych skolach
a o zméné a doplnéni dalsich zakoni (zédkon o vysokych skolach), ve znéni pozdéjsich
predpist, a smérnici Univerzity Pardubice ¢.7/2019 Pravidla pro odevzdéavani, zverej-
novani a formalni Upravu zavérecnych praci, ve znéni pozdéjsich dodatkl, bude prace

zverejnéna prostrednictvim Digitalni knihovny Univerzity Pardubice.

V Pardubicich dne 30. 4. 2022
Ondrej Smolik v. r.



Podékovani

Na tomto misté bych rad podékoval své vedouci diplomové prace prof. RNDr. Viete Pa-
cakové, Ph.D. za jeji ochotu, trpélivost a cenné rady v priibéhu psani prace. Dale chci
podékovat svému konzultantovi z pojistné praxe RNDr. Radku Hendrychovi, Ph.D za
poskytnuti namétu, cennych informaci, konzultaci a materiadli, které se znac¢né promitly
do finalni podoby préace. V neposledni radé chci podékovat celé své rodiné, ktera mne

podporovala po dobu studia.



ANOTACE

Tato prace se zabyva stochastickym modelovanim timrtnosti zasazenym do kontextu po-
jistovny. V tvodnich castech je popsana problematika a vyznam modelovani imrtnosti.
Nésledné jsou na vhodnych datech z Ceské republiky kalibrovany dva stochastické modely.
Pomoci téchto modelt jsou vyjadieny prognézy budoucich mér imrtnosti. Tyto prognozy
jsou aplikovany na fiktivni portfélio klientt.

Na zavér je ukdzana mozna aplikace vysledki v oblasti fizeni rizik v pojistovné, a to
zejména pomoci kalkulace solventnostniho kapitalového pozadavku v souladu se smér-
nici Solventnost 1. Solventnostni kapitalovy pozadavek byl vyjadien pomoci standardni

formule i internfho modelu.
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pojistovnictvi



TITLE

Stochastic Mortality Modeling with applications at the field of Risk Management

ANNOTATION

This work explains the problematics of mortality modelling in the context of insurance.
In its first part, the importance of mortality modelling was described. Then the cali-
bration of two chosen stochastic models was conducted based on data from the Czech
Republic. With the help of these models the prognosis of future mortality was calculated.
These prognoses were applied on fictitious portfolio of annuitants managed by an fictitious
insurance company.

Consequently, there is a possible application of the results shown in the field of an in-
surance company’s risk management. A solvency capital requirement has been calculated

with the use of both a standard formula and an internal model.

KEYWORDS

mortality, mortality modelling, stochastic modelling, Solventnost II, risk management,

insurance
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UVOD

Starnuti populace je v soucasnosti zna¢né diskutovanym tématem. Rostouci stredni délka
zivota je zpusobena mnoha faktory a ma rizné dusledky souvisejici hlavné se starobnimi
dichody a zabezpecenim péce ve stari. Rizné instituce, demografové a pojistni matematici
se snazi starnuti populace uchopit takovym zptisobem, aby bylo mozné jej predikovat.
Zajem na téchto predikcich maji zejména pojistovny, zabyvajici se zivotnim a dichodovym
pojisténim. Produkty téchto pojistoven velmi souvisi s lidskou imrtnosti.

K modelovani amrtnosti bylo doposud vyvinuto zna¢né mnozstvi modeli, viz napr.
[1]. Pro ucely diplomové préce byly zvoleny dva modely, a to Lee-Carteruv (LC) model
a Cairns-Blake-Dowdtv (CBD) model.

Cilem diplomové prace je popsat vybrané pristupy k stochastickému modelovani a pre-
dikci imrtnosti a aplikovat je na redlna data s ukazkou jejich vyuziti v oblasti fizeni rizik
spojenych s imrtnosti.

V prvni kapitole je obecné popsana problematika modelovani timrtnosti spolecné s vy-
branymi zakladnimi pojmy z oblasti demografie. Nasleduje teoreticky popis procesu tizeni
rizik v zivotnim pojisténi. Je zminéno i fizeni rizik z pohledu platné smérnice Evropského
parlamentu a Rady s nazvem Solventnost II. V kapitole jsou popsana data, ktera
byla v praci vyuzita v¢. popisu fiktivniho portfélia klienti, které bylo pro tucely prace
vygenerovano. Kapitoly [ a [5| popisuji struéné LC a CBD model v rozsahu potifebném pro
jejich aplikaci. Vénuji se odhadu parametriit modelti, extrapolaci ¢asovych slozek, odhadu
intenzit imrtnosti a tvorbé individudlnich imrtnostnich tabulek klientt.

Vytvorené individualni tmrtnostni tabulky jsou v préaci vyuzity pro odhad kapitalové
narocnosti portfolia klienti. Pro ukazku aplikace modelovani imrtnosti v oblasti fizeni
rizik zivotni pojistovny jsou kalkulovand data vystavena stresovym scénaitim s ohledem
na riziko dlouhovékosti. Kvantifikace rizika na zakladé stresovych scénart slouzi jako
podklad pro stanoveni vyse solventnostniho kapitalového pozadavku (SCR) dle smérnice
Solventnost II.

Veskeré vypocetni postupy a generovani grafickych vystupt bylo provedeno uzitim
programovaciho jazyka R spolu s riznymi knihovnami, které jsou v praci popsany. Skripty,
které byly v ramci prace vytvoreny ¢i upraveny jsou dostupné jako prilohy. Pro napsani

prace byl vyuzit software I¥TEX.

15



1 MODELOVANI UMRTNOSTI A JEHO
VYZNAM

Umrtnost lze oznadit jako vlastnost viech sou¢asné znamych skupin obyvatel, populaci.
Tato vlastnost se projevuje postupnym vymirdanim ¢lentt dané skupiny obyvatel. Vymi-
rani ¢lentt nemusi byt spojeno s redukci velikosti populace, protoze do populace zaroven
vstupuji ¢lenové novi. Novymi ¢leny se mysli zejména lidé nové narozeni, prip. pristého-
vali. Populacemi jako celkem se zabyva demografie. Umrtnosti, jako jednou z vlastnosti
populaci, se zabyvaji napt. pojistovny, ale i dalsi organizace a subjekty.

Postupné snizovani mér amrtnosti v ¢ase méa za nasledek zvysovani o¢ekavané budouci
délky zivota lidi. Pro ticely modelovani imrtnosti bylo vytvoreno zna¢né mnozstvi modelt.
Tyto modely si kladou za cil popsat trend vyvoje timrtnosti matematickou funkci. Na
zakladé zkonstruované matematické funkce je nasledné mozné vytvareni prognoz, které
jsou stézejni napt. pro zminéné pojistovny.

Podle pristupu k pozorovanym hodnotdm lze podle [2] rozdélit modely imrtnosti na
deterministické a stochastické. Deterministické modely predpokladaji, ze hodnoty v timrt-
nostnich tabulkich jsou pevné dana c¢isla. Modely stochastické chapou hodnoty v amrt-
nostnich tabulkach za mozné realizace ndhodnych veli¢in. Z nazvu této prace plyne, ze
predmétem budou modely stochastické, konkrétné Lee-Carter (LC) model (viz kapitola
M), a Cairns-Blake-Dowd (CBD) model (viz kapitola [5).

Protoze je tato prace psana s akcentem na tizeni rizik, resp. fizeni rizik v ramci regulace
Solventnost 11, bude stézejni roli hrat pohled pojistovny, tedy pohled aktuérsky. Vyznam
modelovani amrtnosti pro pojistovnu, prip. pro penzijni fond apod., je stézejni. Zasadni
vyznam ma pri produktech zaloZenych na bézi pravidelnych vyplat dichodu klientim.
MuZze se jednat nap¥. o ur¢ité penzijni schéma. Umrti klientd byva znaénym milnikem
v téchto schématech. Po timrti klienta mtze dojit k okamzitému preruseni vyplat diichodu,
presmérovani vyplat diichodi na jinou osobu v potencialné jiné vysi apod. Cilem této prace
neni popisovat mozné podoby penzijnich aj. schémat. Faktem vsak zustava, ze timrtnost
klientti je v téchto schématech zasadnim faktorem.

Modelovani timrtnosti hraje zasadni roli pri zajistovani solventnosti pojistoven. Aby

byla pojistovna solventni, tzn. byla schopna nepretrzité a vcas plnit své zavazky vudi tre-
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tim stranam, musi drzet dostatecné mnozstvi penéz v rezervé. Problémem je, Ze pojistovna
je zaroven podnik generujici zisk, a to napt. formou investovani financ¢nich prostredku. Je
tedy otazkou, kolik financ¢nich prostredki musi pojistovna drzet v likvidni formé a kolik
muze investovat tak, aby se nedostala do insolvence. Odpovéd na tuto otdzku by zpravidla
meéla byt pojistovna sama schopna uréit, a to pomoci matematickych propoctia. Pokud
by vsak rozhodnuti o vysi drzenych rezerv zaviselo pouze na vlastnikovi pojistovny, akci-
onarich, managementu apod., mohlo by to vést k nezodpovédnému a rizikovému chovani
pojistovny, coz by mohlo vyustit v insolvenci a naslednou likvidaci. Z toho divodu existuje
regulatorni ramec Solventnost II, ktery uklada pojistovnam rtzna pravidla chovani.
Modelovani tmrtnosti pojistovné dava vhled do mozné budoucnosti. Vhodnym mode-
lovanim lze prognoézovat budouci chovani portfélia klientii, resp. zptsob jeho vymirani.
Paklize pojistovna s velmi vysokou pravdépodobnosti vi, ze k uré¢itému datu jiz nebude
zit urcity pocet osob ze spravovaného portfélia, nebude zbytecné drzet vysoké objemy
finanénich prostredkt v rezervach. S témito finanénimi prostiedky bude nakladat jinym

zpusobem, napt. je zhodnocovat formou investovani, nebo je vyplacet formou dividend.

1.1 Matematicky model imrtnosti

Tato kapitola, neni-li uvedeno jinak, byla zpracovana podle [3, 4].

Uvazujme osobu ve véku x. Necht T, je spojita ndhodna veli¢ina definovana na intervalu
(0, 00), oznacujici budouci délku Zivota z-letého jedince. Z toho vyplyvd, Ze osoba zijici
ve véku x zemfe nékdy v budoucnu v c¢ase x + T,. Tento budouci c¢as je neznamy, ale
lze jej modelovat jako vhodnou ndhodnou veli¢inu. Aby bylo mozné ndhodnou veli¢inu 7T,
modelovat, je tfeba nejprve védét néco o jejim pravdépodobnostnim rozdéleni. Problémem
vsak je, Ze osoby v pribéhu ¢asu starnou. Osobé, které je letos z let, bylo loni x—1 let a za
rok bude této osobé x+1 let. Letos je tedy predmétem pozorovani ndhodna veli¢ina T, loni
to vsak byla veli¢ina T, a za rok to bude veli¢ina T, . Pfedmétem celkového pozorovani
tedy nebude pouze ndhodna veli¢ina T}, ale celd fada ndhodnych veli¢in {7, }.>o.

Necht F,(t) je distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny 7.
F.(t)= P(T, <t) (1.1)
Necht S, (t) je funkce preziti (survival function) ndhodné veli¢iny 7.
Se(t)=1—F,(t) = P(T, > 1) (1.2)
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Vztah [1.2] 1ze rozepsat jako

S() (l‘ + t)
S:(t)=P(1T, >t) = ———— 1.3
(1) =P(T, > 1) = 2L (1.3
Definujme rovnéz tzv. podminku konzistence (consistenty condition).

V aktudarské literatufe, napriklad [4], se distribu¢ni funkce Fj(t) Casto oznacuje (¢,

kde tato znaceni jsou ekvivalentni.

Fe(t) = 14a (1.5)

V aktudrské literature, naptiklad [4], se funkce preziti S,(t) ¢asto nahrazuje znace-
nim ¢p,:

Pravdépodobnost toho, ze se jedinec ve véku z dozije véku y (resp. nezemfe v nésle-

dujicich y — z letech), ale zemfe pred dosazenim véku z lze zapsat jako

Sa(y —x) x Fy(z —y) = Saly — 2) x [L = §y(z — y)]
= S:(y — ) = Sa(y — ) X Sy(2 —y)
= S.(y —x) — Su(z — x).

Posledni vztah 1ze podle vztahti [1.5 a [1.6] vyjadrit také alternativné ve tvaru

y—az Pz X z—yQy = y—azPz — z—aPz- (17)
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1.2 Umrtnostni tabulka

, Umrtnostni tabulka je ndstroj, ktery prezentuje model dmrtnosti praktickym zpisobem
a patri tak k zdkladnim ndstrojim matematiky Zivotniho pojisténi®. |3] V této kapitole bu-
dou popsany zakladni veliciny, které se bézné vyskytuji v imrtnostnich tabulkach a které
budou predmétem vypocti v nasledujicich kapitolach.

Zakladem umrtnostni tabulky je veli¢ina ¢,, ktera reprezentuje pravdépodobnost, Ze
se jedinec véku x nedozije véku x + 1, resp. zemfre pred dosazenim véku x + 1. Odhad
veli¢in ¢, bude stéZejnim tkolem modelu v kapitoldch [] a 5] Z veli¢iny ¢, lze snadno
dopocitat veli¢inu p,, ktera reprezentuje pravdépodobnost, ze jedinec ve véku x nezemrte

pred dosazenim veéku x + 1 a plati tedy nasledujici rovnosti:

e =1—py (1.8)

Pe=1—q, (1.9)

Dalsi dilezitou veli¢inou je I,. Podle [5] se jedna o tzv. tabulkovy pocet dozivajicich.
Jedna se o hypoteticky pocet osob, které se doziji véku x let z urcitého poctu zivé na-
rozenych osob pfi zachovani fadu tmrtnosti sledovaného obdobi. Nemusi se vSak jednat
pouze o jedince nové narozené, ale napr. i o jedince nové vstupujici do urc¢itého modelu
(jak bude zjevné v dalsich kapitolach této prace). Této veliciné se také tika koten, neboli
radiz imrtnostni tabulky. Velmi ¢asto se stanovuje radix jako pomérné vysoké ¢islo (napf.
100.000). To m4 dle [4] zejména historické duvody, nebot pii volbé nizkého ¢isla dochazi
brzy k neceloc¢iselnym ztistatkiim, které jsou obtizné interpretovatelné. Tato prace vsak
pracuje s individudlnimi amrtnostnimi tabulkami a radix vzdy stanovuje roven jedné pro
kazdou pozorovanou osobu (jak je popsano v dalsich kapitolach). Nize je uveden vztah

pro vypocet veli¢iny [, v roce z + 1.

lov1 =1l X (1 —qz) =1l X ps (1.10)

V Tabulce [1.1|je ukdzéna ¢ast imrtnostni tabulky muzi pro rok 2020 za Ceskou repub-
liku, vydanou Ceskym statistickym tfadem (dale CSU) v roce 2021. Jedna se o nejnovéjsi
umrtnostni tabulku, ktera je v dobé psani této prace k dispozici. Na webovych strankach

CSU lze dohledat i podrobngjsi tmrtnostni tabulky za regiony, kraje, atd.
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Tabulka 1.1: Ukézka muzské tmrtnostni tabulky - CSU

vék (x) | D, P, My G ly dy L, T, ey
0 151  56.829 0,002657 0,002651 100.000 265 99.769 7.530.360 75,30
1 11 58.108 0,000205 0,000205 99.735 20 99.725 7.430.591 74,50
2 8 58.855 0,000136 0,000136 99.714 14 99.708 7.330.866 73,52
3 10 58.912 0,000158 0,000158  99.701 16 99.693 7.231.158 72,53
105 1 19 0,070728 1 9 9 12 12 1,41

Podrobné vysvétleni vech veli¢in uvedenych v UT véetné metodiky jejich vipoctu lze
nalézt v [5]. Zde je podle [5] uveden pouze nezbytné dlouhy popis. Veli¢ina D, reprezentuje
absolutni pocet zemrelych ve véku x za dané tizemi béhem daného obdobi. Veli¢ina P,
reprezentuje stfedni stav obyvatel na daném tzemi ve véku z. Veli¢ina m, charakterizuje
tzv. hrubou miru umrtnosti. Veli¢iny q.., p. a [, byly jiz popsany. Veli¢ina d, reprezentuje
tabulkovy pocet zemrelych. Jednd se o hypoteticky pocet zemrelych osob v dokonéeném
véku x let. Veli¢ina L, je hypoteticky primérny pocet zijicich v dokonc¢eném véku x let
a velicina T}, je tzv. pomocny ukazatel, vyjadiujici pocet let zZivota, které ma tabulkova
generace (nikoliv jednotlivec) v daném véku jesté pred sebou. Posledni veli¢inou je tzv.

sttedni délka zivota, e, kterd udava primérny pocet let, ktery méa nadéji prozit osoba

Zdroj: Vlastni pracovéni na zakladé dat z [6]

prave x-leta pri zachovani radu imrtnosti sledovaného obdobi.
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1.3 Intenzita imrtnosti

Pro spojity pripad véku z, kde = > 0 se zavadi intenzita imrtnosti ve véku z. Pomoci
intenzity amrtnosti lze ur¢it pravdépodobnost imrti mezi vékem x +t a vékem x +t + dt,

kde dt < 1. Intenzita imrtnosti ve véku x + ¢ je podle [4] definovana nasledovné.

P(T, <t+dt|T, > 1)

o= i 1.11

bt = 1% i )
Podle [3] je intenzita imrtnosti ve véku x definovana jako

o e ==L 1.12

s zPo «po  dx P dx {epo) ( )

Hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny T, se podle [4] urci jako parcidlni derivace

distribuéni funkce F(x).

0
2(t) = =—F,(t
fult) = 5 Ful)
— lim F.(t+dt) — F.(t)
dt—0+ dt
< — <
— lim P(T, <t+dt)— P(T, <t)
dt—0+ dt
_ oy PG =)+ P> x P <t+dt|T, > 1) - P(T: < 1) (1.13)
N dtglol+ dt
P(T, <t+dt|T, > t)

= P(T t li
(Te > 1) x lim, p7
= Sfr(t) X gt

= Pz X Mg+t

Ze vztahu F,(t) = [} f.(s)ds, 1ze odvodit vztah

t
tdz = /0 (spa: X ,U:t:+s)d5 (114)

Podle [3] je ;p, vyjddieno jako

Dy = € Jo Haads (1.15)

Stfedni hodnota ndhodné veli¢iny 7} je podle [3] vyjadiena jako

oex - E(Tz) = /0 (tpac)dt (116)
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1.4 Aproximace intenzity tmrtnosti

Intenzita tmrtnosti osoby ve véku x a v kalenddinim roce y, tedy p,,, je teoretickd
veli¢ina popsana v kapitole [I.3] Pro praktické pouziti je nutnd moznost vyjadieni odhadu
této velic¢iny.

Pro urceni odhadu intenzity Gmrtnosti mezi vékem = a = + 1 v roce y je podle [4]
tfeba mit k dispozici urcity pocet osob n, kterym je v kalendainim roce y pravé x let.
U osob, které jsou predmétem pozorovani lze potom spojitym zptusobem zaznamenavat
cas, po ktery byly pod pozorovanim. Z toho je mozné vyjadrit tzv. odzity ¢as pozorovanych
(time spent alive under observation). Kazda pozorovana osoba odzila pod pozorovanim
jinak dlouhy casovy usek. Tento individudlni ¢asovy tsek zapocal vstupem do pozoro-
vani a skoncil bud tmrtim klienta, nebo narozeninami klienta. Individudlni odzity cas
lze oznacit pismenem t;, kde index 7 znaci i-tého klienta. Soucet individudlnich cCast se
nazyva centralni expozice k riziku a znaci se E;EI Zaroven je mozné zaznamenavat pocet
umrti d,, ktery nastal v pribéhu pozorovani. Z takto ziskanych tdaji lze zkonstruovat

tzv. hrubou (crude) intenzitu timrtnosti definovanou podle [4] jako

= B
Podle [|4] reprezentuje vztah statisticky odhad intenzity tmrtnosti v urcitém ne-

(1.17)

Ta

specifikovaném okamziku mezi vékem = a = + 1. Proto se uvadi rovnost

PN dy
Te = Hg4s = E’ (118)

kde index s reprezentuje onen nespecifikovany casovy okamzik mezi vékem x a x+1. Za
predpokladu, Ze se intenzita imrtnosti vyrazné neméni mezi véky x a x+ 1 lze predpokla-
dat, ze s = 1/2. Jedn4 se tedy podle 3] o tzv. predpoklad kosntantni intenzity tmrtnosti
mezi celo¢iselnymi véky. Tudiz lze Tici, ze veli¢ina 7, je aproximaci intenzity tmrtnosti
Mzt1/2-

V dalsich kapitolach této préace, u stochastickych modelii imrtnosti, si 1ze vSimnout,
ze veliCina fi,41/2 je rozsifena o casovou velicinu y a vznikd intenzita imrtnosti ve véku

x + 1/2 v kalendainim roce vy, resp. Hgt1/2,y+1/2

Index ¢ znadi, Ze se jedna o tzv. centralni expozici k riziku a tedy Ze tato veli¢ina byla vyjadiena

pomoci odzitého ¢asu, nikoli pomoci poc¢tu pozorovanych zivoti.
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Dvé vyse uvazované veliciny, tedy centralni expozice k riziku a pocet tamrti, jsou
mnohdy jediné veli¢iny, které jsou dostupné k vypoctim a pojistni matematici, demo-
grafové a dalsi si s nimi musi vystacit. Jsou to presné tyto veli¢iny, které jsou dostupné
v databazi Human Mortality Database a pomoci kterych byly provadény vypocty v této

praci.

1.5 Vyvoj budouci délky zivota

Budouci délka zivota (téz nadéje doziti, stredni délka zivota, ocekavana délka zivota, life
expectancy) je v soucasnosti predmétem mnoha diskusi a vyzkumi. Jedna se o veli¢inu
tzce spojenou s vyvojem tmrtnosti. Podle 7] se nadéje doziti uréi pomoci vztahu

T,
= (1.19)

Cr =

kde ,,pomocny ukazatel T, vyjadruje pocet let Zivota, které md populace (nikoli jedinec)
v daném veku x jesté pred sebou ... “ [7], resp. jak dlouhou dobu jesté prozije pocet osob
v populaci. Konkrétni metodika vypoctu se lisi naptic¢ literaturou. Nejcastéji se sleduji
statistiky eg, tedy nadéje doziti pravé narozenych jedinci v dané sledované zemi. Pro
spolecnosti zabyvajici se penzemi je potom dtlezity ukazatel e,, kde n reprezentuje vék,
ve kterém clovék odchéazi do penze a zac¢inad pobirat anuitu, tedy pravidelny penézni obnos
v urcité sjednané vysi.

Stanovovanim stredni délky zivota se zabyvad mnoho instituci, mj. i Skupina Svétové
Banky [8]. Ta na svych strankdch publikuje vyvoj stiedni délky zivota pii narozeni pro
velké mnozstvi rtiznych zemi. Trend napfi¢ naprostou vétsinou zemi je ziejmy, dochézi
k postupnému klesani mér lidské amrtnosti [4], resp. k prodluzovani stredni délky zZivota.
Na Obrazku je mozné vidét vyvoj stfedni délky zivota v Ceské republice od roku 1960

do roku 2020. Tento ukazatel agreguje obé pohlavi.
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Obrézek 1.1: O¢ekavans délka budouctho zivota, CR

Zdroj: Vlastni zpracovani na zdkladé dat z [g]

Stfedni délka Zivota osoby narozené v Ceské republice byla v roce 1960 70,35 let.
Stfedni délka zivota osoby narozené v Ceské republice byla v roce 2020 79,44 let. Za
priblizné 60 let tedy doslo ke zlepsSeni o témér 13 procentnich bodi.

Ukazatel sttedni délky zZivota lze pouzivat i jako prostiedek kvantifikace vyspélosti,
socio-kulturniho stupné vyvoje spolecnosti ¢i celkového zdravotniho stavu populace. [9].
P1i blizsim studiu a porovnavani stfednich délek Zivota jednotlivych zemi je patrné, ze
vyspélé zemé maji stiedni délku Zivota vyrazné vyssi nez zemé rozvojové. Je to dano
zejména lékarskou péci, zplisobem stravovani, zivotnim stylem, vztahem ke zdravi apod.

Rostouci stredni délku zivota oceni pravdépodobné vétsina lidskych bytosti. I pres to
predstavuje komplikaci pro instituce, které se zabyvaji vyplacenim dichodi. Rostouci
trend stredni délky zivota znacné komplikuje vypocty tykajici se potfebného kapitalu na
portfélia prijemct dichodi. Modely uvazované v této praci predstavuji jeden z mnoha

zpusobi, kterymi je snaha trend rostouci stfedni délky zivota zachytit.
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2 RIZENI RIZIK ZIVOTNICH POJISTO-
VEN

»Riziko je chapdno jako nejistota, kterd mizZe zpusobit ztrdtu. |10] Definic rizik existuje
veliké mnozstvi. Vétsina z nich povazuje riziko za potencialni skutec¢nost, ktera je spojena
s nechténym vysledkem. S tim koresponduji i definice podle [11], kde jsou rizika definovana,
naprt. jako ,,zdpornd odchylka od normdlu® ¢i ,,poskozent, zniceni nebo ztrata Zivota, zdravi
nebo majetku pojisténého®. [11]

Clenéni a Kklasifikaci rizik pojistoven existuje znaéné mnozstvi. Podle [11] lze uvést na-
priklad ¢lenéni rizik na pojistné riziko, trzni riziko, kreditni riziko, riziko likvidity a riziko
operacni. Pro tuto praci je dulezité ¢lenéni rizik podle regula¢niho ramce Solventnost II.
Toto ¢lenéni spolu s popisem jednotlivych rizik lze nalézt v sekci

Podle nékterych zdroji lze vsak riziko chapat oboustranné, tedy jako nejistotu, ktera
muze vyustit v negativni, ale i pozitivni vysledek. Financ¢ni trhy ve spojeni s expozici
vici riziku vyuzivaji dva terminy, a to ,long® a ,short“. Pozice ,long“ oznacuje stav, kdy
exponovand osoba benefituje z riistu ceny podkladového aktiva a naopak. Pozice ,,short
oznacuje stav, kdy exponované osoba trati z rustu ceny podkladového aktiva a naopak. [1]
To koresponduje s chapanim rizika jako procesu s binarnim vystupem, kdy prvni moznost

reprezentuje zisk a druhd moznost reprezentuje ztratu.

2.1 Rizika v souvislosti s portféliem klientii

P1i spravovani portfélia klienti pobirajicich dichod hraje lidska amrtnost a jeji vyvoj
zasadni roli. Podle [1] se v souvislosti s portféliem klientt uvadi dvé zakladni rizika, ri-
ziko dlouhovékosti a tirokové riziko. (Lze uvazovat i riziko Gimrtnosti, resp. zvysené
umrtnosti, jako opak k riziku dlouhovékosti.) Riziko dlouhovékosti pro pojistitele spociva
v pozitivnim Soku v poctech imrti pojisténych osob. Jedna se tedy o situaci, pri které
umirda méné lidi, nez bylo oc¢ekédvano, lidé vymiraji pomaleji. To ma za nasledek nut-
nost vyplacet anuitu klientim po delsi ¢asové obdobi, nez bylo ocekavano. Na takovou
skutecnost si pojistitel musi vytvaret kapitalovou rezervu, aby zistal solventni.

K tomu, aby se pojistitel nedostal do finan¢nich problému je tfeba provést ocenéni

portfélia anuitanti. K tomu je nutné podle [1] znat dvé veli¢iny. Prvni veli¢inou jsou
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soucasné (current, base) miry tmrtnosti, které jsou zalozeny na skuteénych datech, resp.
skute¢nych poctech amrti a skutecnych expozicich vici riziku. Druhou veli¢inou jsou bu-
douci (future, forecast) miry imrtnosti. Budouci hodnoty mér amrtnosti jsou predmétem
odhadt a jsou dle [1] vysoce subjektivni. Odhady budouciho vyvoje tmrtnosti lidské po-
pulace jsou predmétem kapitol [4] a [5]

Kombinaci soucasnych a budoucich mér imrtnosti vznikaji tzv. skupinové imrtnostni
tabulky. Skupinové imrtnostni tabulky mohou byt nésledné pouzity k vytvoreni tzv. nej-
lepsiho odhadu (best estimate, BE), kvantifikace budoucich zavazkt plynoucich z portfélia.
Aktuérské postupy vétsinou zahrnuji urceni vyse budoucich penéznich toka (angl. cash-
flow, CF) na zékladé nejlepsiho odhadu mér tmrtnosti. Tyto odhady budoucich CF je
dale nutné diskontovat. Pro ucely penzijnich schémat byva nejcastéji uvazovana irokova
mira dlouhodobych podnikovych dluhopist s hodnocenim AA. [1]

Rizika spojend s odhady budoucich mér amrtnosti se radi do ¢tyt kategorii, a to riziko
volatility (mortality volatility), vybérové riziko (mortality sampling risk), skokové riziko
(mortality jump risk) a trendové riziko (mortality trend risk). Riziko volatility v ramci
umrtnosti se vztahuje k meziroénim fluktuacim v mirach damrtnostech. Ke kvantifikaci
volatility napt. [1] pouzivd smérodatnou odchylku z procentudlnich zmén nevyrovnanych
mér amrtnosti. Vybérové riziko se tyka zejména malych vybérovych souborti. Redlné
existuji situace, kdy se v urc¢itém pozorovani nevyskytuje velké mnozstvi zivoti. To s sebou
nese velkou statistickou chybu a ztizené podminky pro vytvareni budoucich prognoéz. Za
malé populace se povazuji soubory dosahujici 1.000 a méné pozorovani. Pro velké soubory
(vice nez 100.000 pozorovani) existuje vysoka mira jistoty, ze odhady mér imrtnosti jsou
velmi blizké skutecnosti a uc¢inéné prognézy se budou zasadné blizit budoucim realnym
hodnotam. Skokové riziko se tyka ndhlych, neoc¢ekdvanych meziro¢nich skoki v amrt-
nosti. Prikladem miize byt sitfeni jakékoli nakazlivé nemoci, teroristické utoky, prirodni
katastrofy apod. Trendové riziko se tyka odchylek od odhadovaného trendu vyvoje bu-
doucich mér tmrtnosti. Specifickym rizikem je potom modelové riziko, tedy riziko, ze
byl vybran kompletné nevhodny model. S tim je casteéné spojené riziko parametrické,
tedy riziko, ze odhady parametrii modelu (kalibrace modelu) nebyla u¢inéna spravné a ze
odhadnuté parametry jsou nevérohodné, spatné. [1]

Klicovym pro tizeni rizik je vyjadreni citlivosti vyse budoucich penéznich tokd na

zmény v umrtnosti, neo¢ekavané soky v budoucich mirach tmrtnosti. Provedenim do-
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statecného mnozstvi simulaci a aplikaci stresovych scénaitt je mozné ziskat predstavu
o moznych budoucich scénarich chovani mér imrtnosti. Z téchto scénaitu lze néasledné
vyjadrit kapitalovou narocnost portfélia (resp. kapitalovy pozadavek SCR, coz je pred-
métem kapitoly . Pti simulacich je vhodné brat v potaz existenci vyse uvedenych
rizik. Napriklad pfi uvazovani malych vybérovych souborti ¢i malych populaci je tireba
brat v potaz vybérové riziko, naopak pti velkych objemech dat pro velké populace toto
riziko 1ze v nékterych pripadech ignorovat, resp. toto riziko nebude vyznamné. Podobné
pri simulacich na kratké casové useky lze v nékterych pripadech opustit od trendového
rizika, nebot trendové riziko se zpravidla projevuje v dlouhodobéjsim ¢asovém horizontu.

[1]

2.2 Rizeni rizik podle Solventnosti II

Dne 17. prosince 2009 byl v Ufednim véstniku zvefejnén novy systém regulace evropského
pojistovnictvi. Tento systém nese nézev Solventnost 11 (Solvency II).

Definic terminu ,,solventnost® existuje mnoho. Napt. podle Zékona o pojistovnictvi se
jedna o ,Schopnost pojistovny nebo zajistovny zabezpecit vlastnimi zdroji trvalou splni-
telnost zdavazki z pojistovaci nebo zajistovact cinnosti®. [12] Uprava tohoto regulatorniho
ramce je zavedena ve smérnici 2009/138/ES. |, Novy requlatorni ramec je zaloZen na trech
pilirich, které zahrnuji kvantitativni poZadavky na pojistovny a zajistovny, kvalitationi po-
zZadavky na rizeni rizik 1 na postupy dohledovych organi a vykazovani a uverejnovani
informaci pojistovnami®. [13]

Utinnost regulace Solventnost II zacala pro ¢lenské zemé Evropské unie platit dne
1.1.2016. Zaroven bylo definovino mnoho prechodnych opatieni nacasovanych az k roku
2019. |14]

Prvni pilit stanovuje kvantitativni pozadavky na kapital pojistoven. Definuje tzv. sol-
ventnostni kapitalovy pozadavek (Solvency Capital Requirement, SCR), ktery se odviji
od trzniho, kreditniho, upisovaciho a operacniho rizika. V souvislosti se solventnostnim
pozadavkem si mohou pojistovny uréit metodu jeho vypocétu. Prvni variantou je stan-
dardni formule. Druhou variantou je zavedeni a uziti vlastniho interniho modehﬂ, prip.

kombinace obou variant. Parametry, které se uzivaji pro stanoveni SCR pro pojistovnu dle

2Tato prace v souvislosti s rizikem dlouhovékosti pracuje s obéma variantami, tedy formou stanoveni

SCR pomoci standardni formule i interniho modelu. Obé metody jsou v kapitole porovnavany.
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standardni formule jsou odvozovany z metodologie VaR (Value at Risk). VaR vyjadiuje
vysi rizika jako uréity definovany kvantil o pro o € (0 < v < 1) pravdépodobnostniho
rozdéleni rizika X. Naptiklad v oblasti bankovnictvi je tento kvantil ¢asto roven 0,99.
Konkrétné pro pripad pojistoven je standardni formule pro SCR kalibrovana tak, aby
pokryvala vysi rozdéleni rizika X se spolehlivosti 99,5%. Spolu s SCR je definovan i mi-
nimélni kapitédlovy pozadavek (Minimum Capital Requirement, MCR), ktery slouzi jako
dolni kapitalova mez pojistovny. [15]

Druhy pilif se tyka zavedeni kontrolnich procesii. Zavadi disledné pravidla pro interni
kontroly pojistoven a pravidla pro fizeni jejich rizik. Uvazuje se pri tom zejména trzni
riziko, uvérové riziko, riziko likvidity, pojistné riziko a operacni riziko. [11]

Treti pilit se tyka trzni discipliny. Obsahuje seznam povinnosti, které pojistovny musi
vykonavat za tucelem vyssi transparentnosti. Jedna se vétSinou o povinnosti publikovat
pravidelné informace o svém pusobeni v oblasti obchodni ¢innosti apod.

Na sledovani solventnosti pojistoven je zalozen regulacni systém. Regulatorem byva
udana minimélni uroven kapitalovych pozadavkia (MCR) a cilova turoven kapitalovych
pozadavki (SCR). Pojistitel je nazvan solventnim tehdy, kdyz jeho aktiva prevysuji pa-
siva alespon o vysi minimalniho kapitalového pozadavku MCR. Zjednodusené plati, ze
disponibilni solventnostni kapital (Available Solvency Margin, ASM) se uréi odectenim
pasiv od aktiv pojistovny. Obecné potom plati, ze pokud je ASM vyssi nebo rovno nez
SCR, je pojistitel z hlediska reguldtora prohlasen za solventniho bez vytek. Je-li ASM
mezi MCR a SCR, je zpravidla nutné zahajit urcitou intervenci. Paklize ma pojistovna
hodnotu ASM nizsi, nez MCR, vede to az k mozné likvidaci pojistovny. [14]

Kli¢ovymi moduly standardni formule SCR jsou podle [15]

o trzni riziko (Market risk),

o kreditni riziko (Counterparty default risk),

o zivotni upisovaci riziko (Life underwriting risk),

o zdravotni upisovaci riziko (Health underwriting risk),

 mnezivotni upisovaci riziko (Non-life underwriting risk) a

 operacni riziko (Operational risk).

Trzni riziko souvisi s volatilitou instrumentt na financ¢nich trzich. Expozice vaci ri-
ziku je mérena pomoci zmén cen financénich instrumentti. K agregaci téchto rizik byva

pouzivana korela¢ni matice. Kreditni riziko je riziko spojené s potencidlni ztratou ply-
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nouci z neoc¢ekavaného defaultovani tretich stran, vici kterym jsou evidovany pohledévky.
Zivotni upisovaci riziko se déli na tzv. biometrické riziko, katastrofické riziko ad. Nej-
dlouhovékosti a riziko nemocnosti. Riziku dlouhovékosti a riziku zvySené tmrtnosti se
vénuji modely a simulace v kapitolach {4 a [5l Zdravotni upisovaci riziko predstavuje
riziko plynouci ze zdravotné-pojistnych kontrakti. Nezivotni upisovaci riziko repre-
zentuje riziko plynouci z pojistnych kontraktt. Riziko plyne z nejistoty presnych casovych
okamziki, ve kterych dochéazi k cerpani pojistnych plnéni. Operacni riziko reprezentuje
mozné selhani lidského faktoru, riznych procesi apod. [15]

Pojistovny si mohou dle regulace Solventnost II urcit, zda budou postupovat dle stan-
dardni formule, internitho modelu, ¢ kombinace obojiho. K tomu, aby mohl pojistitel
vyuzivat interni model k urcovani solventnostniho kapitalového pozadavku SCR, musi
interni model spliiovat urcita kritéria. Interni model musi byt schvalen regulatorem, musi
zohlednovat relevantni rizika, musi se tykat relevantniho ¢asového obdobi a musi respek-
tovat vaznost rizik alespon v takové mite, jako tomu je v pripadé standardni formule.
Regulace tykajici se internich modela jsou vyvijeny spole¢nosti Comittee of European
Insurance and Occupational Pensions (CEIOPS). Tato spolecnost poskytuje 3 testy, kte-
rymi musi interni modely pojistitel ispésné projit, aby bylo mozné tyto modely v praxi
pouzivat. Jedna se o ,,Internal risk management use test”, , Requlatory capital requirement
calibration test“ a ,Base methodology statistical quality test®. [15]

Veskeré poc¢inani v nasledujicich kapitolach bylo provadéno se zdmérem moznosti kalku-
lace solventnostniho kapitalového pozadavku vzhledem k riziku dlouhovékosti v kapitole
. Tato velicina bude oznacovana jako SCRigngevity- Vztah pro vypocet SCRigngevity j€
podle [16] nasledujici.

SCRlongevity = NPVlongevity - NPVBE (21)

Proménna NPVgg reprezentuje Cistou soucasnou hodnotu budoucich zavazkt vici klien-
tum, odhadnutou na zékladé BE odhadu (viz Vztah. Jako BE odhady jsou v kontextu
2 uvazovanych stochastickych modelt chapany pravdépodobnosti imrti klienti odhadnuté
z centralni predpovédi casovych slozek k, (viz ¢asti , . Proménnd NPVigneevity Te-

prezentuje cistou soucasnou hodnotu budoucich zavazka vici klientim, odhadnutou na
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zakladé stresovych scénari. Solventnost II ma v ramci standardni formule definovano, ze

spolehlivost 99,5% odpovidé snizeni BE pravdépodobnosti timrti o 20 procentnich bodu.

= Qupp X 0,8 (2.2)

qmlongevity

Alternativnim zptisobem miize byt uziti internitho modelu. Interni model je v této praci
pojaty jako vyjadreni 99,5% kvantilu ze simulovanych budoucich mér tmrtnosti.

Aplikace standardni formule dle standardu Solventnost II je pro pojistovnu mnohem
snazsi, nez vytvareni internitho modelu. Pro postup dle standardni formule by stacilo
prevzit UT od vérohodného zdroje, napr. CSU. Pravdépodobnosti tmrt{ snizit o 20 pro-
centnich bodi a vyjadrit kapitdlovou naro¢nost. Vytvareni internich modelt je mnohem
Iit s tim, Ze byla kalibrovana se spolehlivosti 99,5% na zékladé metodologie VaR. To vsak
pojistovné nepomuze, pokud chce znat celé rozdéleni budoucich zavazkt. Paklize by znala
celé rozdéleni budoucich zavazkl, mohla by se napt. ze své svobodné viile rozhodnout
jit na kvantil vyssi, 99,6% apod. Zkratka znalost celého rozdéleni zavazki plynoucich z
jednoho rizika je pro pojistovnu ¢i jiny subjekt z mnoha divodia velmi cennou informaci.

Tato prace tedy pracuje jak se standardni formuli Solventnost II, tak s internim mo-

delem. Oba vystupy jsou nésledné porovnany v kapitole [6.1]
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3 DATA A POSTUP JEJICH ZPRACOVANI

V této kapitole je popsana metodika, podle které bylo v praci postupovano pri modelovani
umrtnosti a nasledném vyhodnocovani vysledkti. Prace cili na popis mozného principu fi-
zeni rizik spojenych se spravou portfélia klienti, kteri jsou prijemci dichodu na roc¢ni
bazi. Postupy uvedené v této praci mohou byt uzitecné pro pojistovny, penzijni fondy ¢i
jiné instituce zabyvajici se vyplatou anuity (dichodu). Anuita znaci podle [1] periodicky
se opakujici platbu urcité osobé - anuitantovi. Prijemci diichodu jsou v préaci oznacovani
jako anuitanté. Portfélio klientt, prijemctu dichodt, je v praci oznacovano jako portfo-
lio anuitanti. Redlnym prikladem miize byt penzijni pripojisténi ¢i doplinkové penzijni
sporeni.

Portfélio klientt, tedy portfélio anuitanti, bylo v této praci ndhodné vygenerovano.
Prace vsak byla zpracovana tak, ze vstupni data lze nahradit daty realnymi a dojit tak
k redlnym vysledkiim.

V préci bylo uvazovano portfélio 10.000 klientt, z nichz kazdy mél sjednanou individu-
alni vysi diichodu. Tato ¢astka reprezentuje ro¢ni diichod tohoto klienta, ktery mu bude
vyplacen kazdorocné po budouci délku jeho zivota, kdy s imrtim klienta zaniké pravo
¢erpat dichod. Jednd se o zjednodusené schéma, kdy napi. podle [1] existuji schémata
vyrazné komplikovanéjsi. Miize se jednat napt. o proménlivou vysi vyplaceného diichodu
v zavislosti na ristu cenové hladiny, nebo o zahrnuti poztstalych do smlouvy, kdy po-
zustali po tmrti pojisténého i nadédle pobiraji urc¢itou ¢ast diichodu.

Prace byla zpracovana vyhradné pomoci programovaciho jazyka R. Jednd se o volné
dostupny software urceny zejména ke statistickym vypoctum a vizualizaci dat. [17] Prace
castecné Cerpala z predptipravenych skripti, které jsou na internetu volné dostupné k pu-
blikaci |4] (viz Apendix H).

Tyto skripty byly pfepracovany a rozsiteny. Konkrétné doslo napriklad k vyssi auto-
matizaci v nékterych krocich. Pivodni kéd pracuje s fixné zadanymi proménnymi, podle
kterych se nésledné filtruji data, kalibruji modely, probiha vizualizace vystupi atd. Ve
skriptu, ktery byl vypracovan jako soucast této prace, byly proménné navazany na kon-
krétni portfolio klientti. Na zakladé charakteristik portfélia klientti nasledné dochazi k au-
tomatickému odhadu koeficientti stochastickych modeli a jejich extrapolaci, vizualizaci,

atd. Charakteristiky portfélia lze navic snadno ménit dle potfeby uzivatele. Skript pro
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CBD model byl rozsifen o simulac¢ni ¢ast, ktera v ptivodnim koédu zcela chybéla. Navic
byla doprogramovéna ¢ast, kterd umoznuje intenzity dmrtnosti (tedy vystup stochas-
tickych model) transformovat do podoby umrtnostnich tabulek. Pridany byly i mnohé
grafické vystupy. Doslo téz k drobnému prepracovani terminologie (resp. systému pridé-
lovani nazvi proménnych), coz prispélo k vétsi mife prehlednosti a snazsi orientaci ve
skriptech. Nazvy prilozenych skriptt spolu s jejich stru¢nym popisem lze vidét v Tabulce

B.1

Tabulka 3.1: Legenda k prilozenym skripttim

Nazev skriptu | Popis

LC.R Kalibrace LC modelu
LC_for.R Prognéza timrtnosti na zakladé LC modelu
LC_sim.R Simulace spojené s LC modelem
LC ILTR Tvorba timrtnostnich tabulek

CBD.R Kalibrace CBD modelu

CBD_ for.R Prognoéza timrtnosti na zakladé CBD modelu
CBD_sim.R Simulace spojené s CBD modelem
CBD LT.R Tvorba tmrtnostnich tabulek

sample_data.R | Generovani ndhodného portfélia klientt

Zdroj: Vlastni zpracovani

Ve vSech vytvorenych ¢i prepracovanych skriptech byla dodrzena nasledujici logika
ukladani proménnych. Stézejni ukazatele byly charakteristiky ¢, a [, (viz kapitola [1.2)),
dichod (v této préaci oznacovan zkratkou inc) a diskontovany dichod (d.inc). VSechny
tyto charakteristiky byly ukladdny do struktur list (detaily viz samotny postup v kapi-
tolach , . Tyto listy jsou oznacovany velkymi pismeny podle nédzvu proménné, ktera
je v nich ulozena. Navic disponuji koncovkou podle uzitého modelu. Tedy napi. list ob-
sahujici matice pravdépodobnosti umrti ¢,, které byly odhadnuty pomoci CBD modelu

vvvvvv

spolu s jejich vysvétlivkami.
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Tabulka 3.2: Legenda k proménnym ve skriptech

Nejprve probéhla v podkapitolach a kalibrace stochastickych modeli na datech
z databdze Human Mortality Database (viz kapitola. Pomoci kalibrovanych modelti se
provedla v kapitolach a extrapolace. Extrapolované hodnoty slouzily jako podklad
pro vytvoreni BE (Best Estimate) odhadi imrtnostnich tabulek. Souc¢asné byly v ramci
stochastickych modeli v kapitolach a provedeny simulace, na zakladé kterych
byly pozdéji vyjddfeny simulované dmrtnostn{ tabulky. Po vytvofeni individudlnich UT

v kapitoldch [£.5] a [5.5] probéhlo v kapitole [6] porovnéni modeli. Na zévér byl v souladu

nazev promeénné vysvétlivka
QXT.lc list obsahujici individualni matice pravdépodobnosti wtmrti
vSech klientt portfélia, odhad pomoci LC modelu
_ | LXT.c list obsahujici individualni posloupnosti I, vSech klienta port-
<)
é folia, vypocet pomoci QXT.Ic
o | INClc list obsahujici individualni nediskontované dichody vsech kli-
3
entu portfélia, vypocet pomoci LXT.lc
D.INC.Ic list obsahujici individualni diskontované dichody vsSech klientu
portfélia, vypocet pomoci trokové miry
QXT.cbd list obsahujici individualni matice pravdépodobnosti tmrti
vSech klientt portfélia, odhad pomoci CBD modelu
= LXT.cbd list obsahujici individualni posloupnosti I, vSech klientd port-
.
g félia, vypocet pomoci QXT.cbd
@ INC.cbd list obsahujici individualni nediskontované duchody vsech kli-
© entu portfélia, vypocet pomoci LXT.cbd
D.INC.cbd list obsahujici individualni diskontované dichody vsech klient
portfélia, vypocet pomoci irokové miry
Zdroj: Vlastni zpracovani
V préaci byl dodrzen jednotny postup v téchto krocich:
1. kalibrace modelt,
2. extrapolace casovych slozek,
3. simulace ¢asovych slozek,
4. odhad intenzit tmrtnosti,
5. vytvoreni imrtnostnich tabulek,
6. vyhodnoceni.
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se Solventnosti II vyjadien solventnostni kapitalovy pozadavek SCR spojeny s danym
portféliem klienti.

Ze simulovanych UT byly nasledné vyjadieny 99,5% kvantily v souladu se spolehlivosti
regulace Solventnost II. Na zakladé BE odhadt i simulovanych hodnot byly vytvoreny
individualni timrtnostni tabulky klient, na zdkladé kterych byla urcena kapitalova na-

rocnost portfolia.

3.1 Zdroje pouzitych dat

Zdrojem dat pro kalibraci modelt byla databaze Human Mortality Database, dale jen
HMD. Jedné se o bezplatné dostupnou databézi, ktera funguje jiz od roku 2000. Za jejim
vznikem stoji Department of Demography pti University of California, Berkley (USA)
a Maz Planck Institute for Demographic Research (MPIDR) v Némeckém Rostocku. Na
dalsim vyvoji a zlepsovani databaze ma podil mnoho dalsich subjekt, napt. francouzsky
Institute for Demographic Studies (INED). [1§]

Pro tuto praci byla vyuzita data pro Ceskou republiku. Konkrétné data o po¢tech amrti
(deaths) a o expozici vudi riziku (exposure-to-risk), resp centralni expozici k riziku. Data
byla ¢erpana zvlast pro muzskou a zenskou populaci. Tato data nejsou k této publikaci
priloZzena, nicméné je mozné je kdykoliv stdhnout ze zminovaného zdroje. V dobé psani
této prace byla dostupnd data o tmrti a expozicich vaé riziku pro Ceskou republiku
pro roky 1950 - 2019. Pro potteby modelu vsak nebylo prvnich 10 let (tedy roky 1950-
1959) uvazovano. V Tabulce je ukdzana podoba dat. Konkrétné se jednd o vybér z
matice muzskych pocti tmrti pro Ceskou republiku. Radky reprezentuji véky, sloupce

reprezentuji kalendarni roky.

Tabulka 3.3: Poc¢ty tmrti: Muzi, Ceska republika

1960 1961 1962 ... 2019
50 | 492 522 517 ... 337
o1l | 577 566 603 ... 332
52 | 636 611 652 ... 367
99 9 7 4 oo AT

Zdroj: Vlastn{ zpracovani podle dat z [18]
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Analogicky vypada matice dat expozici vuéi riziku. V Tabulce je uveden nahled

do matice muzskych expozic vici riziku. Data jsou uvedena pro stejné roky a veéky jako

udaje o tmrtich v Tabulce |3.3

Tabulka 3.4: Expozice viéi riziku: Muzi, Ceské republika

1960 1961 1962 2019
50 | 69.558,63 68.616,17 67.182,83 71.040,51
51 | 68.635,58 68.949,22 67.990,01 68.614,46
52 | 66.796,99 67.965,53 68.283,16 68.848,81
99 13,26 9,72 6,60 . 95,5

Zdroj: Vlastn{ zpracovani podle dat z [18]

Kromé dat z Human Mortality Database, na kterych budou v nasledujicich kapitolach
kalibrovany modely, bylo nutné mit k dispozici portfélio klienti pojistovny. Pro ucely této
prace bylo portfélio ndhodné vygenerovano. Konkrétné byly vygenerovany udaje o 10.000
klientech. Kazdému klientovi byly ndhodné pridéleny charakteristiky

« rok narozeni,

e pohlavi,

« rocni dichod.

Data o 10.000 klientech byla vygenerovana za pouziti vybranych pravdépodobnostnich
rozdéleni. Podle preferenci uzivatele lze rozlozeni vék ¢i vysi dichodi klienttt ménit. Data
byla ulozena v matici s nazvem data. Nahled do podoby dat, resp. do podoby matice data

lze vidét v Tabulce 3.5l

Tabulka 3.5: Vybér z portfélia klienti

Klient ¢islo | Rok narozeni V&k Pohlavi Roéni dichod
1 1945 77 muz 43.723 K¢
2 1949 73 Zena, 34.896 K¢
3 1955 67 zena, 38.017 K¢
10.000 1957 65 muz 52.934 K¢

Zdroj: Vlastni zpracovani
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Nazornou predstavu o portféliu klienti lze ziskat pohledem na néasledujici dva histo-

gramy. Obrazek [3.1] zndzornuje rozdéleni staii osob v portféliu. Obréazek [3.2] znazornuje

rozdéleni roéniho duchodu téchto osob.
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Obréazek 3.1: Rozdéleni staii osob v portféliu
Zdroj: Vlastni zpracovani
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Obrazek 3.2: Rozdéleni dichodt osob v portféliu

Zdroj: Vlastni zpracovani
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Vek klientt byl generovan s omezenim. Protoze se jedna o portfélio anuitantti, u kterych
se predpoklada, ze jsou zpravidla vyssiho véku, byla spodni vékova hranice stanovena na 50
let. Horni vékova hranice potom byla stanovena na 99 let. Vékova omezeni jde jednoduse
meénit uzivatelem ve skriptu sample data.R. Vyse dlichodu byla generovana z intervalu
< 10.000, 100.000 >, jak je patrné z Obrazku

Nize jsou shrnuty zakladni charakteristiky portfélia anuitanti.
Pocet klientd v portféliu — 10.000 osob
Minimalni vék klienta — 50 let
Maximalni vék klienta — 99 let
Minimalni ro¢ni dichod klienta — 10.000 K¢
Maximalni ro¢ni dichod klienta — 100.000 K¢
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4 APLIKACE LEE-CARTEROVA MODELU

Tato prace aplikuje stochastické modely imrtnosti. Kalibruje tyto modely na realnych da-
tech pro Ceskou republiku a pouzivé je k prognéze pravdépodobnosti tmrti v budoucnosti.
Pomoci téchto dat dédle kvantifikuje rizika spojena s imrtnosti.

Prvnim stochastickym modelem je Lee-Carter model (ddle LC model). Podoba LC

modelu je dle [4] vyjadiena vztahem

log(,u:r+1/2,y+1/2) =0+ Bsc"‘{y- (41)

Predmétem modelovéani je tedy logaritmus intenzity tmrtnosti osoby ve véku x + 1/2
v kalendarnim roce y+1/2. Tyto necelociselné ¢asové indikéatory se vztahuji k tzv. predpo-
kladu konstantni intenzity amrtnosti mezi celo¢iselnymi véky. [4), 3] Tato problematika je
popsand v kapitole[1.4] Z praktického hlediska bude nadale pracovano s prostou intenzitu
umrtnosti ve véku z a kalendainim roce y.

Ze vztahud.1|je ztejmé, ze vektory parametri o, a 3, jsou zavislé pouze na véku osoby
(patrné z indexu x reprezentujici vék). Naproti tomu vektor parametrii K, je zavisly pouze
na kalendarnim roce a nikoli na véku osoby (patrné z indexu y reprezentujici kalendaini
rok).

Autofi modelu k odhadu parametri modelu uzili metodu singularni dekompozice (Sin-
gular value decomposition). [19] Tato metoda nebyla k odhadu parametri pouzita v této
praci. Mnoho jinych autort, napt. [4, 20] uzivaji v aplikacich modelu jiné metody. Tato
prace néasleduje metodu uvedenou v [4], kde odhad parametri probihd pomoci zobec-
nénych nelinedrnich modeli. K tomu je v softwaru R implementovana funkce gnm().
Podrobné technické detaily k odhadu parametri modelu lze dohledat v [4]. Podobu kon-
krétnich modeli uzitych v této praci lze dohledat v prilozeném skriptu LC.R.

Protoze predmétem obou modeli (Lee-Carter i CBD) je logaritmus intenzity tmrtnosti,
je vhodné vyjadrit si jako prvni logaritmus skutec¢nych intenzit imrtnosti z dat z HMD.
Intenzita timrtnosti pro jednotlivé véky i kalendarni roky se vyjadii pomoci vztahu [1.18]
resp. jeho logaritmu. Na Obrazku {4.1]je mozné vidét zobrazeni vyvoje intenzity imrtnosti
v Ceské republice za roky 1960 - 2019 pro muze ve véku 50 - 99 let. Tyto tdaje jsou
dilezité napr. pri vyhodnocovéani, zda model dobfe vystihuje data (viz napt. Obréazek

4.5).
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Obrazek 4.1: Muzska intenzita imrtnosti, Ceska republika

Zdroj: Vlastni zpracovani podle [4]

4.1 Odhad parametrt modelu

Prvnim krokem je odhad parametri modelu, tedy kalibrace modehﬂ V pripadé LC mo-
delu se jednd o vektory a,, B, a k,. Jak jiz bylo feceno, odhad parametrii pro muzskou
i zenskou populaci byl proveden pomoci zobecnénych nelinearnich model za pomoci

detaily 1ze dohledat v literatufte.

funkce gnm(). Nahled do zptisobu odhadu muzskych parametru lze vidét v tryvku skriptu
nize. Parametry byly odhadnuty v souladu s omezujicimi pozadavky na model. Veskeré
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LC.Male = gnm(Dth.V.m ~ -1 + Age.F + Mult(Age.F, Year.F),

offset = log(Exp.V.m), family = poisson)

Alpha.gnm.m = LC.Male$coef[1:n.x]

#> first n.x coefs = alfas

Beta.gnm.m = LC.Male$coef [(n.x+1):(2*n.x)]

#> second n.x coefs = betas

Kappa.gnm.m = LC.Male$coef [(2*n.x+1):(2*n.x+n.y)]

#> third n.x coefs = kappas

# Convert to standard Lee-Carter parameters
Kappa.m.m = mean (Kappa.gnm.m) #assist variable

Beta.m.m = mean(Beta.gnm.m) #assist variable

Alpha.hat.m = Alpha.gnm.m + Kappa.m.m*Beta.gnm.m

#> final alpha hat

Beta.hat.m = Beta.gnm.m/(n.x * Beta.m.m)

#> final beta hat

Kappa.hat.m = n.x * Beta.m.m*(Kappa.gnm.m - Kappa.m.m)

#> final kappa hat

Vsechny odhadnuté parametry byly v R ulozeny do vektori. Parametry o, byly ulozeny
do vektori s nazvy Alpha.hat.m a Alpha.hat.f dle pohlavi, parametry 3, byly ulozeny
do vektort s ndzvy Beta.hat.m a Beta.hat.f dle pohlavi a parametry k, byly ulozeny
do vektoru s nazvy Kappa.hat.m a Kappa.hat.f dle pohlavi.

Nahled do vektoru a, a 3, lze vidét v Tabulce [4.1
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Tabulka 4.1: Odhady koeficientid LC modelu

oy Ba
muzi zeny muzi  zeny
50 | -4,873 -5,678 | 0,024 0,022
51 | -4,778 -5,578 | 0,024 0,021
52 | -4,684 -5,503 | 0,023 0,022
99 | -0,721 -0,760 | -0,003 0,005

Zdroj: Vlastni zpracovani

Odhad vektoru parametri a, pro muzska data miuzeme vidét na Obréazku (4.2

Oy

Obrazek 4.2: Odhad parametru o, - muzi

70

Veék

80

90 100

Zdroj: Vlastni zpracovani

Tvar LC modelu (viz vztah pripomina klasicky regresni model. Parametr a, by

v takovém modelu reprezentoval absolutni ¢len. Tento ¢len reprezentuje primérnou imrt-

nost v daném véku skrze kalendairni roky.

Na Obrazku muzeme vidét odhad parametri 5, pro muzskou populaci.

41



Bx

0.010

Ky

0.025

0.020

0.015

0.005

0.000

10

-15 -10

-20

°® ° ° .
e® %o ®ee o0 ° .
° L]
b L]
.
L]
L]
. ®e
L]
L]
L]
L]
L]
L]
T T T T T T
50 60 70 80 90 100
vk
Obréazek 4.3: Odhad parametru 3, - muzi
Zdroj: Vlastni zpracovani
L . * .
R R ° ©e®eoe L ) LN .
. ¢ °®
eooe .
oo .
L]
L
L]
L]
L]
L]
L]
e,
L]
L]
L]
e
L]
L]
.
L]
L]
L]
LIS
Ll
T T T T T T T
1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020
Rok
Obrézek 4.4: Odhad parametru K, - muzi
Zdroj: Vlastni zpracovani

42



Parametr 8, v soucinu s parametrem k, usmérnuje v modelu hodnotu logaritmu in-
tenzity tmrtnosti. Klesajici trend v tomto parametru naznacuje, ze lidé nizsiho véku se
tési vetsiho efektu rostouci sttedni délky zivota, nez lidé vyssiho véku.

Posledni z parametri LC modelu je parametr &, jehoz odhad pro muzskou populaci
je na Obrazku Klesajici trend v parametru &, zndzornuje obecné klesajici trend
umrtnosti.

Po odhadu vsech parametrii modelu je mozné zkonstruovat podle vztahu odha-
dované intenzity imrtnosti ex-post (tzv. fitted values), resp. jejich logaritmy a nasledné
provést srovnani s hodnotami skutecné namérenymi (tzv. observed values). Grafické po-

rovnani je pro vybranou osobu (muz, 65 let) zobrazeno na Obrézku [4.5]

Data

3.4

log(w)

-3.8
|

Muz 65 let

T T T
1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020

Rok

Obrazek 4.5: Pozorované hodnoty vs LC model

Zdroj: Vlastni zpracovani
Po rychlém vizudlnim zhodnoceni tohoto nahodné vybraného c¢lovéka se zdé, ze model

vystihuje data vhodné. K objektivnimu zhodnoceni vsak slouzi diagnostika modelu, které

se vénuje kapitola
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4.2 Extrapolace casové slozky

Hlavnim cilem téchto modeli je prognéza budoucich pravdépodobnosti tmrti. Pro aktu-
arské potieby je nutné vyjadiit z modelid charakteristiky g, ,, pomoci nichz probiha kon-
strukce timrtnostnich tabulek. Protoze se lidskd timrtnost neustale méni a vyviji v case,
soucasné se meéni a vyviji i imrtnostni tabulky. Tento trend mtzeme pozorovat naptiklad
i u Ceského statistického tfadu, ktery své timrtnostni tabulky pravidelné aktualizuje.
Pomoci stochastickych modelii imrtnosti je snaha zachytit jeji trend vyvoje. Pfesné k to-
muto slouzi tzv. dvojrozmérné modely tmrtnosti [4], kde prvnim rozmérem se mysli vék
a druhym rozmérem se mysli kalendaini roky, resp. cas.

Podstata prognézy budouci amrtnosti pomoci LC modelu spociva v extrapolaci para-
metru zavislého na casu, tedy parametru k,. Ostatni parametry, které jsou zavislé nikoli
na Case, ale na véku, tedy parametry o, a 3, nejsou predmétem extrapolace, ale ziistavaji
zafixovany. Parametr k, (viz Obrazek je zde vniman jako ¢asova rada. K extrapolaci
lze pouzit riznych metod. V této praci byla pouzita metoda stejnd, jakou pouzili autori
modelu ve své publikaci, tedy ndhodnd prochazka s driftem. [19] Nahodné prochézka je
zv1&stni pripad autoregresniho procesu radu 1, tedy AR(1), kde autoregresni ¢len je roven
jedné. Ndhodna prochéazka je tvorena kumulovanim nahodnych veli¢in tvoricich proces
bilého sumu. [21]

Princip ndhodné prochazky s driftem je zobrazen ve vztahu
Ky = [+ Ky_1 + €. (4.2)

Konstanta o se oznacuje jako drift a slozka €, reprezentuje nahodnou, nezavislou chybu
s rozdélenim N (0, 02). Kazd4 dalsf hodnota casové fady je tedy generovana stfedni hodno-
tou p a ndhodnou slozkou €. Pro odhad parametri modelu ndhodné prochézky s driftem

je treba urcit diference této casové rady

Aky = Ky — Ky_1
=+ Ky_1 — Ky_1 + € (4.3)
=1+ €.

Vektor Ak, je soubor nezavislych slozek s rozdélenim N (i, 0?). Tento fakt bude vyuzivan

v ¢éasti [4.3) pti simulovani budouciho vyvoje parametru k,. Ze ziskaného vybéru dat A,

44



nyni bude proveden odhad stfedni hodnoty a rozptylu. Odhad stfedni hodnoty se provede

prostym aritmetickym priumeérem z diferenci ¢asové rady:
2! AK
j= 228 (1.4)
n, — 1
kde n, znaci délku vektoru k,, resp. pocet let, které vstupovaly do LC modelu v ¢asti .

V tomto piipadé n, = 60, protoze do modelu vstupuji roky 1960 — 2019 a délka tohoto

vektoru je rovna 60, viz ocisténi dat v casti|3.1}
Déle se provede odhad rozptylu souboru pomoci Vztahuﬂ

A2 _ Z;y<A“y - ﬂ>2
Ny — 2 '

(4.5)

Odhad parametrt ji a 62 byl proveden pomoci knihovny astsa s uzitim funkce sarima).
Podle této funkce a podle [4] byl odhad parametru o2 dle vztahuupraven na maximalné

vérohodny tvar, ktery funkce sarima() pouziva. Princip této korekce je znazornén ve

(4.6)

vztahu

Ny — 2

A2 _ 'y ~2

OMLE = — 5 X0,
ny — 1

kde n, opét odpovida délce vektoru uvazovanych let. V dalsim textu se bude uvazovat

2

. s’ v v /. A . v z
pouze s maximalné vérohodnym odhadem rozptylu 635;;5 a pro zjednoduseni se tento

odhad bude oznacovat jednoduse &
Odhad smérodatné odchylky o vyjadruje vztah
6 =Vao2 (4.7)
Odhad parametrti i, 5% a 6 pro muze a pro zeny je zndzornén v Tabulce .
Tabulka 4.2: Odhady parametri Ak,
muzi Zeny
i | -0,437  -0,589
52| 1,425 1,714
& | 1,194 1,309
Zdroj: Vlastni vypocet

4Duvodem, pro¢ se ve vztazich a kumuluji diference od 2 do n, je fakt, Ze se jednd o diference

puvodni fady k.
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Pf1i extrapolaci casové fady K, je nutné urcit casovy tsek. Tento casovy tsek byl urcen
v zavislosti na minimalnim a maximéalnim véku klienta v portféliu, viz sekce [3.1} Nejmlad-
simu klientovi v portféliu je (resp. muze byt) 50 let. Klienti zaroven v portféliu zustavaji
az do 99 let, tedy minimalni ¢asovy interval pro predpovéd je 52 let (jsou zapocitany
3 roky navic pro extrapolaci za roky 2020-2022, pro které nejsou k dispozici data). Ve
skriptu, ktery je prilozeny k této praci, byla extrapolace prodlouzena o 10 let na 62 let.

Centralni predpovéd casovych fad Kk, (pro muze a pro Zeny) spociva v kumulovani
parametru /i k posledni zndmé hodnoté vektoru k,. Kazdd nasledujici hodnota je je podle

[4] vyjadiena vztahem

Ronyi1 = U+ Fon, - (4.8)

Timto zpisobem je tfeba vyjadriit centralni pfedpovéd parametru k, zvlast pro Zeny
a zvlast pro muze.
Nasledujicim krokem je urceni intervalu spolehlivosti pro centralni predpovéd. Po-

mocna promeénna ¢, ma tvar

qm = 21-2 X Vm x o2 (4.9)

pro m = {1,2,...,n,}, kde n, je pocet prognézovanych let (v této prici n, = 62) a 21«
je prislusny kvantil normovaného normalniho rozdéleni dle zvolené hladiny vyznamnosti
a a o je smérodatna odchylka dle vztahu @ Tato prace uvazuje a = 0.005, tedy z1-¢ =
2,807. Potom

IS, = centralni predpovéd,, + ¢,,. (4.10)
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Na Obrézku lze vidét centralni pfedpoveéd pro muzsky parametr K, a 99,5% interval

spolehlivosti.

Ky
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-65
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—— Stfedni predpovéd S~
===-99,5% Interval spolehlivosti S~
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1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020 2030 2040 2050 2060 2070 2080

Roky

Obrazek 4.6: Extrapolace parametru K, - muzi

Zdroj: Vlastni zpracovani

Extrapolace parametri s, pro muze a zeny byly v prostfedi R uloZeny do vektorii

s nazvy Kappa.central.m, Kappa.central.f, pro centralni predpovéd

Kappa.Up.Stoch.m, Kappa.Up.Stoch.f, pro horni hranici IS a

Kappa.Dn.Stoch.m, Kappa.Dn.Stoch.f pro dolni hranici IS.

Dosazenim centralni pfedpovédi parametru &, do vztahu [£.1] se ziskd nejlepsi odhad

logaritmi budoucich intenzit Gmrtnosti (tzv. Best Estimate, BE), viz kapitola Na

zakladé BE pojistovna vyjadii odhad budouciho vymirani klientti, z ¢ehoz vycisli po-

tfebnou hodnotu rezerv. Snizeni BE odhadu pravdépodobnosti amrti o 20% reprezentuje

standardn{ formuli dle Solventnost IT popsanou v kapitole 2.2 Alternativnim zptsobem

postupu dle Solventnost II je interni model. Interni model v této préaci byl pojat simulacné

v nasledujici kapitole.
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4.3 Simulace casovych slozek

Spolecnost spravujici portfélio anuitantt by méla byt schopna simulovat budouci vyvoj
vymirani svych klienti. Na zdkladé téchto simulaci je pak mozné urcovat scénare, které
s urcitou pravdépodobnosti maji sanci nastat. Takové vypocty mohou byt nasledné pod-
kladem pro urcovani vyse drzeného kapitalu, a to v souladu se systémem regulace evrop-
ského pojistovnictvi Solventnost II. Obrovské vyhody spojené se simula¢nim pristupem
k problematice byly popsany dfive v ¢asti V ¢éasti|4.2] jsou urceny teoretické intervaly
spolehlivosti pro budouci vyvoj c¢asové slozky. Tato ¢ast se bude vénovat simulovanym
scénaiim parametru K.

Jako prvni je tfeba stanovit pocet simulaci. Pro tucely této prace bylo provedeno 1.000
simulaci pro muzsky parametr k, a 1.000 simulaci pro zensky parametr «,. Skript, ktery
je prilozeny k této praci, je vSak pripraven po lehké modifikaci provést libovolny pocet
simulaci v zavislosti na vypocetnim vykonu.

Druhym krokem je vygenerovdni chténého poctu hodnot z N(fi, 5?) rozdéleni prav-
dépodobnostﬂ K nédhodnému generovani byla vyuzita funkce rnorm(). Protoze je uva-
zovano 1.000 simulaci na 62 let dopredu, je treba vygenerovat 2 matice o rozmérech
1000 x 62 (zvlast pro muze a zvlast pro zeny). Kazdé z takto vygenerovanych ¢isel re-
prezentuje moznou diferenci fady k,. Nahodné vygenerované diference byly ulozeny do
matic s ndazvy Mat.Sim.Stoch.m a Mat.Sim.Stoch.f dle pohlavi. Nahled do matice
Mat.Sim.Stoch.m, tedy do matice muzskych diferenci, lze vidét v Tabulce

Tabulka 4.3: Simulované hodnoty Ar, - muzi

2020 2021 2022 ... 2081
Simulace 1 1,82 -0,15 -3,00 ... -0,16
Simulace 2 | 0,19 0,66 2,15 ... -0.63
Simulace 3 | -0,58 -1,72 -1,95 ... 223

Simulace 1.000 | -0.17 -0.030 -1,37 ... 0,09

Zdroj: Vlastni zpracovani

50dhady parametri byly provedeny v minulych kapitolch.
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Simulované diference je nasledné nutné nakumulovat k posledni odhadnuté hodnoté x,
(v tomto pripadé konig), a to zvlast pro muze a zvlast pro Zeny. Ve skriptu je k tomuto
ucelu vyuzita kombinace funkei apply() cumsum(). Pro pohodInéjsi manipulaci s daty
byly matice Mat.Stoch.Sim.m a Mat.Stoch.Sim.f transponovany. Vysledné matice
o rozmeérech 62 x 1000, ve kterych fadky reprezentuji budouci roky a sloupce reprezentuji
jednotlivé simulace, byly uloZzeny do novych matic s ndzvy Stoc.m a Stoc.f (dle pohlavi).

V Tabulce [4.4] 1ze vidét ndhled do matice Stoc.m, tedy do muzské matice.

Tabulka 4.4: Simulace parametru &, - muzi

Simulace 1  Simulace 2 Simulace 3 ... Simulace 1.000
2020 -22,27 -21,31 -22.52 .. -21.26
2021 -21,35 -20,41 -24,00 . -21.29
2022 -22,85 -23,15 -22,50 ... -22.66
2081 -54.81 -19.70 -44.53 .. -46.21

Zdroj: Vlastni zpracovani

Protoze v dobé psani této prace byla z HMD dostupna data pouze do roku 2019,
v simulacich je tento fakt zohlednén a prvnim simulovanym rokem byl rok 2020, a to
i pres to, ze tento rok je minulosti, stejné jako rok 2021.

Vyse uvedenym postupem ziskdme 1.000 vektort moznych scénari vyvoje parametru
K, pro muze a 1.000 vektortt moznych scéndit vyvoje parametru k, pro Zeny. Grafické

zobrazeni simulaci pro muze lze vidét na Obrazku [4.7 a pro Zeny na Obrazku
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Obrazek 4.8: Simulace vyvoje parametru K, - zeny

Zdroj: Vlastni zpracovani

Z jednotlivych simulaci byly nasledné urceny 0,5% a 99,5% kvantily. Navic byl vyjad-

fen odhad stfedni hodnoty pomoci aritmetického priméru. Uréené kvantily byly ulozeny
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do novych matic s ndzvy Stoc.Sim.Q.m a Stoc.Sim.Q.f dle pohlavi. Radky téchto ma-
tic reprezentuji jednotlivé kvantily a sloupce téchto matic reprezentuji kalendarni roky.
Podoba kvantilové matice pro muze je znidzornéna v Tabulce [4.5] Kvantilovd matice pro

zeny je k dispozici pro vygenerovani pomoci prilozeného skriptu.

Tabulka 4.5: Simulované kvantily «, - muzi

2020 2021 2022 ... 2081

99,5% | -18,60 -17,09 -16,78 ... -22,65
T | -2154 -21,99 -2241 ... -48.43
0,05% | -24,62 -26,54 -2827 ... -70,77

4.4 (Odhad intenzit umrtnosti

Odhad matice logaritmu intenzit tmrtnosti se provadi na zakladé vztahu Metod,
jak k této matici dojit, je vSak vice. V kapitole byly odhadnuty parametry o, a (3,.
V kapitolach a byly provedeny odhady parametru k,, a to teoreticky a simulacné.

V této praci byly matice logaritmu intenzit tmrtnosti vyjadreny dvéma zptisoby. Prv-
nim zpusobem byla konstrukce jedné matice logaritmii intenzit imrtnosti pro kazdou
jednu simulaci casové fady k,. Druhym zptisobem bylo vytvoreni matic logaritmii inten-
zit tmrtnostni na zakladé centralni (BE) predpovédi parametru k,. Jako prvni je popsan
postup simulacni, tedy vyjadreni jedné matice logaritmu intenzit imrtnosti pro kazdou

jednu simulaci ¢asové slozky. Postup je vyjadien vztahem

1Og(maf,y)n = Qg+ Bm’{ym (4.11)

kde n = {1,2,...,1000} pro kazdé pohlavi zvlast reprezentuje jednotlivé simulace, resp.
scénafe vyvoje Casového parametru K.

Pfi poc¢tu 1.000 simulaci vznikne celkem 2.000 matic log(m, )., a to 1.000 pro muze
a 1.000 pro Zeny. Tyto matice byly odhadnuty pomoci cyklu for() a ulozeny ve dvou
datovych strukturach array, nesouci ndzvy mxt.m pro muze a mxt.f pro zeny. V kazdé
trovni téchto arrays je ulozena jedna matice log(m,,). Kazda array méa 1.000 drovni.
Néhled do jedné z 1.000 matic logaritmi intenzit imrtnosti pro muze je zobrazen v Tabulce

4.6l
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Tabulka 4.6: Logaritmy intenzit tmrtnosti - muzi

2020 2021 2022 ... 2081
50 | 5,42 542 541 ... -6,30
51| 5,34 534 533 ... -623
52 | -5,20 -5,20 -5,19 ... -6,02
99 | -0.64 -0.64 -0.64 ... -0.52

Zdroj: Vlastni vypocet

Naprt. prvni sloupec Tabulky reprezentuje logaritmy meér dimrtnosti muzi v roce
2020 napri¢ vSemi uvazovanymi vékovymi kategoriemi v portféliu klienti, tedy v rozmezi
50 - 99 let. Jedna se vSak pouze o jednu z 1.000 variant.

Druhy zminovany zptsob spociva v dosazeni BE extrapolace parametru &, do vztahu .
Vystupem jsou pouhé dvé matice logaritmil intenzit imrtnosti, a to jedna pro muze
a druha pro Zeny. Tyto matice byly v prilozeném skriptu nazviny BE.mx.m a BE.mx.f

dle pohlavi.

4.5 Vytvoreni imrtnostnich tabulek

Hodnoty log(m,,) samy o sobé nejsou prili§ vypovidajici a je tedy nutné je pfevést na
tabulkové hodnoty ¢, ,, tedy pravdépodobnosti amrti z-leté osoby v kalendainim roce y.
V prvnim kroku se provede odlogaritmovani. Pro néslednou transformaci intenzit imrt-

nosti (my,) na pravdépodobnosti amrti (¢, ) byl pouzit transformac¢ni vztah

Qoy=1—e""ov. (4.12)

Tento transformacni vztah se pouziva ve své jednorozmérné modifikaci napt. v [20]. Napri¢
literaturou lze nalézt i jiné transformacni vztahy, napt. v [7]. Transformacni vztah byl
aplikovan na vSechny matice ziskané v kapitole [£.4] Jedn4 se o 1.000 simulovanych matic
pro muze a 1.000 simulovanych matic pro Zeny, jednu BE matici pro muze a jednu BE
matici pro zeny. Tim se ziskaly matice odhadu pravdépodobnosti tmrti (tedy matice
4.y). Pro lepsi orientaci ve vzniklych maticich budou BE matice (tedy 2 matice: jedna

pro muze a jedna pro Zeny) oznaCovany ggg,, a zbytek matic (tedy 2.000 matic, které
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vznikly na zakladé simulaci) budou oznacovany jednoduse jako g, ,. Néhled do jedné z

1.000 simulovanych matic q,, pro muze je zobrazen v Tabulce .

Tabulka 4.7: Pravdépodobnosti tmrti g, , - muzi

2020 2021 2022 ... 2081
50 | 0,0044 0,0044 0,0045 ... 0,0018
51 | 0,0048 0,0048 0,00498 ... 0,0020
52 | 0,0055 0,0055 0,0056 ... 0,0024
99 1 1 1 . 1

Zdroj: Vlastni vypocet

Tabulka reprezentuje pouze jednu z 1.000 matic q,, které byly pro muZe odhad-
nuty. Pravdépodobnost imrti ve véku 99 let byla pro obé pohlavi a napri¢ vSemi maticemi

umeéle stanovena na

doo.y = 1, (4.13)

coz koresponduje s maximélnim vékem osob v portf6liu popsanym v kapitole 3.1 Ve véku
99 let klienti vystupuji z portfélia.

Prirozené se mohou klienti dozivat i vyssich véki. Vystup z portfélia tedy nemusi nutné
znamenat jejich tmrti. PTi modelovani imrtnosti se pro velmi nizké a velmi vysoké véky
(hranice se lisi a je predmétem individudlniho posouzeni) uzivaji jiné metody, které se
spojuji dohromady. Prezivsi klient by tedy vystoupil z tohoto portfélia, ale okamzité by
se objevil v portféliu jiném.

Vsech 2.002 matic vzniklych na zédkladé simulaci bylo tfeba néjakym zptsobem ulozit.
Protoze maji vSechny tyto matice g, stejné rozmeéry (50 fadku reprezentujicich véky a 62
sloupci reprezentujicich kalendaini roky), jako matice logaritm mér imrtnosti v kapitole
[4.4] byla opét zvolena struktura array. Matice muzskych pravdépodobnosti tmrti byly
ulozeny do array s nazvem gxt.m a matice zenskych pravdépodobnosti imrti byly ulozeny
do array s nazvem gxt.f. BE matice qpg,, a gpg, byly uloZzeny jako matice pod nazvy
BE.gxt.m a BE.qxt.f dle pohlavi.

Zajimavé je porovnat mezi sebou vyvoj pravdépodobnosti tmrti napri¢ kalendarnimi

roky. Jiz z Tabulky [4.7] je vidét velky rozdil mezi hodnotami gagag a gaos1- Stejny trend lze
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pozorovat i u zenskych pravdépodobnosti tmrti. Tabulka poskytuje vyraznéjsi nahled
do tohoto trendu.

Tabulka 4.8: Srovnani g, , v letech - Zeny

2020 ... 2050 ... 2080
50 | 0,0019 ... 0.0009 ... 0.0004
70 | 0,0127 ... 0,0066 ... 0,0022
90 | 0.1614 ... 0.1110 ... 0.0722
99 1 .. 1 e 1

Zdroj: Vlastni vypocet

7 Tabulky je patrna existence dvou vyvojovych trendi. Prvnim trendem je trend
vertikalni, znazornujici rostouci pravdépodobnost tmrti s rostoucim vékem. Tento trend
je dan vyssi tendenci k amrti ve vyssich vécich. Druhym trendem je trend horizontalni.
Zameérné jsou v tabulce uvedeny kalendaini roky 2020, 2050 a 2080. Pti srovnani vyvoje
hodnot g, , napfic¢ témito kalendainimi roky byl ve vSech zobrazenych vékovych katego-
riich zaznamenan pozitivni vyvoj ve smyslu klesajicich pravdépodobnosti amrti. Nabizi
se té7 zajimavé srovnani mezi Tabulkami [4.7] a z nichz je jasné vidét, ze ve stejnych
vekovych kategoriich maji muzi vyrazné vyssi pravdépodobnosti imrti nez zeny. Tento
trend pretrvava i v imrtnostnich prognézach.

Po odhadnuti samotnych pravdépodobnosti imrti muzi a Zen v jednotlivych letech
nasleduje nutnost vygenerovat individualni tamrtnostni tabulky vsem klientiim portfélia.
Kazdému klientovi je tfeba priradit na zakladé jeho véku a pohlavi jeho ,individualni®
charakteristiky g, ,, na zékladé kterych se nasledné dopocitaji charakteristiky [ ,.

Pro lepsi orientaci v nasledujicim textu byl princip pritazovani individualnich charak-
teristik klientiim rozdélen do dvou c¢asti. Prvni ¢ast se vénuje pritazovani individualnich
veli¢in ¢, , a ndslednému generovani individualnich imrtnostnich tabulek ze simulovanych
dat. Druha cast se vénuje pfifazovani individualnich veli¢in ¢, , a naslednému generovani
individualnich imrtnostnich tabulek z BE odhadti. Postup je v obou ptipadech stejny, lisi

se pouze v objemu zpracovavanych dat.
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e Simulovani data

Jako prvni je popsan postup prirazeni individualnich pravdépodobnosti tmrti z ma-
tic g, 4, tedy z matic, které vznikly na zédkladé simulaci.

Jak je vidét z Tabulky [.7] k ziskan{ individudlni posloupnosti pravdépodobnosti imrti
(napt.) 50-letého muze je tfeba jako prvni vzit hodnotu v 1. fadku (vék 50) a 3. sloupci
(rok 2022). Tato hodnota tedy odpovida pravdépodobnosti, ze se muz, kterému je v roce
2022 50 let, nedozije veéku 51 let. PTisti rok (tedy v roce 2023) tomuto muzi bude vSak
51 let. Z matice by tedy byla extrahovdna hodnota ze 2. fadku (vék 51) a 4. sloupce
(rok 2023). Postup by byl déle analogicky az do véku 99, ve kterém byla uméle pravdé-
podobnost imrti nastavena rovna jedné dle vztahu Protoze pro muze existuje 1.000
matic pravdépodobnosti umrti g, ,, uvedeny postup extrakce individudlnich pravdépo-
dobnostni tmrti je nutné opakovat tisickrat. Pro kazdého ¢lena portfélia je tak evidovano
1.000 individuélnich posloupnosti pravdépodobnosti tmrti g, ,. Takto ziskanych tisic ,in-
dividuédlnich diagonal® bylo prevedeno do podoby sloupcovych vektort, ze kterych byly
vytvoreny individudlni matice q, , , kde index i = {1,2,...,10.000} znaci i —tého klienta z
celkového poctu 10.000 klienti, index = znaci vék i-tého klienta a index y znaci kalendaini
rok, ve kterém je i-tému klientovi pravé x let. Nahled do individualni matice pravdépo-

dobnosti umrti g, ,. nadhodného klienta, 77-letého muZze, je zobrazen v Tabulce .

Tabulka 4.9: Matice g, ., ndhodného klienta

Simulace 1  Simulace 2 Simulace 3 ... Simulace 1.000
77 0,051 0,052 0,050 e 0,051
78 0,056 0,058 0,053 e 0,054
79 0,059 0,059 0,060 . 0,056
99 1 1 1 e 1

Zdroj: Vlastni zpracovani

V Tabulce[4.9]je uveden vybér z individualni matice pravdépodobnosti imrti 77-letého
muze. Kazda individudlni matice pravdépodobnosti imrti ma 1.000 sloupcu (podle poctu
simulaci) a n fadka, v zavislosti na véku konkrétniho klienta. Pro kazdého klienta byla
vygenerovana obdobna matice, celkové bylo tedy vygenerovano 10.000 obdobnych matic.

Opét vyvstava otazka, jak tato data uchovavat. Protoze kazda individualni matice ma
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jiny pocet radkl v zavislosti na véku klienta, datova struktura array se nezdala byt
vhodnym feSenim. Zvolena byla struktura list, konkrétné vznikl list s nazvem QXT.lc
(viz Tabulka [3.2).

Snahou v této praci bylo postupovat jasné a prehledné tak, aby vysledny velky ob-
jem dat byl ulozen prehledné a aby operace s takovymi daty byla uzivatelsky prijemna.
Proto se mohou ¢tenari zdat popsané kroky az prilis slozité a mozna neefektivni. Z pod-
staty véci je patrné, ze v souboru klient existuji duplicity vzhledem k véku a pohlavi.
V souboru o 10.000 klientech, vékové mezi 50 a 99 lety se s jistotou naleznou lidé, kteri
jsou zaroven stejné stari a jsou stejného pohlavi. Takovi lidé maji logicky stejné individu-
alni matice q,,,,. ProtoZe vsak s vysokou pravdépodobnosti neexistuji duplicity vzhledem
k véku, pohlavi a vysi diichodu zaroven, je vhodné vzhledem k dalsimu postupu ulozit
data prehledné do listtu ,per-klient“ a tvarit se, ze kazdy klient je unikatni.

Dalsim krokem (po ziskéni individudlnich matic pravdépodobnosti imrti) je konstrukce
individualnich posloupnosti I, .. Jak bylo popséno v kapitole , u kazdého klienta je uva-
zovan radix [, ,, = 1. V roce 2022 tedy kazdy klient zac¢ind s kofenem [, 9922 = 1. V pritbéhu
let se nasobi tato veli¢ina pravdépodobnosti, ze dana osoba se dozije nasledujiciho roku,
tedy veli¢inou p, ,. ProtoZe pro kazdého klienta existuje 1.000 posloupnosti g, ,, resp pz .
vystupem bude 1.000 individuélnich posloupnosti I, ,. Vzniknou tak matice individudl-
nich posloupnosti I, ., kde index 7 = {1,2,...,10.000} znaci i — tého klienta z celkového
poctu 10.000 klientti, index x znaci vék klienta a index y znaci kalendarni rok, ve kterém

je klientovi pravé x let. Podoba téchto posloupnosti je zndzornéna v Tabulce [4.10}

Tabulka 4.10: Matice I, ,, nahodného klienta

Simulace 1 Simulace 2 Simulace 3 ... Simulace 1.000
77 1,000 1,000 1,000 ... 1,000
78 0,949 0,948 0,950 .. 0,949
79 0,896 0,893 0,899 . 0,898
99 0,021 0,015 0,017 ... 0,020

Zdroj: Vlastni zpracovani

V Tabulce je znazornéna matice [, ,, stejného clovéka, jako v Tabulce 4.9} tedy 77-
letého muze. Tyto 2 tabulky spolu koresponduji. Pro kazdého klienta tak vznikla matice
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o n fadcich (v zavislosti na klientové véku) a 1.000 sloupcich (podle poc¢tu simulaci). Ve
véku klienta 99 let, tedy v poslednim uvazovaném véku klienta pred vystupem z portfolia,
je mozné si vsimnout pomérné zasadnich rozdili v hodnotach lgg,. Tyto rozdily hraji
zasadni roli pri velkém poctu klientt. Aby byl zachovan systém ukladani dat jako v pti-
padé individudlnich matic ¢, , byl za timto tcelem vytvofen list nesouci nazev LXT.lc
(viz Tabulka , v jehoz kazdé trovni byla ulozena jedna individualni matice klienta.
Aktualné existuji tedy 2 listy, a to QXT.lc a LXT.Ic (viz Tabulka, které obsahuji ve
svych stejnych irovnich data o stejnych klientech. Tedy naptiklad 1. iroven listu QXT.lc
obsahuje individualni matici q,,, prvniho klienta z portfélia a stejné tak 1. troven listu
LXT.lc obsahuje individualni matici I, ,, prvniho klienta z portfélia.

V nasledujicim kroku je tfeba jednotlivym klienttiim priradit jejich dichod. Kazdy
klient ma vygenerovan sviij ro¢n{ diichod (viz kapitola [3.1]). Tato absolutni vise diichodu

i-t¢ho klienta bude normovana pomoci individualnich matic I, pomoci vztahu

iTLC(%y)Z_ = inC(x’yO)i X l(Ly)i’ (4.14)

kde index i = {1,2,...,10.000} znaci ¢ — tého klienta z celkového poctu 10.000 klienti,
x znaci vék klienta, y znaci kalendarni rok a gy znaci prvni uvazovany kalendaini rok, ve
kterém klientovi nélezi plna vyse duchodu (kterou ma sjednanou ve smlouvé). Vystupem
uziti vzorce je 10.000 individudlnich dichodovych matic inc,, . V Tabulce je
znazornéna struktura dichodovych matic, resp. struktura matice pro vybraného klienta,

77-letého muze. Hodnoty jsou zaokrouhleny na cela ¢isla.

Tabulka 4.11: Matice inc;,,, ndhodného klienta

Simulace 1  Simulace 2 Simulace 3 ... Simulace 1.000
77 | 43.723 K¢ 43.723 K¢ 43.723 K& ... 43.723 K¢
78 | 41.508 K¢  41.454 K¢ 41.521 Ké ... 41.512 K¢
79 | 39.195 K¢ 39.060 K¢ 39.324 K¢ ... 39.271 K¢
99 900 K¢ 677 K¢ 727 Ké ... 878 K¢

Zdroj: Vlastni zpracovani

V prvnim roce se klientovi vyplaci dichod v plné vysi nehledé na simulace. Rizné

simulované scénare se tedy projevuji az od druhého roku, kdy jsou klienti v portféliu.
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Pro kazdého klienta byla vygenerovdna individualni matice inc,,, , majici n radka
(v zavislosti na klientové véku) a 1.000 sloupci (podle poctu simulaci). Protoze byla
data doposud prehledné ukladéna v listech (QXT.lc a LXT.lc, viz Tabulka , bude
i nadédle zachovavan tento princip uklddani. Vytvori se list s ndzvem INC.lc, ve kterém
budou ulozeny informace o vysi vyplaceného dichodu vSech klientt. Tento list (stejné
jako listy QXT.lc a LXT.lc) bude mit 10.000 trovni (podle poc¢tu klient v portféliu),
kdy jednotlivé irovné odpovidaji shodnym klienttim napti¢ vSemi listy.

Poslednim krokem je vytvoteni matic diskontovanych dichodt. Tyto matice bude slou-
zit jako podklad pro vypocet ¢isté soucasné hodnoty budoucich penéznich toki (net pre-

sent value, NPV). K tomu bude vyuzit vztah (upraven dle [22]):

" CF,
,;) (I+5) (4.15)
ze kterého lze odvodit
CF,
disCF, = —=—. 4.16
Zs tz (1 +j)t ( )
Potom
NPV, = ZdisC’Fti, (4.17)

t=1
kde NPV znaci ¢istou sou¢asnou hodnotu budoucich penéznich toki, C'F; zna¢i penézni

tok v roce (Case) t, j znaci irokovou miru (viz déle), disC'F,, reprezentuje diskontovany
budouci penézni tok ¢ — tého klienta v roce t, C'F;, reprezentuje nediskontovany penézni
tok ¢-tého klienta v roce t a N PV, reprezentuje ¢istou soucasnou hodnotu vsech budoucich
penéznich toki ¢ — tého klienta.

Budouci penézni toky reprezentuji budouci dichody, které musi pojistovna vyplacet
svym klientim. Urokova mira zna&f dle [22] roén{ trokovou miru platnou pro uvazovany
systém penéznich toki. Jednd se o urok, kterym je pojistovna schopna bezrizikové zhod-
nocovat své finan¢ni prostiedky. Tato prace uvazuje tirokovou miru 2%.

Vyse uvedeny zptsob diskontovani je oproti praxi znacné zjednoduseny, nebof pracuje
s fixné stanovenou uirokovou mirou. Realné je arokova mira proménliva. K urc¢ovani vyvoje
urokovych mér se tak vyuzivaji stochastické generatory tirokovych scénari. Pro jednodu-
chost a zejména pak pro porovnatelnost jednotlivych pristupti uvazovanych v této praci

byl vsak volen zjednoduseny zptisob diskontovani.
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Udaje o budoucich individudlnich penéznich tocich jednotlivich klientt (CFy,) jsou
ulozeny v listu INC.lc (viz Tabulka [4.11)). Vyjadiime hodnoty disC'F;, ze vztahu [4.16]
Takto vznikne 10.000 matic individualnich diskontovanych dichodi d.inc, ,, pro kazdého
klienta z celkového poctu 10.000 klientti. Tyto matice jsou nasledné ulozeny do nového
listu D.INC.lc. Nahled do listu D.INC.Ic, resp. do jedné z 10.000 matic d.inc,,, je
zobrazen v Tabulce [4.12] Hodnoty jsou zaokrouhleny na celd ¢isla.

Tabulka 4.12: Matice d.inc, ,, ndhodného klienta

Simulace 1  Simulace 2 Simulace 3 ... Simulace 1.000
77 | 43.723 Ké  43.723 K¢ 43.723 K¢ ... 43.723 K¢
78 | 40.694 K¢ 40.641 K¢ 40.707 K¢ ... 40.698 K¢
79 | 37.644 K¢ 37543 K¢  37.798 K& ... 37.746 K¢
99 582 K¢ 438 K¢ 470 K¢ 568 K¢

Zdroj: Vlastni zpracovani

Ze vzorce [4.15] a pri srovnani Tabulky s Tabulkou je zfejmé, Ze v prvnim
roce je diskontovany i nediskontovany dichod shodny. Od druhého roku se potom zacing
projevovat jak vymirani clenti portfolia, tak samotné diskontovani.

« BE matice

Postup prirazeni individualnich charakteristik q,,, 1 inc,,, a d.inc,,, klientim

2y
na zakladé BE matic pravdépodobnosti imrti BE.qxt.m a BE.qxt.f je obdobny jako
v ptipadé simulovanych dat. Protoze zde vsak figuruji pouze 2 matice (misto 2.000 matic
v pripadé simulaci), je postup znacné jednodussi.

Na zakladé podminky, zda je klient muz nebo Zena, je mu pfifazena patticna indivi-
dudlni posloupnost g, , . Protoze vsak existuje pouze jedna BE matice pro muze a jedna
BE matice pro Zeny, vystupem bude pro kazdého klienta pouze jeden individualni vektor
hodnot q;,,. Z tohoto vektoru se naprosto stejnym zptisobem jako v piipadé simulovanych
dat vyjadii individudlni vektory I, , inc,,. a d.inc,, . Aby byla zachovana struktura
ukladani dat, byly tyto vektory opét ulozeny v listech s nazvy QXT.BE.lc, LXT.BE.Ic,
INC.BE.Ic a D.INC.BE.lc. V i-tych trovnich jednotlivych listi jsou potom ulozeny

informace o i-tém klientovi z portfélia.
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4.6 Vyhodnoceni modelu

Predchozi kapitola se vénovala prirazovani individualnich charakteristik klientim port-
folia. Interpretace vysledki obdrzenych na zakladé BE odhadt matic pravdépodobnosti
umrti jsou intuitivni. Kazdy klient ma pritazeny BE odhad budouciho vyvoje. V tabulce
1ze nahlédnout do veli¢in pritazenych i-tému klientovi, 77-letému muzi, resp. do i-tych
urovni listt QXT.BE.lc, LXT.BE.lc, INC.BE.lc a D.INC.BE.lIc.

Tabulka 4.13: Individudlni veli¢iny i-tého klienta na zédkladé BE LC odhadi g, 4

iy, | loy, INCy y, d.incg .
77 | 0,052 | 1,000 | 43.723 K¢ | 43.723 K¢
78 | 0,056 | 0,948 | 41.467 K¢ | 40.653 K¢
79 | 0,060 | 0,896 | 39.161 K¢ | 37.640 K¢

99 1 0,015 668 K¢ 432 K¢

Zdroj: Vlastni zpracovani

Prvni sloupec obsahuje klientovu individudlni posloupnost g, , druhy sloupec ob-
sahuje klientovu individudlni posloupnost I, ., tieti sloupec obsahuje klientovu indivi-
dudlni posloupnost inc, , a c¢tvrty sloupec obsahuje klientovu individudlni posloupnost
d.inc,,, . Vsechny tyto charakteristiky byly vyjadfeny na zdkladé BE odhadi matic prav-
dépodobnosti umrti gpg, .

Dosavadni vysledky ziskané na zakladé simulovanych dat je naopak v tuto chvili tézké
interpretovat. Jedna se o pomérné velké mnozstvi dat, které je tieba néjakym zptso-
bem zpracovat. Aktualné pojistovna disponuje odhadem 1.000 scénart mozného vyvoje
posloupnosti g, , pro kazdého z 10.000 klientd portfdlia. Zpracovani téchto dat bylo pro-
vedeno stejné jako v sekci pomoci kvantili. Nyni vSak je mozné urcit kvantily nejen
ze simulované casové fady k,, ale i z posloupnosti q, , I, ,, tnc,, a d.inc,,. Vyuzivané
kvantily budou stejné jako predchozi sekei, a to 0,5% a 99,5%. Jako odhad stfedni hodnoty
bude opét pouzit aritmeticky prameér. Tato hodnota bude oznacovana jako strfedni odhad
na zakladé provedenych simulaci. Protoze maji data ve vsech maticich stejnou strukturu,
stac¢i jednoduse aplikovat funkei quantile() v kombinaci s funkcei mean() na jednotlivé

matice ulozené v listech QXT.lc, LXT.lc, INC.lc a D.INC.lc. Vypocet kvantili je
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nutné provést zvlast pro vsech 10.000 klient v portféliu. Pro kazdého klienta budou tedy
k dispozici jeho individualni kvantily.

Kvantilové matice byly ulozeny do listi s odpovidajicimi nazvy QXT.lc.Q, LXT.lc.Q,
INC.lc.Q a D.INC.lc.Q. Struktura vsech téchto listl je stejné. i-t4 troven vsech dopo-
sud vytvorenych listi obsahuje matici s informacemi o i-tém klientovi z portfélia. Protoze
je struktura vsech matic obsazenych ve vySe zminénych listech shodnd, je pro ukazku
uvedena pouze c¢ast matice kvantili individudlnich pravdépodobnosti imrti vybraného

klienta, 77-letého muze. Tento ndhled lze vidét v Tabulce [4.14]

Tabulka 4.14: Nahled na kvantily individudlnich pravdépodobnosti imrti{ :-tého klienta, LC

77 78 79 ... 99

99,5% | 0,056 0,063 0,069 ... 1
T |0052 005 0060 ... 1
0,5% | 0,048 0,050 0,052 ... 1

Zdroj: Vlastni zpracovani

Horni kvantil v tabulce reprezentuje riziko tmrtnosti. Nizsi kvantil v tabulce
reprezentuje riziko dlouhovékosti (longevity risk). Riziko imrtnosti neni z hlediska
Solventnosti II dilezité ve smyslu zvysovani narokt na drzeny kapitdl. V préci je tento
kvantil uvadén pouze pro zajimavost a pro symetrii. Déale vSak nebude smérodatny.

Vsechny nasledujici grafy byly vytvoreny ze simulovanych dat a tykaji se vyhradné
nahodné vybraného cloveka z portfélia, 77-letého muze. Jako prvni je uveden graf zob-
razujici stfedni odhad individualnich budoucich pravdépodobnosti imrti tohoto ¢lovéka
spolu s 0,5% a 99,5% kvantily.

Na Obrazku [£.9)1ze vidét pasmo spolehlivosti, ve kterém se bude s pravdépodobnosti
99,5% tmrtnost tohoto Clovéka nachdzet v nédsledujicich letech. Vyrazny ,skok“ v pravé
casti grafu je zptisobeny umélym vsazenim ¢isla 1 k pravdépodobnosti imrti v nejvyssim
véku (99) podle vztahu {4.13]

Obrazek znézornuje stiedni predpovéd spolu s 0,5% a 99,5% kvantily individudlni

posloupnosti I, ndhodného klienta, 77-letého muze.
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Obréazek 4.9: Kvantily individudlni posloupnosti g, ,, ndhodného klienta
Zdroj: Vlastni zpracovani
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Obréazek 4.10: Kvantily individudlni posloupnosti I, ,, ndhodného klienta

Zdroj: Vlastni zpracovani

Na obrazku jsou zobrazeny stfedni hodnoty diskontovanych a nediskontovanych

individualnich budoucich dichodu klienta.
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Obrézek 4.11: Stiedni hodnoty posloupnosti inc, ,, & d.inc, , ndhodného klienta

Zdroj: Vlastni zpracovani

Veskeré pocinani v predchozich kapitolach tykajicich se LC modelu smétovalo ke kvan-
tifikaci rizika plynouciho ze spravovani portfélia klienti.

V tuto chvili jsou pro vyhodnoceni LC modelu, resp. pro provedeni kvantifikace rizika
na zakladé LC modelu, stézejni informace ulozené v listech D.INC.lc a D.INC.BE.Ic,
tedy budouci diskontované zavazky viici klientiim. Pro co nejmensi ztratu informaci byla
nejprve vyjadrena vyse budoucich zavazku individudlné vicéi kazdému z klientt zvIast.

Jako prvni byl vyjadren soucet budoucich zavazka vici klienttim pomoci simulovanych
hodnot pravdépodobnosti tmrti. Data ulozend v listu D.INC.lc obsahuji ¢astky vyjad-
rené pomoci odhadu stredni hodnoty a pomoci vyssiho i nizsitho kvantilu. Vyssi kvantil
reprezentuje vyssi imrtnost (tzv. riziko imrtnosti). Nizsi kvantil reprezentuje riziko dlou-
hovékosti (longevity risk). Pro uréovani vyse kapitdlu, ktery pojistovna musi dle regulace
drzet, neni tivaha rizika timrtnosti relevantni. Riziko imrtnosti totiz znamena pro sub-
jekty vyplacejici anuitu ,pozitivni* riziko. Regulace Solventnost II nebere ,pozitivni“
rizika v tuvahu, proto vyssi kvantil timrtnosti nebude od této chvile relevantni ani pro
tuto praci. Vyjadii se tedy array dimenze 1 x 2 x 10.000, kde kazda droven reprezentuje

jednoho klienta a v kazdé urovni se nachazi soucet stiednich odhadi budoucich zavazku
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vici jednotlivym klientim a soucet odhad budoucich zavazkt vici klientiim vyjadieny
z 0,5%-niho kvantilu ﬁmrtnostiﬂ Tato array byla pojmenovana money.sim.lc.

Analogicky jako v pripadé simulovanych dat byla provedena kvantifikace rizika pomoci
BE odhadi. Byly tedy provedeny soucty hodnot z listt D.INC.BE.lc. Byla vytvorena
array s nazvem money.BE.lc, v jejiz kazdé trovni se nachazi soucet BE odhadu bu-
doucich zavazku vuci jednotlivym klientim a soucet stresovych budoucich zdvazka vuaci
jednotlivym klientﬁmﬂ.

Srovnani variant lze vidét v tabulce 4.15, BE odhad reprezentuje hodnoty, které byly
zkonstruovany na zakladé prognézy stiednich hodnot c¢asové fady k,. S touto hodnotou
jsou srovnavany dlouhovékostni scénére, které byly vyjadreny pomoci standardni formule
(snizeni BE odhadu tmrtnosti o 20%) a simulaci (99,5%, resp. 0,5% kvantil simulovanych

scénai).

Tabulka 4.15: Kvantifikace rizika pomoci standardni formule a interniho modelu

BE riziko dlouhovékosti
klient ¢. standardni formule interni model
1 379.015 K¢ 422.447 K¢ 403.986 K¢
2 437.283 K¢ 472.016 K¢ 461.218 K¢
5.000 728.981 K¢ 794.508 K¢ 767.821 K¢
10.000 | 772.646 K¢ 835.973 K¢ 829.763 K¢

Zdroj: Vlastni zpracovani

V tabulce je uveden dil¢i vystup této prace, konkrétné vystup kvantifikace rizika

yper-klient pomoci LC modelu.

699,5% kvantil imrtnosti reprezentuje zminéné riziko imrtnosti, které neni pro praci relevantni. Pie-
vracenym kvantilem je kvantil 0,5%, ktery odpovid4 chténému riziku dlouhovékosti v souladu se Solvent-

nost II.
"Stresové zavazky byly vyjadieny podle standardni formule jako snizeni BE odhadu timrtnosti o 20 pro-

centnich bodu.
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4.7 Posouzeni kvality LC modelu

Lee-Cartertiv model a jeho odhadnuté parametry lze vyuzit pro modelovani poc¢tu amrti
postupem popsanym v [4]. Analyzu rezidui mezi skuteénymi a modelovymi pocty timrti
lze vyuzit pro posouzeni kvality odhadi LC modelu. Vysledky této analyzy rezidui jsou
v praci prezentovany v grafické podobé.

Obrazek reprezentuje hodnoty rezidui pro vsechny poc¢ty tmrti muzské populace,
ziskané pomoci LC modelu. Model dobre vystihuje realnd data, pokud regresni funkce

rezidui (Cervend ¢ara) je rovnobéznd s osou x bodé 0.

Residuals vs Fitted

Residuals

T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8

Predicted values
gnm(Dth.V.m ~ -1 + Age.F + Mult(Age.F, Year.F))

Obrazek 4.12: Analyza rezidui pro muzska data 1

»Na principu porovndni kvantili usporddaného vybéru s teoretickymi kvantily predpo-
kladaného rozdélent jsou zaloZeny grafy typu Q-Q (Quantile-Quantile). [23] Na Obrazku
je vidét tzv. Quantile-Quantile graf pro rezidua poc¢tu tmrti muzské populace. Paklize
byl model vhodné zvolen, hodnoty standardizovanych rezidui by mély mit normované
normélni rozdéleni. Graf porovnava kvantily normovaného normalniho rozdéleni (osa x)

s kvantily rozdéleni standardizovanych rezidui (osa y).
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Std. deviance resid.

Normal Q-Q

O
013210913

T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3

Theoretical Quantiles
gnm(Dth.V.m ~ -1 + Age.F + Mult(Age.F, Year.F))

Obrazek 4.13: Analyza rezidui pro muzska data 2

Obrazky a jsou analogii pro Zenskou populaci.

Residuals

Residuals vs Fitted

o141

T T T T T T
3 4 5 6 7 8

Predicted values
gnm(Dth.V.f ~ -1 + Age.F + Mult(Age.F, Year.F))

Obrazek 4.14: Analyza rezidui pro zenska data 1
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Normal Q-Q

1410
20360
000

Std. deviance resid.

0.0
01372

Theoretical Quantiles
gnm(Dth.V.f ~ -1 + Age.F + Mult(Age.F, Year.F))

Obrazek 4.15: Analyza rezidui pro zenska data 2
Na zakladé analyzy rezidui je zfejmé, ze uvazovany LC model pro muze i Zeny mé

urcité rezervy. I presto jsou vystupy modelu v praci vyuzivany. Analyza rezidul miuze

vsak slouzit jako poklad pro rozhodovani o vhodnéjsim modelu.
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5 APLIKACE CAIRNS-BLAKE-DOWDOVA
MODELU

Druhym stochastickym modelem, ktery byl aplikovan na data pro Ceskou republiku je tzv.
CBD model. Tento nazev nese po svych tvircich, resp. akronym CBD reprezentuje prvni
pismena prijmeni tvirci modelu. Tvirci modelu byli Andrew J. G. Cairns, David Blake
a Kevin Dowd. Prvni verze modelu byla publikovana v [24] v roce 2006.

Model je podle [4] definovan jako

log(pay1/24+1/2) = K’:S/l) + &52)@ —T). (5.1)

Stejné jako v pripadé LC modelu je predmétem modelovani logaritmus intenzity timrt-
nosti osoby ve véku x + 1/2 v kalendainim roce y + 1/2. Analogicky jako v kapitole
bude v nasledujicim textu pro prehlednost uvazovana varianta umrti z-leté osoby v ka-

lendéinim roce y. Parametry (1) a x(?

y ;| reprezentuji vektory zavislé na case, proménnd x

znaci klientiv vék a proménna T znaci prumérny vék v portféliu klient.

Predmétem CBD modelu jsou logaritmy intenzit tmrtnosti. Intenzita dmrtnosti se
priblizné urci dle vztahu Tento vztah lze aplikovat na dosud znamé data. Pro cely
CBD model budou uvazovana shodna data, na kterych byl kalibrovan LC model, tedy
data o umrtich a centralnich expozicich vici riziku pro muze a zeny v Ceské republice
v letech 1960-2019. V sekci [ byl na Obrézku zobrazen vyvoj logaritmi muzskych
intenzit timrtnosti. Na Obrazku lze pro porovnani vidét vyvoj logaritmi zenskych

intenzit tmrtnosti.
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Obrazek 5.1: Zenské intenzita imrtnosti, Ceska republika

Zdroj: Vlastni zpracovani podle [4]

5.1 Odhad parametrt modelu

Prvnim krokem pri aplikaci modelu je odhad parametri, resp. kalibrace modelu. Do mo-
delu vstupuji pouze 2 neznamé parametry, a to vektory &;1) ngf). Odhad parametri pro-
biha rutinné dle [4]. K odhadu parametru byly za predpokladu, Ze se pocet timrti ¥idi
Poissonovym rozdélenim pravdépodobnosti, pouzity zobecnéné linearni modely. K tomuto
byla pouzita implementované funkce glm() v softwaru R. Néhled do zptisobu odhadu lze

vidét v uryvku skriptu nize. Veskeré detaily lze dohledat v literature.
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# Converting data to vectors

Dth.V.m c(Dth.m); Exp.V.m c(Exp.m)

Dth.V.f

c(Dth.f); Exp.V.f

c(Exp.f)

# Obtain model matrix for CBD model

X1 = kronecker(diag(n.y), rep(1l, n.x))

Age .mean = AGE - mean(AGE) # (x-xprum) vektor o~delce n.x
X2 = kronecker(diag(n.y), Age.mean)

X = cbind (X1, X2)

rm(X1,X2)

# Fitting the model

CBD.Male = glm(Dth.V.m ~ -1 + X,

offset log(Exp.V.m),

family = poisson)

Nahled do odhadnutych parametri je vidét v Tabulce

Tabulka 5.1: Odhad parametrii ka(yl) a ﬁ§,2)

Rél) K':éz)

muzi zeny | muzi = zeny
1960 | -2,489 -2,860 | 0,091 0,108
1961 | -2,491 -2,869 | 0,092 0,109
1962 | -2,392 -2,789 | 0,094 0,113

2019 | -3,086 -3,646 | 0,096 0,119

Zdroj: Vlastni zpracovani

Grafické znazornéni odhadu parametri r.:él) pro muze je mozné vidét na Obrazku .

Zobrazeni odhadu parametrt K,(y?) pro muze je mozné vidét na Obrazku
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Po odhadu vsech parametri modelu je mozné ze znamych dat zkonstruovat podle
vztahu logaritmy intenzit imrtnosti ex post (tzv. fitted values), resp. jejich logaritmy
a nasledné provést srovnani s hodnotami skuteéné namérenymi (tzv. observed values). N&-
hled do ¢iselného porovnani je zobrazen v Tabulce Grafické porovnani je pro vybranou

osobu (muz, 77 let) zobrazeno na Obrazku

Tabulka 5.2: Porovnani modelu a skute¢nych dat

data  CBD
1960 | -2,255 -2,261
1961 | -2,314 -2,261
1962 | -2,118 -2,157

2019 | -2,913 -2,846

. . ® Data
8V}
&
<
NE
3
o
©
&
0
a8
Muz, 77 let .
T T T T T T T
1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020

Year

Obrazek 5.4: Pozorované hodnoty vs CBD model

Zdroj: Vlastni zpracovani

Po rychlém vizualnim zhodnoceni pro nahodné vybraného clovéka se zda, ze model vy-
kazuje dobrou shodu s redlnymi daty. K objektivnimu zhodnoceni vSak slouzi diagnostika

modelu, které se vénuje kapitola [5.7]
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5.2 Extrapolace ¢asové slozky

Aby bylo mozné pomoci CBD modelu vytvaret prognozy tmrtnosti, je tfeba provést
extrapolaci ¢asové slozky modelu. Casovou slozkou se rozumi parametry modelu zavislé
na case, tedy vektory nél) a ngf), které se dle [4] vnimaji jako korelované ¢asové rady
(1ze Castecné vidét i z jejich pribéht, viz Obrazky .2 p.3)). V sekei [f] byly odhadnuty
parametry pro roky 1960 - 2019 (posledni rok, pro ktery byla dostupna data z [18]).
V clanku [24] byla k extrapolaci ¢asové slozky pro CBD model vyuzita dvojrozmérna
ndhodnd prochézka s driftem. Stejny postup pouziva napiiklad |4] a stejny postup byl

vyuzit i v této praci. Dvojrozmérnd ndhodnd prochdzka s driftem mé podle [4] tvar
Ky =K+ Ky1+ € (5.2)

pro y = 2,3,...n,, kde n, reprezentuje pocet prognézovanych let. Podoba dvojrozmérné
ndhodné prochézky s driftem je analogicka jako v jednorozmérném piipadé (viz vztah .
Proménnd p reprezentuje drift a proménnd €, reprezentuje ndhodnou chybu pochazejici
z dvojrozmérného normalniho rozdéleni IN(0,3), kde O je matice nulovych stfednich
hodnot a ¥ je matice rozptyli. Diference dvojrozmérné nahodné prochazky maji podle

[4] podobu

AK, =Ky, — Ky_1
y y y (5.3)
Potom Ak, pro y = 2,3,...n, jsou nezavislé veli¢iny s rozdélenim N (u, ) (tento fakt

bude vyuzit v kapitole pti simulovéni budouciho vyvoje ¢asovych fad), pricemz

> = ’ (5.4)

01,2 0y
kde 0% je rozptyl fady Ku?gl), o5 je rozptyl fady n?(f) a 012 je kovariance mezi obéma fadami.
Odhad vektoru stfednich hodnot se provede pomoci vztahu
N 3" Aky

o= : (5.5)

ny — 1
Pro odhad vektoru fi byly pouzity implementované funkce diff() pro vypocet diferenci

rad a mean() pro vypocet praméru. Vysledné vektory byly uloZeny do matic s ndzvy

Mu.m a Mu.f dle pohlavi.
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Odhad matice rozptyla se provede pomoci vztahu

: i(ﬁﬁﬂy — p)(Aky — f). (5.6)

ny — 245

Pro vypocet odhadu matice rozptyli byly pouzity funkce diff() pro vypocet diferenci
rady, var() pro vypocet vybérového rozptylu a cov() pro vypocet kovarianci. Vypocitané
veli¢iny byly ulozeny do matice o rozmérech 2 x 2 (dle podoby . Matice pro muze byla
ulozena pod nazvem Sigma.m a matice pro zeny byla ulozena pod nazvem Sigma.f. Od-

hady parametru (pro muze index m, pro zeny index f) lze vidét v nésledujicich vztazich.

~[-0,01012

i = (5.7)
0.00008

~-0,01332

fry = (5.8)
0,00019

0,00088 0,00001
0,00001 0,00000

N

. 10,00093 0,00002
3= (5.10)
0,00002 0,00000

Pomoci kombinace funkei diff() a corr() byly taktéz vyjadieny korelaéni koeficienty p

mezi fadami I{Z(Jl) a néQ) pro muze a zeny.

pm = 0,295 (5.11)

pr=0,512 (5.12)

V kapitole 4] pfi LC modelu byla provadéna extrapolace parametru K, na 62 let. Tento
casovy interval bude zachovan i pro CBD model. Tento ¢asovy tusek byl urcen v zavislosti
na minimalnim a maximalnim véku klientt v portféliu (viz sekce . Extrapolace caso-
vych fad k(" a k() spociva v kumulovani odhadnutych hodnot f& k poslednim znadmym

hodnotdm k, podle vztahu
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S pouzitim vztahu [5.13| se vyjadii centralni prognoza obou ¢asovych rad.

Tabulka 5.3: Extrapolace parametrii K',Z(/l) a Ky

(2)

muzi zeny
ng(;l) ng(/z) Hz(/l) Hz(/Q)
2020 | -3,0959 0,0961 | -3,6591 0,1190
2021 | -3,1058 10,0962 | -3,6724 0,1191
2022 | -3,1161 0,0963 | -3,6858 0,1193
2081 | -3,7129 0,1011 | -4,4714 0,1303

Zdroj: Vlastni zpracovani

Extrapolované casové fady byly ulozeny do matic s ndzvy Kappa.f.m a Kappa.f.f

dle pohlavi. Graficky vyvoj casovych rad K,él) a K‘,(y2) pro muze je mozné vidét na Obrazcich
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’ 7 o 1 2 . cov v 2z z
S pomoci takto extrapolovanych parametri I‘QZ(J ) a l-cé ) je jiz mozné pomoci vztahu
konstruovat logaritmy intenzit tmrtnosti pro budouci kalendaini roky. Hlavnim zdrojem
dat pro konstrukce logaritmi intenzit timrtnosti jsou vsak simulované hodnoty casovych

fad. Simulace jsou pfedmétem kapitoly [5.3]

5.3 Simulace casovych slozek

Predmétem simulaci je mozny budouci vyvoj parametri, které jsou zavislé na case, tedy
parametri nél) a "3(;2) zvlast pro muze a pro zeny. Jak jiz bylo uvedeno, na tyto parametry
je pohlizeno jako na korelované casové tady, jejichz diference pochazi z dvojrozmérného
normdlniho rozdéleni s parametry podle vztaht [5.7) - [5.10]

V pripadé LC modelu bylo provedeno 1.000 simulaci. V pripadé CBD modelu bude
tento pocet simulaci zachovan. Plati, Ze skript je pripraven provadét libovolny pocet si-
mulaci v zavislosti na vypocetnim vykonu. Prvnim krokem je vygenerovani hodnot z
dvojrozmérného normalniho rozdéleni. K tomuto tucelu byla pouzita funkce muvrnorm()
z knihovny MASS. Protoze uvazujeme 1.000 simulaci na 62 let dopredu, je tieba vyge-
nerovat 1000 x 62 dvojic, tedy celkem 2 x (1000 x 62) hodnot. Prvni hodnota z dvojice

patii k prvni casové fadé, tedy parametru nél) a druhd hodnota z dvojice se radi ke druhé
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casové tadé, tedy parametru lszf). Matice takto vygenerovanych hodnot byly ulozeny do
matic zvlast pro jednotlivé parametry. Pro parametr nél) byly hodnoty ulozeny do matic
s nazvy kl.m a k1.f dle pohlavi. Hodnoty parametri K,g(f) byly ulozeny do matic s na-
zvy k2.m a k2.f dle pohlavi. Nahled do matic simulovanych diferenci pro muze je vidét

v Tabulce (.4

Tabulka 5.4: Simulované hodnoty diferenci pro parametr nz(,l) - muzi

2020 2021 2022 ... 2081

Simulace 1 | -0,6372 -0,0445 -0,0316 ... 0,0210
Simulace 2 | 0,0007 0,0271 00717 ... -0,0493
Simulace 3 | 0,0041 -0,0127 0,0017 ... -0,0331
Simulace 1.000 | -0,0203  0,0189 -0,0228 ... -0,0011

Zdroj: Vlastni zpracovani

Takto ziskané diference je nasledné nutné nakumulovat k poslednim odhadnutym hod-
notam H?(Jl) a Iig(f) (posledni odhadnuté hodnoty lze vidét v Tabulce . Za timto ucelem
byla ve skriptu pouzita kombinace funkci apply() a cumsum(). Pro pohodlnéjsi manipulaci
s daty byly matice simulovanych diferenci k1.m a k1.f transponovany. Vysledné matice
o rozmeérech 62 x 1000, ve kterych tadky reprezentuji budouci roky a sloupce reprezen-
tuji simulace, byly ulozeny do novych matic s nazvy kl.sim.m, k2.sim.m. kl.sim.f,

a k2.sim.f dle pohlavi. V Tabulce je zobrazen nédhled do muzské matice jednotlivych

scénditl parametrit k() a k(2.
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Tabulka 5.5: Simulace parametrt Kq(/l) a &3(/2) - muzi

wiH
Simulace 1  Simulace 2 Simulace 3 ... Simulace 1.000
2020 -3,1495 -3,0850 -3,0817 e -3,1060
2021 -3,1940 -3,0579 -3,0944 - -3,0871
2022 -3,1629 -2,9863 -3,0927 e -3,1099
2081 -3,2489 -3,7944 -3,9545 e -3,7632
D
Simulace 1  Simulace 2 Simulace 3 ... Simulace 1.000
2020 0,0973 0,0946 0,0955 e 0,0971
2021 0,0972 0,0951 0,0941 e 0,0968
2022 0,09852 0,0967 0,09484 e 0,0961
2081 0,1027 0,0987 0,1052 - 0,1066

Zdroj: Vlastni zpracovani

Protoze v dobé psani této prace byla v HMD [18] dostupna data pouze do roku 2019,
v simulacich je tento fakt zohlednén. Stejné jako v pripadé simulaci v LC modelu v kapitole
[4.3] prvni simulovany rok je 2020, a to i pfes to, ze tento rok je v minulosti, stejné jako
rok 2021. K dispozici je nyni 4.000 vektori moznych scénaitt budouciho vyvoje parametrii
(1.000 pro kazdy z parametri “z(/l) a n?(f) pro muze a zeny). Na Obrazcich a N je

zobrazen graficky pritbéh simulaci pro muzské parametry k.
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Podobné vypada graficky prubéh pro Zenské parametry k,. Tyto grafy jsou dostupné

v prilozeném skriptu.
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Nasledné byly ze simulovanych hodnot vyjadreny kvantily. Stejné jako v pripadé LC
modelu v kapitole byl zde uréeny 0,5% kvantil, 99,5% kvantil a nasledné prumér,
reprezentujici sttedni hodnotu. Data pro vypocet kvantilii a priméru jsou ulozena v ma-
ticich k1l.sim.m, k2.sim.m, kl.sim.f a k2.sim.f, kde jednotlivé simulace jsou ulozeny
ve sloupcich. Kvantily a primér tedy budou urcovany z jednotlivych radkua téchto matic.
K vypoctu kvantilii a praméru byla uzita funkce quantile() s funkei mean(). Vysledné kvan-
tily a prameéry byly nasledné ulozeny do novych matic s nazvy k1Q.sim.m, k2Q.sim.m,
k1Q.sim.f a k2Q.sim.f. Podoba kvantilovych matic, resp. kvantilové matice pro muze

pro parametry (") a k{?) je zndzornéna v Tabulce

Tabulka 5.6: Simulované kvantily nél) a ng(,z)

2020 2021 2022 ... 2081
99,5% -3,0210 -3,0044 -2,9945 ... -3,1381
s 7 -3,0058 -3,1077 -3,1187 ... -3,7111
0,5% -3,1725 -3,2261 -3,2489 ... -4,2732
99,5% 0,0986  0,0996 0,008 ... 0,1225
Ss| 7 00961 00961 00962 ... 0,1009
05% 0,933 0,0921 0,0916 ... 0,0791

Zdroj: Vlastni zpracovani

Ziskané kvantily je také mozné graficky zobrazit. Na Obrazku|5.9|je mozné vidét 0,5%-
ni a 99,5%-ni kvantily simulaci muzského parametru K,Z(/l) spolu se stredni hodnotou odhad-
nutou pomoci aritmetického priméru. Na Obrazku je mozné vidét 0,5%-ni a 99,5%-ni
kvantil simulaci muzského parametru néz) spolu se stredni hodnotou, odhadnutou pomoci
aritmetického prumeéru. Obrazky zobrazujici vyvoj kvantili zenskych parametri jsou do-
stupné k vygenerovani v prilozeném skriptu. Kvantily ze simulovanych hodnot mohou byt

dosazenim do vztahu [5.1] vyuZity ke konstrukei matic logaritmu intenzit imrtnosti.
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5.4 (Odhad intenzit imrtnosti

Konstrukce matic logaritmi intenzit timrtnosti probiha pomoci vztahu V kapitole
byly odhadnuty vektory parametrii nél) a R?(f) ex-post. V kapitole byla provedena
extrapolace téchto parametrii na 62 let dopredu a v sekci bylo pro kazdou ze dvou
casovych fad provedeno 1.000 simulaci mozného budouciho vyvoje.

Pro CBD model byl zachovan shodny postup jako u LC modelu. Prvni metodu repre-
zentuje konstrukce jedné matice logaritmi intenzit tmrtnosti pro kazdou jednu simulaci
casovych tad K,él) a "3(42)- Druhou metodu reprezentuje vytvoreni dvou matic logaritmt
intenzit imrtnosti zvlast pro muze a pro zeny na zdkladé BE odhadt extrapolovanych
parametri &151) a m?(f).

Jako prvni je popsan postup simulacni, tedy vyjadieni jedné matice logaritmu intenzit

umrtnosti pro kazdou jednu simulovanou variantu. Postup je vyjadien vztahem

10g(Magy)n = £ + /ﬁéi) (x — ) (5.14)

Yn

pron = {1,2,...,1000} pro obé pohlavi zvlast.

Pti poctu 1.000 simulaci vznikne celkem 2.000 matic log(m,,,), a to 1.000 pro muze
a 1.000 pro zeny. Tyto matice byly stejné jako v pripadé LC modelu v kapitole [4.4] odhad-
nuty pomoci cyklu for() a ulozeny v datovych strukturdch array, nesouci ndzvy mxt.m
pro muze a mxt.f pro Zeny. V kazdé drovni téchto arrays byla ulozena jedna matice
logaritmi intenzit dmrtnosti. Celkem bylo do kazdé array ulozeno 1.000 matic log(m, ).

Nahled do jedné z 1.000 matic pro muze je zobrazen v Tabulce [5.7]

Tabulka 5.7: Logaritmy intenzit imrtnosti - muzi

2020 2021 2022 ... 2081
50 | -5,533 -5,576 -5,577 ... -5,765
51 | -5,436 -5479 5478 ... -5,662
52 | -5,339 -5,381 -5380 ... -5559
99 | -0,766 -0,812 -0,749 ... -0,733

Zdroj: Vlastni zpracovani

Druhy zptsob spoc¢iva obdobné jako u LC modelu v prostém dosazeni BE odhadu

budouciho vyvoje ¢asovych rad Iﬂ‘,él) a néz) do vztahu . Vystupem jsou pouhé dvé matice
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log(m, ), jedna pro muze a jedna pro zeny. Tyto matice byly v prilozeném skriptu ulozeny

pod nazvy BE.mx.m a BE.mx.f.

5.5 Vytvoreni imrtnostnich tabulek

Hodnoty log(m,,) samy o sobé nenesou velikou vypovidajici hodnotu. Stejné jako v pii-
padé LC modelu v kapitole je tfeba tyto hodnoty prevést na tabulkové hodnoty ¢, ,,
tedy pravdépodobnosti umrti z-leté osoby v kalendainim roce y. Postup bude shodny
s postupem uvedenym v kapitole |4.5]

Jako prvni se provede odlogaritmovani vSech hodnot ulozenych v arrays mxt.m a mxt.f.
Odlogaritmované hodnoty se za pouziti vztahu transformuji na tabulkové hodnoty
s,y Vysledkem je 2.000 matic pravdépodobnosti tmrti g, ,, kde prvnich tisic patii muzim
a druhych tisic patii zendm. Tyto matice byly obdobné jako v kapitole ulozeny do no-
vych arrays s nazvy qxt.m a gxt.f dle pohlavi. Nahled do jedné z matic z array mxt.m

(tedy do jedné z matic pravdépdoobnosti amrti pro muze) je zobrazen v Tabulce .

Tabulka 5.8: Matice pravdépodobnosti tmrti g, , - muzi

2020 2021 2022 ... 2081
50 | 0,0039 0,0038 0,0038 ... 0,0031
51 | 0,0044 0,0042 0,0042 ... 0,0035
52 | 0,0048 0,0046 0,0046 ... 0,0038
99 1 1 1 1

Zdroj: Vlastni zpracovani

Stejné jako v pripadé LC modelu byla pravdépodobnost umrti ve véku 99 let podle
vztahu uméle nastavena rovna jedné. V maticich pravdépodobnosti umrti je opét
mozné sledovat zajimavé trendy vyvoje. Popsan bude stejné jako v kapitole trend

horizontalni a vertikalni. Tabulka [5.9|si klade za cil tyto trendy castecné ukazat.
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Tabulka 5.9: Srovnéni g, , v letech - Zeny

2020 ... 2050 ... 2080
50 | 0,0014 ... 0,0007 ... 0,0004
70 | 0,0153 ... 0,009 ... 0,0065
90 | 0,1547 ... 0,1188 ... 10,1004
99 1 . 1 . 1

Zdroj: Vlastni zpracovani

V Tabulce je jasné vidét pozitivni vyvoj (klesajici trend) pravdépodobnosti timrt-
nosti v ¢ase. Tento trend je v této praci oznacovan trendem horizontalnim. Déle je vidét
rostouci pravdépodobnosti imrti s rostoucim vékem. Tento trend je prirozeny a v této
praci je oznacovan jako trend vertikalni. Nabizi se téz zajimavé srovnani mezi Tabulkami
a z nichz je ve stejnych vékovych kategoriich vidét vyrazné nizsi pravdépodobnosti
umrti Zen, nez muzi. Tento trend pretrvava i v prognozach tmrtnosti.

Po odhadnuti matic pravdépodobnosti tmrti je tfeba po vzoru postupu v kapitole
[4.5] vygenerovat klientim individudlni imrtnostni tabulky. StéZejni charakteristikou pro
toto generovani jsou opét veli¢iny ¢, ,, na zakladé kterych se dopocitaji vsechny ostatni
potiebné slozky individualnich imrtnostnich tabulek klientt.

Pro lepsi orientaci v nasledujicim textu byl princip ptitazovani individuédlnich charak-
teristik klienttim rozdélen do dvou c¢asti. Prvni ¢ast se vénuje pritazovani individualnich
veli¢in ¢, , a naslednému generovani individualnich imrtnostnich tabulek ze simulovanych
dat. Druha c¢ast se vénuje pfifazovani individualnich veli¢in ¢, , a naslednému generovani
individualnich tmrtnostnich tabulek z BE odhadii. Postup je v obou pripadech analogicky
jako v kapitole [4.5]

e Simulovani data

Jako prvni je popsan postup prirazeni individualnich pravdépodobnosti tmrti z ma-
tic g4, tedy z matic, které vznikly na zdkladé simulaci. V tomto piipadé probihd obdobn4
extrakece klientovych diagonél na zakladé klientovych charakteristik (tzn. vék a pohlavi).
Stejné jako v pripadé LC modelu vznikne pro kazdou osobu v portféliu matice individu-

alnich posloupnosti g, ,. pro i = {1,2,...,10.000}. Kazda z téchto matic obsahuje 1.000
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sloupct (dle po¢tu simulaci). Nahled do individudlni matice i-tého klienta, 77-letého muze,

je vidét v Tabulce |5.10]

Tabulka 5.10: Matice g, ,. ndhodného klienta

Simulace 1  Simulace 2 Simulace 3 ... Simulace 1.000
77 0,0561 0,0559 0,0567 e 0,0552
78 0,0595 0,0637 0,0625 e 0,0600
79 0,0629 0,0687 0,0657 e 0,0650
99 1 1 1 . 1

Zdroj: Vlastni zpracovani

Pro kazdého klienta je evidovana obdobna matice. Matice maji pocet radki v zavislosti
na klientove veku. Pocet sloupcti matic je stanoven poctem simulaci. Kazdy sloupec téchto
matic reprezentuje jeden mozny scénar a odpovida jedné simulaci casové slozky.

Pro ukladani individualnich matic pravdépodobnosti tmrti byl zachovan stejny princip
jako v pripadé LC modelu. Byl tedy vytvoren list s ndzvem QXT.cbd (viz Tabulka ,
v jehoz kazdé trovni byla uloZena jedna matice klienta. Urovné tohoto listu koresponduji
s poradovym ¢islem klienta v matici data (viz kapitola a s arovnémi v listu QXT.lc.
Napft. klient s poradovym ¢islem 1 je ulozen na prvnim rfadku datové matice data a jeho
individualni matice pravdépodobnosti imrti jsou ulozeny v prvnich trovnich listi QXT.lc
a QXT.cbd (dle metody odhadu, resp. pouzitého modelu). Zachovanim tohoto postupu
je nasledné velmi jednoduché porovnavat vystupy jednotlivych modelti mezi sebou.

Nasledujicim krokem je vytvofeni individudlnich matic I, , . Pro kazdého klienta byla
vygenerovana matice o stejnych rozmeérech jako matice g, ,, . Nahled do matice nahodné

vybraného klienta, 77-letého muze, je zobrazen v Tabulce [5.11]
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Tabulka 5.11: Matice I, ,, ndhodného klienta

Simulace 1  Simulace 2  Simulace 3 Simulace 1.000
77 1 1 1 1
78 0,9439 0,9441 0,9443 0,9449
79 0,8877 0,8839 0,8844 0,8881
99 0,0354 0,0252 0,0237 0,0396

Pro kazdého z 10.000 klientd portfélia vznikd individudlni matice I, . Tyto matice

Zdroj: Vlastni zpracovani

byly uloZeny do listu s ndzvem LXT.cbd (viz Tabulka .

Jako dalsi byly dle stejného postupu jako v kapitole vytvoreny listy INC.cbd
a D.INC.cbd. List INC.cbd obsahuje individualni matice nediskontovanych dtchodt

jednotlivych klientti ine, ,, v jednotlivych letech jejich Zivota pii zohlednéni pravdépodob-

nosti, se kterou v daném roce jiz nebudou nazivu (viz vztah [4.14)). List D.INC.cbd obsa-

huje individudlni matice diskontovanych dichodi jednotlivych klientt inc,,, . (Koncovka

,-cbd® zna¢i odhad pomoci CBD modelu.) Diskontovani probihé na zdkladé vztahu m

Nahled do listii INC.cbd a D.INC.cbd, resp. do individudlni matice inc,,, a tnc,,,

nahodné vybraného klienta, 77-letého muze, je zobrazen v Tabulkéach a Céastky

jsou zaokrouhleny na celé koruny.

Tabulka 5.12: Matice inc;,,, ndhodného klienta

Simulace 1  Simulace 2  Simulace 3 Simulace 1.000
77| 43.723 K¢ 43.723 K¢ 43.723 K¢ 43.723 K¢
78 | 41.270 K¢ 41.278 K& 41.245 K¢ 41.312 K¢
79 | 38.813 K¢  38.648 K¢  38.667 K¢ 38.831 K¢
99 1.549 K¢ 1.100 K¢ 1.035 K¢ 1.730 K¢
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Tabulka 5.13: Matice d.tnc, ,, ndhodné¢ho klienta

Simulace 1  Simulace 2 Simulace 3 ... Simulace 1.000
77 | 43.723 K¢ 43.723 K¢ 43.723 K¢ : 43.723 K¢
78 | 40.461 K¢  40.468 K¢ 40.436 K¢ : 40.502 K¢
79 | 37.305 K¢ 37.147 Ké¢  37.166 K¢ : 37.323 K¢
99 1.002 K¢ 712 K¢ 669 K¢ 1.119 K¢

Zdroj: Vlastni zpracovani

« BE matice
Postup pfifazeni individudlnich charakteristik ¢, , klientiim na zdkladé BE matic pravdé-
podobnosti imrti a nasledné generovani individualnich imrtnostnich tabulek je analogické
jako v predchozich sekcich. Zdrojem dat pro prirazovani individualnich pravdépodobnosti
umrti jsou agregované matice BE.qxt.m a BE.qxt.f. Protoze pro kazdé pohlavi existuje
pouze jedna BE matice, vystupem prirazeni bude pro kazdého klienta pouze jedna indivi-
dudlni posloupnost g, .. Z tohoto vektoru se naprosto stejnym zptsobem vyjadii ostatni
veliciny individudlni dmrtnostni tabulky, tedy I, , inc,, a d.inc,, . Pro zachovani
logiky ukladani dat byla data ulozena v listech s nazvy QXT.BE.cbd, LXT.BE.cbd,
INC.BE.cbd a D.INC.BE.lc. V i-tych drovnich jednotlivych listi jsou potom ulozeny

informace o i-tém klientovi z portfélia.

5.6 Vyhodnoceni modelu

V predchozi kapitole byly vytvoreny individualni tmrtnostni tabulky vSech klienti v port-
foliu. Interpretace vysledkii obdrzenych na zakladé BE odhadt jsou intuitivni. Kazdy kli-
ent ma prifazeny jeden BE odhad budouciho vyvoje. V tabulce lze nahlédnout do
veli¢in prirazenych ¢-tému klientovi, 77-letému muzi, resp. do i-tych trovni listi

« QXT.BE.chd,

« LXT.BE.chd,
INC.BE.cbd,
D.INC.BE.cbd.
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Tabulka 5.14: Individudlni veli¢iny i-tého klienta na zdkladé BE CBD odhadt g, 4

Qry, luy, INCy y, d.incg .
77 | 0,056 1,000 43.723 K¢ 43.723 K¢
78 | 0,061 0,944 41.279 K¢ 40.470 K¢
79 | 0,066 0,887 38.770 K¢ 37.264 K¢

99 1 0,025  1.097 K¢ 710 K¢

Zdroj: Vlastni zpracovani

Dosavadni vysledky na zakladé simulovanych dat je v tuto chvili tézké interpretovat.
Jedna se o 1.000 moznych scénait vyvoje pro kazdého z 10.000 klienti. Analogicky jako
v predchozich kapitolach budou tato data vyhodnocena pomoci kvantili. V tuto chvili
vsak je mozné urcit kvantily nejen ze simulovanych casovych rad nél) a &52), ale i z cel-
kovych individudlnich amrtnostnich tabulek jednotlivych klienti. Chténé kvantily budou
jako v predchozich kapitolach kvantily 0,5% a 99,5%. Jako odhad stfedni hodnoty byl
pouzit aritmeticky primeér.

Kvantilové matice byly obdobné jako u LC modelu ulozeny pod nazvy QXT.cbd.Q,
LXT.cbd.Q, INC.cbd.Q a D.INC.cbd.Q. Struktura vSech téchto listi je stejna. i-ta
uroven vsech doposud vytvorenych /istti obsahuje matici s informacmi o ¢-tém klientovi z
portfélia. Protoze je struktura vsech matic obsazenych ve vySe zminénych listech shodné
a protoze v kapitole byla uvedena kvantilova matice individualnich pravdépodobnosti
umrti klienta, bude pro pripad CBD modelu zobrazen vybér z matice individualnich

posloupnosti I, ,.. Tento ndhled lze spatfit v tabulce

Tabulka 5.15: Ndhled do kvantili individudlnich posloupnosti I, ,. ndhodného klienta, CBD

778 9 ... 99
995% | 1 0,940 0878 ... 0,006

T 1 0944 0887 ... 0,028
05% | 1 0948 0896 ... 0,077

Zdroj: Vlastni zpracovani
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Horni kvantil v tabulce [5.15| reprezentuje riziko timrtnosti. Jak jiz bylo vysvétleno
drive, tento kvantil nebude predmétem dalsich tvah. Dolni kvantil reprezentuje chténé
riziko dlouhovékosti.

Dale bude provedena kvantifikace rizika pomoci vystupt ziskanych pomoci CBD mo-
delu. Stézejni informace ke kvantifikaci rizika se nachazi v listech

« D.INC.cbd a

« D.INC.BE.chd.

Jedna se o diskontované budouci zavazky vici klienttim vyjadiené pomoci (a) BE a (b)
simulaci. Soucet ¢astek v téchto listech je prostiedek ke kvantifikaci rizika dlouhovékosti
spojeného s danym portféliem klient.

Soucty diskontovanych zavazk ,per-klient® byly ulozeny do datovych struktur array
s ndzvy money.sim.cbd (pro simulovana data) a money.BE.cbd (pro BE odhady).

Srovnéani variant lze vidét v tabulce [5.16] BE odhad reprezentuje hodnoty, které byly
zkonstruovany na zakladé sttedni predpovédi ¢asovych rad I‘é:gl) a n?(f). S touto hodnotou
jsou porovnavany dlouhovékostni scénare, které byly vyjadieny (a) pomoci standardni
formule (odpovidé snizeni BE odhadu timrtnosti o 20 procentnich bodi) a (b) pomoci

simulovanych dat (99,5%, resp. 0,5% kvantil simulovanych scénéait).

Tabulka 5.16: Kvantifikace rizika pomoci standardni formule a interntho modelu, CBD

riziko dlouhovékosti
klient ¢. BE
standardni formule interni model
1 376.361 K¢ 421.821 K¢ 419.572 K¢
2 433.903 K¢ 470.334 K¢ 473.372 K¢&
5.000 728.523 K¢ 796.725 K¢é 796.295 K¢
10.000 | 767.660 K¢ 832.959 K¢ 844.307 K¢

Zdroj: Vlastni zpracovani

Vyhodnoceni pro oblast Fizeni rizik je provedeno v kapitole [6.1]
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5.7 Posouzeni kvality CBD modelu

Pro posouzeni kvality CBD modelu byla znovu vyuzita rezidua mezi skute¢nymi a mo-
delovymi pocty tmrti, ziskanymi pomoci CBD modelu. Vysledky analyzy rezidui pro
muzskou populaci prezentuji Obréazky [5.11] a pro zenskou populaci Obrazky [5.13]
[5.14] Interpretace vysledku analyzy rezidui je obdobnd jako v pfipadé LC modelu.

Residuals vs Fitted

Residuals

o * 5 5 &, @Qﬁog & ¢

%o
0© %?qp@o o%0
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@0 (o]

T T T T T T T
2 3 4 5 6 7 8

Predicted values
gim(Dth.V.m ~ -1 + X)

Obréazek 5.11: Analyza rezidui pro muzska data 1
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Obrazek 5.12: Analyza rezidui pro muzska data 2
Residuals vs Fitted
w0
o
l{) -

T T T T T T
3 4 5 6 7 8

Predicted values
glm(Dth.V.f ~ -1 + X)

Obrazek 5.13: Analyza rezidui pro zenska data 1
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Obrazek 5.14: Analyza rezidui pro zenska data 2

Obréazek signalizuje horsi kvalitu CBD modelu pro zenskou populaci.
Na zékladé analyzy rezidui je zfejmé, ze uvazovany model mé rezervy. Vysledky ziskané
tohoto modelu byly v praci presto vyuzity. Analyza rezidui i zde muze slouzit jako poklad

pro rozhodovani o pouziti vhodnéjsitho modelu.
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6 VYUZITI VYSLEDKU MODELU

V kapitolach [4]a 5| byly pomoci dvou riiznych pristupt ziskany individualni matice pravdé-
podobnosti tmrti klient11, na zakladé kterych byly zkonstruovany individualni dmrtnostni
tabulky klientii. P¥i zpracovavani skript byla snaha, aby byly nazvy dtlezitych promén-
nych intuitivni a aby néasledné srovnavani vysledki bylo snadné. Predmétem této kapitoly

vvvvvv

deltt imrtnosti. Detailni porovnani vSsech proménnych lze provést s pomoci priloZzenych
skripti (viz Tabulka [3.1)).

Prvni srovnavanou veli¢inou jsou individudlni vektory pravdépodobnosti tmrti g,
nédhodného klienta, 77-letého muze. Srovnani lze vidét v Tabulce [6.1] Pomoci obou sto-
chastickych modela byl vytvoren tzv. BE odhad. Snizenim BE odhadt o 20 procentnich
bodu se ziskaly odhady stresovych pravdépodobnosti tmrti (riziko dlouhovékosti) dle
standardni formule Solventnost II. Riziko dlouhovékosti bylo kvantifikovano i pomoci si-
mulovanych dat, resp. jako 99,5%-ni kvantily pravdépodobnosti tmrti, stanovenych na

zédkladé simulaci. Tyto hodnoty jsou v Tabulce ulozeny pod nézvem interni model.

Tabulka 6.1: Porovnani individuélnich vektort gy ,,

LC model CBD model
dlouhovékost dlouhovékost
BE BE
standardni formule interni model standardni formule interni model
77 | 0.052 0.041 0.048 0.056 0.045 0.050
78 | 0.056 0.045 0.050 0.061 0.049 0.055
79 | 0.060 0.047 0.052 0.066 0.053 0.058
80 | 0.066 0.053 0.057 0.072 0.058 0.061
99 1 1 1 1 1 1

Zdroj: Vlastni zpracovani

Grafické porovnani individualnich vektort pravdépodobnosti tmrti g, ,. nadhodné vy-
braného klienta, 77-letého muze, 1ze vidét na Obrazku [6.1] Protoze by zobrazeni vsech
kvantilt u obou uvazovanych modeli bylo neptrehledné, jsou pro oba modely zobrazeny

pouze BE odhady.
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Obrézek 6.1: Porovndni individudlnich vektori g, .,

Zdroj: Vlastni zpracovani

Z Obréazku 6.1 je patrné, ze CBD model ma (v tomto pripadé) tendenci podhodnocovat

pravdépodobnosti imrti ve vyssim véku vybraného c¢lovéka. To je patrné i z Obrazku 6.2
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Obréazek 6.2: Porovnan{ individudlnich vektori I .

Zdroj: Vlastni zpracovani
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V Tabulce [6.2] je uvedeno porovnani vyse diskontovanych budoucich zavazka vici ce-

lému portféliu klienti plynoucich z jednotlivych pristupt k modelovani.

Tabulka 6.2: Srovnani kapitalovych pozadavku dle jednotlivych modela

riziko dlouhovékosti
(v mil. K¢) BE standardni formule interni model
LC 7.802,87 8.394,70 8.264,32
CBD 7.795,23 8.407,32 8.499,70

Zdroj: Vlastni zpracovani

Jak je patrné z tabulky [6.2] vétSina hodnot se pro oba modely a pro oba pfistupy prilis
nelisi. Rozdilu si 1ze vSimnou u interniho CBD modelu. Jiz analyza rezidui CBD modelu
provedend v kapitole napovidala, ze model ma své rezervy. Paklize by se na zakladé
zpétného testovani (backtesting) ukazalo, ze CBD model nedava dobré vysledky, bylo by
mozné bud od modelu upustit, prip. pouzit kombinaci nékolika modeli.

Pojistovna muze mit z riznych divodi zajem sledovat ocekavané pocty zijicich klientt
ve spravovaném portféliu v pribéhu budoucich let. VSechny vypocty, které byly provedeny
v minulych kapitolach umoznuji sestavit tuto prognézu. Staci pouze secist charakteristiky
[, naptic budoucimi kalendainimi roky. Toto secteni bylo provedeno zvlast pro LC a CBD
model a zvlast pro BE odhady, stresové BE odhady a simulované kvantily.

Data o vymirani klientii byla ulozena v maticich

« L.LBE.Ic,

e Lsim.lc,

 1.LBE.cbd,
l.sim.cbd,

kde ,BE® znaci odhady na zakladé BE a ,,sim“ znac¢i odhady na zakladé simulaci. Prognéza
postupu vymirani byla stanovena na 50 budoucich let.

Néahled do jedné z vyse uvazovanych matic, matice . BE.lc lze vidét v tabulce [6.3]
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Tabulka 6.3: Ukazka vymirani portfélia, LC model

2022 2023 2024 ... 2071 2072
1 1 0948 0,896 0 0
2 1 0981 0,961 0 0
3 1 0,99 0,979 0 0
0
10.000 | 1 0,998 0,994 0 0

Zdroj: Vlastni zpracovani

V tabulce [6.3] jsou uvedeny vystiizky informaci o 1., 2., 3. az 10.000. (tedy poslednim)
klientovi z portfélia. Aniz by byly znamy véky téchto klientt, z poslednich sloupcu tabulky
je zrejmé, ze zadny z téchto klientil v roce 2072 jiz nebude soucésti portfolia. Vyplyva
to z nastaveni minimélniho véku pro vstup do portfélia (50 let), maximalniho véku (99
let) a délkou prognézovaného obdobi (50 let).

Analogicka matice vymirani byla zkonstruovana pro CBD model.

Na Obréazku[6.3]1ze vidét odhad vymirdni ¢lent portfélia stanoveny pomoci LC modelu,
a to na zdkladé BE odhadi, standardni formule a internitho modelu. Obrézek pro CBD

model vypada analogicky, proto neni v praci uvadén.

10000
I

— BE
—— Standardni formule
Interni model

4000 6000 8000
I I I

Pocet osob v portfoliu

2000
I

0
|

T T
2030 2040 2050 2060 2070
Roky

Obrazek 6.3: Vymirani portfélia, LC model

Zdroj: Vlastni zpracovani
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6.1 Stanoveni SCRiongevity

Regulace Solventnost II uklada pojistovndm povinnost vytvaret tzv. solventnostni kapi-
talovy pozadavek, SCR. Postup vypoctu SCR pro potieby fizeni rizika dlouhovékosti je
stanoven jako rozdil mezi stresovym scénarem a BE odhadem budouciho vyvoje.

V préci byly vyjadieny dva BE odhady budoucich zavazki, jeden pomoci LC modelu,
druhy pomoci CBD modelu. Tyto BE odhady byly v predchézejicich kapitolach podrobeny
stresovym scénartim. Prvni zptsobem stresového testovani byl podle standardni formule,
tedy snizenim pravdépodobnosti tmrti o 20 procentnich bod. Druhy zpiisob stresového
testovani bylo vyjadienim 99,5%, resp. 0,5% kvantilu simulovanych dat vyvoje imrtnosti.
Oba pristupy by mély byt ekvivalentni, protoze standardni formule je plosné kalibrovana
se spolehlivosti 99,5%.

Proménna SCRigngevity znaci vysi solventnostniho kapitalového pozadavku v souvislosti
s rizikem dlouhovékosti pro celé portfélio klient. Vipocet SCRiongevity je podle [16] sta-
noven jako rozdil stresového scénare a BE odhadu. V Tabulce je vySe SCRiongevity

vyjadrena.
SCRlongevity = NPvlongevity — NPVgg (61)
Tabulka 6.4: Solventnostni kapitalovy pozadavek SCR
Riziko dlouhovékosti SCRiongevity
(v mil. K¢) ‘ BE ‘ Standardni formule Interni model ‘ Standardni formule Interni model
LC model 7.802,87 8.394,70 8.264,32 591,83 461,45
CBD model | 7.795,23 8.407,32 8.499,70 612,09 704,47

Zdroj: Vlastni zpracovani

V druhém sloupci tabulky jsou uvedeny BE odhady budoucich zavazki. Ve tre-
tim sloupci jsou porovnany stresové scénare pomoci obou stochastickych modeli a obou
variant vypoctu, tedy pomoci standardni formule a internitho modelu. V patém a Sestém
sloupci tabulky je vyjadrena vysSe solventnostniho kapitalového pozadavku dle jednotli-

vych variant vypoctu.
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7 tabulky je patrné, Ze nejnizsi SCRiongevity Plyne z uziti LC modelu v kombinaci
se simulacemi. Nejvyssi SCRiongevity Naopak plyne z uziti CBD modelu v kombinace se
simulacemi.

Po provedeni vSech vypoctii se musi pojistovna rozhodnout, kterou vysi SCRiongevity
bude akceptovat. Z tabulky plynou 4 mozné varianty.

Pokud by se pojistovna rozhodla drzet v rdmci technické rezervy SCRigngevity Ve Vysi
704,47 mil. K¢ (tedy v nejvyssi kalkulované vysi), znamenalo by to ostrazity postup,
pomoci kterého by pojistovna snizila pravdépodobnost problému s thradou svych zavazkta
v budoucnosti. Zaroven by vsak drzenim penéz v rezervach prisla o moznost tyto penize
zhodnocovat, vyplatit na dividendéch, apod.

Paklize by se pojistovna rozhodla drzet v ramci technické rezervy SCRigngevity Ve vySi
pristup, ktery by oproti ostrazitému pristupu znamenal vyssi pravdépodobnost problému
s uhradou zavazkt v budoucnosti. Zaroven by vsak bylo mozné finan¢ni prostredky inves-
tovat, vyplatit na dividendach apod.

Pti rozhodovani je mozné pozorovat odlisSné zajmy zainteresovanych stran. Zaintere-
sovanymi stranami se rozumi zejména akcionari, management pojistovny, zaméstnanci
a pojisténi.

Obecné lze Ttici, ze strany, které néjakym zpusobem participuji na zisku pojistovny,
maji vétsi sklon volit agresivnéjsi varianty. Lze tedy ocekavat, ze akcionari, a to zejména
akcionari minoritni, budou hlasovat pro nizsi hodnoty SCR. Majoritni akcionéfi a pravdeé-
podobné i management pojistovny také participuji na zisku, nicméné maji ve spole¢nosti
vyssi miru zodpovédnosti a sleduji i jiné zajmy, nez vyplatu dividend. Snazi se zajistit
stabilni fungovani, dobrou reputaci apod. Proto se da ocekavat, ze majoritni akcionari
a management pojistovny by volil jednu ze stfednich variant SCR. Posledni skupinou jsou
zameéstnanci a pojisténé osoby. Jedna se o skupiny zainteresovanych osob, které vétsi-
nou nemohou ovlivnit rozhodnuti pojistovny, nicméné stdle mohou mit na situaci nazor.
D4 se predpokladat, ze pojisténé osoby preferuji jistotu stabilniho pojistitele. Zajem po-
jisténych je cerpat vyhody, kvili kterym si sjednali pojisténi ¢i jiny produkt. Proto by
pravdépodobné volili vyssi varianty SCR.

Vsechny ctyfi varianty vyse SCRiongevity jsou vsak pifpustné.
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ZAVER

V souladu s cilem diplomové prace byly zvoleny a aplikovany dva stochastické modely
umrtnosti, jejichz vystupy byly vyuzity k prognéze imrtnosti s aplikacemi v oblasti fizeni
rizik.

V tvodu prace byly popsany zadkladni demografické pojmy zasazené do kontextu ob-
lasti Tizeni rizik zivotni pojistovny s akcentem na regulaci Solventnost 1I. Nasledoval po-
pis vybranych stochastickych modelii imrtnosti, Lee-Carterova modelu a Cairns-Blake-
Dowdova modelu.

V ramci jejich aplikace byly pomoci programovaciho jazyka R na zakladé dat o imrt-
nosti v Ceské republice odhadnuty parametry téchto modeli.

Na zakladé odhadnutych parametri byla pomoci extrapolace ¢asovych slozek modela
provedena predikce budouctho vyvoje timrtnosti v Ceské republice do roku 2081.

Na parametry zavislé na ¢ase bylo v ramci obou modeli pohlizeno jako na ¢asové rady.
Tyto casové fady byly v pripadé LC modelu modelovany jako jednorozmérné nahodné
prochazky s driftem a v pripadé CBD modelu jako dvojrozmérné ndhodné prochazky
s driftem.

Prognézy budoucich amrtnosti byly pouzity ke kvantifikaci potfebné vyse kapitalu spo-
jené s drzenim portfélia klienti, kterym je dozivotné vyplacen dichod. Za timto tcelem
bylo vygenerovano fiktivni portfélio klienti o poc¢tu 10.000 osob. Kazdému klientovi byl
nahodné pridélen rok narozeni a vyse dichodu. Na zakladé odhadnutych parametri mo-
delti a vytvorenych prognoz byla pro kazdého klienta vytvorena individudlni amrtnostni
tabulka, obsahujici zejména posloupnost pravdépodobnosti imrti a dalsi charakteristiky.

Aplikace v oblasti fizeni rizik spocivala v kvantifikaci rizika dlouhovékosti jako moz-
ného scénare budouciho vyvoje. Kvantifikace tohoto rizika byla provedena na bazi vyjad-
feni ¢isté soucasné hodnoty budoucich zavazka vici portfoliu klientti. Na zakladé kvanti-
fikace rizika dlouhovékosti byla nasledné kalkulovana vyse solventnostniho kapitalového
pozadavku SCRigngevity Pro Zivotni pojistovny.

K vyjadieni solventnostniho kapitalového pozadavku SCRigngevity dle regulace Solvent-
nost I byly vyuzity dvé metody. Nejprve byl kalkulovan solventnostni kapitalovy pozada-
vek pomoci tzv. standardni formule Solventnosti II, nasledné byly vyuzity vlastni interni

modely. Podle standardni formule bylo riziko dlouhovékosti vyjadieno snizenim nejlepsich
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odhadu umrtnosti o 20 procentnich bodt. Interni model spocival ve vybrani 0,5%-nich
kvantili ze simulovanych scénait pravdépodobnosti imrti klientti. Pomoci ziskanych dat
byly vytvoreny ¢isté soucasné hodnoty zavazk vaci klienttim. Z takto kvantifikovaného
rizika byl dle smérnice Solventnost II vyjadfen solventnostni kapitalovy pozadavek jako
rozdil mezi hodnotou zavazku stresovych scénart a hodnotou zavazki nejlepsich odhadu.

Vystupem préace je nékolik odhadnutych hodnot solventnostniho kapitalového poza-
davku. V zévéru prace je uveden kratky komentar k moznym uvaham pojistovny pri
volbé konkrétni vyse solventnostniho kapitalového pozadavku SCRiongevity-

Prace byla zpracovana uzitim programovaciho jazyka R. Pro tucely vyhotoveni prace

bylo vytvoreno ¢i prepracovano nékolik skripti, které jsou k praci prilozeny.
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PRILOHA A - TVORBA LISTU QXT

Nize je zobrazen skript, pomoci kterého byl generovan list individualnich matic pravdé-

podobnosti imrti. Jedna se o proceduru v ramci LC modelu.

QXT.1lc <- 1list ()

for(i in 1:nrow(data)){
QXT.1lc[[i]] <- NA

}

for(i in 1:nrow(data)){
klient.age <- datali,2]
klient.sex <- datal[i,3] #O0=m, 1=f

klient.income <- datali,5]

klient.row <- klient.age - mn.age + 1
mtx <- matrix(rep(NA, (mx.age - klient.age + 1)*N.Sim),
nrow = (mx.age-klient.age+1))

rownames (mtx) <- klient.age:mx.age
colnames (mtx) <- paste("Simulace", 1:N.Sim)
if(klient.sex == 0){
klient.qxt <- gxt.m
} else {
klient.qxt <- qxt.f
}
for(j in 1:N.Sim){
a~<- klient.qxtl[,,j]
a~<- alklient.rw:nrow(a),]
a~<- diag(a)
mtx[,j] <- a
mtx [nrow (mtx) ,] <- 1
rm(a)
}
QXT.1lc[[i]] <- mtx

rm(mtx)
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PRILOHA B - TVORBA LISTU LXT

LXT.lc <- list()
for(i in 1:nrow(data)){
LXT.1lc[[i]] <- NA
}
for(i in 1:nrow(data)){
a~<- QXT.lc[[i]]
b <- matrix(rep(NA, nrow(a)*ncol(a)), nrow=nrow(a))
rownames (b) <- rownames (QXT.1lc[[i]])
colnames (b) <- colnames (QXT.1lc[[i]])
b[1,] <- 1
for(j in 1:(nrow(b)-1)){
bl[j+1,] <- bl[j,1*x(1-alj,])
b
LXT.1c[[i]] <- b

rm(b)
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PRILOHA C - TVORBA INC LISTU

INC.1lc <- 1list ()
for(i in nrow(data)){

INC.1c[[i]] <- NA

for(i in 1:nrow(data)){
klient.income <- datal[i,5]
INC.1lc[[i]] <- LXT.1lc[[i]] * klient.income

rm(klient.income)
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PRILOHA D - TVORBA D.INC LISTU

urok <- 0.02 #diskontni urokova mira

D.INC.1lc <- 1list ()
for(i in 1:nrow(data)){

D.INC.1c[[i]] <- NA

for(i in 1:nrow(data)){
a~<- INC.lc[[i]]
b <- matrix(rep(NA, nrow(a)*ncol(a)), nrow=nrow(a))
rownames (b) <- rownames (a)
colnames (b) <- colnames(a)
bl[1,] <- al1,]
for(j in 1:(nrow(b))){
blj,] <- alj,]/((1+urok)~(j-1))
}
D.INC.1c[[i]] <- b

rm(b)
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