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ANOTACE
Bakalarska prace je vénovana problematice matematicko-fyzikalni analyzy a experimentalni
identifikace dynamickych systéemiu a jejim cilem je vytvoreni studijniho systému zaloZzeného na

vyuZziti nastroje Live Script vypocetniho systemu MATLAB.
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SEZNAM ZKRATEK A ZNACEK

El
MFA
MNC
PCH
PID

experimentalni identifikace
matematicko-fyzikalni analyza

metoda nejmensich ¢tverct

piechodova charakteristika

proporcionaln¢ integracné derivacni (regulator)
regulator

systém, soustava



SEZNAM SYMBOLU VELICIN A FUNKCI

G(s)
h(t)
i)

k, ro

konst

koeficient piestupu tepla, W-m=-K!
¢asova konstanta, s

hustota, kg-m™

zrychleni, m-s™

koeficient levé strany diferencialni rovnice
matice systému

koeficient pravé strany diferencialni rovnice
mérn4 tepelna kapacita, J-kg!-K!
kapacita kondenzatoru, F
poruchova veliCina

odchylka, chyba

energie, J

potencialni energie, J

kineticka energie, J

tlakova energie, J

energie zdroje, J

energie rezistoru, J

energie kondenzétoru, J

energie civky, J

sila, N

tihové zrychleni, m-s™

ptenos (L-pfenos)

vy$ka zdvihu, m

pfechodova funkce

aktualni proud, A

zesileni

smérnice piimky

konstantni hodnota

induk¢nost, H

hmotnost, kg

fad pravé strany diferencialni rovnice

fad levé strany diferencialni rovnice
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p tlak, Pa

P vykon, W

P vstupni vykon, W

Pr ztratovy vykon na rezistoru, W

Pc ztratovy vykon na kondenzatoru, W
Pr ztratovy vykon na civce, W

Pour vystupni vykon, W

Pixu  akumulovany vykon, W

Pztr  ztratovy vykon, W

q posun piimky

Q teplo, J

O vstupni hmotnostni pritok, kg-s™
Qour vstupni hmotnostni pritok, kg-s™!

R odpor rezistoru,

S plocha, m*

s komplexni proménna obrazu pfenosu
T teplota, °C

Tiv  teplota vstupni veli¢iny, °C

T, teplota okoli, °C

t Casova konstanta, s
u vstupni veli¢ina

U elektrické napéti, V
A% objem, m*

v rychlost, m-s™!

\W prace, J

Wm  mechanicka prace, J
W chemicka préce, J
X nezavisla veli¢ina
X matice vystupni veli¢iny
y vystupni veli¢ina, zavisla veli€ina, feSeni diferencialni rovnice
Y matice vystupni veliCiny
odhad vystupni veli¢iny

y
0% odhad matice vystupni veli¢iny
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UvVOD

Matematické modelovani se vyuzivd v mnoha oborech, jako jsou automatizace,
robotika, ale i ekonomie a dal$i. Vytvafeni modeli je uréeno k lepSimu poznani redlného
systému, jeho parametrti, vlastnosti. Na modelech miizeme optimalizovat systém nebo
predpovidat, jak se bude realny systém za danych okolnosti chovat.

Cilem této bakalarské prace je vytvoreni vyukového materidlu pro predmeéty z oblasti
modelovani a identifikace dynamickych systému.

Déle se bakalafska prace zabyva tivodem do problematiky matematicko-fyzikalni
analyzy a experimentalni identifikace a pouZzitou terminologii. Jedna se predevsim o poznatky
tykajici se dynamického systému a jeho modelu, ktery miize byt vytvofeny analytickou nebo
experimentalni cestou. Dale jsou popsany priklady tvorby tepelnych, hydraulickych,
mechanickych a elektrickych systémi pomoci bilanci energie a hmoty. Dalsi kapitola je
vénovan programu MATLAB a jeho grafickému rozhrani SIMULINK a dalS$im nastrojiim pro

tvorbu modelu.
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1 MODELY DYNAMICKYCH SYSTEMU

Na tvorbu modelt a jejich pouziti se zamétuje cela fada odbornikii nejen v oblasti fizeni,
ekonomiky, robotiky ale i dalSich technickych oborech. Matematické modely se vytvareji
z divodu lepSiho porozuméni realnych systémi (Drabek, 1987). Na modelech mtizeme systémy
analyzovat, optimalizovat nebo pfedpovidat chovani pti danych parametrech i vnéjSich vlivech.
Pomoci modelt 1ze navrhnout fizeni a analyzovat chovani v oteviené nebo uzaviené smycce.

Tato bakalatska prace se zamétuje na tvorbu vyukového systému pro predméty z oblasti

modelovani a identifikace.

1.1 MODELOVANI A IDENTIFIKACE

1.1.1 Model

Pojem model mé pro rizné obory své vlastni definice, vznikl ve stavebnictvi, kde
popisuje proporce stavby. Model se rozd€luje na materidlni a abstraktni pojem, kdy materialni
popisuje redlny objekt. V naSem piipad¢ budeme uvazovat o modelu matematickém, ktery je
popsan matematickou funkci.

Matematicky model je popis redlné soustavy, ktery vyuziva matematického zapisu,
nejcastéji diferencidlnimi, nebo linedrnimi rovnicemi, slozité systémy jsou pak popsany
parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi. Stav systému popisuji charakteristické veli¢iny, jako je
napiiklad teplota, tlak, vykon a dalsi. Podle (Otte, 2012) matematicky model vzdy popisuje

vztahy mezi témito veliCinami.

Analyza Identifikace

Realny systému Matematicky | modelu Simula¢ni
systém model model

Porovnani simula¢niho modelu s redlnym systémem

Obrazek 1.1 — Blokové schéma tvorby modelu
Pti tvorbé modelu je nutné provést analyzu systému, pfi které se provede specifikace

déju, stanovi se vnéjsi vlivy, které na systém pusobi, definuji se stavové veliCiny a zanedbaji

nepodstatné prvky. Vysledkem je tedy matematicky model, ktery neodpovida zcela redlnému
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systému, ale jen jemu zjednoduseni, se kterym se Iépe pracuje. ZjednoduSeni systému maji vliv
na kvalitu matematického modelu.

Model se sestavuje na zaklad¢ matematického modelu, kde se provadi nasledujici kroky.
Vybér metody feSeni matematickych rovnic, v mém ptipadé¢ k tomu slouzi programové
prosttedi MATLAB a nasledné zpracovani matematickych rovnic pomoci vypocetni techniky.
Déle sestaveni algoritmu feSeni, pfipadné jeho zjednoduseni nebo upraveni pro pouzity
programovaci jazyk. Nasledn¢ se identifikuje model a stanovi neznamé parametry. Poslednim
krokem je porovnani s redlnym systémem, urceni jeho kvality a zvazeni jeho pouziti, nebo
vytvofeni nového modelu a zahrnuti vice vnéjsich vlivil, které redlny systém ovliviuji.

Pojem modelovani ndm pojmenovava cCinnost, pfi které vytvafime model. Podle
(Noskievi¢, 1999) predstavuje modelovani experimentalni proces, pii kterém se redlnému
objektu pfifazuje fyzikalni nebo abstraktni model. Z napodobovéni jevi vychazi nejstarsi

metoda pozndni okolniho svéta.

1.1.2 Systém

Podle (Noskievi¢, 1999) systém, nebo v teorii automatizace soustava je blok, na ktery
pusobi vstupni veliiny, poruchy a jehoz chovani mizeme sledovat jako vystupni veli¢iny.
Vstupni veli¢iny mizou vyjadiovat libovolnou fyzikalni veli¢inu, jako je napiiklad teplota,
pritok, napé€ti, vykon apod. Na obrazku 1.2 vidime, Ze vstupni veli¢iny jsou oznaceny

symbolem ,,x*, poruchy symbolem ,,d* a vystupni veli¢iny symbolem ,,y*.

idl ldz ldn

x| o
- Systém 2
Xn | Yo |

Obrazek 1.2 — Obecné schéma systému

Systémy se déli podle nékolika kritérii, jednim znich je deterministicky nebo
stochasticky systém. U deterministického systému Ize chovani systému popsat mnoZinou
uspofadanych dvojic pficin a nasledkl, coz znamena, Ze pii stejné hodnoté vstupni veliiny

nastane vzdy stejnd hodnota vystupni veli¢iny. Naopak u stochastického systému mutze pti

1
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deterministické systémy, u kterych je velké mnozstvi vstupnich veli€in, které nezname, nebo
neumime meéfit. Deterministické modely vychazi z fyzikdlnich a chemickych zakont.
Teoreticky by se dal popsat kazdy redlny objekt a ziskat tak pfesny model. Takovy model by
byl komplikovany a jeho feSeni v tuto dobu prakticky nemozné. V praxi nepotiebujeme znat
dokonale cely realny objekt pro sestaveni modelu. Proto se veliciny, které systém ovliviuji,
miniméln¢ zanedbaji, ¢imz se model zjednodusi. Kritérium kvality modelu je vzdy na
posouzeni jednotlivce v zavislosti na dané tloze.

Systémy nadale miizeme rozd¢lit na spojité nebo diskrétni. Spojity systém je takovy
systém, pfi kterém nabyvaji vSechny veli¢iny redlnych hodnot. Proménnou byva i Cas, ktery
musi byt spojity a tim padem nabyva jakékoliv realné hodnoty.

Vyjadfuje-li matematicky model zavislost mezi vstupnimi veli¢inami a vystupnimi
v ustadleném stavu, hovofime o statickém modelu. Ustdleny stav lze také nazvat jako

rovnovazny stav, ve kterém se neméni hodnoty stavovych proménnych, to 1ze zapsat jako

dx_

= 1.1
=0 (L.1)

kde x—libovolna fyzikalni veli¢ina.

Pokud se hodnoty vstupni veliiny v ¢ase méni, poté hovofime o dynamickém modelu.
U dynamického systému tedy zalezi na predeslych vstupnich hodnotéch, zatimco u statického
toto neplati.

Parametry neznamé soustavy mizeme zjistit nékolika zptisoby. Tim nejjednodussim je
pouziti znamé vstupni funkce a nésledné odecteni nebo dopocitani parametrti z jeji odezvy.
Jako vstupni funkce se pouzZiva jednotkovy skok, ktery je zobrazen na obrazku 1.3. Je to tedy
casovy prubeh vstupni veliciny. Nejcastéji se jednotkovy skok oznacuje n(t).

Jednotkovy skok je definovdn pro hodnoty v zdporném case ¢ <0 jako nula a pro
hodnoty v kladném c¢ase ¢#> 0 jako jednicka. Hodnota v Case nula neni piesn¢ definovana,
jelikoz pro teoreticky pribeh by zména nastala okamzité. V redlném svété tento jev nenastane
okam?zité, proto je jednotkovy skok v ¢ase ¢ = 0 nejcastéji zvolen jako nula, jedna polovina nebo

jedna. Jednotkovy skok je matematicky zapsan

Oprot <0

n() =4{pprot=0, (1.2)
lprot>0
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kde  n(?) —jednotkovy skok,
t—cas, s,

p —reélné Cislo v rozsahu 0 <p > 1.

n (t)

»
»

t, S

Obrazek 1.1 — Teoreticky pribéh jednotkového skoku

Podle (Balate, 2004) je prechodova charakteristika definovana jako ¢asova odezva na
jednotkovy skok pifi nulovych pocate¢nich podminkach. Pfechodova charakteristika je
grafickym znazornénim ptechodové funkce, kterou lze vyjadfit pfenosem soustavy, coz lze

vyjadiit podminkou

r'Es) (1.3)

G(s) = UGs)’

kde  G(s) — pfenos soustavy,
Y(s) — vystup soustavy,

U(s) — vstup soustavy.

Jedno z déleni prechodovych charakteristik je podle fadu. U PCH prvniho fadu mizeme
také fict, ze soustava ma jednu dynamiku, naptiklad napousténi nadrze a sledovani vysky

hladiny. Tento jev 1ze popsat rovnici

To
T-s+1

G(s) = , (1.4)

kde  G(s)— pfenos soustavy,
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ro je zesileni soustavy,
T je Casova konstanta,

s je proménna obrazu pienosu.

Pro vykresleni pfechodové charakteristiky v softwaru MATLAB pouzijeme funkci ,,tf*
s parametry zesileni a Casovou konstantou, vysledna funkce ma tvar tf([ro], [t 1]). Pro zapsani
stejného problému v grafickém rozhrani SIMULINK pouzijeme blok ,,Transfer Fcn®.

Ptrechodova charakteristika druhého tadu je zobrazeni parametru s dvéma dynamikami,
naptiklad u hydraulické soustavy, kdy napoustime dvé nadrze pod sebou a zobrazujeme hladinu

vysky kapaliny v druhé nadrzi.

1.1.3 Identifikace

Pti identifikaci se urCuji parametry a struktury readlné¢ho systému. Strukturou se rozumi
urceni fadu diferencidlni rovnice ¢i ur€eni, zda je linearni, nebo nelinedrni. Parametry téchto
rovnic pak rozumime jednotlivé koeficienty, jako jsou naptiklad koeficienty a; a b; u linearni
diferencialni rovnice 1.4

Obecny tvar linearnich diferencidlnich rovnic je

Y+ ap Yy Y bt a ytag y=byu™+ o+ by -+ by u, (1.4)

kde y— vystupni veliCina,
y® — k-ta derivace vystupni veli¢iny,
u — vstupni veli¢ina,
u™ — k-ta derivace vstupni veli¢iny,

ai a b; — koeficienty diferencialni rovnice.

Koeficienty a; a b; jsou vétsinou konstanty, mohou to ale byt i funkce casu. V takovém
pfipad¢ se jednd o Casove invariantni systém.

Cilem identifikace je vytvofeni modelu, jenz se chové v idedlnim piipad¢ stejné jako
redlny systém. Musime pfedpokladat, Ze redlny systém je obklopen okolim, se kterym neustale
interaguje. Jedna se vzdy o aproximaci, z ¢ehoZ vyplyva, Ze model neni identicky s redlnym
systémem. Identifikace je vzdy ovlivnéna intelektem zkoumajici dany systém. Vybér metody

tvorby modelu a urceni cile rozlisuje, co je podstatné a co 1ze zanedbat. Dalsi ovliviiujici faktor
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je samotna informace, tu ziskdme bud’ pozorovanim nebo métenim, avSak pii tomto procesu
mohou vzniknout chyby. Pro eliminaci téchto chyb bychom museli udélat nekone¢né¢ mnoho

pozorovani, méteni a udélat prameér.

1.2 MATEMATICKO-FYZIKALNI ANALYZA

Matematicko-fyzikalni analyza stavi na zaklad¢ bilanci energie a hmoty, které vychazeji
ze zakona o zachovani energie, jak fika (Garzinova, 2013). Zakon zachovani energie tika, ze
v uzavieném systému zistava energie konstantni. To znamend, Ze energii nelze vytvofit ani
zniCit, pouze ji mizeme ménit na jiny druh energie. Matematicko-fyzikalni analyzu budeme
vyuzivat naptiklad v tepelnych systémech. Energie, kterou do systému dodame, se vzdy musi
rovnat energii akumulované a ztrdtové. Nebo u systéml hydraulickych, hmota, ktera do
systému pfitece, se rovnd akumulované a ztratové.

Vyhodou tohoto typu modelovani, jak pise (Drabek, 1987), je, Ze model odpovida
povaze systému a koeficienty matematického modelu pfimo odpovidaji konkrétnim
parametrim systému, takze kazdy parametr soustavy ma fyzikalni vyznam.

Na druhou stranu metodou MFA je i relativné jednoduchy realny systém popsan
slozitymi parcidlnimi diferencialnimi rovnicemi, dikladny popis takového systému vyzaduje
peclivy rozbor. Vytvoteni takového modelu mize vétSinou provést pouze specialista v daném
oboru. Slozity redlny systém je n¢kdy natolik slozity, Ze je potieba aproximovat modelem
jednodussim. Néekteré koeficienty diferencialni rovnice nelze jednoznaéné vypocitat, napiiklad
koeficient pfestupu tepla, ktery se zjisti pozorovanim realné soustavy.

Zakladni bilan¢ni rovnice ma tvar

(VSTUP) = (VYSTUP) + (AKUMULACE) , (1.5)

kde  vstup —mnoZstvi veli€iny, kterd za asovy interval vstoupi do systému,
vystup — mnozstvi veli€iny, kterd za Casovy interval ze systému vystoupi,

akumulace — mnozstvi veli€iny, kterd se uchova za casovy interval v systému.

Znaménka Clend bilan¢ni rovnice souvisi se vstupem a vystupem podle rovnice 1.5.
Vsemu, co do soustavy pristupuje, prifadime kladné znaménko, naptiklad vstupni vykon, ptitok
apod. Znaménko zaporné je pak u parametri, které ze soustavy vystupuji, to miizou byt ztraty

do okoli, nebo vystupni priitok atd. V posledni fad¢ se ur¢i znaménko u akumulace, kde se
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pfitadi znaménko stejné jako u vystupu, z toho vyplyva, ze bude mit znaménko zaporné.
Bilan¢ni zakon podle rovnice 1.4 ndm udadva, Ze ani energie a hmota nemuize vzniknout ani

zaniknout, tudiz rozdil vstupu a vystupu s akumulaci se musi rovnat nule.

(VSTUP) — (VYSTUP) — (AKUMULACE) = 0 (1.6)

Casovy interval Ize u ustaleného systému zvolit libovolny, aviak z pravidla se voli
jednotkovy. Casovy interval u dynamického systému by mél idealné byt nekoneéné maly.
V realném pripad¢ necekame nekonecné dlouhou dobu, proto musime urcit, s jakou chybovosti
Casovy interval zvolime.

Model se soustfedénymi parametry neboli model se soustfedénymi prvky je takovy
model, ktery zjednoduSuje popis jednotlivych prvk a tim i celou soustavu. Zanedbava
parazitické vlastnosti prvkii nebo fyzikalni vlastnosti soustavy. Aproximuje celou soustavu
napiiklad tim, Ze tepelny systém rozdéli na nékolik ¢asti a predpokladd, ze rozdil mezi
jednotlivymi ¢astmi je nulovy, teplota v celé soustavé je stejnd a nedochazi k tepelnému
proudéni uvnitf soustavy. Tato metoda zjednodusSuje slozité parcialni diferencidlni rovnice na
jednoduché diferencialni rovnice. U modelt elektronickych zanedbavame parazitické vlastnosti

jednotlivych prvki a pocitdme pouze s idealnimi prvky.

1.3 EXPERIMENTALNI IDENTIFIKACE

Experimentalni identifikace je zplsob tvorby modelu, pfi kterém z naméfenych dat
zjiStujeme parametry zvoleného popisu aproximace chovani redlné soustavy. Pro vhodné
navrzeny vstupni signal odméfime reakci soustavy (vystupni signal) a pro zvolenou strukturu
modelu dohledame jeho parametry. Nemusime znat detailné redlny systém, pii urcité predstave
o jeho chovani dokdzeme lépe pfipravit identifikacni experiment a tim vytvofit kvalitné;si
model. Oproti analytickému pfistupu tvorby modelu u EI musime mit redlnou soustavu fyzicky
k dispozici.

Metody pro identifikaci ¢asové spojitych modelt 1ze realizovat tak, Ze do obvodu
pfipojime redlnou soustavu 1 model. Optimalizacni metodou ménime parametry modelu tak,
aby hodnoty kritéria byly co nejmensi, jak je zndzornéno na obrazku 1.4. Kritérium je naptiklad

suma kvadrat odchylek vystupu realné soustavy a modelu.
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Vstup Reélna

soustava

/ Kritérium

Model

Obrazek 1.4 — Numericka metoda s optimalizaci

Pti experimentalni identifikaci casové diskrétniho modelu miizeme postupovat
podobnym zplsobem, ale lze ziskat i analytické feSeni, naptiklad pokud budeme pocitat
jednokrokové predikce a minimalizovat jejich odchylku od vystupu redlné soustavy. Pii pouziti

kvadratického kritéria se jedna o pouziti metody nejmensich ¢tverct.
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2 PROGRAMOVE PROSTREDI TVORBY MODELU

V nasledujici kapitole jsou zndzornény programy pro tvorbu modeld.

2.1 PROGRAMOVE PROSTREDI MATLAB

MATLAB vznikl zkracenim slov ,,MATrix“ a ,LABoratory“ a je interaktivni
programové prostiedi, které umoznuje pocitani s maticemi, vykreslovani 2D a 3D graft funkci,
simulaci, analyzu dat i vytvareni uzivatelského rozhrani, jak je napsano na (HUMUSOFT,
nedatovano). MATLAB je vyuzivan pro védecké a vyzkumné ucely, hlavné v technickych
oborech, jako je aplikovand matematika, strojové uceni, modelovani, ale také v ekonomii a
dalsich finan¢nich oborech. MATLAB byl vytvoien specialné pro numerické vypocty, ale byly
ptidany dalsi nastroje, naptiklad grafické rozhrani pro modelovani SIMULINK.

Obrazek 2.1 — Uzivatelské prostiedi MATLAB

Rozhrani MATLABu je rozd€leno na nékolik ¢asti, kazdou z nich mizeme posouvat,
vypinat a znovu zapinat. Hlavni ¢asti jsou Current Folder, Editor, Command Window a
Workplace. Okno Current Folder zobrazuje obsah aktualni slozky, ve které jsou uloZené
pfedem vytvoifené projekty. Okna Editor a Command Window jsou nejdulezitejsi ¢asti, ve které
se piSe script. Rozdil mezi oknem Editor a Command Window je, Ze Command Window

funguje jako ,kalkulacka* a napsani funkce se ihned provede, na rozdil od Editor, ve kterém

23



napiSeme script a poté tlacitkem ,,RUN* se cely script vykona. Okno Workplace je po prvnim
spusténi prazdné a postupné se do ného ukladaji vSechny proménné, které jsou uzivatelem
nadefinovany a zobrazi se s jejich parametry. Pro zjiSténi veskerych parametrt staci dvojklik

myS$i na proménnou.

2.2 GRAFICKE PROSTREDI SIMULINK

Podle (HUMUSOFT) je SIMULINK grafické rozsifeni pro programové rozhrani
MATLAB a je uréen k modelovani a simuloviani dynamickych a statickych systémd.
SIMULINK je propojen s rozhranim MATLAB a vysledky Ize jednoduse exportovat naptiklad
blokem ,,0Out® nebo i1 importovat blokem ,,IN*“. Pro ndzornou ukdzku modelovani se pouZzije
vstupni funkce, jako je blok ,,Step®, ktery ma tvar jednotkového skoku podle obrazku 1.3, dale
blok ,,Transfer Fcn®, jehoz tloha je vytvoreni dynamického systému. Zapisuje se do n¢ho
prenos soustavy podle rovnice 1.3 a vysledny prubéh se zobrazi v bloku ,,Scope. Blok
»Iransfer Fcn* 1ze nahradit modelem realné soustavy, pokud nezndme pfenos soustavy a zndme

charakteristickou rovnici z matematicko-fyzikalni analyzy.

5
8s+1

Transfer Fcn

-5 9 [ ox Cancel Help.

Obrazek 2.2 — Grafické rozhrani SIMULINK

Po prvnim spusténi grafického rozhrani SIMULINK se ukaze prazdna plocha, pro
vlozeni blokli musime oteviit knihovnu, kterd je zndzornéna v levé casti obrazku 2.2.

Z knihovny vybereme bloky pro sestaveni modelu, pro ndzornou ukézku byly vloZzeny bloky
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»Step®, ,, Transfer Fen® a ,,Scope®. Pro vice nastaveni mizeme kazdy blok rozkliknout, jak je
ukdzano uprostfed obrazku 2.2, kde vidime, jak nastavit blok ,,Transfer Fen®. Dalsi pouzity
blok je ,,Scope®, ktery zndzorni ¢asovy prub¢h této funkce po nastavenou dobu pomoci buiiky

»Stop Time*.

2.3 LIVE SCRIPT

Vytvoteni vyukového systému pro modelovani a experimentalni identifikaci se pouziva
nadstavba programovému prostfedi MATLAB Live Script. Je to interaktivni ndstroj pro
vytvafeni dokumenti. Do Live Scriptu je mozno vkladat teorii, obrazky, script a nasledné

vyhodnocovat data v redlném case.

2.4 COMSOL

Dalsi inZenyrsky nastroj pro modelovani je nastroj jménem ,,COMSOL, ktery slouzi
k modelovani a simulaci fyzikélnich jevii (HUMUSOFT, nedatovano). Tento programovaci
nastroj je vhodny pro pouziti komplexnich fyzikalnich procesti. Timto zptisobem 1ze dosahnout
vysoké vérohodnosti modelovanych systémi. UZivatel do tlohy miiZe zahrnout libovolny pocet
fyzikalnich jevi pii vytvareni svého modelu. COMSOL se vyuziva u konstruktéri a védeckych
pracovnikd, ktefi pracuji s diferencialnimi rovnicemi pomoci funkce ODE. COMSOL obsahuje
také vlastni grafické rozhrani. Nadstavba COMSOL Multiphysics umoZiluje propojeni
s nastrojem pro technické vypocty a simulaci MATLAB.
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3 ANALYTICKE MODELY

V nasledujicich kapitolach bude pro vybrané systémy ukazan postup tvorby modeli
pomoci matematicko-fyzikalni analyzy. Jednd se o modely tepelnych, hydraulickych,

elektrickych a mechanickych systémti.

3.1 TEPELNE MODELY

Modelovani tepelnych systémti vychazi ze zakoni termomechaniky, ta popisuje
preménu tepelné energie na jiny druh energie. Také se zabyva piestupem tepla mezi latkami.
Teplo ,,Q* je druh energie, kterd vyjadiuje miru zmény vnitini energie. Mnozstvi tepla

je dano vztahem

Q:m-c-E, (3.1)

kde Q—teplo,J,
m — hmotnost, kg,
T — teplota, °C,
dz — derivace podle ¢asu, s,

¢ — mérn4 tepelna kapacita latky, J-kg "KL,

Meérna tepelné kapacita vyjadiuje, kolik je potieba tepelné energie k ohfevu jednoho
kilogramu latky o jeden °C. Hodnota mérné tepelné kapacity je pro kazdou latku piesn€ dana.
Nasledujici ulohy se zamé&fuji na ohiev vody, ktera ma hodnotu 4180 J-kg™!-K!,

Prvni termodynamicky zakon popisuje zakon zachovani energie pro uzavienou
soustavu. Podle tohoto zakona vnitini energie termodynamické soustavy 1ze zménit dodanim
nebo odebranim tepla, vykondnim tepla nebo pomoci chemické reakce (WikiSkripta, 2022).

Matematicky zapis prvniho termodynamického zakona je

U=Q+ W, + W, (3.2)

kde U - vnitini energie soustavy, J,

0O —teplo, J,
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W — mechanicka prace, J

Wen — chemicka prace, J.

Druhy termodynamicky zdkon se zabyva piestupem tepla mezi latkami. Rik4, Ze teplo
vzdy prechézi z latky o vyssi teploté na latku s nizsi teplotou a nikoli naopak.

Sdileni tepla mtize probihat tfemi zptisoby. Prvni zptsob je vedeni neboli kondukce, ta
se vyskytuje pfevazné u pevnych latek. Teplo se predava mezi dotykajicimi se télesy. DalSim
typem sdileni tepla je proudénim nebo také konvekci. Dochazi k nému hlavné u kapalin a plynii
pohybem jejich ¢astic. Nastava samovolné€ u kapalin o rizné teploté v disledku rizné hustoty.
Posledni zptisob sdileni tepla je salanim. Pfeména tepla na zafeni v podobé
elektromagnetického vinéni. Na rozdil od dvou piedchozich sdileni tepla se salani §iii 1 ve
vakuu.

U reéalnych soustav nedochazi pouze k jednomu typu sdileni tepla ale pfevazné jejich

kombinaci. Obvykle dochézi ke sdileni tepla dvéma zptisoby nebo i v§emi tfemi soucasné.

3.1.1 Model rychlovarné konvice

Vychozim matematicko-fyzikalnim modelem tepelnych soustav je model rychlovarné
konvice. Uvazuje se s naddobou s dokonalym michanim, tudiz nedochézi ke sdileni tepla
proudénim a také se pfedpoklada, Ze se Zadné teplo nepfeméni na elektromagnetické viny.

Ztraty do okoli jsou pfic¢inou vedenim tepla pies sténu bez tepelné kapacity.

O )

O

L=

—

Obrazek 3.1 — Rychlovarna konvice

Matematicko-fyzikdlni model rychlovarné konvice vychdzi z bilance energie, podle

rovnice 1.5. Energie vstupujici do soustavy se rovna vystupujici a akumulované
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kde

E = Eout + Eqieu s (3.3)

E — energie vstupujici, J,
Eou — energie, ktera vystoupi z rychlovarné konvice jako ztrata do okoli, J,
Eur — energie, ktera se akumuluje v rychlovarné konvici, J.

v

Vyhodnéjsi je pocitat s vykonem, jelikoz vykon se rovna energii vykonané za jednotku

¢asu. Kdyz vezmeme velmi malou jednotku ¢asu neboli derivaci, dostaneme vztah

kde

dT
P=a-S-(T—TO)+m-c-E, (3.4)

P — vstupni vykon, W,

o — koeficient prestupu tepla, W-m?2-K!,
S — plocha nadoby, m?,

T — teplota v nadobg, °C,

T, — teplota okoli, °C,

m — hmotnost vody, kg,

¢ — mérn4 tepelna kapacita vody, J-kg 'K,

Vystupni vykon Pour je bran jako ztraty do okoli a je dan vztahem

Poyr=a-S-(T—T,). (3.5)

Vykon akumulovany v rychlovarné konvici slouzi jako dynamika soustavy a zapiSe se

vztahem

dar
J2 — cC-— 3.6
AKU m-c dt (3.6)
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Ze zékladni bilan¢ni rovnice 3.2 je odvozen vztah pro vypocet teploty v rychlovarné

konvici za jednotku Casu

dT_ P—la-S-(T—-T,)]
dt m-c

(3.7)

Simulace navrzeného modelu rychlovarné konvice je vytvorena pomoci rovnice 3.7

z matematicko-fyzikalni analyzy, jak je ukdzano na obrazku 3.2.

2400 + X

P, W

dT/dt 1 T
2 |- J T

m, kg
4180 » =
c, J/i(kg-K)
S —- 20
To, °C
x [ 0.15| S, m"2
a 80 | alfa, W/(K-m*2)

Obrazek 3.2 — Model rychlovarné konvice

Obrazek 3.2 zobrazuje model rychlovarné konvice. Vstupni parametr podle bilan¢ni

rovnice je vstupujici vykon ,,P““. Podle re4lné rychlovarné konvice byl zvolen vykon 2400 W.

100
% f
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0 50 100 150 200 250 300 350 400
ts

Obrazek 3.3 — Prub¢h teploty v rychlovarné konvici
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Ztratovy vykon zéavisi na ploSe pfestupu, na koeficientu pfestupu tepla a na okolni teploté.
Koeficient ptestupu tepla ,,a* se nejcastéji urci podle realné soustavy, v tomto piipadé byl
vybran jako 80 W-K'-m™ pro ukéazani vlivi okoli, viz obrazek 3.3. Déle na tomto

obrazku vidime, ze model s témito parametry se bude ohfivat na teplotu 100°C ptes 400 sekund.

3.1.2 Model priitokového ohrivace

Dalsi matematicko-fyzikalni model tepelné soustavy je model pratokového ohtivace.
Stejné jako u rychlovarné konvice se model sestavuje pomoci bilance energie. Oproti
rychlovarné konvici je vstupni energii soucet energie z topného téliska a energie pfitékajici

vody. Vystupni energie je doplnéna o energii vystupujici vody.

M
Tin
T
m T,
c
p é
M

-~

Obrazek 3.4 — Pratokovy ohiivac

Za ptedpokladu, Ze se vezme maly Casovy usek, to znamena, Ze se vytvoii derivace
podle ¢asu, miiZe se energie prevést na vykon, se kterym se bude dale pracovat. Bilan¢ni rovnice

pritokového ohfivace vychazi z rovnice 3.1. Rovnice je tedy ve tvaru

P+ Py = Poyr + Pzrr Paku » (3.8)

kde P - vykon topného télesa, W,
Py — vykon vstupujici kapaliny, W,
Pour— vykon vystupujici vody, W,
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Pzrr — ztratovy vykon, W,

P4xu— vykon akumulovany v pratokovém ohtivaci, W.

Vzorec 3.8 lze piepsat do tvaru

dT
P+M-c-T)y=M-c-T+ a-S-(T—TO)+m-c-E, (3.9)

kde M — hmotnostni pritok, kg~s‘1,
Tiv — teplota vody vstupujici do nadoby, °C.

Z rovnice 3.9 se vytkne derivace

a P+M-c-Tjy—M-c-T—a-S-(T—-T,)
dt m-c '

(3.10)

Model pritokového ohiivace je vytvofen v grafickém rozhrani SIMULINK podle

rovnice 3.10.

1 >
M, kg/s
4180 > x - —
P W
c, JI(kg-K)1 + X
8 »>
>+ dT/dt 1 T
Tin, °C L 05 o+ > 1)
— Teplota
> ’—D - m, kg
> X 4180 —pf +
> gl o JkgK) L

b4

To, °C

S.m*2 | 041

h 4
x

alfa, WiK-m*2) | 10

Y

Obrazek 3.5 — Model pritokového ohiivace
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Pratokovy ohtiva¢ je vzdy regulovan na pozadovanou hodnotu. Tato regulace byla
provedena reguldtorem PID (proporcionalné-integracné-derivacni regulator). Nastaveni PID
regulatoru je provedeno odhadem a simulovanim prabéhu teploty v pritokovém ohiivaci.

Jako ptiklad byla zvolena pozadovand hodnota teploty na 40 °C. Hodnoty PID
regulatoru byly zvoleny pro proporcionalni slozku hodnota 100, pro integracni i derivacni

slozku hodnota 1.

40 PID(s) P, W Teplota D
Tw, °C

Prutokovy ohfivaé

Obrazek 3.6 — Regulac¢ni obvod pritokového ohiivace

Prabéh teploty v pratokovém ohfivaci je zndzornén na obrazku 3.7. Modra barva oznacuje

pozadovanou hodnotu teploty a oranzova barva teplotu modelu pritokového ohfivace.

40

wT

sy

30 4

20 r

] 50 100 150 200 250 300
t.s

Obrazek 3.7 — Prubeh teploty v pritokovém ohiivaci
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3.1.3 Model bojleru

Dalsi a posledni model tepelnych soustav je model bojleru. Obecné rovnice bojleru opét

vychézi z bilance energie. Rovnici 3.8 miiZzeme upravit do tvaru

dT
P+M-c-T,N=a-S-(T—TO)+m-c-d—t. (3.11)

Model bojleru byl vytvofen pomoci rovnice 3.11 v grafickém rozhrani SIMULINK.

P W
S,mh2 | 0.3

alfa, WK'-m*2 | 5§ X

e
|

Obrazek 3.8 — Model bojleru

s[ 2] 2] &
&l 8 &l °
Z
A
+ &

Regulace teploty v bojleru byla provedena pomoci soucastky relé. Relé pracuje na
principu dvoustavové regulace, kdy sepne, pokud teplota klesne pod ur¢itou mez. Pokud se
teplota dostane nad urCitou mez, relé vypne. V bloku relé se nastavi,,Switch on point* a,,Switch

off point* na pozadovanou hodnotu, naptiklad na hodnotu 2 a - 1.

i @ ..... > P W :|
> w1 kgymin '

Bojler

Obrazek 3.9 — Regula¢ni obvod bojleru
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Dynamické charakteristika teploty v bojleru je ukdzand na obrazku 3.10. Prvni graf

znéazoriiuje prubéh teploty v bojleru a odchylku od poZzadované hodnoty. Druhy graf popisuje

sepnuti a vypnuti dvoustavového regulatoru.
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Obrazek 3.10 — Regulaéni pochod bojleru
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3.2 HYDRAULICKE MODELY

Matematicko-fyzikalni modelovani hydraulickych systémii se zabyva vlastnostmi
systému, ve kterych dochazi k pohybu kapalin. Sestaveni matematickych modelii vychazi
z mechaniky kapalin.

Zakon zachovani hmoty ftikd, Ze pii proudéni kapalin musi byt zachovana hmota
vstupujici a vystupujici. Obecné u kapalin dochézi ke dvéma typiim zmén hmot z divodu
stlacitelnosti. Sectenim lokalni zmény hmotnosti a konvektivni zmény vzdy vyjde nula. U
dokonalych kapalin k témto zméndm nedochazi z divodu nestlacitelnosti a vnitinimu tfeni
(Gymkren.cz). Je uvazovano s dokonalou kapalinou a tim se zjednodusi vypocet readlného

systému, kdy pritok je v celé¢ nddob¢ konstantni a vyjadiuje ho vztah

Q =S-v=konst., (3.12)

kde O - hmotnostni pritok, m*-s™,

o v 2
S — priifez, m~,

V' — rychlost, v.

Zakon zachovani energie pro proudéni idedlni kapaliny vyjadfuje Bernoulliho rovnice.
Energie kapaliny je ve vSech mistech trubice konstantni. ZmenSenim priméru trubice dojde ke
zvySeni kinetické a sniZzeni potencialni energie a kapalina potece rychleji. Naopak u zvétSeni
priameéru se potencidlni zvétsi a kineticka energie zmensi a dojde k zpomaleni kapaliny. Tento

vztah lze vyjadfit rovnici

1
E-p-v+p+p-g-h=konst., (3.13)

kde  p— hustota kapaliny, kg-m>,
v — rychlost kapaliny, m-s™,
p —tlak, Pa,
g — tihové zrychleni, m-s,

h — vyska kapaliny, m.
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v

Pokud na povrch nadoby neptisobi zadna vnéjsi sila, hladina ve spojenych nadrzich je
ve stejné vysce.
Tlak vyvolany vné&jsi silou piisobici na povrch nadoby je ve vSech mistech stejny, jak

udavéa Pascaltv zékon. Tento zdkon je zapsan vztahem

p=— (3.14)

kde P —tlak, Pa,
F —sila, N,

S — povrch, m?.

dh
Qin = Qout + S - —. (3.15)
dt
kde  Qin — vstupni hmotnostni pritok, kg:m>,
Qout — vystupni hmotnostni priitok, kg-m,
S — plocha nadrze, m?,

h — vyska hladiny, m.

3.2.1 Model nadrze

Prvni hydraulicky model je model nadrze s pfitokem a odtokem. U hydraulickych
modell je pozorovanou veli¢inou vyska hladiny, ktera je zavisla na ptitoku a odtoku kapaliny
z nadrze. Model se vytvati z bilance hmoty. Hmota, ktera do systému pfiteCe, se musi rovnat

hmoté akumulované a vystupni.

J Qm

I I Sout

Qoyr l

Obrazek 3.12 — Nadrz s pritokem a odtokem
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Uvazujeme zménu vysky hladiny vlivem volného vytoku kapaliny z nadrze. Vytokova

rychlost vyplyva z Torricelliho rovnice, ktera ma tvar

v=,2-g-h, (3.16)

kde  v—rychlost, m's™,
g — tihové zrychleni, m-s,

h — vyska hladiny, m.

Ze vztahu 3.15 vytkneme h a dostaneme aktudlni vySku hladiny kapaliny.

h= . (3.17)

Hmotnostni pritok je uren z rovnice kontinuity 3.12. Diferencialni rovnice je ve tvaru
3.15. Z teorie kontinuity vyplyva, ze prifez ptitokové trubice, ktery je vyndsoben rychlosti
piitékajici vody se rovna priifezu vytoku a jeho rychlosti. Plocha byla zvolena jako 0,15 m® a
hmotnostni priitok jako jeden litr za sekundu. Stejné tak byl zvolen primér vytokové trubice o
hodnoté€ 0,02 m. Z té&chto parametrt je uren vystupni hmotnosti prutok, ktery je sledovan.

Model nadrze byl vytvoren v grafickém rozhrani SIMULINK.

(D

Qout, lit/s

4%‘ u* 4 0.02
v | X
> Vi e 2*9.80665 [«

4 b dh/dt
1 +
h, m

Qin, lit's S, mh2

T | -

Obrazek 3.13 — Model nadrze s ptitokem a odtokem
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Na obrazku 3.14 je zobrazena charakteristika pribc¢hu vstupniho a vystupniho
hmotnostniho pritoku zavislého na ¢ase. Vstupni hmotnostni priitok je oznacen modrou barvou

a vystupni oranzovou. Déle je zobrazena vyska hladiny zavisla na Case.

1 T T T T T T
Qin
Qout
s
E
05 .
a i !
D - 1 1 1 'l 'l 'l 1 1 1
] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t.s
T T T T T T T T I__'_
1r j— -
E p ]
051 -
D — Vl A A ' ' L L L A
0 1 2 3 4 5 6 7 8 a9 10
s

Obrazek 3.14 — Pribéh hmotnostniho prutoku a vysky hladiny v nadrzi
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3.2.2 Model nadrzi nad sebou

Dalsi model hydraulickych systémi je model nadrzi nad sebou. Pfitok je nastaven do
horni nadrze, ze které nasledné tece do druhé nadrze. Druhd nadrz se chova jako dynamika

druhého radu.
l Qmi

hi
Sq

Sout1

l Qour1 = Qy,

h
S

SOUTZ
l QOUTZ

Obrazek 3.15 — Soustava dvou nadrzi pod sebou

Model nadrzi nad sebou je vytvofen pomoci bilance hmoty, kde kapalina, kterd do nadrze
priteCe, se musi rovnat kapalin¢ akumulované a ztratové. Model je vytvotfen z diferencialni

rovnice 3.15.

(2
Qout, m3/s Qout, m3/s
2
= Sl s Sl SPY Bes
Sout1 Sout2

2'9.80665 58.00665M—

h 4
= 1
» sl NE NGD)
1/1000/60 | ot L~ ) v

Qin, m3/s

Obrazek 3.16 — A) Subsystém nadrze 1 B) Subsystém nadrze 2
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Model dvou nadrzi nad sebou je vytvoren v grafickém rozhrani SIMULINK

o
d, m
P Sout1 h, m P>
0.5 r%_ PID(s)” p{ Qin, m3/s  Qout, m3/s [:]
§ Nadrz 1
P Sout2 h, m
Lb Qin, m3/s Qout, m3/s >
Nadrz 2

Obrazek 3.17 — Model dvou néadrzi pod sebou

Ptechodova charakteristika je zobrazena na obrazku 3.18. PoZzadovana veli¢ina je
nastavena na hodnotu 0,5 m pomoci PID regulatoru. Prvni nadrz se chova jako dynamika
prvniho tadu a prubéh je zobrazen modrou barvou. Druhd nadrz se chova jako dynamika

druhého tadu, ktera je oznacena oranzovou barvou.
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Obrazek 3.18 — Regula¢ni pochod vysky hladin v nadrzich
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3.3 ELEKTRICKE MODELY

Elektricky obvod je soustava elektrickych prvki, které rozdélujeme na dva typy, pasivni
a aktivni. Pasivni prvky preménuji elektrickou energii na jinou, nej¢astéji na tepelnou a aktivni
prvky pfeménuji jiny druh energie na elektrickou energii. Elektrické obvody pfedstavujeme
pomoci znacek, v této bakalaiské praci je jako aktivni prvek zdroj napéti a pasivni prvky jsou
rezistor, kondenzator a civka.

Aktivni prvek v obvodu je zdroj napéti. Bude se predpokladat, Ze pouzity zdroj napéti
je idedlni, u kterého vystupni napéti neni ovlivnéno odebiranym proudem. Obecné ma na svych
svorkach ¢asoveé proménné napéti u(z). Dalsi vlastnosti idedlniho zdroje napéti jsou nekonecné
velky vykon, proud a jmenovitd hodnota napéti mize nabyvat jakykoliv hodnot.

Idedlni rezistor je prvek, jehoz jedinou vlastnosti je odpor. Elektricky odpor je schopnost
brénit pruchodu elektrického proudu. Méni elektrickou energii na teplo. Zavislost mezi napétim

a proudem je vyjadfena ohmovym zakonem

u®) =R-i(D), (3.18)

kde  u(t) — Casové proménné napéti, V,
R — odpor rezistoru, €2,

i(t) — Casove proménny proud, A.

Idedlni kondenzator je pasivni soucastka, ktera je schopna akumulovat elektrickou

energii v podob¢ naboje. Proud protékajici kondenzatorem je s napétim navazan vztahem

du(t)

i(t)y=C- TR

(3.19)

kde  i(?#) — proud prochazejici kondenzatorem, A,
C — kapacita civky, F,
u(t) — napéti na kondenzatoru, V,

dz— derivace podle Casu, s.

Dalsi zakladni pasivni soucastka je civka. Idedlni civka mé pouze specifickou vlastnost

induk¢nost. Civka akumuluje elektrickou energii a pro indukované napéti na civce plati vztah
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di(t)
dt '’

u(t)=1L- (3.20)
kde  u(t) — napéti na civce, U,

L — indukce, H,

i(t) — proud prochazejici civkou, A,

dz — derivace podle Casu, s.

I. Kirchhoffiiv zakon ftika, ze soucet proudu vstupujicich do uzlu se rovnd proudiim

vystupujicim z uzlu. Matematicky zapis tohoto vztahu je

Z(ik) =0. (3.21)
k

II. Kirchhoffav zdkon popisuje, ze soucet napéti ve smycce je roven nule. Tento zakon

je zapsan vztahem

Z(uk) =0. (3.22)
k

Analyza elektrickych obvodu vyplyva z Kirchhoffovych zdkont, které znazornuji zdkon
zachovani energie. Energie, kterd do obvodu vstoupi (zdroj napéti) se pfeméni na teplo
(rezistor), nebo akumuluje (civka a kondenzator). Ke stanoveni hodnot je zapotiebi pfisluSny

pocet linearnich rovnic, jako jsou rovnice 3.21 a 3.22. Zakon zachovani energie mtizeme zapsat

E,=Ep+ Ec + E, (3.23)

kde  Ez— zdroj energie vstupujici do obvodu, J,
Er — pfeména elektrické energie na teplo pomoci rezistoru, J,
Ec — energie akumulovana na kondenzatoru, J

E1 — energie akumulovana na civce, J.
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Vykon je energie spotfebovana za jednotku Casu. V pfipadé, Ze uvaZzujeme nejmensi
casovy usek, je energie rovna vykonu. Jako vstupni vykon byl pfidan idealni zdroj napéti, vykon

je popsan rovnici

P=U-i(®), (3.24)

kde P -—vykon, W,
U —napéti, V,

i(t) — proud proménny v Case, A.

Pasivni soucastky v obvodu odebiraji vykon a jejich soucet se musi rovnat vstupnimu

vykonu.

PIN=PR+PC+PL' (325)

kde P — vstupni vykon zdroje, W,
Pr — ztratovy vykon rezistoru, W,
Pc — ztratovy vykon kondenzatoru, W

P — ztratovy vykon civky, W.

3.3.1 Model RC ¢lanku

Model sériového RC ¢lanku je seskupeni zdroje napéti a dvou pasivnich soucéstek,

rezistoru a kondenzatoru.

R1
O - ? O
Uin i uc
C1
O . O

Obrazek 3.19 — Sériovy RC ¢lanek
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Sestaveni diferencialni rovnice vychazi z bilance energie, tedy z rovnice 3.23

PIN=PR+PC' (3.26)

Dosazenim za vykon podle rovnice 3.26 vyjde rovnice

Uny-i=Ug i+ Uc-i, (3.27)
kde  Umw—napéti zdroje, V,
Ur — napéti rezistoru, V,
Uc — napéti kondenzatoru, V

i —proud, A.

Jelikoz proud prochazejici obvodem je stejny, 1ze celou rovnici timto proudem pokratit.

UIN = UR + Uc. (328)

Ohmuv zakon udava, ze prochazejici proud vynasoben odporem se rovna napéti. Tento

vztah je dan rovnici.

Us.=R"i,. (3.29)
kde R je odpor rezistoru, Q.

Rovnici 3.19 je dan vztah pro proud prochézejici kondenzatorem, spolecné s rovnici

3.18 dostaneme diferencialni rovnici RC ¢lanku ve tvaru

dUc

o)+ U (3.30)

UIN=R'(

VyfeSenim diferencidlni rovnice dostaneme vztahy pro napéti na rezistoru a

kondenzatoru. Které jsou znazornény podle rovnice 3.31 a 3.32
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UR: UIN'e ﬁ

t
UC = UIN ) (1 - e_R_'C).

o=

A 4

1/0.0001
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G| -

out.simout

‘ 1/R

Obrazek 3.20 — Model sériového RC ¢lanku

Obrazek 3.21 popisuje prubéh napéti a proudu jednotlivymi komponenty sériového RC
¢lanku. Modrou barvou je oznaceno vstupni napéti, které¢ podle Kirchhoffovych zakonu je
rovno souctu napéti na kondenzatoru, které je zobrazeno Zlutou barvou a napéti na rezistoru,

které je oznaceno oranzZovou barvou.
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Obrazek 3.21 — Pribeh napéti a proudu sériového RC obvodu
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3.3.2 Model sériového RLC obvodu

Uin i

O O

Obrazek 3.22 — Sériovy RLC obvod

Model sériového RLC obvodu je slozeni napétového zdroje, rezistoru, kondenzatoru a
civky. Rovnice pro vypocet napéti na jednotlivych pasivnich soucastkach vychézi z aplikace

bilan¢ni rovnice 1.5 a je tedy ve tvaru

EIN = ER + EC’ + EL ) (333)

kde  Emv— vstupni energie, J,
Er — energie spotiebovana na rezistoru, J,
Ec — energie spotfebovana na kondenzatoru, J,

E1 — energie spotiebovana na civce, J.

Op¢t se bude pocitat s vykonem, pro ktery plati

dE
p=— 3.34
I (3.34)

kde E—energie,J

P —vykon, W,

dt — derivace podle Casu, s.

Pro nekonec¢né kratky Cas tedy derivaci €asu plati, Ze se vykon a energie rovnaji.
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Sestaveni diferencialni rovnice z bilan¢ni rovnice ve tvaru vykont vypada nasledovné

Py = Pr+ P+ P. (3.35)
Ze vztahu 3.24 dostaneme rovnici

Uni=Ug i+ Uc-i +U,-i, (3.36)
Rovnici 3.36 Ize zkratit proudem a vyjde vztah

Uy= Ug+ U; + Uj. (3.37)

Diferencialni rovnice ma tvar

O CIE .
U,N—R-l(t)+L-7+ E'J;)L(T)d‘[ (3.38)

Model sériového RLC obvodu byl proveden v grafickém rozhrani SIMULINK

A

Obrazek 3.23 — Model sériového RLC
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Obrazek 3.24 zobrazuje pribéh napéti a proudu na komponentech sériového RLC
obvodu. Prvni graf znaci vstupni napéti modrou barvou, které se musi rovnat souctu napéti na
komponentech R, L, a C. Napéti na rezistoru je oznaceno barvou oranzovou, napéti na
kondenzatoru je oznaceno zlutou a napéti na civce barvou fialovou. Dale je zobrazen graf

znacdici velikost proudu prochazejici sériovym obvodem.
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Obrazek 3.24 — Pribeh napéti a proudu sériového RLC obvodu

3.4 MECHANICKE MODELY

Matematicky model mechanickych systému je popsan pomoci zakonii dynamiky, které
popisuji modelovany objekt a vztahy mezi jeho pohybem a ptisobicimi silami. Takovy systém
je popsan parcialnimi diferencidlnimi rovnicemi, pro zjednodusSeni se pouziva mechanika
dokonale tuhého télesa. Analyzovat mechanicky systém je ndro¢né, proto se objekt nahradi
dokonale hmotnym bodem, ktery vychazi z predpokladu soustfedéni hmotnosti a ptisobicich sil
do jediného bodu. Dale piedpokladdme, ze téleso nelze deformovat ani jinak ménit jeho
vlastnosti. Timto zptisobem si modelovani zjednodusime, jelikoz matematicky zapis je popsan
pouze diferencidlnimi rovnicemi.

Vytvofeni mechanického modelu vychézi z aplikace tii Newtonovych zdkonti. Prvni
Newtontiv zdkon udéava, ze téleso, na které nepiisobi zddna sila, setrvava v klidu nebo
rovnomérném piimocarém pohybu. Druhy Newtoniv zékon je zdkon popisujici pisobeni sily

na hmotny bod. Druhy Newtontv zdkon popisuje rovnice
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F=m-a, (3.39)

kde F —sila, N,
m — hmotnost télesa, kg,

a — zrychleni, m-s.

Tihové zrychleni je konstanta znaCena pismenem ,,g*“ a udava zrychleni volného padu
hmotného bodu vztazena k systému, v mém piipadé¢ k Zemi. Primérnd hodnota tihového
zrychleni na Zemi je 9,80665 m-s.

Tteti Newtonlv zakon popisuje vzajemné pusobeni dvou téles. Télesa na sebe plisobi

stejné velikou silou opaéného sméru.

3.4.1 Model kuli¢cky na naklonéné roviné

Model kuli¢ky je v tomto ptipad¢€ idedlni téleso, které bereme jako hmotny bod. Tento
hmotny bod je téleso polozené na naklonéné rovin€. Na téleso nachézejici se na naklonéné
rovin€ pusobi tihova sila Fg smérem dolu a pohybova sila ' ve sméru pohybu hmotného bodu.

Sila je vektorova veli¢ina a jeji vysledny uc¢inek je dan pomoci kosinové véty

F = \/Flz + FZ2+2-F,-F,-cos (), (3.40)

kde F—vyslednd sila, N
F; —sila ptisobici v jednom sméru, N
F> — sila pisobici ve druhém sméru, N

a — thel, ktery sily sviraji, rad.

49



kde

kde

kde

kde

Sila F' ve sméru pohybu je dana vztahem

F = F; - sin (@),

F—sila, N,
Fg — gravitacni sila, N,

o — thel naklonu roviny, rad-s™.

Dosazenim do rovnice 3.41 dostaneme vztah

m-a=m-g-sin(a),

m — hmotnost kulicky,
a — zrychleni, m-s?,

g — tihové zrychleni, m-s,

Poloha kuli¢ky je dana rovnici

dv

X= =,
dt

x — poloha kuli¢ky, m,
v —rychlost, m's™,

dt — derivace podle Casu, s.

Rychlost kulicky 1ze zapsat rovnici

da

V= —,
dt

v —rychlost, m-s™,

a — zrychleni, m-s?,

dt — derivace podle Casu, s.
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Zrychleni kuli¢ky je pfimo umérné tihovému zrychleni a thlu naklonéni roviny. Lze

také zapsat jako

a = g - sin(a). (3.45)

Simulace navrzeného modelu mechanické soustavy byla provedena v prostredi

SIMULINK. Zapojeni modelu vychazi z rovnic 3.43, 3.44 a 3.45.

v, m-sh-1

Rychlost

1 1

10 i _ 1 1
- D2R [P sin 9.80665 =B <
oloha

alfa,® g, m'sh-2

Obrazek 3.26 — Model kulicky na naklonéné roviné

Na obrazku 3.26 je znazornén model kulicky na naklonéné roving, vstupni veli¢ina je
naklon roviny ve stupnich. Dalsi blok je zde pievod stupii na radiany pro vypocet sinu thlu.
Vynasobenim s tthovym zrychleni dostaneme zrychleni ,,a“. Integrovanim zrychleni dostaneme
rychlost, jak je ukazano v rovnici 3.44, a dal$im integrovanim dostaneme polohu podle rovnice

3.43.
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4 EXPERIMENTALNI MODELY

Experimentalni identifikace (EI) systému je ur¢eni dynamickych vlastnosti a stanoveni
matematického modelu. Pomoci znamych testovacich signald, jako jsou jednotkovy skok podle
obrazku 1.3 nebo Diractiv impuls apod., ptisobime na nezndmy systém a zaznamenavame jeho
odezvu.

U EI musi byt zvolena struktura modelu. Systém je popsan pouze pomoci relace vstup
— vystup. Model plati pouze pro konkrétni redlny systém a nelze aplikovat pro zafizeni
s odliSnym fyzikalnim principem. Z tohoto divodu lze jeho chovani popsat relativné piesné.
Vyhodou EI je, ze vnitini procesy realného systému nemusi byt znamé a jeho identifikace
nevyzaduje dlouhé ¢asové naroky.

Vyhodnoceni kvality modelu vychéazi z minimalizace funkcionalu, ktery vyhodnocuje
chybu modelu. Ve vétSiné ptipadii se uplatituji kvadratickd kritéria z divodu zapornych a
kladnych odchylek. U mnoha metod EI se vyhodnocuje kvalita systému subjektivné, podle
kritéria nebo prib&hu odezvy.

Vyhodnoceni namétenych dat miizeme rozliSit na dva zpusoby identifikace. Jedna
znich je offline identifikace a druhd online identifikace. U offline identifikace nejprve
zaznamename naméiend vystupni data a nasledné urc¢ime podle kritéria parametry modelu. U
online identifikace mame pfipojeny redlny systém a model k pocitaci, pfiCemZ parametry
modelu bezprosttedné vyhodnocujeme za chodu.

Pti vytvafeni modeld pomoci experimentalni identifikace dochézi k chybam numerické
metody. Jednou z nich je chyba zaokrouhlenim. Pfi praci s poc¢itatem miZe ¢islo reprezentovat
pouze kone¢ny pocet cifer, proto pracujeme s piibliznymi hodnotami, které dostaneme
zaokrouhlenim ptesné hodnoty. Tyto chyby vznikaji uZ pii méfeni a ukladani dat. Pokud z
naméfenych hodnot dopocitavame hodnoty pomoci vzorcei, tyto chyby se mohou nahromadit a

vysledky se mohou zcela znehodnotit.

4.1 MODELY CASOVE DISKRETNI

V této Casti jsou modely vytvofeny pomoci experimentalni identifikace, a to metodou

nejmensich ¢tverc.
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4.1.1 Identifikace dynamického modelu v ¢asové oblasti

V praxi vzdy na realny systém ptisobi stochastické poruchy. Pro zjiSténi parametra
takovychto soustav je nutné pouzivat metody, které berou stochastick¢ chovani v uvahu.
Takové metody jsou vhodné pro aproximaci statickych i dynamickych vlastnosti soustav.
Jednou z téchto metod je metoda nejmensich ¢tverct.

Metoda nejmensich ¢tverct je metoda vypoctu koeficientl diferen¢ni rovnice popisujici
dynamicky systém. Pro vypocet koeficientli je nutné znat odezvu systému na vstupni signal.
Vstupem do systému je u(k) a vystupem je y(k). Obecné diferencni rovnice n-té¢ho fadu je

zapsana

yk)+a,y(k—1)+ -+ a,y(k —n) = bju(k —1) + -+ bu(k —n), (4.1)

kde  y(k) — vystupni hodnota k-té¢ho prvku,
u(k) — vstupni hodnota k-t¢ho prvku,
a; — koeficient levé strany diferen¢ni rovnice,

b; — koeficient pravé strany diferencni rovnice.

Vypocet koeficientll diferenéni rovnice je mozné provést mnoha zpiisoby, bakalarska
préace se bude vénovat vypoctu pomoci matic. Pro vypocet MNC je nutné nejprve zaznamenat

odezvu realné soustavy, které jsou ve tvaru

k u y

1 u(l) y(D)
2 u(2) y(2)
N u(N) y(N)

kde  u— vstupni nezavisla proménna,
y — vystupni zavisld proménna na x,
k — oznacuje k-ty prvek,

N — pocet pozorovani.
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Metoda nejmensich ¢tverct vyplyva z kritéria, kde je snaha doséhnout nulové odchylky
jednokrokovych predikei od zmétenych dat na vystupu soustavy.
Vypocet koeficientii diferencni rovnice metodou nejmensich Ctverct pro soustavu

prvniho fadu je nasledujici. Z namétenych dat 1ze sestavit jednokrokové predikéni rovnice,

f’z = —a 3’1 + bu1 (42)

Y3 = —ay, + bu,

yn = —ayy_1 +buy_q,

kde y—odhadovana hodnota vystupni veli€iny,
a, b —koeficienty,
y — vystupni veli¢ina,

u — vstupni veli¢ina.

Maticove lze soustavu rovnic 4.2 zapsat ve tvaru

_al
V1 : —V1 Uuq 92
a _ R A
v=|2x=r=| 2 M2 |iv= |, 4.3)
¢ 1 B . .
YN : —YN-1 Un-1 VN
by
kde ¥ —matice vystupnich velicin,
X — matice koeficientu,
F — matice vstupnich a vystupnich parametrt,
¥ — matice odhadované vystupni veli¢iny.
Rovnici 4.2 1ze prepsat do maticového tvaru
Y=X-F. (4.4)

54



Kritérium je ptedpoklad, kdy je odchylka modelu od redlné soustavy nulova, toto

kritérium je dano rovnici
K=XF-Y)"-(XF-Y)=0. (4.5)

Roznasobend rovnice 4.5 se derivuje podle matice X

5K
e [XTFTFX —YTFX - X"FTY +YTY]. (4.6)

Vysledek derivace polozime rovno nule

2-XFTF—Y'"F— F'Y=2-XF'F-2-F'Y=0. 4.7)

Upravou rovnice 4.7 dostaneme matici X, ktera obsahuje koeficienty a; a bi rovnice 4.1.

Tato rovnice je dana vztahem

X=(FTF)'-FTy. (4.8)

4.1.2 Experimentalni identifikace soustavy RT010

Soustava RTO010 je soustava regulace hladiny tekutiny v nadrzi. Pfes ventil je cerpadlem

¢erpana kapalina do nadrze. Hladina v nadrzi je métena ¢idlem hydrostatického ¢lenu.
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Obrazek 4.1 — Soustava RT010 (HSI gunt 2021)

Program pro feSeni modelu pomoci metody nejmenSich ctvercti v programovém

prostiedi MATLAB.

clear

load RTO10 %Nacteni namérenych dat soustavy RTO10
up = 3.24; %Nastaveni vstupni pocatecni podminky

yp = 1.45; %Nastaveni vystupni pocatecni podminky
y = Y-yp;

u = U-up;

n=1;

Fy = [1;

Fu = [1;

for i=1:n

Fy = [Fy -y(n+l-i:end-1i)];
Fu = [Fu u(n+l-i:end-i)];

end
F = [Fy Ful;
YY = y(n+l:end);
X = inv(F"*F)*F'*YY; %Vypocet matice koeficientd
M = tF(X(n+1:2*n)"',[1 X(1:n)'],T(2)-T(1)) %Vypocet modelu pomoci funkce tf
Ym = lsim(M,u,T)+yp; %Simulace odhadované vystupni matice
Yp = F*X; %Vypocet vystupni matice
K = (Yp-YY) ' *(Yp-YY) %Vypocet kritéria
%Vytvoreni grafi
subplot(2,1,1)
plot(T,U)
grid on

title('Vstupni signdl')

xlabel('t, s')

ylabel('U, V")
subplot(2,1,2)

plot(T,Ym,T(n+1l:end),Yp+yp)

grid on
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xlabel('t, s')
ylabel('U, V')
legend({'y", 'ym"})
title('Vystupni signal')

Graf pribéht je na obrazku 4.2. V grafu ,,vstupni signal* je zobrazen prab¢h vstupniho
signalu, kde je zavislou proménnou napéti a nezavislou proménnou c¢as. V druhém grafu
,Vystupni signal®“ je znazornén pribeh vystupniho signalu, kde modrou barvou je oznacen
vystup realné soustavy a oranzovou prubéh vystupni veli¢iny modelu, ktery vytvotfen pomoci

experimentalni metody.

Vstupni signal
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= 34+
= —
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0 100 200 300 400 500 600 700 80O 900
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F/ w 1
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- y \ N
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05
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Obrazek 4.2 — Prubéh vstupniho a vystupniho signalu soustavy RT010 a jeho modelu

4.1.3 Experimentalni identifikace soustavy RT050

Soustava RTO050 je soustava pro fizeni otaCek stejnosmérného motoru. Motor roztaci

osu, na které je umistén setrvacnik a otdcky jsou mefeny pomoci indukéniho snimace.

Obrazek 4.3 — Soustava RT050 (HSI gunt 2021)
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Program pro feSeni modelu experimentalni identifikaci pomoci metody nejmensich

étverca.

clear

load RTO50.mat
up = 2.477;

yp = 3.7;
y=Y-yp; u=U-up;
n=1;

Fy=[1;

Fu=[];

for i=1:n

Fy=[Fy -y(n+l-i:end-1i)];
Fu=[Fu u(n+l-i:end-i)];
end
F=[Fy Fu];
YY=y(n+l:end);
X=inv(F'*F)*F"'*YY;

%Vymazani Workplace

%Nacteni namérenych dat soustavy RTO50
%Nastaveni pocatecni podminky vstupni veliciny
%Nastaveni pocatecni podminky vystupni veliciny

%Nastaveni radu soustavy

%Vytvoreni vystupniho vektoru Fy
%Vytvoreni vstupniho vektoru Fu

%Vytvoreni matice F

%Vytvoreni matice koeficientl X

M=tf(X(n+1:2*n)',[1 X(1:n)"],T(2)-T(1)) %Vytvoreni modelu

Ym=1sim(M,u,T)+yp;
Yp=F*X;
K=(Yp-YY) ' *(Yp-YY)
subplot(2,1,1)
plot(T,U)
grid on
title('Vstupni signdl')
xlabel('t, s')
ylabel('U, V")
subplot(2,1,2)

%Simulace modelu

%Vytvoreni matice odhadované vystupni veliciny
%Vypocet kritéria modelu

%Vykresleni grafi

plot(T(n+l:end),Yp+yp,T,Ym)

grid on

xlabel('t, s')
ylabel('U, V")
legend({'y", 'ym'})

title('Vystupni signdl')

Graf prubeht je na obrazku 4.4. V grafu ,,Vstupni signal® je zndzornén vstupni signal

do realné soustavy RT050, kde je napéti zavislé na Case. V grafu ,,Vystupni signal* vystupni

veli¢ina, modrou barvou je oznaCen pribéh vystupni veli€iny realné soustavy RTO050 a

oranzovou vystupni veli¢ina modelu.
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Obrazek 4.4 — Pribé¢h vstupniho a vystupnich signalt soustavy RT050 a jeho modelu

4.1.4 Experimentalni identifikace soustavy RT060

Soustava RT060 je soustava regulace polohy. Motor posouva vozik pomoci ozubené¢ho
femene. Poloha je snimana pomoci enkodéru. Kraje jsou opatifeny koncovymi spinaci a pfi

jejich sepnuti se motor vypne.

Obrazek 4.5 — Soustava RT060 (HSI gunt 2021)

Program pro vypocet koeficientli diferencidlni rovnice a vytvofeni modelu pomoci
programového prostfredi MATLAB. Model je vytvoien experimentalni identifikaci metodou

nejmensich ¢tverct.

clear %Vymazani Workplace

load RTO60 %Nacteni namérenych dat soustavy RTO60
up = 0; %Nastaveni pocatecni podminky vstupni veliciny

yp = 0; %Nastaveni pocatecni podminky vystupni veliciny
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y=Y-yp;

u=U-up;

n=1; %Nastaveni radu soustavy

Fy=[1; %Vytvoreni vystupniho vektoru Fy
Fu=[1; %Vytvoreni vstupniho vektoru Fu
for i=1:n

Fy=[Fy -y(n+l-i:end-i)];
Fu=[Fu u(n+l-i:end-i)];

end
F=[Fy Fu]; %Vytvoreni matice F
YY=y(n+l:end);
X=inv(F'*F)*F"'*YY; %Vytvoreni matice koeficientl X
M=tf(X(n+1:2*n)"',[1 X(1:n)"'],T(2)-T(1)) %Vytvoreni modelu
Ym=1sim(M,u,T)+yp; %Simmulace modelu
Yp=F*X; %vytvoreni matice odhadované vystupni veliciny
K=(Yp-YY) " *(Yp-YY) %Vypocet kritéria
subplot(2,1,1) %Vykresleni grafi

plot(T,U)

grid on

title('Vstupni signal')

xlabel('t, s')

ylabel('U, V')
subplot(2,1,2)

plot(T,Ym,T(n+l:end),Yp+yp)

grid on

xlabel('t, s')

ylabel('U, V')

legend({'y", 'ym'})

title('Vystupni signdl')

Graf prabéht realné soustavy RT060 a jeho modelu je zobrazen na obrazku 4.6. Na
prvnim grafu je vidét vstupni signal a na druhém grafu je prubéh vystupni veli¢iny. Modrou

barvou je oznacen prubéh vystupni veli¢iny soustavy RT060 a oranzovou jeho model.
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Obrazek 4.6 — Prubéh vstupniho a vystupniho signalu soustavy RT060 a jeho modelu
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5 ZAVER

Cilem bakalafské prace bylo vytvofeni vyukového systému pro modelovani a
experimentalni identifikaci a také pfiblizeni problematiky vytvareni modeltl analytickou cestou
na zéklad¢ bilance energie a hmoty. Dale pouziti experimentalni identifikace pomoci metody
nejmensich ¢tvercl s vyuzitim nastroje Live Script vypocetniho syst¢ému MATLAB.

Prvni ¢ast se zaméfuje na seznameni se s pojmy pouzivanymi v této oblasti a vybrani
spravného nastroje pro feseni konkrétnich tloh.

V dalsi casti jsou vytvofeny tepelné, hydraulické, elektrické a mechanické modely
pomoci bilance energie a hmoty v grafickém prostiedi MATLAB SIMULINK. Modely jsou
vypracovany v nastroji Live Script programového prosttedi MATLAB, u kterych lze ménit
jednotlivé parametry a sledovat jejich vliv na soustavu.

V posledni ¢asti jsou uvedeny modely, které byly modelovany pomoci experimentalni
identifikace, kde je popsano pouziti metody nejmensSich ¢tvercii a jeji implementace pomoci
programu MATLAB. Dokumentace, skripty a simula¢ni schémata mohou slouzit studentim
jako studijni materidly v predmétech tykajicich se modelovani dynamickych systému a

experimentalni identifikace.
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https://www.humusoft.cz/matlab/details/
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Priloha k bakalarské praci
POUZITI LIVE SCRIPT PRO VYUKU MODELOVANI A
EXPERIMENTALNI IDENTIFIKACE
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