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ANOTACE

Prace je vénovana matematické hie NIM, ktera je soucasti obsdhle védni discipliny
teorie her. Obsahem prace je uvedeni do oblasti teorie her, rozbor kombinatorické hry NIM
analezeni jeji vitézné strategie. Zaver prace je vénovan hram s neuplnou informaci a jejich
vyuziti v auk¢énich hrach.
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TITLE

NIM Game

ANNOTATION

This bachelor thesis is devoted to the mathematical game, known as NIM, which is part
of the extensive  scientific  discipline of game theory. This dissertation consists
of an introduction to game theory, ananalysis ofthe combinatorial game, NIM,
and a discussion on its winning strategy. The final part of this thesis is dedicated to games

with incomplete information, as well as their uses in auctions.
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Uvob

,, Les jeux des enfants ne sont pas des jeux, et les faut juger en eux comme leurs plus

‘

sérieuses actions. *
-Michel Eyquem de Montaigne

V dneSnim svété jsme sina hru zvykli pohlizet jako na néco détského, na néco, ¢im
se da bavit pouze ve volném cCase. Pro déti je hra vSak celym jejich dosavadnim zivotem
a velmi vaznou Cinnosti. Kdy tedy nastane ten Cas, kdy ¢lovék piejde od détského vnimani,
které je celé hrou, k dospélému uvazovani? Kdy nastane ten bod zlomu? Pravdou je,
ze k tomuto jevu v lidském zivoté nikdy nedojde. I pro dospélého clovéka, zcela racionalné

uvazujiciho, je cely Zivot zalozen na hte.

Pro kazdého clovéka je poZzadovanym vysledkem hry urCitd vyhra, at’ uzje to zlata
medaile, penézni vyhra ¢iuznani. Podobné¢ se hraji ihry, které nejsou na prvni pohled
tak o¢ividné. Pokud hrajeme napfiklad deskovou hru, vychazime zurcitych pravidel hry,
ale zaroven iz toho, jak hraji protihraci, z tzv. interakce. Clovék je ale vystaven interakcim
dennodenné. Jsou to béZné situace naseho Zivota, kdy se snazime udélat to nejlepsi rozhodnuti
védomé, C¢ipodvédomé na zékladé chovani jinych lidi. Pokud jetedy kazdodenni zivot
zaloZen na interakcich s jinymi lidmi, je nasnad€ uvaZovat o téchto situacich jako o hrach.
Teorie her je védni disciplina, ktera se vénuje praveé takovému pohledu na okolni situace.
Teorie her, jakoZto matematicka disciplina, pfinesla fadu analyz k nalezeni uzitecnych feSeni

jednoduchych 1 slozitych interakci.

Moje prace je rozdélena do péti kapitol. Prvni kapitola slouzi k uvedeni do problematiky
teorie her. Osvétli vyvoj teorie her od prvnich zminek az po vytvoteni zcela nového védniho
odvétvi. Uvede piehled zékladnich pojmil a riizné zpusoby, podle kterych je mozné teorii her

klasifikovat.

Druha kapitola se vénuje kombinatorickym hram, které se fadi mezi jedny z nejsnazSich
v teorii her. Mezi kombinatorické hry patii naptiklad celosvétové zndma hra Sachy. V této
kapitole je uvedeno, jak se kombinatorické hry déli podle moznych tahti hract. Jsou
zde uvedeny rozdily mezi partyzanskymi anestrannymi hrami. Na nestranné hry

dale navazuje tfeti a ctvrta kapitola.
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Nasledujici dvé kapitoly jsou v mé praci stézejni. Treti kapitola rozebird hru NIM,
nejznaméjsi kombinatorickou hru. Kapitola obsahuje malou vsuvku vysvétlujici bindrni
¢iselnou soustavu. Poté jiz kapitola pojednava o hie NIM. Nejprve uvede ptivod hry NIM,
ktery saha az k davnym hazardnim hram. Poté se vénuje popisu a nasledné analyze hry NIM.
Uvede, jaknalézt vyherni strategii pro NIM zapomoci Nim-souctu bindrnich Cdisel,
a tak predstavi moznost, jak vyhrat, jakkoliv rozdanou hru. Dalsi zpiisob feSeni naléza

v Sprague-Grundyho funkeci.

Jelikoz se hra NIM da riizné¢ obmeénovat a upravovat, vznikaji nové verze této hry.
Ctvrta kapitola obsahuje feSeni a vyherni strategie nékolika téchto obmén. Dalsi ¢ast této

kapitoly pojednava o moznosti vyuziti kombinatorickych her v ekonomii.

Posledni patd kapitola je vénovéna vyuziti her s nelplnou informaci v ekonomii.
Kapitola vyuziva tyto hry k aplikaci na aukénich hrach. Nejprve objasni feseni her s netiplnou
informaci pomoci bayesovskych her. Déle osvétli, co je to aukce a jeji mozné druhy. Jako

posledni ¢ast této prace jsem zpracovala mozné feSeni pro optimalni nabidku ucastnika aukce.
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1 TEORIE HER

Na svéteé existuje mnoho matematickych disciplin, které mohou velmi G¢inné pomoci
pfi feSeni dilezitych problému jak v profesnim svété, tak i v bézném zivote. Jednou z téchto

matematickych disciplin pfi feSeni nejriznéjSich problémt je teorie her. (Chvoj, 2013, s. 11)

1.1 Uvedeni do problematiky teorie her

“Games are characterized by a number of players or decision makers who interact,
possibly threaten each other and form coalitions, take actions under uncertain conditions,
and finally receive some benefit or reward or possibly some punishment or monetary loss.”
(“Hry se vyznacuji fadou hract nebo cinitelli s rozhodovaci pravomoci, ktefi se vzajemné
ovliviluji, mozna se i navzdjem ohrozuji a vytvareji koalice, jednaji za nejistych podminek
a nakonec dostavaji néjakou vyhodu nebo odménu, piipadné néjaky trest ¢i penézni ztratu.”)

(Ferguson, 2020, s. vii)

Teorie her se nezabyva pouze hrami, které jsou vétSiné z nas velmi dobie zndmé. Jeji
vyznam spociva v zabyvani se veskerymi situacemi, ve kterych dochézi k ur¢itému konfliktu.
Takové konfliktni situace miZeme nalézt v bézném zivoté, aleiv fadé specializovanych

odvétvi od biologie, pfes ekonomii az po politiku a vale¢né konflikty. (Chvoj, 2013, s. 15)
Uved’me si nékteré priklady z vySe zminovanych oblasti:

a) Situace z béZného Zivota: spor sourozenct o uklid domécnosti, spor manzeli o vybér
nového nabytku, smlouvani o vysi platu pfi nastupu do nové prace;

b) Biologie: uplatnéni v biologii nachazeji tzv. evolu¢ni hry, které jsou inspirované
Darwinovou evolu¢ni teorii. Tato teorie je zaloZena na mySlence, Ze silné a UspéSné
mutace maji vétsi sklony k vytlaceni slabSich a méné schopnych mutaci (Chvoj, 2013,
s. 41). Dalsim ptikladem z odvétvi biologie je naptiklad souboj dvou zvitat o potravu.
(Chvoj, 2013, s. 15);

c) Ekonomie: zkoumani konkurence dvou podobnych firem na trhu, vztah mezi
zamé&stnanci a zaméstnavatelem, vztah mezi proddvajicim a nakupujicim. (Sawa,
2021, s. 4);

d) Politika: teorie her stoji v politické oblasti za politickymi kampanémi, za formovanim

politickych koalic €1 pfi vyjednavani mezi staty. (Chvoj, 2013, s. 15)
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ZjednoduSen¢ se dafict, Zeteorie her je vSudypfitomnd v situacich, kde dochézi

k nutnosti dojit k néjakému rozhodnuti. (Chvoj, 2013, s. 15)

Teorie her se stala oblibenou matematickou disciplinou piedevSim ztoho divodu,
ze umoznila kvantifikovat a matematicky popisovat situace, které se diive zdaly lezet mimo
ramec exaktnich véd. Piestoze pojem ,hra” miize vzbuzovat dojem, Ze se nejednd o slozitou
oblast matematiky, ale pouze o jistou formu zabavy, opak je pravdou. Teorie her si ponechava
veskeré slozité matematické vypocty, pouze dokaze problematiku formulovat srozumitelnym

zpusobem. (Chvoj, 2013, s. 11)

Pilitem této matematické discipliny je hledani takzvané rovnovazné strategie. Koncept
rovnovazné strategie neboli Nashovy rovnovdhy vychazi z mySlenky, ze hraci, ktefi
se nachazeji v jizrovnovazném stavu, nemaji zadny divod svou strategii ménit, jelikoz
neexistuje zadna strategie lepSi neZz ta, ve které se jiz nachazeji (Chvoj, 2013, s. 11). Toto
tvrzeni ptredpoklada raciondlni chovani vSech ucastnikli. Racionalni ti¢astnik maximalizuje

svij uzitek prave tehdy, kdyz se chova raciondlné€. (Chvoj, 2013, s. 25)

1.2 Historické vymezeni

I presto, ze teorie her jako takova prichdzi do podvédomi lidi az ve 20. stoleti, jeji

principy byly vyuzivany jiz po cela staleti.

1.2.1 Pr.n.l -16. stol.

Zaklady teorie her sahaji jiz do starovéku. Zminka o bitvé u Delia, kterou nalezneme
ve dvou Platénovych textech Lachés a Symposion, obsahuje nasledujici situaci. Vojak, ktery
¢eka v obrané proti neptatelskému utoku, uvazuje nasledovné. Pokud splni rozkaz a zlistane,
riskuje moznost, Ze obrana bude uto¢niky prolomena a vojak bude zranén, Ci zabit. Dalsi
moznosti je, Zze obrana vydrzi a pravdépodobné nikdo zranén nebude. V tomto ptipadé ovSem
neni vojakova pritomnost zcela zasadni. Pokud vSak nastane tfeti moZnost a utocnici bitvu
vyhraji, pravdépodobnost zranéni ¢ismrti se pro vojaka zvySuji. Ztéto Uvahy lze dojit
k z&véru, ze pro vojaka je nejvice vyhodné utéct bez ohledu nato, kdo je vitézem bitvy.
Pokud uvazime, Ze kazdy vojék se nachazi ve stejné pozici, dojdeme k zavéru, ze nejlepSim

vychodiskem pro vojsko je utéct, ¢imz by doslo ke ztraté bitvy jako takové. (Ross, 2019)

Tato uvaha znacné ovlivnila strategie vojenskych vidct. Napiiklad pii dobyvani

Mexika Spanély v 16. stoleti, $panélsky dobyvatel Cortéz nechal potopit lodé, na kterych
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s posadkou ptiplul ke biehiim Mexika. K tomuto ¢inu ho vedla nutnost zabranit jeho muzim
v utéku, jelikoz méli Celit znacné prevaze Aztékl. Odstranénim lodi, a tim i moznosti Ut¢ku,
nechal vojakiim jedinou moznost, ziistat a bojovat. Nejenom, ze dodal svym vojakiim znacné
odhodlani k boji, také znacné znejistil aztécké bojovniky. Z psychologického hlediska, kdyz
Cortéz zni¢il jedinou moznost utéku, dokazal tim, jak velmi si jsou Spanélé jisti svou vyhrou.
Jednalo setedy o velmi dobie provedeny klam. Aztékové se proto stahli a Cortéz dosahl

snadného vitézstvi. (Ross, 2019)

Miuizeme tedy usuzovat, ze teorie her se poprvé, ve své nejzakladnéjsi formé, objevila
praveé ve vojenském odvétvi. Vojensti viidei méli v pribéhu déjin tendenci minimalizovat
utéky z fad svych vojakil. Ve vétsing pripadi se ustupiim brénilo zastfelenim. Tato informace
pozmeénila vojdkovo rozhodnuti, jelikoz Sance na pteziti pii ut€ku jsou v tomto momenté

minimaln¢ stejné vysoké jako pii setrvani na pozici. (Ross, 2019)

Mezi prvni psané zminky o situaci podobajici se dneSnim situacim z teorie her je feSeni
problému uvedené¢ho v Misn¢€, sbirce zidovského zdkona. V této sbirce nalezneme feseni
rozdéleni penézni pozlstalosti tfem vdovam v zavislosti na svatebnich smlouvach.
Vychodisko daného problému odpovida feSeni kooperativnich her (Walker, 2012, s. 1).
Podrobnéji se tomuto problému vénuje Magdaléna HykSova ve sborniku Matematika

v proménach veku. 111 v kapitole Historické pocdatky teorie her.

1.2.2 17. stol. - 30. léta 20. stoleti

Jelikoz teorie her znacné souvisi s hazardnimi hrami, je dilezité zminit vyznamny
milnik v této oblasti, ¢imZ je objeveni teorie pravdépodobnosti. Zatento objev vdéCime
predev§im B. Pascalovi a P. De Fermatovi a jejich vzdjemné korespondenci zapocaté v roce

1654. Ve svych dopisech se snazili pfijit na feSeni hazardnich her. (Sheynin, 1977, s. 231)

Dal8i vyznamnou praci je publikace Augustina Cournota Vyzkumy matematickych
principi teorie bohatstvi zroku 1838.V jedné z kapitol Cournot uvadi specialni piipad

duopolu a jako feSeni do jisté miry vyuziva Nashovu rovnovahu. (Walker, 2012, s. 1)

Vroce 1901 Charles L.Bouton piedstavil hru NIM ajeji kompletni analyzu
ve své publikaci NIM, A Game with a Complete Mathematical Theory.

Ve 20. letech 20. stoleti vydal Emile Borel ¢tyfi publikace vénované strategickym hram,

které¢ vyznamné ptispély do oblasti teorie her. Ve svych publikacich se zabyval hledanim
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optimalnich strategii. Ve 30. letech téhoz stoleti navrhl F. Zeuthen, ve své knize Problems
of Monopoly and Economics Warfare teSeni vyjednavaciho problému. F. Zeuthenovo feSeni
se pozd¢ji povazuje za ekvivalentni Nashovu vyjednavacimu feSeni, které John Nash

publikoval az v 50. letech. (Walker, 2012, s. 2)

1.2.3 Teorie her jako samostatna védni disciplina

Teorie her jako nova védni disciplina se ustanovila vydanim knihy Theory of Games
and Economics ~ Behaviour ~ vroce 1944.Kniha napsana J.von  Neumannem
a O. Morgensternem obsahuje shrnuti do té doby zndmych poznatkii a je obohacena o jejich
rozvinuti a systematické rozpracovani. Autofi poukézali na podobnost mezi analyzami
hernich modeld a modelovdnim rozhodovacich situaci v ekonomickém odvétvi a moznosti
vyuziti téchto poznatkii v praxi. Od publikace knihy J. von Neumanna a O. Morgensterna
se vyvoj teorie her zna¢né urychlil. Velké mnozstvi autorti ptisp€lo do této oblasti novymi

poznatky. (Manas, 1991, s. 11-12)

Dulezitym okamzikem pro teorii her byl leden 1950, kdy organizace Rand Corporation

pfedstavila hru na zékladé provedeného experimentu, ktery se dnes nazyva vézinovo dilema.

Teorii her vyznamné obohatil John Nash. Mezi lety 1950-1953 vydal nékolik publikaci,
ve kterych se vénoval nekooperativnim hram a teorii vyjednavani. Ve svych publikacich
potvrdil existenci rovnovazné strategie pro hry s vice hraci, dnes znamé jako Nashova
rovnovaha. Za tento objev ziskal v roce 1974 cenu John von Neumann Theory Prize. John

Nash se takeé stal drzitelem Nobelovy ceny za ekonomii. (Walker, 2012, s. 3)

V roce 1952 vychazi prvni ucebnice zabyvajici se teorii her, Introduction to the Theory
of Games, kterou napsal J. C. C. McKinsey. Diky této ucebnici doslo k roz§ifeni teorie her

1 do dalsich oboru.

Vyznamnym piispévkem pro teorii her je objeveni tzv. Shapleyovy hodnoty, kterou
vroce 1953 navrhl L. Shapley. Shapleyova hodnota nabizi feSeni situaci, v nichz se hraci

mohou seskupovat do koalic. (Manas, 1991, s. 12)

Jedno z prvnim vyuziti teorie her v pojiStovnictvi je popsano v publikaci K. Borche
Application of Game Theory to Some Problems in Automobile Insurance. Borch zde uvadi,

jak by se pomoci teorie her dalo urcit pojistné pro rizné tfidy pojiSténi. Navrhem je vyuziti
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Shapleyho hodnoty pro urceni piimétené¢ho pojistného pro vSechny tfidy rizika. (Walker,

2012, s. 6)

V roce 1965 se rozvinula nova oblast teorie her, tzv. teorie diferencialnich her. Za vznik
této oblasti se povazuje vydani knihy R. Isaacse Differential Games: A Mathematical Theory
with Applications to Warfare and Pursuit, Control and Optimization. Diferencialni hry
se vyvinuly zproblému formovani afeSeni vojenskych prondsledovacich her. Kniha
R. Isaacse se vénuje strategiim rozhodovacich situaci, kde jsou tyto strategie popsany jako

funkce ¢asu. (Walker, 2012, s. 5, 7)

V pribéhu let se teorie her ¢im dal vice rozviji. Poznatky ztéto oblasti pronikaji
do odbornych casopisti, dokonce vznikaji ¢asopisy zaméfené pouze na teorii her. Napiiklad
vroce 1972 byl zaloZen Casopis International Journal of Game Theory, ktery je vydavéan
dodnes. Od roku 1989 také vychazi ¢asopis Games and Economic Behaviour. (Walker, 2012,
s. 8,10)

Vroce 1982 vychazi kniha Winning Ways for Your Mathematical Plays,
napsand E. R. Berlekampem, J. H. Conwayem, a R. K. Guyem. Kniha Winning Ways ptispéla

do teorie her pfedstavenim kombinatorickych her. (Lazarus et al., 1999, s. 4)

V Ceské republice seteorii her vénuje napiiklad M. Manas, ktery v roce
1974 publikoval knihu Teorie her a optimdlni rozhodovani nebo vroce 1991 vysla kniha

Teorie her a jeji aplikace. (Manas, 1991, s. 13)

Vnoru roku 1998J. Grossman a B. Turett publikovali v ¢asopise Mathematics
magazine ulohu nekonecné hry, ktera se stala zdkladem pro dokazani nespocetnosti mnoZziny

realnych cisel. (Baker, 2014)

Vroce 2005 ziskavaji R.J. Aumann aT. C. Schelling Nobelovu cenu za ekonomii.

Jejich dilo mélo velky vliv na dal$i rozvoj teorie her. (Nobel Prize Outreach, 2005)

V soucasné dobé existuje mnoho odborné literatury zabyvajici se teorii her. Nové

poznatky z nejriznéjSich odvétvi, kde se teorie her vyuziva, ptibyvaji kazdym dnem.
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1.3 Zakladni pojmy
Pro lepsi pochopeni problematiky teorie her si uvedeme ptehled zakladnich pojmi.

Tabulka 1 - Zakladni pojmy

Hra Kompletni sada pravidel urcujici, co je a neni povoleno.

Hraci Aktéti konfliktni situace, hry. Aktéry mizou byt jedinci, skupiny
jedinct, celé organizace Ci staty.

Herni pozice Situace, ve které se hra¢ musi rozhodnout. (akce, tah).

Strategie Hraclv plan urcujici, jaka rozhodnuti ucinit na kazdé mozné pozici.

Optimalni strategie Hrac voli takové rozhodnuti, které je pro néj nejvice vhodné.

Vyplata Jakykoliv vysledek hry. Vyplata mize byt kladna (zisk), nebo
zaporna (ztrata).

Racionalni chovani Predpoklad, ze hraci maji snahu optimalizovat své individualni
vyplaty.

Zdroj: (Dlouhy a Fiala, 2007, s. 8)

1.4 Klasifikace her

Jelikoz je teorie her velmi obsahlym odvétvim, postupem casu se zaclenila do riznych
oblasti. Tyto oblasti je velmi obtizné ptesné specifikovat, ato ztoho diivodu, Ze autofi
v knize Teorie her ajeji aplikace (1991), jena maticové hry, kooperativni hry

a diferencialni hry. Ve své knize také uvadi mozné ¢lenéni her podle nasledujicich kritérii:

1) Poctu ucastnikd — hraci;

2) Ptitomnost ¢i nepfitomnost ndhodnych mechanismi;

3) Informovanost hraca v okamziku jejich rozhodovani;
4) Pocty moznych strategii;

5) Zputsob generovani a déleni vyher. (Manas, 1991, s. 20)

Dal$im moZnym rozdélenim teorie her je podle informace, kterou hraéi o hfe maji

k dispozici. Hry podle tohoto kritéria rozdélujeme na:

1) Hry s uplnou a dokonalou informaci — Hraci maji k dispozici veSkeré informace o hie

pted jejim zacatkem. Jsou jim znama pravidla hry, vSechny mozné tahy vSech hraca
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a jejich vyplaty. Hrac¢i maji také dokonalou informaci o stavu hry i o tazich, které byly
ucinény (Spaniel, 2016). Mezi tyto hry patii napiiklad hry kombinatorické, kterym
se vénuje kapitola 2;

2) Hry s nedokonalou informaci — Hra s nedokonalou informaci je stale hra s tplnou
informaci, tzn. nevime, jaké tahy hraci ucinili, ale vime, jaké jsou jejich vyplaty.
Nejznaméjsim prikladem hry s nedokonalou informaci je véziiovo dilema. (Spaniel,
2016);

3) Hry s netplnou informaci — Hrac¢i nevi, jaké jsou vyplaty protihract. Hraci disponuji
soukromou informaci, kterd neni zndma ostatnim hra¢im. Tento typ her se vétSinou
fesi nalezenim tzv. bayesovy-nashovy rovnovahy (Spaniel, 2016). Hram s neuplnou

informaci se podrobnéji vénuje kapitola 5.

Tato prace rozde€luje teorii her na klasickou teorii her a na kombinatorickou teorii her.
Toto rozdé€leni bylo uvedeno ve ¢lanku Combinatorial Games under Auction Play (Lazarus

et al.) vydaného v roce 1999 v Casopise Games and Economic Behaviour.

1.4.1 Klasicka teorie her

Klasicka teorie her, nazyvana také jako maticova teorie her, navazuje na slavnou knihu
J.von Neumanna a O.Morgensterna. Jednd se o hry, ve kterych hrac¢i vykondvaji tahy
soubézné a vyplata je provadéna od jednoho hrace k druhému, v zavislosti na tazich hraci.

(Lazarus et al., 1999, s. 230)

Maticové hry jsou definované jako hry v normdalnim tvaru. Hra v normélnim tvaru

je tvofena:

1) souborem hrac¢t N, kde N= {1, 2, ..., N};

2) prostory strategii, A1, ..., An jednotlivych hracu;

3) prostory skuteénych vyplatnich funkei, f; (ay, ..., an), ..., fn (a4, ..., ay), jednotlivych
hrach. (Ferguson, 2020, s. ix)

Pro maticové hry plati, ze kazdd maticovd hra ma Nashovo rovnovazné fteSeni

ve smiSenych strategiich. (Dlouhy a Fiala, 2007, s. 16)
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Nashova rovnovéha neboli rovnovazna strategie je optimalni strategii hry. V piipadé
odchyleni se od této rovnovazné strategie, nemuize hra¢ v zadném piipadé svou pozici

vylepsit. (Dlouhy a Fiala, 2007, s. 16)
Maticové hry je mozné délit na hry s nulovym souctem a na hry s nenulovym souctem.

Hry s nulovym souctem

Hra v norméalnim tvaru je hrou s nulovym souctem tehdy pokud:
Z?: 1ﬁ (al, a, ..., an) = O, kde plati, zZe a, € Al’ a, € Az, e, p € ATl

Hra ma nulovy soucet tehdy, pokud soucet vyplat hra¢lim je nulovy, bez ohledu na to,

jaké akce hraci zvoli. (Ferguson, 2020, s. ix-x)

Piikladem hry v normélnim tvaru snulovym souctem je znama hra Kamen-Nuzky-

Papir. Matice této hry je uvedena v tabulce €. 2.

Tabulka 2 - Maticova hra s nulovym souctem (Kémen-ntizky-papir)

Kéamen | Nuzky | Papir

Kamen 0 +1 -1
Nizky -1 0 +1
Papir +1 -1 0

Zdroj: (Dlouhy a Fiala, 2007, s. 15)

Hry s nenulovym souctem

V ptipadé her snenulovym souctem, soucet vyplat hra¢im neni nulovy. Nastava
zde situace, Ze vyhra jednoho hrace neznamend prohru hrace druhého. Hry s nenulovym

souctem se dale d€li na:

* nekooperativni hry: Hry, ve kterych hra¢i nemohou uzavirat zavazné dohody.
(Dlouhy a Fiala, 2007, s. 19);

= kooperativni hry: Hry, ve kterych hra¢i mohou uzavirat zavazné dohody. Zpravidla
hraci spolupracuji, pokud obéma stranam spoluprace ptinese urcitou vyhodu. (Dlouhy

a Fiala, 2007, s. 25)
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1.4.2 Kombinatoricka teorie her

Kombinatoricka teorie her byla poprvé piedstavena v knize Winning Ways for your
Mathematical Plays v roce 1982. Na rozdil od klasické teorie her se zde hraci v tazich stridaji

a neexistuje zde zadna skryta informace. (Lazarus et al., 1999, s. 4)

Kombinatorické hry jsou obsahlou oblasti teorie her, dalsi kapitola této prace se oblasti

kombinatorickych her vénuje podrobné;i.
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2 KOMBINATORICKE HRY

Nejjednodussim typem her jsou kombinatorické hry. Jedna se o hry dvou hracu, které
obsahuji dokonalou informaci a zaroveil nejsou ovlivnény ndhodou. Hraci se pravidelné
sttidaji po kazdém tahu. Vysledkem kombinatorickych her je pouze pozice vyhry a prohry.
Tyto hry jsou urené mnoZzinou pozic, véetné pocatecni pozice zaCinajiciho hrace a koncové
pozice, jejiz dosédhnuti je cilem hry. Koncova pozice je definovana jako poloha, ze které neni
mozné provést dalsi tah. Po dosaZzeni koncové polohy se jeden z hraca stava vitézem a druhy
porazenym (Ferguson, 2020, s. 3). V nékterych komplikovanéjSich hrach mtize nastat situace,
kdy nelze dosahnout koncové polohy a dojde k remize, tedy zadny hra¢ se nestane vitézem.
Tato situace by se téméf vzdy méla oSetfit uréitym pravidlem, aby se moznost remizy ze hry

eliminovala. (Ferguson, 2020, s. 5)

Za kombinatorické hry nelze povazovat hry typu: poker, kostky nebo kdmen-ntzky-
papir z toho divodu, Ze neobsahuji dokonalou informaci a vétSinou jsou ovlivnény nahodou.

Hry, které splituji vySe zminénd pravidla, 1ze d¢€lit do dvou skupin. (Ferguson, 2020, s. 5)

2.1 Nestranné hry

Prvni skupinou jsou nestranné hry, ve kterych maji hraci stejné moznosti tahti v dané
pozici (Ferguson, 2020, s. 4-5). Princip nestrannych her si nejlépe vysvétlime uvedenim
ptikladu, na kterém budeme demonstrovat pravidla, analyzu a zplisob nalezeni vyhravaci

strategie.

Priklad 1

Uvedeme si velmi jednoduchou hru, kterou uvadi T. Ferguson ve své publikaci (2020).
V této hie se postupné odebird 21 sirek z hromadky. Nejprve sizavedeme pravidla, podle
kterych se hra hraje. Hra je pro dva hrace, pfi¢emz kazdy hra¢ v rdmci jednoho tahu odebere
minimalné jednu a maximalné tfi sirky. Hra¢i navazuji na pozici hry, kterou zanechal hrac
pfi pfedchozim tahu. Vitézem se stava hrac, ktery odebere posledni sirku. (Ferguson, 2020, s.

4)

Pro analyzovani vyhradvajici strategie vyuzijeme metodu zpétné indukce, tedy
analyzovani hry od kone¢né pozice po pozici pocatecni. Pokud v hromédce zbyly pouze
jedna, dvé nebo tfi sirky, hrag, ktery je jako dalsi na tahu, vyhrava odejmutim vSech zbylych

sirek. (Ferguson, 2020, s. 4)
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Z predesl¢é uvahy tedy vychazi, Ze hromadka o 4 sirkdch znamenéd prohru pro hrace,
ktery je v tahu nafadé. Tento hrd¢ nema jinou moznost nez po svém tahu zanechat pozici
1,2 nebo 3, popsanou v predeslém odstavci. Jinymi slovy miizeme fict, ze pokud hra¢ po svém

tahu zanecha hromadku o 4 sirkach, vyhral. (Ferguson, 2020, s. 4)

Obdobné je to se situaci, kdy se v hromadce nachazi 5,6 nebo 7 sirek. Hrac¢, ktery
je v tahu na fad¢, dosdhne vyhry tim, Ze odebere takovy pocet sirek, aby v hromadce zanechal
Ctyfi sirky. Jedna se okliCovou pozici popsanou v predchozim odstavci. Miizeme
si zde vSimnout jisté periodicity. Pozice 1, 2,3 jsou stejné jako pozice 5, 6,7, zcehoz
vyplyva, ze pokud hroméadka bude obsahovat 8 sirek, jednd se o stejnou situaci jako s
hromadkou obsahujici 4 sirky nebo sirku zadnou. Tyto pozice se nazyvaji kli¢ové a v tomto

ptipadé se tedy jednd o pozice, které jsou nasobky Ctyt. (Ferguson, 2020, s. 4)

Hrac, ktery po kazdém svém tahu zanecha hru v pfislusné kli¢ové pozici, zcela jisté
vyhraje. Jedna se o jeho vyhravajici strategii. Ve hite s 21 sirkami je tedy ve vyhravajici pozici
ten hrac, ktery je na tahu jako prvni a odebere z hromadky jednu sirku. Hra¢ po svém tahu
zanechda 20 sirek, coZz je ndsobek Ctyt a hrag, ktery vychazi z této kliové pozice, zcela jisté

prohraje. (Ferguson, 2020, s. 4)

Na zdkladé vyse zminéné jednoduché hry muizeme vSechny pozice hract rozdélit
do dvou skupin. Kli¢ové pozice, které jsou vyhravajici pro hrace, ktery hral v predeslém tahu,
se nazyvaji P-pozice. Druhou skupinou jsou N-pozice, tedy pozice neklicové, které jsou

vyhravajici pro hrace, ktery je momentalné na tahu. (Ferguson, 2020, s. 5)
Pro P-pozice a N-pozice plati ndsledujici tfi tvrzeni. (Ferguson, 2020, s. 6)

1) VSechny konecné pozice jsou P-pozice;
2) Z kazdé N-pozice existuje alespon jeden tah do P-pozice;

3) Pro vSechny tahy z P-pozice plati, Ze kon¢i v N-pozici.

Zatim byla uvedena pouze situace, kdy hra¢, ktery provedl posledni tah, vyhral. Existuje
vSak také varianta kombinatorickych her zvand Miseére hra. Hrag, ktery dosahl koncové
pozice, prohral. V ptipadé€ této verze musime zménit vySe zminéné tvrzeni (1). Za koncové
pozice se povazuji N-pozice. Pfiblizme sina nésledujici analyze ptikladu 2, jehoZ zadani

uvedl Ferguson ve své publikaci. (2020, s. 7)
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Priklad 2 - Miseére hra

Vychazejme z prvniho ptikladu. Hrac¢, ktery odebere posledni sirku, prohral. Pokud
vime, ze zadna sirka v hromadce je N-pozice, pak je snadné si odvodit, ze hromadka o 2, 3

nebo 4 sirkach je P-pozice.

Koncova pozice jetedy hromadka szadnou sirkou. Vime, Ze koncova pozice
se v piipadé¢ Misére hry oznacuje jako N-pozice. Pokud je pozice 0 N-pozici, pak pozice
1 je P-pozici. Hra¢, ktery vychazi ze situace, kde je pouze jedna sirka, nema jinou moznost,
nez odebrat posledni sirku a tim prohrat. Stejnou tivahou dojdeme k zavéru, ze 2, 3, 4 jsou N-
pozice. Hra¢ je schopen se z téchto pozic, odebranim ptislusného povolené¢ho poctu sirek,

dostat na P-pozici. Zminénou analyzu miizeme rozepsat nasledujicim zptisobem.

Tabulka 3 - Analyza N a P-pozic

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

pozice | N P N N N P N N N P

Zdroj: (vlastni zpracovani)

Pokud si ptislusné P-pozice zapiSeme jako P = {1, 5,9, 13, 17, 21}, zjistime, Ze se jedna

o posloupnosta,, = 4n + 1,kden>0.

Pocatedni pozici je hromadka o 21 sirkach, jedna se o P-pozici. Cislo 21 je nasobkem
¢tyt plus 1. Vyhravajici strategie v tomto piipadé€ je takova, Ze hra¢ nebude hrat jako prvni,
a pokud se bude drZet vySe zminéné analyzy a po kazdém svém tahu zanecha hru v P-pozici,

zcela jisté vyhraje.

Priklad 3 - Hra 31

V této hie budeme narozdil od pfedchozich piikladl 1 a 2 hodnoty pficitat.

M¢jme na stole rozlozeno 24 karet, kde od kazdé barvy (tzn. srdce, listy, zaludy, kule)
je na stole 6 karet v rozmezi eso - 6. UvaZzujeme, Ze eso nabyva hodnoty 1. Hrac¢i postupné
odebiraji karty. Hodnota pravé odebrané karty se vzdy ptipocte k souctu hodnot karet
odebranych v pfedchozich tazich. Hra dosahne koncové pozice ve chvili, kdy je dosaZzen

soucet 31. Hrac, ktery této koncové pozice dosahl, se stava vitézem. (Ferguson, 2020, s. 7)

Pozice 31 je tedy koncova pozice, proto ji oznacime jako P-pozici. Kazda dalsi P-pozice

bude o 7 mensi. VSechny pozice mezi P-pozicemi ozna¢ime za N-pozice, protoze hrag, ktery
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vychézi ztéchto pozic, vyhraje tim, Ze pfida takovou kartu, jejiz hodnota po pficteni

k stavajicimu souctu da hodnotu 31.
Pro ptehlednost si N-pozice a P-pozice zapiSeme do nésledujicich dvou mnozin.
N = {30, 29, 28, 27, 26, 25, 23, 22, 21, 20, 19, 18, ...}
P={31,24,17, 10, 3}

Nejlepsi Sanci na vyhru ma zacinaji hrac. PocateCni pozice je 0, coz je N-pozice.
Zacinajici hra¢ v pozici 0 pfida kartu s hodnotou 3, ¢imz po svém tahu zanecha P-pozici.
Vsechny mozné tahy nasledujiciho hrace vedou pouze do N-pozic. Pokud zacinajici hrac
v pribéhu hry neprovede zddnou chybu a po svych tazich vzdy zanecha hru v P-pozici, jeho

vyhra je jista.
2.2 Partyzanské' hry

Druhou skupinou jsou partyzanské hry, které jsou velmi oblibené ve spolecnosti. V této
skupin€ her ma kazdy z hract k dispozici odliSné moznosti tah. Mezi klasické partyzanské
hry patii napiiklad Sachy nebo dédma, kde kazdy z hra¢t ma k dispozici odliSnou barvu

figurek. (Ferguson, 2020, s. 3)

Jednoduchym ptikladem partyzdnské hry jsou napiiklad piSkvorky viz obrazek
¢.1. Kazdému hréci je pfidélena moznost vepsat kolecko nebo kiizek do hraciho pole.

Ani jeden z hra¢li nemiZe vyuzit protihra€ova znaku ve sviij prospéch.

O X X

O

Obrizek 1 - Piskvorky

Zdroj: vilastni zpracovani

! Jako partyzanské nazyvame takové hry, které nejsou nestranné.

24



3 HRANIM

NIM je nejznaméjsi z kombinatorickych her. Viceméné je jednoduché ji hrat, pokud dva
hréaci maji k dispozici n¢kolik malych pfedmétl jako napf. sirky, kaminky, koralky ¢i mince.
Nalezeni vyherni strategie pro NIM jiz ale neni tak jednoduché jako v piedchozi kapitole.
Namisto analyzovani hry pomoci zpétné indukce se pro nalezeni vyherni strategie v NIM
vyuziva binarni soustavy. Nez se zacneme vénovat hie NIM jako takové, je vhodné

si pfipomenout pfevod desitkové soustavy do binarni.

3.1 Ciselné soustavy

Desitkova abindrni soustava jsou jedny znejvyuzivanéjSich ciselnych soustav,
se kterymi se mizeme setkat. Ciselnou soustavou rozumime urcitd pravidla pro zapis hodnot
za pomoci ¢islic. Tato podkapitola slouZzi k ¢tenafovu pfipomenuti binarni soustavy a jejiho

pfevodu ze soustavy desitkové.

3.1.1 Prevod desitkové soustavy do binarni

Dvojkova soustava pro zapis hodnot vyuziva pouze znaky 0 a 1. I pfesto, Ze binarni
soustava vyuziva pouze dva znaky k zapisu hodnot, Ize v této soustavé vyjadfit jakékoliv
realné Cislo. Zapis Cisla ziskdme souctem postupnych mocnin ¢isla 2.V dalsim kroku
zapiSeme 1 tam, kde se mocnina v daném fadu nachézi, a 0 zapisujeme pro ty mocniny, které

chybi. V tabulce €. 4 je uk4dzan prevod prvnich deseti ¢isel desitkové soustavy do dvojkové.
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Tabulka 4 - Pievod desitkové soustavy do binarni

zapis hodnoty v desitkové Postup prevodu zapis hodnoty v binarni
soustaveé soustave
0 0-2° 0000
1 1-2° 0001
2 1-2'+0-2° 0010
3 1-2t+1-2° 0011
4 1-22+0-2'+0-2° 0100
5 1-224+0-2'+1-2° 0101
6 1-22+1-2'+0-2° 0110
7 1-224+1-2'+1-2° 0111
8 1-2°4+0-2°+0-2'+0-2° 1000
9 1-224+0-22+0-2'+1-2° 1001

Zdroj: (vlastni zpracovani)

Stejné jako v desitkové, takiv binarni soustavé Ize provadét rizné matematické
operace, jako je s¢itani, od¢itani, nasobeni a déleni. Pro pochopeni nasledujicich kapitol

je dilezité vysvétlit princip s¢itani bindrnich Cisel.
3.1.2 Sdéitani binarnich cisel

Soucet binarnich Cisel funguje obdobné jako soucet c¢isel v desitkové soustave.

Vysvétleme si princip s¢itani na praktickém ptikladu:

M¢jme cisla 9 a 11. VyuZijeme postupu uvedeného v ptedchozi kapitole a dana cisla

pfevedeme do binarni soustavy.
9=>1001

11=>1011
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Tato dvé cCisla zapiSeme rovnomérné pod sebe do sloupcii a podtrhneme.
1001

1011

Nyni, obdobn¢ jako v desitkové soustave, sCitdme dvé Cisla lezici pod sebou. Scitani
zaCiname zprava. Vysledkem souctu mize byt 0, 1 nebo 2. V piipadé¢ 0 a 1, zapisujeme jako
vysledek prave tato ¢isla. Komplikace se vyskytuje, pokud soucet vyjde 2.V této situaci

zapisujeme jako vysledek 0 a do dalsiho sloupce pfenaSime 1.

1001

3.2 Piivod hry

Hru NIM pojmenoval, popsal a analyzoval Ch. L. Bouton ve své praci “Nim, A Game
with a Complete Mathematical Theory.” Ne&kteti odbornici se domnivaji, ze nazev NIM

je archaické anglické slovo a znamend “vzit”. (Dartcy, 1995)

Sam Bouton ale neuvadi plivod jména ani historické pozadi této hry. Pouze se zmiiluje

o hfe Fan-Tan (Cinské hazardni hie) jako o obdobé& hry NIM.

Prvni pisemnd znamka o hfe podobné NIM se nachdzi v rukopisu “De Viribus
Quantitatis” od italského matematika Fra Lucy Bartolomea de Pacioliho. V prvni ¢ésti této
sbirky nalezneme Problém XXXIIII, ktery dava za kol dokoncit libovolné c¢islo pied
protivnikem, aniz by hra€ pouzil vétSi €islo, neZ je ur€eno. Pacioli zde navrhuje pftiklad,
kdy se dva hréci snazi docilit ¢isla 30 pridavanim ¢isel od 1 do 6. V této hie se objevuji urcité
znaky Boutonova NIMu. V priibéhu staleti navazuji na Pacioliho praci riizni matematikové
s vlastnimi verzemi a feSenimi této hry. Zadny z nich ale nedokézal dodat hie jasnou podobu

a analyzu tak jako pravé Bouton v roce 1901. (Rougetet, 2014, s. 359)

Vzhledem k faktu, ze Boutonova analyza vyherni strategie pro NIM je zaloZena
na bindrni soustave, netrvalo dlouho a hra NIM byla aplikovana do programovéni. V roce

1940 byl sestrojen Nimatron, prvni pocita¢, ktery mél v sobé naprogramovanou vyherni
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strategii NIMu. Tento pocita¢ odehral 100 000 her proti lidskym hrac¢tim a vyhral v 90 % her.
(Dartcy, 1995)

3.3 Popis hry

NIM je hra uréena pro dva hrace. Princip této hry spociva v odebirani predméti ze tii
hromédek umisténych na hraci plose. Pfedméty v hromadkach muazou byt libovolné, stejné
tak jako jejich pocet v kazdé z nich. Ozna¢me pocty predmét v hromadkach x4, x, a x3.

Pravidla hry jsou nasledujici:

= Hracdi se pravidelné stfidaji po kazdém tahu;

= Hrag, ktery je na tad¢, si zvoli libovolnou hromadku pro svij tah;

= Zvybrané hromadky je povinen odebrat alespon jeden piredmét anejvySe muze
odebrat jednu celou hromadku;

=  VsSechny odebrané predméty za jeden tah mohou pochazet pouze z jedné hromadky;

= Hrac, ktery odebere posledni predmét ¢i predméty na hraci ploSe, vyhrava. (Ferguson,

2020,s. 11)

Stejné¢ jako kombinatorické hry zminované v kapitole 2, ma i NIM svou vyherni
strategii. Pokud by se hrdla NIM (0, 0, x), kde x > 0, jednd se v zasadé o NIM s jednou
hromadkou a feSeni by bylo pomémé jednoduché. Vyhral by ten hra¢, ktery odebere celou
hromadku. Tudiz jakakoliv situace x > 0jevtomto piipadé N-pozici. Uvazujme NIM
se dvéma hromadkami (0, x,, x3), kde x, a x3 > 0. Koncovad pozice hry je (0,0, 0),
tzn. x, = x3, jetedy ziejmé, Ze P-pozici je jakdkoliv situace, kdy v hromadkach je stejny
pocet predmétti. Rlizny pocet v hromadkéch je N-pozice. Z kapitoly 2 jiz vime, ze z kazdé N-
pozice je mozné docilit P-pozice, tedy ipozice koncové (0,0,0). Pro NIM se tfemi
hromadkami je nalezeni vyherni strategie pon€kud komplikovangjsi. V tomto piipadé

jiz neplati, Ze stejny pocet predmétt v hromadkach je P-pozici. (Ferguson, 2020, s. 11)

3.4 Analyza strategie

Bouton (1901) dokazal existenci tzv.bezpetné kombinace. Bezpe¢na kombinace
ma podle Boutona znamenat urcity soubor cCisel, ktery po svém tahu hra¢ zanechd, druhy hrac
pak nebude schopen vyhrat za ptedpokladu, Ze prvni hra¢ neudéla v pribéhu hry zadnou
chybu. Bezpecnou pozici tedy rozumime P-pozici, podle terminologie vyuZzivané v kapitole

2. N-pozice pak v této kapitole oznacujeme jako nebezpecné pozice.
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Bezpetnou pozici nalezneme vyuzitim tzv. NIM-souctu bindrnich cisel. Kapitola

3.1.2 obsahovala vysvétleni souctu dvou binarnich ¢isel. NIM-soucet se od normalniho souc¢tu

binarnich ¢isel 1i§i pouze tim, ze v ném nedochazi k ptenosu cifry do nasledujiciho sloupce,

pokud soucet pod sebou lezicich ¢isel dosahuje hodnoty 2 ¢ivyse. V pfipadé NIM-souctu

zapisujeme jako vysledek O tam, kde je soucet pod sebou lezicich cisel sudy, a1 tam,

kde je soucet Cisel lichy. Bezpecnd kombinace nastane, pokud NIM-soucet poctu predmétt

v hromadkach bude roven nule pro kazdy sloupec. V piipadé, ze NIM-soucet pro nektery

ze sloupcii nevyjde nulovy, nazyvame tuto pozici jako nebezpecnou. (Bouton, 1901, s. 36)

Nyni dokazme, ze NIM s dvéma hromadkami je v bezpené pozici pravé tehdy, kdyz

ob¢ hromadky mayji stejny pocet predméta.

Hypotéza: NIM-soucet ¢isel 10 a 10 je roven 0.

Dukaz:

0000

NIM-soucet pro kazdy sloupec vychazi 0. Hra se nachazi v bezpe¢né pozici.

Na obrazku ¢. 2 je zobrazen piiklad bezpecné kombinace a ptiklad nebezpecné

kombinace pro NIM o tfech hromadkach.

1101
0100

1001
0000

1010
0010
1101

0101

Obrazek 2 - Ptiklad bezpecné pozice (vlevo) a nebezpecné pozice (vpravo)
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Z obrazku je zietelné, ze (13,4,9) je kombinaci bezpecnou. Bouton (1901, s. 36)
ve své praci dale uvadi, ze pokud jsou dana dvé Cisla, je vzdy jasné stanovené Cislo treti

tak, aby spolecné¢ tvoftily bezpecnou kombinaci.

V Boutonové publikaci nalezneme dva teorémy, ve kterych jako prvni udava obecné

principy vyherni strategie.

Teorém I:,, Pokud hrac A zanecha po svéem tahu bezpecnou kombinaci, hrac B neni

schopen po svém tahu bezpecnou kombinaci zanechat.” (Bouton, 1901, s. 36)

Tato hypotéza je zaloZzena na faktu, ze pokud je hra v bezpecné pozici, pak pocty
predmétii ve dvou hromadkach jednozna¢né definuji pocet predmétd ve tfeti hromadce.

(Bouton, 1901, s. 36)

Uvazujme bezpecnou pozici (13, 4, 9), kterou po svém tahu zanechal prvni hrac.

Binarné situace vypada nasledovné:
1101
0100
1001

Nyni je nafad¢ druhy hrac, ktery je povinen odebrat pfedmét ¢ipfedméty zjedné
hromadky. Jakkoliv druhy hrac snizi poc€et ve zvolené hroméadce, nema mozZnost po svém tahu
zanechat v hromadce takovy pocet piedmétli, ktery je definovan poctem v ostatnich

hromadkach.

Nechme druhého hra€e odebrat 3 ptedméty z prvni hromadky, tzn. na (10, 4, 9). Situace

po hracovée tahu bude vypadat nasledovné:
1010
0100
1001

0111

Nim-soucet ¢isel neni nulovy, tudiZ se hra ocitd v nebezpecné pozici.
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Teorém I1: ,,Pokud hrac¢ A po svem tahu zanecha bezpecnou pozici a hra¢ B odebere
urcity pocet predmeti z jedné hromadky, hrac¢ A mize vzdy odebrat urcity pocet predmetii
z jedné ze zbyvajicich dvou hromddek a znovu dosdahnout bezpecné kombinace. (Bouton,

1901, s. 36)

Prvni hrac, ktery je ted’ znovu na fadé, je schopen docilit bezpe¢né pozice odebranim

urcitého poctu predmétii z konkrétni hromadky.

Vybér hromadky, ze které¢ hra¢ bude odebirat za ticelem dosaZeni bezpecné pozice,

probiha nasledovné:

Hra¢ provede NIM-soucet hry v dosavadni pozici. Za ptedpokladu, ze hra se nachazi
v nebezpecné pozici, v jejim NIM-souctu se bude nachazet jedna ¢i vice jedni¢ek. Hra¢ hleda
1 v tom sloupci, jehoz NIM-soucet je jednicka nejvice vlevo. Takova jednicka totiz vyjadiuje
nejvy$s$i mocninu dvojky pravé toho ¢isla, které je zapotfebi zmensSit. Nalezenou 1 ve sloupci
hra¢ zméni na 0 a smérem doprava upravuje cisla tak, aby mu vychazela bezpecna
kombinace. Po upravé binarniho ¢isla hra¢ odebere z dané hromadky pifesné tolik predméti,

aby pocet v hromadce byl shodny s upravenym binarnim ¢islem. (Bouton, 1901, s. 36)

Z ptedchoziho ptikladu tedy vyplyva, Ze prvni hra¢ bude odebirat z druhé¢ hromadky,

a to presné jeden predmét. Hra¢ zanechal hru v nésledujici bezpecné pozici:
1010
0011
1001
0000

Hraci se nadale budou stfidat v tazich, a pokud prvni hra¢ neudéla v pribéhu hry chybu

ve vypoctu kolik pfedméth a z jaké hromadky odebrat, jisté vyhraje.

Nyni se objasnilo, Ze vyherce hry zéavisi na tom, kdo jako prvni zanechd bezpec¢nou
kombinaci. KdyZ se vratime na Gplny zacatek hry, dokdzeme fict, ktery z hraci s nejvétsi
pravdépodobnosti vyhraje. Pokud hra zafind v bezpe¢né kombinaci, zacinajici hrd¢ po svém

tahu zanecha nebezpecnou pozici. Z toho je ziejmé, Ze druhy hrac¢, se spravnou strategii,
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vyhraje. Pokud je hra ze zacatku v nebezpecné pozici, prvni hra¢ je schopen svym tahem

docilit pozice bezpecné, a pokud si ji udrzi, vyhrava. (Bouton, 1901, s. 37)

Vyhra prvniho hrace tedy zavisi natom, zda hra bude rozdana v bezpetné, nebo
nebezpecné pozici. Bouton ve své praci uvadi matematické feSeni vypoctu umisténi bezpecné
kombinace v zacatku hry. Predpokladem pro vypocet je fakt, zepoCet predmétt
v hroméadkach jeuréen néhodou, kazdd hromadka obsahuje méné nez2" avice

nez 0 predmétt (0 < x; <2™,0 < x, < 20 < x3 <2™).
Vypocet pro pocet riiznych hromadek je:

2n—1(22n _ 1)
3

Za stejnych podminek pak vypocitdme pocet bezpecnych kombinaci:

(2"1 - 1)(2" — 1)
3

Sance na hru zacinajici v bezpecné kombinaci vypocitdme jako:

21— 1
2n-1(27 + 1)

Analyza vyherni strategie pro 4 a vice hromadek se jiZ nijak nelisi od analyzy pro hru
se ttemi hromadkami. Nim-soucet 1ze provést s jakymkoliv po¢tem hromadek. (Bouton, 1901,

5. 39)

Hra NIM je unikatni v tom, Ze pomoci analyzy jeji vyherni strategie mizeme definovat

vyherni strategii jakékoliv nestranné kombinatorické hry.

3.5 Analyza strategie pomoci Sprague-Grundyho funkce

Sprague-Grundyova hypotéza: Jakdkoliv pozice nestranné kombinatorické hry

je ekvivalentni k NIM o jedné hromadce o libovolném poctu predméta. (Rao, 2019)

Pro dikaz této hypotézy definujme Sprague-Grundyho funkci g: X — {0,1,2, ...}, kde X

je mnozina moznych pozic.
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Sprague-Grundyho funkce:

g@x)=min{n=>0:n #g (y)proy €F (x)}

Jinymi slovy hodnota Sprague-Grundyho funkce (dale zkratka SG hodnota) g(x)
je nejmensi kladné celé Cislo, které se nevyskytuje mezi hodnotami F(x), které reprezentuji

mozné dosazitelné pozice z pozice x. Funkci Ize zapsat také jako:

g(x) =mex{g(y):y € F(x)},

kde pojem mex (minimalni vyloucena hodnota z mnoziny nezapornych celych cisel)

je definovan jako nejmensi nezaporné celé Cislo, které¢ neni v mnoziné. (Rao, 2019)

Pro kazdou konecnou pozici plati ze g(x) = 0, tudiz pro kazdou P-pozici plati,

ze g(x)=0.

Pro kazdou pozici x, kde g(x) # O plati, Ze existuje alesponn jeden tah na pozici y,

kde g(y) = 0. (Ferguson, 2020, s. 20)

Vyse uvedené poznatky sinyni vysvétleme na nésledujici graficky znazornéné hte.
Ve hie je cilem nalézt induktivni metodou vSechny SG hodnoty pro vrcholy grafu. Nejprve
ptfitadime 0 ke vSem koncovym pozicim (pozicim, ze kterych neni mozné se posunout dale),
pak pomoci induktivni metody pfifazujeme SG hodnoty k ostatnim vrcholim podle vyse

zminéné definice SG funkce.

Obrazek 3 - Graficka hra

Zdroj: viastni zpracovani
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Piiklad vyplnéni grafu naobrazku ¢.3.Z vrcholu a je pouze jedna moznost tahu,
a to do koncové pozice 0, z toho plyne, Ze nejmensi kladné ¢islo kromé 0 je 1. U vrcholu b
je to podobné. Zde je opét pouze jedna moznost tahu, ato do vrcholu a, kterému byla
piiftazena SG hodnota 1, proto k vrcholu b piifazujeme hodnotu 0. Z vrcholu ¢ mame dvé
moznosti tahu, do 0 nebo 1, proto k vrcholu ¢ ptifazujeme cislo 2 jako nejmensi kladné ¢islo

mimo 0 a 1. Timto zpisobem nakonec pfifadime SG hodnoty ke v§em vrcholiim grafu.

Nyni sipojdme SG funkci analyzovat na NIM. Uvazujme NIM o jedné hromadce
obsahujici 6 sirek, pficemz muzeme odebrat 1, 2 nebo 3 sirky. Mnozina moznych taha
je definovana jako S= {1, 2,3}. Podle definice Sprague-Grundyho funkce uvedené vyse

muzeme hru zapsat ve tvaru:
2(6) =mex {g(5), g (4), g(3)}, dale rozepisujeme jako:
g(5) =mex {g(4), g(3), g(2)},
g(4) = mex {g(3), g(2), g(D)},
2(3) =mex {g(2), g(1), g(0)}, z této pozice nejprve ur¢ime hodnotu g(0):

2(0) = mex {} = 0 (Pokud v hromédce neni Z4dna sirka, jedna se o koncovou pozici,

tudiz neni moznost dal$iho tahu, nejmensi hodnota je tedy 0).

g(l)={0}=1 (Zjedné sirky mohu tahnout pouze na g(0) tzn.na SG hodnotu 0,

nejnizsi hodnota, kterd neni zapsana v mnozinové zavorce, je 1).
g(2)= {0, 1} =2 (Mozn¢ tahy jsou bud’ na g(1), nebo na g(0). Nejnizsi hodnota je 2).
2(3)=1{0, 1, 2} = 3 (Nejmensi ¢islo nezahrnuté v mnoziné {0, 1, 2} je 3).

g@) = {1, 2,3} = 0 (Podle mnoZiny S moznych pohybi, se mohu dostat na g(3), g(2),
nebo g(1). Nejmensi ¢islo, které neni v mnoziné {1, 2,3}, je 0). Analogicky vyfeSime

zbyvajici pozice.
g(5)=1{2,3,0} =1

g(6)={1,0,3} =2
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Vyse bylo zminéno, ze g(x) = 0 je P-pozice, resp. pozice bezpecnd pro zanechani.
V tomto ptipadé se jednd o g(4). Hrac, ktery v nasem piipad€ zac¢ind na pozici g(6), muze

vyhrat, pokud odebere dvé sirky.

Tabulka 5 - Grundyho $kala pro S = {1, 2, 3}

X 0 1 2 3 14 |5 (6 |7 |8 |9 |10 |11 |12 |13 |14

gx) |0 1 2 3 10 |1 (2 |3 |0 (1 |2 |3 0 1 2

Zdroj: (Ferguson, 2020, s. 21)

Ve skale je vidét periodicita (0, 1, 2, 3). Kazda skala, pro jakykoliv set tahli, ma svou

periodicitu. Nasledujici tabulka €. 5 zobrazuje NIM-sekvence pro vSechny kombinace do 5.

Tabulka 6 - NIM-sekvence

Subtraction set (with optional extras) nim-sequence period
1(357911...) 0101... 2

2(6 10 14 18 ...) 001i0011. .. 4
12[1";781011 ) 012012... 3
3(9152127...) 000111000111... 6
23(7T81213 1? 18 ...) 0011200112. .. 5
1235679101113 ...) 01230123. .. 4
1(12 20 28 36 ...) 0000111100001111... 8
14(6 9 11 14 16 l‘} ) 0101201012. .. 5
24(38910141516...) 001122001122. .. 6
34(10 11 17 mzlz)._.} 00011120001112. .. 7
134681011 131517 ...) 01012320101232. .. 7
1234(678911121314...) 0123401234. .. 5
5(15 253545 ...) 00000111110000011111. .. 10
25(9 12 16 19 23 26 ) 00110210011021. .. 7
35(4111213192021...) 0001112200011122. .. 8
2354910111216 171819...) 00112230011223... 7
45(13142223313240...) 000011112000011112. ., 9
145(3791112131517 1'1 ) 0101232301012323. .. 8
2453910111216 1718 19...)  00112230011223... 7
12345(78901011131415 16 ._.} 012345012345. . . 6

Zdroj: (Berlekamp et al., 2004, s. 84)

Vyuzitim Sprague-Grundyho funkce lze analyzovat NIM o libovolném poctu hromadek.
Sta¢i hru uvazovat jako soucet libovolného poctu NIM her o jedné¢ hromédce. Sprague-
Grundyho hodnotu miizeme také definovat jako NIM-soucet pievedeny zpét do desitkové

soustavy.
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Hypotéza: Je dano n kombinatorickych her G;(Xy,F;), G, (X3, Fy),..., G, (X, By).
Pokud je kazdd zher kombinatorickd, pakje mozné definovat jejich kombinaci jako
kombinatorickou hru G, ktera jejejich souctem, tedy G(X,F) = G; + G, + -+ + G,.
(Rao, 2019)

X specifikuje vSechny mozné pozice X; -+ X,, a vypocita se jako X = X; X -+ X xp,.
Za ptedpokladu, Ze je hra v pozici x = (x4,...,X,) € X, mnoZina nasledujicich moznych

pozic je definovana jako:

F(x) = F(xq, .., x,) = Fi(x)) X {x3} X .. Xx{x,} U {x1} X F,(x3) X .. X {x,}
U .. U{x;} x{x} X.. X E,(x,)

Konec¢na pozice je urcena jako kartézsky soucin vSech konecnych pozic jednotlivych

her. (Rao, 2019)

Soucet her jemoZné pocitat pomoci NIM-souctu Sprague-Grundyho funkei

jednotlivych her.

Hypotéza: Jestlize g; je Sprague-Grundyho funkci hry G;, kdei = 1,---,n, potom G =
G, + ...+ G, maSprague-Grundyho funkci g(xq,...,%,) = g1(x1) D@ 2...D gn(x,).
(Ferguson, 2020, s. 28)

Zminénou definici aplikujme na ptikladé €. 4.

Priklad 4

Hra NIM o tiech hromadkach o velikostech (7, 6,4), pticemz S = {1, 2,3}. Prvni
hromadka je hra v pozici g(7), druha v g(6) a tfeti v g(4) . Nyni analyzujeme, ve které pozici

se hra nachazi pomoci souc¢tu Sprague-Grundyho hodnot jednotlivych hromédek.
g(7)=3, g(6) =2, g(4) = 0, takze

3@ 2@ 0= 1, vysledek neni nulovy tzn. pozice je nebezpecna a hrac, ktery je na fad¢,

ma vyhravaci strategii.

Hracovym cilem je dosdhnout nulového souctu SG hodnot. V tomto piipad¢ je to:

2@ je logicka operace XOR znacici vylucovaci disjunkci.
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2@ 2@ 0= 0, tudiz je potfeba odebrat 1 sirku z prvni hromddky. Hra¢ zanechava

bezpecnou pozici a za predpokladu raciondlnich hraci v piistich nékolika kolech vyhraje.

Analyza zminéna v této kapitole se dad vyuzit pro analyzu jakychkoliv nestrannych
kombinatorickych her. Staci o nestranné hie uvazovat jako o hromadce v NIMu. Stejné tak,
pokud hrajeme nékolik nestrannych her zaroven, se da vyherni strategie analyzovat pomoci
souctu SG hodnot. Tim jsme dokazali platnost Sprague-Grundyovy hypotézy. (Ferguson,
2020, s. 29)

Hra NIM se dd modifikovat do riznych verzi. V nasledujici kapitole siuvedeme

moznosti rozsifeni této hry.
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4 VARIANTY HRY NIM

4.1 Misére NIM

Misere NIM je asi nejznamé;jsi variantou hry NIM. Od normalni verze hry se liSi pouze
v tom, Ze hra¢ odebirajici posledni pfedmét z hraci plochy prohral. V kapitole 2 ptiklad 2,
byla uvedena podobna kombinatoricka hra. Na tomto piikladu bylo uvedeno, ze koncova
pozice je N-pozici. Stejné tak toplati v piipadé misére NIMu, situace (0,0, 0)
je zde nebezpecnou N-pozici. Cilem hrace je svymi tahy donutit protihrace k odebrani
posledniho pfedmétu. I pro tuto variantu NIMu Bouton (1901, s. 39) ve své publikaci uvadi
vyherni strategii. Analyza vyherni strategie je stejnd jako pro normalni NIM, az do té doby,

kdy je situace ve tvaru (1, 1, x) nebo (1, 0, x), kde x > 1.

Pro docileni vyherni pozice (0, 0, 1) je nutné hromadku o x > 1 pfedmétech zmensSit
nax = 1, prosituaci (1, 1,x), nebo x = 0, pro situaci (1, 0, x). Cilem je tedy dosdhnout
lichého poctu hromadek obsahujici pouze jeden predmét. Hraé, ktery takovou pozici zanecha,

jisté vyhral.

Predstavme si hru hra¢e A a hrace B. Oba postupuji ve hie jako pii norméalnim NIMu,
pficemz hrad¢ A po sobé aZ doposud zanechaval bezpecnou kombinaci. Nyni se hra ocitd
v situaci (1, 6, 1) ahra¢ A podle analyzy zminéné v pfedchozim odstavci odebere z druhé
hromadky 5 predmétl a zanecha tak hru v situaci (1, 1, 1). Nyni je na fad€ hra¢ B a jiZz nyni
je zfejmé, Ze nemd moznost vyhrat, jelikoZ je povoleno odebirat pouze zjedné hromadky.
Hra¢ B tedy odebere jeden pfedmét z libovolné hromadky a zanechava hru v pozici (1, 0, 1).
Nyni hra¢ A odebere také jeden pfedmét z libovolné hromadky anedavé protihrac¢i jinou

moznost nez odebrat posledni pfedm¢t.

Stejné jako pro NIM v normalnim tvaru je i zde postup nalezeni vyherni strategie stejny

pro libovolny pocet hromadek. (Bouton, 1901, s. 39)

Doposud jsme sezabyvali hrou NIM pouze s moznosti odebirani z hromadek.
Jak by se ale situace zménila, pokud bychom zacali hromadky 1 zvySovat? Odhadem feknéme,
ze ptidavani do hromadek je stejné, jako kdyZz zhromddek odebirdme, tudiZ se vyherni

strategie nijak neméni.
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Hypotéza: Jakakoliv situace (xq,x, + n,x3) je N-pozici, pokud (x;, x, x3) je P-pozice

an=#0.

Diikaz provedeme na nésledujicim prikladu, ktery je uveden v knize “Winning Ways

for your mathematical Plays.” (Berlekamp et al., 2004)

4.2 Poker-NIM

-

Obrazek 4 - Poker-NIM

Zdroj: (Berlekamp et al., 2004, s. 53)

Dva hraci hraji zdanlivé normalni NIM s hromadkami pokerovych Zetond. Tato varianta
NIMu je navic obohacena o moznost hromadku zvySovat o libovolny pocet Zetonti, ktery dany
hra¢ ziskal odebiranim v pfedchozich kolech. Stéle je platné pravidlo, ze odebirat a pfidavat
Zetony je povoleno pouze v rdmci jedné hromadky. Obrdzek 4 demonstruje rozehranou hru
momentalné se nachdzejici v pozici (3,4, 6). Hraci také maji k dispozici nékolik Zetoni

odebranych pti ptedchozich tazich. (Berlekamp et al., 2004, s. 53)

Hra¢ A (vlevo) jenaftade, ajelikoZz znd princip vyherni strategie, zanechd hru
v bezpecné situaci (2,4, 6). Hra¢ B (vpravo) vesvém tahu piidd 50 zetonli do druhé
hromadky a zanecha pozici (2, 54, 6). Je jasné, Ze hra¢ B ma k dispozici pomérmné velké
mnozstvi Zetond, ne vSak nekone¢né. Hra¢ A po spravné uvaze odebere onéch 50 Zeton
z druhé hromadky a vrati tak pozici do (2, 4, 6). Z toho vyplyva, ze at hra¢ B piida jakykoliv
pocet zetonll do jakékoliv hromadky, hra¢ A stejny pocet v dal$im tahu odebere a zanecha
puvodni bezpecnou kombinaci. Diive ¢i pozdéji Hraci B Zetony dojdou a bude muset hru
dohrat jako normdlni NIM. Hrad¢ A nema zapotitebi zetony piidavat, nebot” zanechal

bezpecnou pozici ajeho cilem jejizanechat. Z tohoto rozboru vyplyva, Ze pridavani
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pfedméti do hromadek nijak vyrazné neovlivituje prubéh hry. Pouze oddali nevyhnutelnou

prohru hrace zanechédvajiciho nebezpecnou pozici. (Berlekamp et al., 2004, s. 54)

Na zéklad¢ rozboru hry hypotézu ptijimame. Pokud je hra v bezpecné pozici, kazda
zména libovolné hromadky vede k pozici nebezpetné, respektive nezalezi natom,

zda se libovolna hromadka zmensi, ¢i zvetsi.

Déle se hra NIM da modifikovat nahru v partyzanském stylu. Partyzanské

kombinatorické hry jsou pospany v casti 2. 3.

4.3 Northcottova hra

0|0

O ®

Obrazek 5 - Pozice v Northocottove hie

Zdroj: (vlastni zpracovani)

Northcottova hra je hrana na Sachovnici 8x8 a kazdy hra¢ ma k dispozici vlastni barvu
figurek. Na Sachovnici jsou figurky rozmistény tak, Ze v kazdém tadku je jedna Cerné a jedna
bila figurka. Hraci se stfidaji v tazich, pficemz miiZzou figurkami hybat doprava a doleva.
Jedinou podminkou je, Ze hra¢ nesmi s figurkou preskocit figurku protihrace. Hra konci
ve chvili, kdy jeden z hrac¢i nema moznost dalsiho kroku. Hra¢ prohrava, pokud neni schopen
s figurkami dale pohybovat (pohyb je zamezen figurkami protihrace). Je mozné ituto hru

analyzovat pomoci NIM? (Berlekamp et al., 2004, s. 54)

I pfesto, Ze hra se zdanlivé NIM nepodobd, se dana NIM lehce prevést. Mezi

Northocottovou hrou a NIM existuji nasledujici podobnosti:
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= Koncova pozice v této hie je situace, kdy jsou figurky jedné barvy uvéznéné barvou
druhou tzn. neni mezi nimi z4dnd mezera. Koncovou pozici je tedy mozné zapsat jako
(0, 0, 0,0, 0, 0, 0, 0). Pokud zadné mezery znamenaji koncovou pozici, tak ostatni
mezery museji znamenat piedchozi pozice hry;

= Pravidla tahti. Hra¢i mohou pohybovat figurkami pouze v ramci jednoho tadku. Jinak
feceno, velikost mezery mezi figurkami je mozné zmensit ¢i zvétsit pouze v jednom

radku.

Ptevést hru do NIM tvaru je tedy pomérné jednoduché. Stac¢i mezery mezi figurkami

v fadku vnimat jako ony hromadky v normélnim NIMu.

Je nutné podotknout, Ze pokud hraci neznaji vyhravaci strategii, hra se ¢asto mize zdat
bez konce. Pokud je ovSem alesponi jeden zhraci obezndmen se strategii, dokéze dojit

ke konci hry pomérné rychle. (Berlekamp et al., 2004, s. 54)

Na obrazku 4 je uvedena hra v pozici (5, 0, 4, 1, 6, 2, 4, 6). Podle postupu dosazeni
vyherni strategie pro klasicky NIM dojdeme k zdvéru, Ze uvedena pozice je nebezpecna,

a také, Ze mame vice moznosti, jak dosahnout bezpecné pozice.

Ziejmy tah by byl snizit mezeru bud’ v prvnim, tfetim, patém, nebo Sestém ftadku
na velikost 3, 2, 0, nebo 0 policek mezi figurkami. Jelikoz mezery se daji i zvétSovat, naskyta

se zde 1 moznost Sestou mezeru zvetsit na 4 policka mezi figurkami.

Podle logick¢é uvahy bychom sealevzdy méli snazit mezery zmenSovat,
a tim se pfiblizovat k hra€ové figurce scilem uvéznit jiu okraje Sachovnice. Nicméné
obCasny ustup od protihraCovy figurky milize znamenat zmateni protihrace a zamezeni

odhaleni strategie protihra¢em. (Berlekamp et al., 2004, s. 55)

4.4 Vyuziti kombinatorickych her v ekonomii

Prvni kapitola této prace se zminovala o rozsdhlém vyuziti teorie her v riznych odvétvi.
Zejména v ekonomii naléza velmi bohaté vyuziti. Ekonomie pfevazné navazuje na
Neumannovo a Morgensternovo pojeti teorie her. Kombinatorické hry, pro svou dokonalou a
uplnou informaci, nemaji v ekonomii ani v jinych smérech pfili§ velké vyuZziti. Nicméné
existuje nékolik publikaci, které poukazuji na mozZné vyuZiti kombinatorickych her
v ekonomii. V ptispévku The Economist's View of Combinatorial Games (Berlekamp, 1996)

nalezneme popis konkurencnich aukci, ve kterych se predevsim jednéd o ptevod tzv. ,dané*
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mezi hrace. Jednd se o vyuZiti klasické teorie her spole¢né s kombinatorickou. Berlekamp na
konkuren¢nich aukcich poukazuje na existenci urcitého pruméru pozice tzn. hodnoty hrani
¢erného spise nez bilého. Dalsim tématem Berlekampovy préace je vypocet teploty za vyuziti
generalizovanych termografi, pfiCemz vypocet “teploty hry* urcuje hodnotu dalsiho tahu. Za
predpokladu, ze se soucet her hraje optimalné, zminény primér a teplota piesné urcuji

konec¢né skore hry.

V publikaci Combinatorial Games under Auction Play (Lazarus et al., 1999) nalezneme
nekolik her, které navazuji na grafové hry. Podobné jako v predchozim ptipad¢ se zde jedna o
hry, ve kterych hraci nabizi ur¢itou hodnotu vyménou za moznost dalsiho tahu. Zajimavym

poznatkem je, ze kombinatorické hry nalézaji vyuziti také v linedrnim programovani.

Je nutné podotknout, Ze kombinatoricka teorie her je odvétvi, ve kterém je prozatim mnoZstvi
poznatkii skryto. Nicméné se jednéd o velmi rozsdhlou oblast, ve které je stile co objevovat. |
presto, ze vySe zminéné publikace obsahuji velmi zajimava témata, rozebirani jednotlivych

poznatkd, her a vyuziti by vyrazné ptesahovalo ramec bakalaiské prace.

Tato €ast poukazovala na moznost vyuziti spojeni klasické a kombinatorické teorie her
v ekonomii. Rozsdhlé vyuziti v ekonomii maji hry s netiplnou informaci, proto se nasledujici

kapitola vénuje prave témto hram a jejich vyuziti v aukcich.
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5 HRY S NEUPLNOU INFORMACI

V ekonomii se ¢asto setkdvame se situaci, kdy n€kteti hraci disponuji pocate¢nimi
soukromymi informacemi, které jsou podstatné piirozhodovani ostatnich hract (Dudnyk,
2014, s. 1). Soukromou informaci, kterou hra¢ disponuje, nazyvame typem hrace. Toto
spojeni poprvé uvedl J. C. Harsanyi. Takovyto typ her s netiplnou informaci se oznacuje jako
bayesovské hry. Kazdy hra¢ zné pouze svij skutecny typ. Zaroven zna vSechny mozné typy

ostatnich hracu a jejich pravdépodobnostni rozdéleni. (Dlouhy a Fiala, 2007, s. 68-69)

V bayesovskych hrach se pfedpokladd existence soukromé informace. Jedna
se o takovou informaci, kterd neni znama ostatnim hracim. Do této doby existovala jedna
strategie na jednoho hrace. Pokud ovSem uvazujeme hrace, ktery ma soukromou informaci,
pak ostatni hraci jeho strategii neznaji. Nicmén¢ v bayesovskych hrach uvazujeme dalSiho
fiktivniho hrace, ,,Pfirodu®. Tento fiktivni hra¢ pfifazuje kazdému hrac¢i mozné typy hréace
v zavislosti na soukromé informaci. Pocet hracl se nam v bayesovksych hrach zvysuje o typy

hracu.

V kazdé kone¢né hie s netplnou informaci existuje alespon jedna bayesova-nashova
rovnovaha, za pfedpokladu, Ze vSichni hra¢i maji stejné apriorni ndzory na pravdépodobnostni
rozdeleni tahu ,,Pfirody“. V tom pfipad€ totiz ziskavdme hru s Uplnou, ale nedokonalou

informaci.

Bayesovka hra je urcena:

= Mnozinou hrac¢u {1, 2, ..., N};

= Mnozinou prostort strategii {Xi, X>, ..., Xn}, kde jakékoliv Xi oznacuje prostor
strategii i-tého hrace. Tyto strategie se dale oznacuji (x1, x2, ..., XN);

* Mnozinou prostoril typ hract {71, T, ..., Tn}, kde kazdy hra¢ znd pouze sviij vlastni
typ z této mnoziny. Typ hrace typ odpovida urcité jeho vyplatni funkei;

* Mnozinou nazort hract {pq,p; ..,pn}. Jednd se o subjektivni pravdépodobnostni
funkci hrace. Vyjadiuje nazor hrace o typech ostatnich hraca;

= MnoZinou vyplatnich funkci

{f1(x1, %5, e, Xy, 1, oy e BN, ooy [ (X1, X, oo, Xy, B4, B2y e BN T

Hry s netiplnou informaci se znaci jako:
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H=h, ... X7, I, oy ooy Py [, -y JN).

Na zékladé pravdépodobnostniho rozdéleni dostupného v§em hrac¢tm ,,Ptiroda“ vybere
nahodné typy hracl, které budou vstupovat do hry. Pokud ptedpokladdme, ze kazdy hrac
zvoli vlastni strategii pied tim, nez,Pfiroda“ vybere typy hracl, pak sejedna o hru
s nedokonalou informaci. Takovou hru znafime jako H*. Pro hru s nedokonalou informaci

plati nasledujici:

= Mhrach,j=1,2, ..., M,M = ¥N_.m;, kdej= (4 #) a znamena mnoZinu typt hraca;
= Mnozina prostorti akci {Y1, Y2, ..., Ym};

* MnoZina vyplatnich funkci {1 ()1, 32, ..., ym), ..., 21, 2, ..., yM)};

= Hodnoty vyplatnich funkci se vypocitaji jako ocekavané hodnoty

9112 Ym) = X, () filx, t).

5.1 Aukce

., Aukce je mechanismus alokace konkrétniho objektu za urcitou cenu. “ (Dudnyk, 2014,

s. 1)

Aukce jako jeden z typt trznich mechanismil pouziva cenova kritéria pro urceni alokaci.
Urcuje, které strany vyhraji, ktery predmét ¢ikontrakt a zaplacené ceny. Aukce jsou
pouzivany bud’ pro maximalizaci profitu drzitele pfedmétu, nebo mohou slozit jako
prostfedek zjistovani cen. Organizator aukce €1 drzitel pfedmétu je schopen pomoci ziskanych
informaci od uchazecl stanovit ceny arozdéleni. Takové aukce nazyvadme experimentalni.

(Salant, 2014, s. 5)

Dobra aukce by méla spliiovat dvé zakladni kritéria, efektivnost a maximalizaci vynosd.
Efektivnosti aukce rozumime to, Ze objekt ziskdva kupujici s nejvétSim hodnocenim.
Maximalizaci vynosl rozumime ziskani nejvyssi mozné ceny od kupujiciho. (Dudnyk, 2014,

s. 1)

Aukce nejsou ni¢im novym, existovaly zde jiz n€ékolik staleti pfed nasim letopoctem.
Jednou z prvnich zminek o drazbach podal fecky historik Herodotos, ktery popsal prodej
budoucich manZzelek v Babylonii okolo 5. stol. pt. n. 1. V pribéhu staleti doSlo k velkému

rozvoji aukci a dnes jsou aukce jednou z nejvyznamnéjSich ekonomickych aktivit. Béhem
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vyvoje aukci doslo také k rozvinuti n€kolika jejich typi (Milgrom a Weber, 1982, s. 1089).

Nasledujici kapitola uvede, jakymi zplsoby je mozné vést aukci.

5.1.1 Typy aukeci

Aukce se rozliSuji podle nejrizngjsich kritérii. V této praci uvedeme ty nejvyznamneé;jsi.
1. Podle zplisobu podévani nabidek:

a. Oteviena aukce — v pfipadé, Zze nabidky ucastnikli jsou viditelné

(dostupné) vSem ostatnim ucastnénym.

b. Uzaviena aukce — v pfipadé, Ze nabidky jsou nedostupné ostatnim

ucastniktim tzv. obalkova metoda. (Dudnyk, 2014, s. 6)
2. Podle povahy pfedmétu:

a. Soukromé hodnota — hodnota draZzeného objektu je pro kazdého hrace
nezavisla na hodnoceni ostatnich hract. Prikladem miize byt naptiklad

drazba umeéleckého dila od méné zndmého umélce.

b. VSeobecna hodnota — hodnota drazeného objektu je stejna pro vSechny
hrace. Jednoduchym ilustraénim piikladem by byla drazba obalky
s penézi. Kdokoliv vyhraje obalku, hodnota penéz bude pofad stejna.

(Dudnyk, 2014, s. 5)
3. Podle poctu drazenych objektt:
a. Aukce s jednim typem objektl — nemovitosti
b. Aukce viceobjektové — umélecké predméty
Aukce s jednim typem objektt se dale déli na:

1. Anglické — aukce srostouci cenou. Pocatecni cena jenizka a postupné

se zvySuje prostfednictvim nabidek tucastnikl. ( (Dudnyk, 2014, s. 7)

2. Holandské — aukce sklesajici cenou. Pocatecni cena je nadhodnocena
a postupné se snizuje, dokud n€kdo z ucastnikli neprojevi zdjem a danou cenu

nepiijme. (Dudnyk, 2014, s. 13)
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3. Prvni ceny — hra¢ s nejvyssi nabidkou vyhrava a plati cenu, kterou nabidl.

4. Druhé ceny — hra¢ s nejvyssi nabidkou vyhrava aukci, ale plati druhou nejvyssi

cenu. (Dudnyk, 2014, s. 6)

5.1.2 Vyutziti bayesovskych her v aukcich

Uvazujme anglickou uzavienou aukci prvni ceny. Ve hie jsou dva hraci I a J, ktefi maji
zajem o koupi urcitého ned¢litelného statku. Tento statek se nachdzi v aukci. Vzhledem
k pravidlim aukce hrac¢i nevi, kolik nabizi jejich protihrac. Jaka je tedy optimalni Céstka,
kterou by méli hra¢i nabidnout? Hraci mohou nabidnout jakoukoliv ¢astku, tedy by, b, €
[0, +o0], hra¢ s nejvyssi nabidkou vyhrava a plati cenu, kterou nabidnul. Druhy hra¢ prohrava

hru. (Ozyurt, 2020)
Vyplatni funkce U; hrace I je dana jeho nabidkou b; a nabidkou jeho oponenta b;.

Vi_ bi pro bi > b]
Ui (buty) = { 0 prob; < b

Pokud hrac I vyhraje, je jeho vyplata Vi — b, kde V; znamené hra€ovo ocenéni statku a b;

skute¢nou zaplacenou cenu. Pokud prohraje, je jeho vyplata 0.

Soukromou informaci je zde hodnoceni statku jednotlivych hract. Kazdy znad svoje
hodnoceni, ale neznd hodnoceni toho druhého. Nicméné hraci se dohodli, Ze jejich hodnoceni
bude brano z rovnomérného rozdéleni pravdépodobnosti U [0, 100 000], tedy:

X
,v, ~ U [0,100 000] —> F(x) = ———

Hra¢ tedy vi, Zehodnoceni protihrace jemezi 0a 100 000, a to se stejnou

pravdépodobnosti. (Ozyurt, 2020)

Pokud jsme do hry pfidali informaci o pravdépodobnostnim rozdé¢leni typu hraci,
je mozné pro hru nalézt bayesovu-nashovu rovnovahu (dale pouze BNE). V tomto ptipadé
chceme nalézt BNE, které¢ je symetrické, tedy kde kazdy hra¢ nabidne pouze pomér svého

hodnoceni. (Ozyurt, 2020)

Pokud by hodnoceni obou hrach byla symetrickd, pak jejich nabidky budou stejné
¢astky. Potom by hledané BNE bylo:
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b;(v) = b,(v),Vv
a jejich nabidka je funkei jejich hodnoceni b;(v;) = a X v;,kdea > 0.
Pokud je konstanta:
e g =1, pak hra¢ nabidne stejnou ¢astku, kterou si hodnoti produkt.
e g > 1, pak hra¢ nabidne vice nez je jeho hodnoceni produktu.
e <1, pak hra¢ nabidne pouze ¢ast svého hodnoceni.
Reseni:

Reseni této hry spo¢iva v zafixovani nabidky hrage J jako b; = a X vj. Chceme nalézt

nabidku b; hrace 1.

Reseni poskytuje funkce ogekavané vyplaty EU;(b;, b;) = pravdépodobnost vyhry X
vysledek vyhry + pravdépodobnost prohry X vysledek prohry. (Ozyurt, 2020)

Po doplnéni vysledkil hry ziskdvame:

EU;(b;, b;) = pravdépodobnost vyhry X (V; — b;) + pravdépodobnost prohry X 0
Nyni jej nutné zjistit jaka je pravdépodobnost vyhry. Vime, Ze hrac I vyhraje pokud:
b; > bjtzn. b; > a X v;
Hra¢ I vyhraje hru prave tehdy kdyz:
v, < %, kde Vj je nahodné vybrana z rovnomérného rozdéleni U [0, 100 000]

Hrac I neznd piesnou hodnotu Vj, zna pouze jeji pravdépodobnostni rozdéleni.

X
100 000

Po dosazeni za F(x) = je pravdépodobnost vyhry je dana:

b;

b
F() = ————
@ = 100000 x a

Funkci ocekavané vyplaty hrace I pti nabidce b; vypocitame jako:
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(v; — b;) X b;
100000 X a

EU; (b;,b;) =

Jelikoz je bi cena, kterou by hrac I skutecné zaplatil, je logické uvazovat jeho snahu b;
co nejvice snizit. Pokud by ale tak skute¢né ucinil, snizil by tim zaroven i pravdépodobnost

na vyhru. V hraovym nejlepSim zajmu je najit kompromis. (Ozyurt, 2020)

Nabidka, jakozto funkce hodnoceni hrace, je zaroven strategii hrace. Hrac¢ I tedy vybira

takovou strategii bi, kterd maximalizuje jeho o¢ekavanou vyplatu EU;.

Optimalni prvni nabidka se ur¢i pomoci parcidlni derivace 9, EU;, kterou polozim

rovnou nule.

9 EU; (bi, by)
ab,

(v; —2%b)
100000 X a

Vi
bi 27

Pokud hrac J hraje linearni strategii, pak by v BNE méla optimalni strategie hrace I byt

b i
L ( l) 2
Zavérem mizeme zapsat, ze BNE v symetrickych a linearnich strategiich je:

U1 Uy

BNE [b,(v0), b (v)] = (51

Optimalni nabidkou hrace I, ktery zna své hodnoceni statku, by méla byt pravé polovina

tohoto hodnoceni. To samé plati pro strategii hrace J. (Ozyurt, 2020)

Dv¢ firmy [ al se uCastni uzaviené aukce prvni ceny. Pfedmétem drazby je pozemek
pro vystavbu nového objektu. V lokalité, kde se nachdzi zminény drazeny pozemek,
se v nedavné dob& prodalo nékolik daldich podobnych pozemki o stejné vyméfe. Zadny
z pozemkl nepiesdhl hodnotu 1500 000 K¢. Je tedy vhodné uvaZovat, Ze ani jedna firma
nepiesahne tuto hodnotu, jelikoz by to znamenalo pro firmu ztratu. Firma I hodnoti pozemek

na 1 200 000 a tuto ¢astku pro ucely aukce vyclenila. Daéle je zndmé rovnomérné rozdéleni
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pravdépodobnosti hodnoceni U, které je v intervalu (0, 1500 000). Nyni se firma I musi

rozhodnout, jakd je jeji optimalni strategie nabidky v aukci.

Ze znalosti vySe uvedenych se optimalni strategie vypocita dosazenim do vzoreCku

parcialni derivace EU; podle bi.

d EU; (b, b;)
ab,

(v; — 2by) _
100000 X a

(1200000 — 2b;)
1500000 X a

1200 0000
i = T

b, = 600000

Optimalni nabidkou firmy Iby mélo byt 600 000. Za predpokladu, Ze druha firma
nabidla méné a prohréla, vyplatni funkce firmy Ibude rozdil jejiho hodnoceni pozemku

a skute¢né nabidky.
Uy = v; — b
Ui = 1200000 — 600000
U; = 600000
Vyplatni funkce druhé firmy Uj je nula, jelikoZ prohrala aukci.

Na zavér je dalezité pripomenout, pro¢ anijedna zfirem nenabidla pfesné
1 500 000 a nezajistila si tak vyhru. Jelikoz uvaZzujeme racionalné uvazujici firmy, které
se snazi maximalizovat svllj profit, je nasnad¢ predpoklad, ze obé firmy prokédzou snahu
o co nejvyssi zisk. Zaroven je pro firmu vyhodnéjsi odejit zaukce snulovym ziskem

nez ptevysit vlastni hodnoceni pozemku a odejit se ztratou.
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ZAVER
Cilem bakalarské prace bylo seznamit Ctenafe s hrou NIM, podat jeji matematické

feSeni a priblizit mozna rozsiteni této hry.

Nejprve bylo dilezité uvést védni disciplinu, teorie her, do které hra NIM patii. Prave
proto se prvni kapitola vénuje obecnému uvedeni do problematiky teorie her. Tato kapitola
se také zabyva vyznamnymi historickymi milniky ve vyvoji této védni discipliny. Mimo jiné
je zde uvedeno zakladni rozdé€leni na dvé hlavni ¢asti teorie her, klasickou a kombinatorickou.
Hlavnim divodem pro rozdéleni na klasickou a kombinatorickou teorii her byla skute¢nost,

ze hra NIM spada pravé do kombinatorického odvétvi.

Druha kapitola se jiz vénuje tématu bakalaiské prace. Obsahuje popis kombinatorickych
her ajejich déleni na nestranné a partyzadnské hry. Dale se vénuje anyze vyherni strategie
nestrannych her pomoci zpétné indukce. Nestranné hry jsou obsaZeny i v néasledujicich dvou
kapitolach, jelikoz hra NIM, stéZzejni téma této prace, je jedna z nejznaméjsich z nestrannych

her.

Kapitola tii kompletné rozebira hru NIM. Vénuje se jejimu popisu, aby Ctenai 1épe
porozumél problematice. Za zminku stoji ¢ast, kterd je vénovana plivodu hry. Tato kapitola
obsahuje odbocku do ¢iselnych soustav, jelikoz analyza vyherni strategie pro NIM je zaloZena
pravé na dvojkové soustavé. VeEtSi pozornost je zde vénovéna zminéné analyze vyherni
strategie, jak Boutonovu vyuziti dvojkové soustavy, tak za pomoci Sprague-Grundyho funkce.
Zajimavym poznatkem je skutecnost, Ze vyherni strategie pro NIM je vyuzitelnd k feSeni

jakékoliv nestranné hry.

Jelikoz se hra NIM v pribéhu let stala velmi oblibenym tématem odbornych publikaci,
doslo 1 ke vzniku mnozstvi modifikaci této hry. V kapitole ¢tyfi je uvedeno nékolik takovych
modifikaci spolu s jejich vyhernimi strategiemi. Za povSimnuti stoji, Ze nckteré z téchto
variant nemusi byt na prvni pohled NIM podobné. Tato kapitola dale pojednavala o moZnosti

vyuziti kombinatorickych her v ekonomii.

Kapitoly tiia Ctyfi jsou stézejni Casti této bakalarské prace, ve kterych byl splnén
uvedeny cil prace. Nicméné jelikoZ kombinatorické hry nepfindsi prozatim velmi mnoho
vyuziti v ekonomii, chtéla jsem do své prace zacClenit jest¢ jednu kapitolu vénujici se hram,

které v ekonomii nalezneme casto. Jedna se o hry s netiplnou informaci. Kapitola pét obsahuje
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rozbor téchto her, zvanych bayesovské hry, jejich analyzu a matematické feSeni. Z vEtsi ¢asti

se kapitola vénovala vyuZziti téchto her v ekonomii, zejména v aukcich.
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