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ANOTACE

Cilem diplomové prace je teoreticky popsat a aplikovat na redlnych datech zékladni, piesné,
piiblizné a simula¢ni metody pravdépodobnostniho modelovani kolektivniho rizika. V teore-
tické Casti jsou uvedeny dulezité definice modelti a zakladni charakteristiky kolektivniho rizika
a simulace pomoci metody Monte Carlo. V praktické ¢asti jsou prezentovany teoreticky po-
psané¢ modely na realnych datech. Vstupni data jsou zpracovana ve statistickém programu
STATGRAPHICS Centurion XVII a nasledné vypocty jsou provedeny Vv tabulkovém procesoru
MS Excel.

KLICOVA SLOVA

Kolektivni model rizika, slozena rozdéleni, smiSena rozdéleni, aproximaéni modely, rizikova

ptirazka, simulace Monte Carlo.

TITLE

Probability models of collective risk

ANNOTATION

The aim of the diploma thesis is to theoretically describe and apply basic, accurate, approximate
and simulation methods of probabilistic modeling of collective risk to real data. The theoretical
part contains important definitions of models and basic characteristics of collective risk and
simulation using the Monte Carlo method. The practical part presents theoretically described
models on real data. The input data are processed in the statistical program STATGRAPHICS
Centurion XVII and subsequent calculations are performed in the MS Excel spreadsheet.

KEYWORDS

Collective risk models, mixed distributions, mixture distributions, approximately models, risk

premium, Monte Carlo simulation.
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UvVoD

Lidska spolecnost je béhem svého vyvoje ovliviiovana pisobenim rtiznych nahodilosti, které
mohou mit celkové kladné dusledky, ale také dusledky negativni. Vzhledem k existenci nega-
tivnich dusledkd, jsou ekonomické subjekty stale v ohrozeni. Jsou vystaveny riziku vzniku uda-
losti s odchylnym vysledkem od jejich cile s urcitou objektivni pravdépodobnosti. Realizace
tohoto rizika vede ke vzniku Skody pro dany ekonomicky subjekt. Subjekty se snazi riznymi
opatfenimi riziku vyhnout nebo ho alesponi zmirnit. Mohou také vyuzit finan¢ni kryti prostted-
nictvim statu (zivelné udalosti, socialni podpora aj.), individualni kryti rizika (rizné formy in-
dividualnich rezerv) nebo pojisténi (ptfenos rizika na pojistitele). Pojistitel, v poslednim piipadé
pomoci pfispévkil na pojisténi od zacastnénych, tvoii kolektivni rezervy, rozdéleni rizika mezi
vice zucCastnénych, a tak neni kryti rizika omezeno naspofenymi prostfedky pouze jednoho

ucastnika. [4]

Pro pojistitele je dulezité znat zakladni charakteristiky a rozdéleni pravdépodobnosti celkového
pojistného plnéni S, tj. kolektivni model rizika. Diky témto znalostem miize pojistitel dale fesit
rozhodujici otazky souvisejici se zajisténim, spoluucasti, tvorbou rezerv, pravdépodobnosti kra-

chu aj. [6] [10]

Diplomova prace na téma Pravdépodobnostni modely kolektivniho rizika ma za cil teoreticky
popsat a aplikovat na redlnych datech zakladni, pfesné, ptiblizné a simula¢ni metody pravde-
podobnostniho modelovani kolektivniho rizika. Prace je ¢lenéna na pét kapitol. V kapitolach
1 aZ 4 jsou teoreticky popsany jednotlivé modely a zdkladni charakteristiky kolektivniho rizika.

Kapitola 5 se d¢li na pét podkapitol, které aplikuji modely a simulaci na realnych datech.

Prvni kapitola definuje kolektivni model rizika a jeho zékladni charakteristiky. Jsou zde uve-
deny zékladni typy rozdéleni pravdépodobnosti poctu a vysky pojistnych plnéni, sloZzenych roz-

déleni a smiSend rozdé€leni v heterogennich portfoliich.

V druhé kapitole se prace zabyva rekurentnim vyjadifenim rozdéleni kolektivniho rizika, kde je
popsan Panjeruv rekurentni vzorec pro vypocet G(x) a Panjerovy konstanty pro Poissonovo,

binomické a negativné binomické rozdéleni.

Ve tieti teoretické kapitole se prace zamétuje na priblizné pravdépodobnostni modely kolektiv-
niho rizika, a to na aproximaci normalnim rozdélenim a posunutym gama rozdélenim. Zavérem
této Casti je uvedeno vyuziti aproximaénich modeld pro urceni rizikové prirazky 6 k Cistému

pojistnému.
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Néaplni ¢tvrté, posledni teoretické ¢asti je predstaveni simulacnich modela kolektivniho rizika.
Tato kapitola obsahuje vysvétleni postupu simulacniho modelu pomoci metody Monte Carlo

pro stanoveni rozd¢leni celkové Skody S.

V posledni kapitole této prace jsou na redlnych datech o poctu a vySce pojistnych plnéni apli-
kovéany pravdépodobnostni modely kolektivniho rizika, teoreticky popsany v predchozich ka-
pitolach. Vypocty byly provedeny pomoci statistického programu STATGRAPHICS Centurion
XVII a tabulkového procesoru MS Excel. V prvni ¢asti jsou vstupni data podrobena statistické
analyze, kde jsou vypocteny zakladni charakteristiky poc¢tu a vysky pojistnych plnéni. Dal§im
krokem je hledani vhodného pravdépodobnostniho modelu poctu a vysky pojistnych plnéni po-
moci testd dobré shody a odhad parametrii navrhovanych rozdéleni. V této podkapitole je zna-
zornén vypocet pouze pomoci tabulkovém procesoru MS Excel. Pomoci ziskanych odhadt jsou
Vv nésledujicich dvou ¢astech provedeny vypocty zakladnich charakteristik a aproximace kolek-
tivniho rizika S. Posledni podkapitola této prace je v€novana simulaci pomoci metody Monte
Carlo. Na zakladé ziskanych hodnot z pfedchoziho Setfeni je vysvétlen postup pro ziskani si-

mulovaného vybérového souboru celkovych pojistnych skod S.
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1 KOLEKTIVNI MODEL RIZIKA A JEHO ZAKLADNI
CHARAKTERISTIKY

1.1 Kolektivni riziko a jeho rozdéleni bez specifikace N

M¢jme nahodnou proménnou S, ktera predstavuje celkové (souhrnné, agregatni) pojistné pl-
néni, tj. kolektivni riziko pojistitele za celé portfolio v daném obdobi, nejcastéji béhem jednoho
roku. Pismenem N ozna¢ime pocet pojistnych plnéni béhem roku a pismenem X; vysku i-tého

pojistného plnéni proi = 1,2, ..., N. Pak S je definovano vztahem:

N
S: ZXL :X1+X2+"‘+XN. 11
i=1
Pritom plati, Zze X;,X,, ..., Xy jsou nezavislé a identicky rozd€lené ndhodné proménné,
N, X, X5, ..., Xy jsou vzijemné nezdvislé ndhodné proménné. Ddle plati, ze pokud N = 0,

paki$S = 0.[10]
Distribu¢ni funkci ndhodné proménné S definujeme vztahem:

G(x) = P(S< x) =Fs(x) prox €ER
S témito vlastnostmi:
1. lim G(x) =0,

X——00

limG(x) =1,

2
X—00

3. G(X) je neklesajici, tj.je-lix <y = G(x) < G(y),
4. G(X) je spojita zprava, tj. hlirg;F G(x) =G(x + h).

Spole¢nou distribué¢ni funkci nahodné proménné X;, pro i = 1,2, ..., N, definujeme vztahem:

_(PX; <x) pro x = 0,
F(x)—{ 0 prox < 0.

Distribu¢ni funkce v bod¢ x se rovna pravdépodobnosti, ze celkova skoda neptesahne hodnotu
x. K tomu dochézi, kdyz nenastane zadna pojistna udalost, ale i kdyZ nastane prave jedna, anebo
prave dve, anebo vSeobecné praveé n pojistnych udalosti, pti kterych celkova Skoda neptekroci
penézni sumu x. Na zakladé disjunktnosti jednotlivych udalosti a vyuzitim véty o nasobeni

podminénych pravdépodobnosti miizeme tuto tvahu zapsat takto:
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G(x)=F5(x)=P(SSx)=P<U{SSxAN=n}>=ZP(SSx/\N=n)=
n=0 n=0

- ZP(SleNzn)-P(Nzn).
n=0
Protoze n znaci fixni pocet pojistnych plnéni, plati:

PS<xIN=n)=PX;+X,+ -+ X, <x)= F"(x),

a mizeme urcit vztah v§eobecného vyjadieni distribu¢ni funkce G (x) celkového plnéni S pro

libovolné rozdé€leni poctu pojistnych plnéni N a vysky pojistnych plnéni X; takto:

P(N=n)-F"™(x) prox =0,
G(x) = Fe(x) = ; ( ) F7 ) p 1.2
0 prox <0,

kde F*™(x) je definované vztahem F*™(x) = P(X; + X, + -+ + X,, < x) a vyjadfuje n-nasob-

nou konvoluci distribu¢ni funkce F (x). Pro nultou konvoluci plati:

F*9(x) = 1prox = 0. [6] [10]

1.2 Zakladni charakteristiky kolektivniho rizika S

Pro ur€eni stiedni hodnoty E (S), rozptylu D(S) a momentové vytvotujici funkce Mg (2) vyuzi-

jeme definice podminénych stiednich hodnot pro libovolné ndhodné proménné X a Y:
E(X) = E(E(XIV)),
D(X) = E(D(X|V)) +D(E(X|V)).

Vyuzijeme také pocateéni moment k-t€ho fadu identicky rozdé€lenych individualnich pojist-
nych plnéni X;, znatime my, = E(X}) a definujeme vztahy:

o my =Y,;xFP(x;) —jestlize X je diskrétni proménna,

o my = f:r: x* - f(x)dx — jestlize X je spojita nahodna proménna.
1. Stredni hodnota E(S)

Podle definice kolektivniho rizika a vlastnosti sttedni hodnoty plati:

ESIN=n) =EX;+ X, + -+ X,) = Y, E(X;) = nm.

14



Pak podle definice podminéné stiedni hodnoty pro E(S) plati:
E(S) = E(E(SIN)) = E(Nmy) = E(N)m,, 13

Stredni hodnota celkového pojistného plnéni E(S) je sou¢inem stiedni hodnoty pojistnych pl-

néni E'(N) a stfedni hodnoty m; vysky individualniho pojistného plnéni X; [10]
2. Rozptyl D(S)
Pro urceni rozptylu D(S) opé€t vyuzijeme podminénou stfedni hodnotu:
D(S) = E(D(SIN)) + D(E(SIN)).
D(E (SIN )) ziskame dosazenim vztahu E(S|N) = Nm, a ziskavame:
D(E(SIN)) = D(Nm,) = D(N)m2.
D(S|N) ziskame pomoci skute¢nosti, Ze individualni pojistné plnéni jsou nezavislé:

DSIN=n)=DX;+ X, + -+ X,) = z(mz —m?) = n(m, — m?).

i=1
Tedy D(S|N) = N(m, — m?) a pro rozptyl D(S) plati:

D(S) = E(N(m, —m?)) + D(N)m3.
Po upravé dostavame:

D(S) = E(N)(m, — m?) + D(N)m?2. 1.4

Rozptyl kolektivniho rizika D (S) je vyjadien pomoci znamych stiednich hodnot a rozptyli pro-

ménné N a proménnych X;. [10]
3. Momentova vytvorujici funkce Ms(2)

Podle definice Mg(z) = E(e?S) a podle definice podminéné sttedni hodnoty miizeme napsat
vztah Mg(z) = E(E(e?5|N)). Protoze plati E(e?|N = n) = E(e*X1+X2++Xn)) 3 njhodné

roménné X, X5, ..., X, jsou nezavislé a identicky rozdélené, pak ziskdme vztah:
1 2 n

E(ez(X1+X2+-~~+Xn)) — HE(eri) = HMXi(Z) = (MX(Z))n'

Odtud dostavame:

E(e®|N) = (My(2))"
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a po dosazeni:
My(z) = E ((MX(Z))N).
Upravime pomoci vztahu (My (z))N = eN'mMx(2) 3 pro definici momentové vytvofujici
funkce ziskame vztah [1][10]:
Ms(z) = E(eN'Mx@) = My (In- My(2)). 15

Momentovou vytvorujici funkci celkového pojistného plnéni S tedy ziskaime pomoci momen-
tovych vytvortujicich funkci poctu pojistnych plnéni N a vysky pojistnych plnéni X; a jedna se

o v§eobecné vyjadieni Mg(z). [10]

1.3 Rozdéleni poctu pojistnych plnéni

Realné podminky, které pti riznych typech pojisténi vedou k nastani pojistné udalosti, zptiso-
buji, Ze pocet pojistnych plnéni N mé nejcasteji nékteré z téchto diskrétnich rozdéleni pravde-

podobnosti [10, 11]:
e Alternativni (Bernoulliho),
e binomické,
e Poissonovo,
e negativné binomické.
1. Binomické rozdéleni Bi(m; q)

Jedna se o n-krat nezavisle opakovany Bernoulliho pokus. N znaci pocet vyskyta sledované
udalosti v n nezavislych pokusech se stejnou pravdépodobnosti vyskytu m pti kazdém realizo-

vaném pokuse. Vyuziva se pii riznych typech pojisténi, napf. u pojisténi pro piipad umrti [11]

Binomické rozdéleni Bi(m; q) je definovano pravdépodobnostni funkci:

m
BP,(x) = (x) qg*(1—q)" *prox=0,1,2,..n.
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Binomicke rozdeleni

q, m:
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Obrazek 1: Pravdépodobnostni funkce binomického rozdéleni

Zdroj: STATGRAPHICS Centurion XVII

Zakladni charakteristiky binomického rozdéleni [7][12]:
e Stfedni hodnota
E(X) = mgq,
e Rozptyl
D(X) = mq(1—q),

e Momentova vytvorujici funkce
Myx(z) = (qe” —q+ D™

2. Poissonovo rozdéleni Po(A)

Toto rozdéleni vznika jako limitni ptipad binomického rozdéleni Bi(m; q), kdyZ sou¢asné plati

m — oo ap — oo, pficemz stiedni hodnota mp = A. [11]

Poissonovo rozdéleni Po(4) je definovano pravdépodobnostni funkci:

X

A
P(x) = Fe‘l prox=0,1,2, ..
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Poissonovo rozdeleni
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Obrazek 2: Pravdépodobnostni funkce Poissonova rozdéleni

Zdroj: STATGRAPHICS Centurion XVII

Zakladni charakteristiky Poissonova rozdéleni [12]:
e Stfedni hodnota a rozptyl
E(X)=DX) = A,

o Koeficient Sikmosti

e Momentova vytvorujici funkce
My (2) = e,

3. Negativné binomické rozdéleni NBi(r; p)

Negativné binomické rozdéleni NBi(r; p) je definovano pravdépodobnostni funkci:

P(x) = (x

- 1>pr(1 —-p)* Tprox=kk+1,..
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Negativne binomicke rozdeleni

p, r:
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Obrazek 3: Pravdépodobnostni funkce negativné binomického rozdéleni
Zdroj: STATGRAPHICS Centurion XVII

Zakladni charakteristiky negativné binomického rozdéleni [10]:

e Stfedni hodnota
_ r(1-p)
e Rozptyl
(1-p)
D(X) = rpr,

e Momentova vytvotujici funkce

Me() = ()

1-e%(1-p)

1.4 Rozdéleni vySky pojistnych plnéni

Vhodnymi rozdélenimi pravdépodobnosti pro vysky Skod pojistnych udalosti jsou zejména pra-
vostranné zeSikmena spojita rozdéleni, tj. exponencidlni, Weibullovo, lognormalni, gama a Pa-
retovo rozdéleni. Je to z toho diivodu, Ze u vétSiny druhil neZivotniho pojiSténi maji vysky po-
jistnych plnéni hodnotu niZsi, nez je primérnd hodnota, ale 1 ptesto jsou velmi pravdépodobné

1 extrémni Skody. [12]
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1. Exponencialni rozdéleni Exp(A)
Je definovano hustotou pravdépodobnosti [5]:

f(x)= e prox >0, 1>0.

Exponencialni rozdeleni

0,2 A
i — 5
= i — 15
8 0,16 - —— 25
5 i —_ 50
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_= -
0 __I L L L L | L L L L | L " | L L | L L |
0 50 100 150 200 300
X

Obrazek 4: Hustota pravdépodobnosti exponencialniho rozdéleni

Zdroj: STATGRAPHICS Centurion XVII

Exponencialni rozdé€leni je definovano distribu¢ni funkei:

prox <0,

Fx) = {O

1—e M prox = 0.

Zakladni charakteristiky Exp(A):

e Stiedni hodnota: E(X) = %,
e Rozptyl: D(X) = %2

e Koeficient Sikmosti: y; = 2

. N 2
e Momentova vytvotujici funkce: My (z) = 5, proz>0.

20



2. Weibullovo rozdeéleni W (y; c)

Je definovano hustotou pravdépodobnosti [9]:
f(x) =cyx¥e=* prox > 0,c > 0,y > 0.

Weibullovo rozdeleni

10 Shape,Scale
L — 21
— i — 5,2
b7 i — 7,10
o 08F — 10,15
a L
=)
3 L
g 06—
a L
'c L
% -
‘5_ 0,4 _—
s i
s L
g 02
Z2 L
0 __ | | | |
4 8 12 16
X

Obrazek 5: Hustota pravdépodobnosti Weibullova rozdéleni

Zdroj: STATGRAPHICS Centurion XVII
Weibullovo rozdéleni je definovano distribu¢ni funkci:
A
F(x)=1—e “ prox > 0.

Zakladni charakteristiky W (y; c):

1
e Stfedni hodnota: E(X) = ¢ T (1 + %),

e Rozptyl: D(X) = c_% {F (1 + s) - [1‘ (1 + —)]2}.
3. Lognormalni rozdéleni LN (u; 0?)

Je definovano hustotou pravdépodobnosti [5]:

1 —(lnx—p)? "
e 202 rox > 0,jestlizelnX ~N(u; 0°).
oxV2m P ) #

fx) =

21



Lognormalni rozdeleni

B
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= — 58
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s 01—
Q
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20,05
0 1 . . . ! . . . 1 . . . 1 . . . I
0 20 40 60 80

X
Obrazek 6: Hustota pravdépodobnosti lognormalniho rozdé€leni
Zdroj: STATGRAPHICS Centurion XVII
Lognormalni rozdé€leni je definovano distribu¢ni funkei:
0 prox <0,

nx - (y-w?
e 202 dyprox>0.

F(x) = 1 J
oV2m Jy

Zakladni charakteristiky LN (u; 02):

0.2
e Stiedni hodnota: E(X) = e**z,

o Rozptyl: D(X) = e2*7* (%" — 1),

e Koeficient Sikmosti: y; = (e"z + 2)\/ ed” —1,

O'ZZZ

r ~ o7 7 +—

e Momentova vytvoiujici funkce: My(z) = e**" 2,
21,2
#k+0' k

o k-ty poc¢ate¢ni moment: E(X*) =m; = e 2

4. Gama rozdeleni G(a; )
Je definovano hustotou pravdépodobnosti [9]:

ﬁa
I'(a)

x@De=Fx pro x > 0.

f(x) =

22



Gama rozdeleni
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Obrazek 7: Hustota pravdépodobnosti gama rozdéleni

Zdroj: STATGRAPHICS Centurion XVII

Zakladni charakteristiky G(a; f):

e Stiedni hodnota: E(X) = %,
* Rozptyl: D(X) = 73,
e Koeficient Sikmosti: y; = \/%,

[24
e Momentova vytvotujici funkce: My (z) = (ﬁ) .

1.5 Zakladni typy sloZenych rozdéleni

Doposud jsme se zabyvali slozenym rozd€lenim bez specifikace rozdéleni poctu Skod
N a vysky pojistného pInéni X;. V nasledujici kapitole uvedeme tfi typy sloZzenych rozdéleni,

kde budeme uvazovat specialni rozdé€leni pro pocet Skod N.
1. SlozZené Poissonovo rozdéleni

Prvnim typem slozeného rozdéleni je slozené Poissonovo rozdé€leni. Pocet Skod v tomto ptipade
se fidi Poissonovym rozdélenim N~Po(4) a nahodna proménna S se potom fidi slozenym Po-

issonovym rozdélenim S~CoPo (/1 i F (x)). [6]
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Distribu¢ni funkce podle obecné definice distribu¢ni funkce kolektivniho rizika ma tvar [6]:

o

-A9n
G(x) = F(x) = Ze — F*™(x) prox = 0.

n

Zakladni charakteristiky rozd&leni CoPo(2; F(x)) [10]:

Stfedni hodnota

E(S) = Am,, 1.6
e Rozptyl
D(S) = A(my, — m?) + Am? = Am,, 1.7
o Koeficient Sikmosti
Am,
Y1 = 3’ 18
(Am;)2

Momentova vytvorujici funkce

MS(Z) — eA(MX(Z)_l).

SloZené Poissonovo rozdéleni je determinovano rozdélenim Poissonovym, které opisuje pocet
Skod v daném portfoliu. V piipadé kolektivniho rizika pfipoustime, Ze na jednu pojistnou
smlouvu muiZze nastat vicero pojistnych plnéni. V portfoliu w nezavislych pojistnych smluv
bude pocet $kod z prvni pojistné smlouvy dany nahodnou proménnou N;~ Po(4,), pocet $kod
z druhé pojistné smlouvy bude dany ndhodnou proménnou N, ~ Po(A,). Pro w-tou pojistnou
smlouvu bude pocet $kod dany nahodnou proménnou N,,~ Po(4,,). Za celé portfolio bude po-
¢et Skod dany nahodnou proménnou N = N; + N, + -+ N, Srozdélenim N~ Po(A),
A= A4+ A, + -+ A, které vystupuje Vv zdkladnim oznaceni slozeného Poissonova rozd¢-

leni. [6]

At S1,S;,, ..., S, JSOU nezavislé nahodné proménné, napt. celkové pojistné plnéni v n pobockach
pojistovny. Piedpoklddejme, ze S; ma slozené Poissonovo rozdé€leni s parametry A4;
a Fy(x), tedy S;~ CoPo(4;; Fi(x)) pro i = 1,2,...,n. Pokud ozna¢ime jejich soucet A = S; +

S, + ...+S,, pak A ma také slozené Poissonovo rozdéleni s parametry 1 a F(x), kde plati

n 1 n
A= ) haF@ = ) MR,
i=1

i=1
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A je souctem Poissonovych parametri A; pro {S;}i-; a F(x) je vaZenym aritmetickym priamé-

rem distribuénich funkci {F;(x)}{2; s vahami ;. [10]
2. Slozené binomické rozdéleni

Dalsim typem slozeného rozd¢leni je slozené binomické rozdéleni. Pocet Skod se v tomto pii-
pad¢ fidi binomickym rozdélenim N~Bi(m; q) a nahodna proménna S se tidi slozenym bino-

mickym rozd€lenim S~C oBi(m ;s F (x)).[6]

Distribu¢ni funkce podle obecné definice distribu¢ni funkce kolektivniho rizika ma tvar [6]:
m
m
60 =F =Y (1) q"a- " Fr) prox 2 0.
n=0

Zakladni charakteristiky rozdéleni CoB i(m; q; F (x)) [10]:
e Stfedni hodnota
E(S) = mqm,, 1.9
e Rozptyl
D(S) = mq(my —mi) + mq(1 — @)mi = mqm, — mq*mf, 110

e Momentova vytvortujici funkce

Ms(z) = (qMx(2) +1 - )™

Konvoluci binomickych rozdéleni se stejnou pravdépodobnosti vyskytu pojistné udalosti je
opét binomickeé rozdéleni. Tedy plati, ze v portfoliu w nezavislych pojistnych smluv bude pocet
Skod z prvni pojistné smlouvy dany ndhodnou proménnou N;~Bi(my; q), pocet §kod z druhé
pojistné smlouvy bude dany nahodnou proménnou N,~Bi(m,;q). Pro w-tou pojistnou
smlouvu bude pocet Skod dany nahodnou proménnou N,,~Bi(m,,; q). Za celé portfolio se po-
Cet §kod popise ndhodnou proménnou N = N; + N, + -+ N,, s rozdélenim N~ Bi(m;q),
m = my + m, + --- + m,, které vystupuje v zakladnim oznaceni slozeného binomického roz-

déleni. [6]

M¢jme celkova pojistnd plnéni Sy, S,, ..., Sy, ktera jsou nezavisla a maji identické sloZzené bino-
mické rozdéleni. Potom jejich soucet A = S; + S, + -+ + S, ma také slozené binomické roz-

déleni a plati N ~ Bi(nm; q). [10]
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3. Slozené negativné binomické rozdeéleni

V pojistné praxi je také vyuzivanym sloZzenym rozdélenim slozené negativné binomické rozd¢-
leni. V tomto piipadé se tedy pocet Skod fidi negativné binomickym rozdélenim N~NBi(r; p)
a celkové pojistné plnéni S se fidi slozenym negativné binomickym rozdélenim

S~CONBi(r; p; F(x)). [6]

Distribu¢ni funkce podle obecné definice distribu¢ni funkce kolektivniho rizika ma tvar [6]:

oo

-1
G(x) =F(x) = Z (r-:i 1 )prqn F™(x) prox = 0.

n=0
Zakladni charakteristiky rozdéleni CoN Bi(r; p; F (x)) [10]:

e Stfedni hodnota

E(S) = r“p‘p) my, 1.11

e Rozptyl

_ _ _ _ 2
D(S) = T(lp D) (m, — m?) + “;Zp) m? = r(lp 2, — r(lpz”) m?, 1.12

e Momentova vytvotujici funkce

Ms(z) = b

(1-(-p)Mx(2))" 1.13

Slozené binomické rozdéleni je determinované rozdélenim negativné binomickym a pro rozdé-
leni celkové Skody plati stejna iivaha jako pro binomické rozdéleni. Tedy pro portfolio w neza-
vislych pojistnych smluv, kde pocet skod z prvni pojistné smlouvy bude dany ndhodnou pro-
ménnou N; ~NBi(ry; p), pocet $kod z druhé pojistné smlouvy bude dany ndhodnou proménnou
N,~NBi(r,; p) a pro w-tou pojistnou smlouvu bude pocet $kod dany nahodnou proménnou
N,,~NBi(r,,;p). Za celé portfolio pocet skod vyjadiuje nahodna proménna N = N; + N, +
«++ N, s rozdélenim N~ NBi(r;p), r = r; + 1, + - + 13, které vystupuje v zakladnim

oznaceni slozeného binomického rozd¢leni. [6]

M¢jme posloupnost nezavislych nahodnych proménnych {S;}i-,, které maji identické slozené
negativné binomické rozdéleni, kde N;~NBi(r; p). Potom soucet A = S; + S, ... + S, ma slo-
zené negativné binomické rozdéleni, pficemz pro N = Y7, N; plati, z2 N~NBi(mr;p).

[1][10]
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1.6 SmiSena rozdéleni v heterogennich portfoliich

Smisend rozdéleni jsou rozdéleni, jejichz parametr je ndhodna proménnad, ktera se fidi néjakym
dal$im typem rozd¢leni. Jsou to zejména rozdéleni pravdépodobnosti poétu Skod v heterogen-

nich portfoliich pojistnych smluv. [13]
1. SmiSené rozdeéleni poctu pojistnych plnéeni

Pocet pojistnych plnéni u jednotlivych pojistnych smluv dané¢ho portfolia se ¢asto fidi Poisso-
novym rozdélenim pravdépodobnosti. Oznaéme N; jako pocet $kod z i-té pojistné smlouvy bé-
hem roka a N; ma Poissonovo rozdéleni s parametrem A;, symbolicky N;|A;~ Po(4;). Hodnoty
A; se tidi v daném portfoliu n pojistnych smluv podle urcitého zakona rozdéleni pravdépodob-
nosti, které oznacujeme jako smisené, mixujici rozdéleni. Vhodnym smisenym rozdélenim pro

parametr A; Poissonova rozdéleni je gama rozdé€leni, to miizeme zapsat takto [10]:
Nl'l}ti"‘ PO(AL'), kde ){i ~G(C¥; ﬁ) pro i=1,2,..,n

Pro marginalni rozdé€leni pravdépodobnosti poctu Skod v celém portfoliu pojistnych smluv do-

stavame vztah podle [1][10]:

PG) = P(N = x) = f fuaGo A)dA = f £ fua(el)da =
0 0

[ee]

< ﬁa 2% 'Ba X )

— a-1,-BA,—-A_"_ — a+x—1,-A(f+1 —

jl“(a)l e Ple por da O f/l e di
0 0

a X

B . [a+x) Tla+x)/ B 1
" T()x! (B+ 1> T'(a)x! (ﬁ + 1) <,B + 1) '

MiiZzeme je i prepsat ve tvaru [10]:

I'(a + x)

P() = I'(a)x!

(1 —m)* prox=0,1,2,.. 1.14

Tento vztah je odpovidajici pravdépodobnostni funkci negativné binomického rozdé€leni

NBi(a, 7), kde = = % Dale uvedeme zakladni charakteristiky. [10]

Pro stfedni hodnotu E (N) rozdéleni NBi(a; 1) plati:

E(N) =E(E(N|A)) = E(1), protoze N|A~ Po(Q), 1.15

a
E(N) = 7 protoze A~G(a; B), 1.16
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E(N) = M, protoze T = % 1.17
Podobné dostaneme vztah pro E(N?):
E(N?) = E(E(N?|1) = E(A+ A%) protoze N|A~ Po(Q),
N\ a o« a\? 5
E(N%) = E+ﬁ—2+ (E) , protoze A~G(a; B),
Pro rozptyl D(N) dale plati:
_a,a _a@l-m 1.18
D(N) = 3t T

Pro heterogenni portfolio, které obsahuje n pojistnych smluv, kde pocéty pojistnych plnéni N;
u jednotlivych pojistnych smluv maji Poissonovo rozd€leni s moznymi parametry
Ai, Ni|lA; ~ Po(4;), kde A;~G(a; B) proi = 1,2, ...,n, neni Poissonovo rozdéleni vhodné jako
rozde¢leni celkového poctu pojistnych plnéni N za celé portfolio pojistnych smluv v daném roce,
protoze pro Poissonovo rozdéleni plati rovnost E(N) = D(N) = A. Pro E(N) a D(N) nega-
tivné binomického rozdéleni je vSak vztah vyjadifen nerovnosti:

a(l —m) < a(l —m)
7-[2

E(N) =

= D(N).

Proto je toto rozdéleni vhodnéjsim modelem poctu pojistnych plnéni v heterogennim portfoliu

pojistnych smluv nez Poissonovo rozdéleni. [10]

2. SmiSené rozdéleni vysky pojistnych plnéni

Predpokladejme, ze pojistné plnéni u kazdé individualni pojistné smlouvy v portfoliu smluv se

fidi exponencialnim rozdélenim s parametrem §. Ozna¢me 6; primérné pojistné plnéni U jed-

notlivych pojistnych smluv pro i = 1,2, ...,n.Pak §; = % je prevracena hodnota primérného
L

pojistného plnéni i-té pojistné smlouvy. Pfedpokladejme, Ze §; jsou rizné hodnoty nahodné

proménné &, ktera ma gama rozdéleni, tj. 6 ~ G(a; ), s hustotou

I'(a)

Pokud chceme najit rozdéleni poctu pojistnych plnéni za celé portfolio pojistnych smluv, pou-

f(6) = 591 e B pros > 0.

zijeme toto rozdéleni jako smiSené rozd€leni parametru § exponencialniho rozdéleni. Vysledné
rozdé€leni individudlnich pojistnych plnéni v celém portfoliu pojistnych smluv bude smiSené

rozdéleni.
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Pro marginalni rozd¢leni individudlnich pojistnych plnéni X v celém heterogennim portfoliu
plati:

@) = [ frae8)d8 = [ f56) fis(x18) a6 =
0 0

[ B B [ ca—cosm
= 5% 1.e7B8. 507 0x g5 = f 5%~ +ho s =
Ofl“(a) I'(a) )

Be  T(a+1) [ (x+R™
M'a) (x+p)ett INa+1)
o °
- (x + Ig)a+1

5% Pigs =

coz je hustota Paretova rozdéleni Pa(a; B). Paretovo rozdéleni je tedy rozdéleni individualnich
Skod v takovém portfoliu pojistnych smluv, kde jsou skody z kazdé pojistné smlouvy rozdélené

exponencialné a parametr tohoto rozdéleni ma gama rozdéleni. [10]

29



2 REKURENTNI VYJADRENI ROZDELENI KOLEKTIV-
NIHO RIZIKA

2.1 Rekurentni vztah pro diskrétni rozdéleni pojistnych plnéni

Predpokladejme, ze zndme rozdeleni poctu pojistnych plnéni N a identické rozdéleni vysky
individudlnich pojistnych plnéni X;, proi = 7, 2, ..., N, které je diskrétnim rozdélenim defino-
vanym pro kladna celd Cisla. Pfredpoklad diskrétnich rozdé€leni pro X; a S muize byt omezujici
vzhledem ke spojitosti X; a S v praxi. Proto je nutné pieskalovat spojitou nahodnou veli¢inu X;

na diskrétni, miZeme tento proces téz nazvat diskretizace.[10]

Necht' f, = P(X; = k),prok = 1,2,3 ..., je spole¢na pravdépodobnostni funkce identicky roz-
délenych individualnich pojistnych plnéni X; a g, = P(S =k) pro k = 0,1, 2, ..., je funkce

pravdépodobnosti celkového pojistného plnéni S.

Po diskretizaci nahodné proménné X; mizeme pomoci distribu¢ni funkce G (x) vyjadiit vztah

Jx, pro hodnoty x =1, 2, 3 ..., takto:
gx=P(E=x)=Gx)—-G(x—1) = Z P(N =n)(F™(x) — F"(x — 1)).
n=1

Ozna¢ime-li f;™ = F*™(k) — F*"(k — 1) jako pravdépodobnostni funkci souctu )i~ X;, do-

staneme [10]:

X
Jx = Z P(N =n)f," prox =1,2,.. 2.1
n=1
V piipad¢, kdy X; je spojita nahodna proménna, plati:
go = P(§=0) =P(N =0). 2.2

Pro znazornéni uvedeme né¢kolik pravdépodobnosti g, [10]:

o Jestlizex =1,pakS =1, fi' =fiag, = P(N = 1)f;.

o Jestlizex =2,pakS=2aN < 2,
FP=PX;+X,=2)=PX; =1A X, =1) = f7,
92=P(5=2)=P(N=1)f2+P(N=2)f12-

o Jestlizex =3,pakS =3aN <3,
fs*l =PX,=3)= f3
f2=PX;1+X,=3)=2f,- fo,
f3*3=P(X1+X2+X3=3)=f13’

3
93=Z P(N=n)f3*n=P(N=1)f3+P(N=2)-2f1-f2+P(N=3)f13.

n=1
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o Jestlizex =4,pakS =4aN <4,
f4*1 = P(Xl = 4‘) = f4-'
fi? =P(X1+ X, =4) =2f1 - 5+ f7,
f4*3 =P, +X;+X5=4) = 3f12f2,
f4*4 =PX;+ X+ X5+ X, =4) =f14:
4
=), PN=mf"=
n=
=P(N=1f,+P(N=2)2fy - fs+ f{) + P(N = 3)3f7f, + P(N = Dfi".
Postup vypoctu pravdépodobnosti g,, potiebnych pro vycisleni distribu¢ni funkce G (x) pro
velké hodnoty k, je velmi ndro¢ny i s vyuzitim vypocetni techniky. Efektivnéjsim zptisobem

vypoctu gy je rekurentni vzorec. [10]

2.2 Panjeriv rekurentni vzorec pro vypocet G(X)

Pomoci rekurentniho vzorce miizeme snadnéji vypocitat g, ndhodné veli¢iny S. Tento vzorec
odvodil Harry H. Panjer (r. 1981) a miizeme ho pouzit, pokud je splnéna podminka, tykajici se
rozdé€leni poétu pojistnych plnéni. Mé&jme pravdépodobnosti funkci ndhodné velic¢iny N danou

vztahem p,, = P(N = r). Pfedpokladejme, Ze existuji konstanty a, b, pro které plati [10][14]:

b
pr = (a + ;) Pr_q1 pror =1,2,3 .. 2.3
Upravime vztah do tvaru:
b
Pr_ (a + —). 24
Pr-1 r

Pokud mame diskrétni individualni plnéni X;, s hodnotami 1, 2,3 ...a fi, = P(X; = k), pravdé-

podobnosti g, = P(S = r) mize vypocitat podle Panjerova rekurentniho vzorce [10]:

Yo = Do 2.5
T
bj
Ir = Z(a‘l'?)fj'gr—j. 2.6
=1

Nyni nalezneme vyjadieni pro konstanty a a b pro Poissonovo, binomické a negativné bino-
mické rozd€leni ndhodné proménné N.
e M¢jme N~Po(4). Pror =0,1,2,3 ... plati [7] [14]:
T

— — _/1 -1
pT_P(N_r)_Fe )
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po=e"
Vyjadiime Pr_.
Pr-1
AT,
pr 7€ _ A
Pr-1 B )lr_l -2 T'
r—11°

Porovname-li toto vyjadieni s vyjadienim 2.4, ziskame hodnoty pro konstanty a, b:
a=0,b= A 2.7
Pravdépodobnostni funkci miizeme poté piepsat ve zjednoduseném tvaru [14][10]:

1 < A-j A
9r=1_0f02(°+7)’9'9r—f=;Zlf'ff'gr—f- 28
]:

j=1

e M¢gme N~Bi(n; m).Pror =0,1,2,3...,nplati [7] [14]:

n!
_ r _ n-r
p‘r'_,r!(n_r)!n- (1 T[) ]
n!
= r—1 1-— n—r+1’
O o I B T T .
po=(1-m"
Vyjadiime 22—
Pr-1
pr mn—r+1) -m mh+1l)

pr_e  r(l—m) _1—7T+r(1—7r)'

Opét porovname toto vyjadieni s vyjadienim 2.4 pro konstanty a, b.

_ T _ n(n+1)
a= 1_1_[1 - (1_7_’:) . 29
Pravdépodobnostni funkci miizeme poté prepsat ve zjednoduseném tvaru [14][10]:
(At D)
I n - j
Ir = 1—712 F—1 9 210
]:

e M¢jme N~NBi(k; m). Pror = 0,1, 2,3 ... plati [7] [14]:

_(k+r—1)!

iy G
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_ (k+r-=2)!
Pr1= G DIk — 1)

T(k(l _ n.)r—l’
po == T[k.
p

T
Pr-1

Vyjadiime :
pr (k+r—1)(1—-m)

Pr-1 r

—-m+ &S 1):1 2l

Porovnanim dostaneme konstanty [10]:
a=1-m,b=(k-1)A—mn). 211

Pravdépodobnostni funkci miizeme poté piepsat ve zjednoduseném tvaru [6]:
r
(k—1)-j
gr=1-m) Z(Hf fi 9r- 2.12
j=1

Panjerovy konstanty pro Poissonovo, binomické a negativné binomické rozdéleni jsou shrnuty

v tabulce 1.
Tabulka 1: Panjerovy konstanty
Rozdéleni a b Parametr
N~Po(A) 0 A A>0
. - n(n+1)
N“"Bl(n, T[) 1—7 m T[E(O, 1)
N~NBi(k; m) 1—-m (k—1)A-m) me(0,1),r >0

Zdroj: zpracovano dle [6]
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3 PRIBLIZNE PRAVDEPODOBNOSTNI MODELY KOLEK-
TIVNIHO RIZIKA

V piedchozi kapitole jsme vysvétlili rekurentni vyjadieni distribu¢ni funkce G(x). Toto schéma
vSak neni vzdy stabilni a hrozi, Ze i se spravnym rekurentnim vzorcem miize model produkovat
chybné hodnoty. Aproximacni zpisoby vypoctu funkénich hodnot distribu¢ni funkce G(x) jsou
velmi uzite¢né, a to zejména v téch piripadech, kdy je vypocet uskute¢nén jednoduse a rychle
pomoci dostupného zakladniho softwaru. Tento model vyzaduje znalost zakladnich charakte-

ristik rozdéleni nahodnych proménnych N a X;. [6][10]

3.1 Aproximace normalnim rozdélenim
Néahodnou proménnou opisujici celkovou skodu v kolektivnim modelu rizika S mizeme pfti
splnéni predpokladli aproximovat pomoci centralni limitni véty Lindeberg-Lévyho.

Pro tuto vétu musime mit nezavislé a identicky rozdélené nahodné proménné X, X5, ... , Xy,
pro které existuje stiedni hodnota u = E(S) a rozptyl 2 = D(S), a jejich soudet definujeme
jako nahodnou proménnou S, tj. § = X; + X, + -+ + Xy. Kolektivni model rizika S ma tedy

ptiblizné normalni rozdéleni, tj. [11]:
S ~N(E(S); D(S)) = N(i; 02). 3.1

Cim vétsi je pocet N pojistnych udalosti, tim je aproximace G(s) pomoci distribuéni funkce

normalniho rozdéleni lepsi.
e Aproximace slozeného Poissonova rozdéleni

Néhodna proménnd S ma slozené Poissonovo rozdéleni S~C oPo(A; F (x)), potom pro

A = o0 ma nahodna proménna S normalni rozdéleni s parametry [6][10]:
U =Aimy, 3.2
% = Am,. 3.3
e Aproximace slozeného binomického rozdéleni

Nahodna proménni S ma slozené binomické rozdéleni S~CoBi(m;q;F (x)), pro m — oo

a ¢ = 0 ma ndhodna proménna S normalni rozdéleni s parametry [6][10]:

U =mqmy, 3.4
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0% = mqm, — mq*mi. 35
e Aproximace slozeného negativn¢ binomického rozdéleni

Nahodna proménni $ m4 sloZené negativné binomické rozd&leni S~CoNBi(r; p; F(x)), pro
r — oo ma nahodna proménna S normalni rozdéleni s parametry [6][10]:

_rd-p)

> my, 3.6

o’ =um2— 7‘(1——2m2m% 3.7

p p
Hustota pravdépodobnosti normalniho rozdéleni je symetricka, ale pii riznych typech pojisténi
byvaji ptislusné hustoty pravdépodobnosti vysky skod pomalu klesajici, tj. pravdépodobnost
extrémné velkych Skod neni zanedbatelna. Pfi aproximaci G (s) normalnim rozdélenim dochézi
k podhodnocovani vysokych hodnot, coz pro pojistitele neni zadouci kviili vysokym pojistnym
plnénim v piipadé vyskytu extrémni Skody. Proto uvedeme déle aproximaci posunutym gama

rozd€lenim, ktera dava presnéjsi vysledky.[11]

3.2 Aproximace posunutym gama rozdélenim

Piedpokladejme, Ze zndme prvni tfi za¢atecni momenty ndhodné proménné S a predpokla-
dejme, Ze tato ndhodnd proménna ma ptiblizné¢ gama rozdéleni posunuté o konstantu k. Na-
hodna proménna S ma podobné rozdéleni hodnot jako nahodna proménna Y + k, kde
Y~G(a; B) s distribu¢ni funkci [6]:

x pa
o G(a)

Fy(x) = tP~le~Btdt.

Pro distribu¢ni funkci nahodné proménné Y + k potom plati:

Fy 1 (x) = Fy(x — k).

Jestlize ndhodna proménna S ma byt aproximovana nahodnou proménnou Y + k, musi mit tato
nahodna proménna shodné zakladni charakteristiky s adekvatnimi charakteristikami kolektiv-
niho rizika S, ato E(S) D(S),y(S), které zname. Neznamé parametry a, 8, k vyjadiime podle

[1][6][11] soustavou tii rovnic:

u=k+ 3.8

i
5
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o? = 1% 3.9
2
V=7 3.10

Pomoci znamych hodnot E(S) = pu, D(S) = 02 a y(S) = y celkového plnéni S vyjadiime po-
stupné parametry «, 8, k [11]:

4
a = ]7, 3.11
a
B = P 3.12
k _ a
“HTE 3.13

3.3 Urdeni rizikové prirazky k ¢istému pojistnému

Vyse zminéné aproximace muzeme vyuzit pro vypocet rizikové ptirazky 6 K ¢istému neboli
netto pojistnému. Netto pojistné NP Vv nezivotnim poji$téni vyjadiuje stiedni hodnotu E (S) ko-
lektivniho rizika a je ur€eno k pokryti primérnych vydaji pojiStovny na pojistna plnéni. Pfi
vypoctu netto pojistného se vychazi z primérnych hodnot zejména o poctu pojistnych udalosti
a vysky Skod z minulych let, proto plati NP = E(S). [4]
Pii urcovani rizikové piiraZky, se pojistitel snazi, aby rizikové pojistné bylo sestaveno tak, Ze
celkové pojistné plnéni s vysokou pravdépodobnosti, napt. 0,95, bylo nizsi nez celkové piijaté
pojistné. Jestlize praimérné pojistné plnéni E(S) je Cisté pojistné, potom pozadujeme, aby se
rizikové pojistné (1 + 6)E(S) rovnalo 95. percentilu Sy o5 rozdéleni S. To vyjadiime zapisem
[11]:

RP = E(S)(1 + 8) = Sy 9s. 3.14
Vyjadfenim ze vztahu 3.8, ziskdvame vztah pro vypocet rizikové piirdzky:

_ Soes —E(S)

0= £ 3.15
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Vztah 3.9 mizeme zapsat ve tvaru [10]:
P(S < Spes) =P(S<(1+0)E(S)) =095 3.16

Pfi normalni aproximaci celkového pojistného plnéni S, S~N (E (8);D(S )), normovanim obou

stran nerovnosti v zavorce ve vztahu 3.10, dostavame [10]:

P(S—E(S) - 9E(S)>
VD) /DS

= 0,95.

Protoze plati:

S—E(S)

JD(S)

~ N(0; 1),

dostaneme vztah:
0E(S)

m = Zo,95,

kde zy9s5 vyjadiuje 95. percentil normovan¢ho normalniho rozdéleni. Oznacme

3.17

a(S) = +/D(S), pak pro obecné z, mizeme rizikovou piirazku vyjadfit vztahem [10]:

_ 2q0(S)

E(S) 3.18
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4 SIMULACNI MODELY KOLEKTIVNIHO RIZIKA

V pojistné-matematické praxi maji své vyznamné misto simulace, hlavné pro simulaci extrém-
nich Skod. V této kapitole se zaméefime na simulacni metodu Monte Carlo. Zékladni myS$lenka
vychazi z pfimého napodobovani realného systému, pomoci poznatkti z matematiky, teorie

pravdépodobnosti, statistiky a programovani. [6]

Pti realizaci ndhodné veli¢iny ziskané skute¢nymi udalostmi, je velmi t€Zké zaznamenat vysoky
pocet pozorovani. Pomoci simulace Monte Carlo je mozné ziskat uméle vytvotené pozorovani,
a tim ziskat tisice nahodnych realizaci. Princip simulace vychézi ze zdkona velkych cisel, kdy
S rostoucim poctem realizaci ndhodné veli¢iny se budou pozorované charakteristiky i odhad-

nuta funkce hustoty blizit teoretickému piedpokladu.[16]

Metoda Monte Carlo je numerickou metodu a touto metodou je mozné fesit libovolné matema-

tické ulohy, a nejen pravdépodobnostniho charakteru. [3]
Zakladni priblizeni simulaci [6]:

1. Vytvofime model S, ktery z&visi na ndhodnych proménnych X,Y,Z, N, ... se zndmym

rozd€lenim a vzajemné zavislosti,

2. Proj=1,2,..,n se generuji pseudondhodné hodnoty x;, y;, zj, n; ... a nasledn€ se vy-

pocita s pouZitim modelu specifikovanym v kroku 1. hodnota s;.

3. Rozdéleni ndhodné proménné S v podobé distribu¢ni funkce miiZze byt aproximované
F(s), empirickym rozdélenim stanovenym na zakladé¢ pseudondahodného vzorku

S1,52, «e) Sp-

4. Vypocitame hodnoty, jako je primér, rozptyl, percentily anebo pravdépodobnosti

a miry rizika pomoci empirického rozdéleni.

Generator pseudonahodnych ¢isel je deterministicky algoritmus, ktery generuje posloupnost
Cisel, ktera by neméla byt klasickymi statistickymi testy rozlisitelna od ndhodné posloupnosti.
Nékteré metody generovani pseudondhodnych ¢isel generuji hodnoty z rovnomérného normo-
vaného rozdéleni, tj. vyskyt libovolného ¢&isla z intervalu (0,1) je stejné pravdépodobny
a mimo tento interval je pravdépodobnost nulova. Toto rozdé€leni ale v praxi neni dostacujici

a vyuzivaji se rizné metody transformace. [6]

Ctyti obecné metody pro transformaci ndhodnych ¢isel s rovnomérnym normovanym rozd¢le-

nim na ¢isla s pozadovanym rozd¢lenim jsou[3]:
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e Rozehravani diskrétni ndhodné veliciny,
e Metoda inverzni funkce (transformace),
e Metoda vybéru (metoda Neumannova),

e Metoda superpozice.

4.1 Metoda Monte Carlo pro stanoveni rozdéleni celkové skody

Metoda Monte Carlo numericky fesi pravdépodobnostni tllohy pomoci organizovanych statis-
tickych pokust. Ziskavame tak potfebné feseni problémti pomoci uméle realizovanych nahod-
nych procest. Zakladni myslenkou je hledani souvislosti mezi veli¢inami, které jsou feSenim

zkoumaného problému, a charakteristikami nahodnych procestt modelovanych pocitacem. [6]

Simulovanym nahodnym procesem budou hodnoty s, s5, ..., S,, Kterymi nabyva nahodna pro-
ménna celkové skody S, realizované prostfednictvim simulaci hodnot poctu pojistnych pl-
néni N a vysky pojistnych plnéni X. Pfedpokladame znalost rozdéleni a parametri ndhodnych

proménnych N a X. [6]

Prvnim krokem pro aplikaci metody pro ur¢eni rozdéleni pravdépodobnosti celkové skody S,
kde S = X, X,, ..., X souvisi s rozdélenim poctu skod N. M&jme re(0; 1) ndhodné vygenero-
vané Cislo a 7i; je feSenim rovnice r = Fy(ii;), kde Fy(n) je distribuéni funkce ndhodné pro-
ménné N, ktera opisuje pocet Skod v daném portfoliu pojistnych smluv. Proto hodnotu 7i; mui-

Zeme povazovat za simulovany pocet skod. [6]

Naslednym vygenerovanim nédhodnych Cisel 711,713, ..., T15,, Kde 7;;€(0; 1) ziskdme funkéni
hodnoty distribu¢ni funkce vysky pojistnych pInéni F, (x). Jestlize ndhodna proménnad X; je
spojita, tak k jeji distribu¢ni funkci v intervale, kde je rostouci, existuje inverzni funkce Fy .
Pak ke kazdému z Cisel ry; Z defini¢niho oboru Fy 1 kdej =1,2,..., 7, je jednoznacné uréena
hodnota X, ; ptedpisem ry; = FX(J'C'l j), resp. ¥,; = Fx 1(r1 j), kde X;; pfedstavuje hodnotu na-
hodné proménné vysky individudlni $kody X;, kterou miiZzeme vygenerovat i jinym algoritmem
Vv zavislosti od pozadovaného rozdé€leni. Hodnotu %, miizeme povazovat za vysku prvni S§kody

Z poCtu 7y a pak hodnotu §; = X;1 + X1, + --* + Xq;,za prvni ¢len vzorku ndhodné proménné

S. [6]
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Opakovanim tohoto algoritmu n-krat dostaneme n realizaci hodnot celkové Skody S,
§1, 85, ..., $p. Jestlize oznaime m,, jako pocet vSech §;,i = 1, 2, ..., n, pro které plati §; < x, tak
dostaneme odhad distribu¢ni funkce celkové skody S dle vztahu [6]:

mx
G(x) = Fs(x) = - 4.1
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5 PREZENTACE MODELU NA REALNYCH DATECH

V této kapitole bude provedena prezentace diive vysvétlenych modelt kolektivniho rizika na
realnych datech. Nejprve budou uvedeny zakladni charakteristiky vstupnich dat a hledani vhod-
ného rozdéleni pravdépodobnosti. Nasledné bude provedena aproximace daného modelu. Za-
veérem kapitoly bude naznacen postup simulace metodou Monte Carlo. Data budou zpracovana
ve statistickém programu STATGRAPHICS Centurion XVII a vypoc¢ty provedeny Vv tabulko-

vém procesoru MS Excel.

5.1 Analyza vstupnich dat

Prvnim krokem pfi realizaci modeld ze vstupnich dat je zjiSténi zdkladnich informaci, tj. stano-
veni zékladnich charakteristik, jako je pocet, soucet, rozptyl, primér, median a koeficient Sik-
mosti a Spicatosti. Vhodné je urc¢it i minimalni a maximalni hodnotu, horni a dolni kvantil da-

tového souboru.

Data mizeme pied samotnou analyzou podrobit grafické analyze, kterd ndm usnadni urcit na-
sledujici kroky. Vhodnymi porovnavacimi nastroji jsou napiiklad box plot (krabicovy graf,
ktery slouzi k zjisténi rozdilt v poloze dat a jejich variabilit¢), histogram (vhodny pro znazor-
néni distribuce vzorku dat pomoci sloupcovych grafii stejné Sitky intervall, kde vySka sloupct
vyjadiuje Cetnost sledované veli¢iny), nebo dot plot (bodovy graf, ktery se pouziva k zobrazeni

distribuce dat jednotlivymi body na ose). [9]

V této kapitole vyuzijeme realnéd data o poctu a vySce pojistnych plnéni v heterogennim port-
foliu pojistnych smluv na pojisténi odpovédnosti za Skodu zpisobenou provozem vozidla.
K dispozici mame 25 649 pojistnych smluv, kdy bylo Setfeno 951 pojistnych udalosti z 876
pojistnych smluv béhem jednoho sledovaného roku, viz. Piiloha A — Vstupni data. Nejprve

provedeme analyzu prvni ¢asti dat, tj. po¢tu $kod, a nasledné vysky pojistnych plnéni.

V prvnim kroku rozdélime smlouvy do tiid Skod podle poctu nahlaSenych pojistnych udalosti,
V nasem pripad¢ se jedna o tiidy 0 — 3. V tabulce 2 muzeme vidét, ze do nulové tfidy skod, tj.
do tfidy, kdy na jedné smlouvé nebyla Setfena zadna pojistna udalost, patii 24 773 bezeskod-
nych pojistnych smluv, to ¢ini 96,58 % smluv. Do prvni tfidy Skod pak patii pojistné smlouvy
s jednou pojistnou udalosti, tj. 806 smluv, coz predstavuje 3,14 % smluv. V druhé tfidé je pouze
65 smluv s relativni Cetnostni 0,25 %. Béhem roka byly nejvice nahlaSeny tii udalosti ptipada-

jici na jednu pojistnou smlouvu, a to v péti ptipadech smluv. Celkem bylo pojistovnou Setfeno
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951 udalosti z 876 pojistnych smluv. V tabulce 3 jsou znazornény zakladni charakteristiky da-

tového souboru. Grafické znazornéni muzeme vidét na histogramu, obrazek 8.

Tabulka 2: Rozdéleni po¢tu skod do tfid

Trida §kod | Pocet smluv | Relativni ¢etnost
0 24773 0,9658
1 806 0,0314
2 65 0,0025
3 5 0,0002

Zdroj: viastni zpracovani dle STATGRAPHICS Centurion XVII

Tabulka 3: Analyza poétu skod

Pocet 25649
Soucet 951
Primér 0,03708
Minimum 0
Maximum 3

Zdroj: viastni zpracovani dle STATGRAPHICS Centurion XVII
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Obrazek 8: Histogram poctu individualnich skod

Zdroj: STATGRAPHICS Centurion XVII

Nyni provedeme analyzu druhé ¢asti dat, a to vysky pojistnych plnéni X;. Jednotky vysek po-
jistnych pInéni jsou 100 CZK, pro usnadnéni budeme uvadét pouze oznaceni PJ, penézni jed-
notky. Nejprve vykreslime graf vSech pojistnych plnéni pomoci box plotu zobrazeni, obrazek
9. Vidime, Ze v datovém souboru je vice Skod s menSim pojistnym plnénim, nez je primérna

hodnota (+). Je zfejmé, ze data maji pravostranné zeSikmené rozdéleni pravdépodobnosti.
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Box-and-Whisker Plot
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Obrazek 9: Krabicovy graf vysky pojistnych plnéni

Zdroj: STATGRAPHICS Centurion XVII

V tabulce 4 je uvedeno rozdéleni dat do deseti intervald s délkou 1 300 PJ. V prvnim intervalu
(0; 1300) je setieno témét 60,96 % vsech plnéni, tj. 534 pojistnych plnéni. V druhém intervalu
se nachazi 201 $kod, coz piedstavuje 22,95 %. V sedmém intervalu (7800; 9100) se nachazi
pouze Ctyii pojistna plnéni. V devatém a desatém intervalu se nachazi vzdy pouze jedna skoda
s relativni Cetnosti 0,11 %. Rozdé€leni do téchto intervali je zndzornéno Vv histogramu na ob-

razku 10.

Tabulka 4: Rozd€leni pojistnych plnéni dle intervald

Interval: [PJ] od do Cetnost Relativni ¢etnost
1 0 1300 534 0,6096
2 1300 2600 201 0,2295
3 2600 3900 71 0,0811
4 3900 5200 28 0,0320
5 5200 6500 22 0,0251
6 6500 7800 12 0,0137
7 7800 9100 4 0,0046
8 9100 10400 2 0,0023
9 10400 11700 1 0,0011

10 11700 13000 1 0,0011

Zdroj: viastni zpracovani dle STATGRAPHICS Centurion XVII
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Obrazek 10: Histogram vysKy pojistnych plnéni
Zdroj: STATGRAPHICS Centurion XVII

Celkem byla vyplacena pojistna plnéni ve vysce 1 333 739,22 PJ za Skody z 876 pojistnych
smluv. Minimalni vyse byla 24,42 PJ a nejvyssi vyplacené pojistné plnéni bylo ve vysi
12 254,00 PJ. Prumérna vyse ¢ini 1 522,53 PJ na jednu Skodu. Pravostrannost dat potvrzuje
koeficient sikmosti, y; = 2,37 > 0. Data jsou také vyrazné $picaté&jsi nez normalni rozdéleni,

¥, = 7,35 > 0. Zakladni charakteristiky téchto dat jsou uvedeny v tabulce 5.

Tabulka 5: Zakladni charakteristiky vysky pojistnych plnéni

Pocet 876

Soucet 1333739,22

Prumér 1522,53
Median 922,39
Minimum 24,42
Maximum 12254,00
Smérodatna odchylka 1621,48
Varia¢ni koeficient [%] 106,50
Koeficient Sikmosti 2,36728
Koeficient Spicatosti 7,35035

Zdroj: viastni zpracovani dle STATGRAPHICS Centurion XVII
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5.2 Hledani vhodného rozdéleni pro vstupni data

Dalsim postupem bude nalezeni vhodného pravdépodobnostniho rozdéleni, které spolehlive
modeluje vstupni data. Testovani vhodnosti daného rozdéleni budeme provadeét pomoci statis-
tického softwaru STATGRAPHICS Centurion XVII, kde si miizeme vybrat z riznych testi

dobré shody. Zavérem této casti bude ukazka zpracovani v tabulkovém procesoru MS Excel.

5.2.1 Vhodné rozdéleni poctu §kod N a odhad parametrua

Vhodnym rozdélenim pro pocet pojistnych plnéni N muze byt alternativni, binomické, Poisso-
novo nebo negativné binomické rozdéleni. [10]. Zakladni charakteristiky téchto rozdéleni jsou
uvedeny v kapitole 1.3, kde mtizeme vidét grafy jejich pravdépodobnostnich funkci. V nasem
piipadé budeme testovat, zda data o poctu pojistnych plnéni pochazeji z Poissonova nebo ne-

gativné binomického rozdéleni pravdépodobnosti.

Testovani vhodnosti daného rozdéleni provedeme pomoci softwaru. Vyuzijeme Pearsontv
x? test dobré shody, ktery slouzi na ovéfeni shody rozdéleni Setnosti vybérovych dat a predpo-
kladanym teoretickym rozdélenim s hustotou pravdépodobnosti f(x; @), kde © je vektor pa-
rametrt, nej¢astéji odhadnutych z vybérového souboru. Testujeme nulovou hypotézu H,: na-
hodna proménna X ma rozdéleni s hustotou f(x; ®). Vychodiskem pro test jsou empirické
udaje x4, X3, ..., X, ndhodné proménné X roztfidéné do k skupin s ¢etnostmi 04, 0,, ..., O,,. Pro

tento test je dano testovaci kritérium:

k
(0; —np)?
2 § 2
X° = — ~Xfi—m 51
np; feetop

=1

kde p; je pravdépodobnost hodnoty x; diskrétni proménné s predpokladanym rozdélenim, které
ma p odhadovanych parametrii. H, pfijmeme na hladin€ vyznamnosti «a, jestlize testovaci kri-

térium y? nepiekroci percentil y?_, rozdéleni X}%—1—p- [10]

Byla zvolena hladina vyznamnosti @ = 0,05, tj. 95. percentil y? —rozdéleni. A postupné testu-

jeme nulovou hypotézu:
e Hj: Polty pojistnych plnéni pochazeji z Poissonova rozdéleni.
e Hj: Pocty pojistnych plnéni pochazeji z negativné binomického rozdéleni.

Prvné testujeme, zda data pochazeji z Poissonova rozdeleni, zda N~Po(A4). Vysledky jsou zna-

zornény V tabulce 6. Vidime, ze v testu doslo ke slouceni druhé a tieti tiidy, tedy smluv,
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u kterych vznikly dvé a tfi pojistné udalosti. Pozorovana ¢etnost, po slou€eni, ¢ini 70 pojistnych
smluv a odhadovana o¢ek4vana &etnost je 17,20. Testovaci kritérium y# = 175,506, P-hodnota
je rovna nule, kriticka hodnota pro zvolenou hladinu vyznamnosti, pro tfi tfidy a jeden odhado-

vany parametr je KH; = 5,99.

Tabulka 6: ? test — Poissonovo rozd&leni

Goodness-of-Fit Tests for N
Chi-Square Test

Lower | Upper | Observed Expected
Limit | Limit | Frequency | Frequency | Chi-Square
at or below 0 24773 24715,41 0,13
1 1 806 916,39 13,30
2 70 17,20 162,08
Chi-Square = 175,506 with 1 d.f. P-Value = 0,0

Zdroj: vystup z STATGRAPHICS Centurion XVII

Nasledné budeme testovat druhou ndmi zvolenou nulovou hypotézu a to, zda data pochazeji
z negativné binomického rozdé€leni, zda N~ NBi(r, q). Vysledky testu ze softwaru jsou uve-
deny v tabulce 7. Zde nedoslo k zadnym upravam tfid a v testu je pouzito stejné rozloZeni jako
v tabulce 2. Testovaci kritérium y3 = 0,530044, P-hodnota je rovna 0,466587, kriticka hod-
nota pro zvolenou hladinu vyznamnosti, pro ctyii tfidy a dva odhadované parametry je

KH, = 7,81.

Tabulka 7: y?test — Negativné& binomické rozdéleni

Goodness-of-Fit Tests for N
Chi-Square Test

Lower | Upper | Observed | Expected
Limit | Limit | Frequency | Frequency | Chi-Square
at or below 0 24773 24770,81 0,00
1 1 806 811,91 0,04
2 2 65 60,39 0,35
3 5 5,89 0,14

Chi-Square = 0,530044 with 1 d.f. P-Value = 0,466587

Zdroj: vystup z STATGRAPHICS Centurion XVII
S 95 % spolehlivosti zamitame hypotézu, ze data pochazeji z Poissonova rozd¢leni pravdépo-
dobnosti, P-hodnota je mensi nez ndmi zvolena hladina vyznamnosti, y? > KH, Pfijimame
hypotézu, Ze data pochazeji z negativné€ binomického rozdéleni, P-hodnota je vyssi neZ zvolena
hladina vyznamnosti, y? < K H,. Déle tedy budeme pracovat s timto rozdélenim pro poéty po-

jistnych plnéni. Porovnani vysledka obou testi znazornuje tabulka 8.
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Tabulka 8: y?test po&tu $kod pro vybrana rozdéleni

v test Poissonovo Neg. binomické
Chi-Square 175,506 0,530
D.f. 1 1
P-Value 0 0,466587

Zdroj: viastni zpracovani dle STATGRAPHICS Centurion XV1I
Nyni, kdyz zname vhodné rozdéleni dat, mizeme v softwaru odhadnout parametry rozdéleni.
Software provadi odhad pomoci metody maximalni vérohodnosti (MMV, z anglického ma-
ximum likelihood mozno i ML). Jedna se o metodu, kterou mizeme aplikovat v mnohych situ-

acich, a odhady, ziskané pomoci této metody, maji velmi dobré vlastnosti.

Necht’ x = (xq, x5, ..., X,,)" je vektor n nezavislych vybérovych pozorovani nahodného pozoro-
vani X S rozdélenim f (x; 01,05, ..., Hp), kdy 64, 6,, ..., 6, jsou neznamé parametry tohoto roz-
déleni. Pro libovolny parametr 8 definujeme funkci maximalni vérohodnosti L(0; x) vztahem:

n

L(6;x) = nf(xi; 0). 5.2

=1

Ptfirozeny logaritmus funkce vérohodnosti je:

1(0;x) = InL(®; x) = z Inf (x;; ©). 5.3

Maximélni vérohodny odhad parametru @ je takova vybérova charakteristika @ = 8(x), ktera

maximalizuje funkci vérohodnosti L(8; x), resp. 1(0; x). [12]

Maximalné vérohodny odhad ma tyto vyhodné vlastnosti [11]:
e ma asymptoticky normélni rozdélent,
e 0 je asymptoticky nezkresleny,
e 0 je asymptoticky vydatny,
e 0 je konzistentni,
e 0 je invariantni, tj. 7(8) = y (@), kde y(®) je libovolna funkce odhadnutych parame-
tra.
Dalsi moznosti odhadu je metoda moment (MM), ktera spociva v odhadu k-tého zacate¢niho

momentu rozdéleni nahodné proménné X piislusSnym momentem, ktery jsme urcili z vybéro-

vého souboru, tj. [12]:
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n Lk
est E(X*) = m, = =224 5.4

Pomoci softwaru odhadneme parametry a ur¢ime zakladni charakteristiky tohoto rozd¢leni pro

pocet pojistnych plnéni k = 25649. Odhadnuté parametry jsou uvedeny v tabulce 9.

Tabulka 9: Odhadnuté parametry negativné binomického rozdéleni

Parametry NBI
0,28258
p 0,88401

Zdroj: viastni zpracovani dle STATGRAPHICS Centurion XVII

Dosavadnim Setfenim jsme zjistili, Ze po€ty pojistnych plnéni N pochézeji s 95 % spolehlivosti
Znegativn¢  binomického rozdéleni pravdépodobnosti s parametry r = 028258
a p = 0,88401. Pomoci nize uvedenych vztaht (5.5, 5.6) dopoc¢itame stfedni hodnotu E(N)
arozptyl D(N), tabulka 10.

Negativné binomické rozdéleni NBi(r; p) je definovano pravdépodobnostni funkci:

x
P(x) = ( )pr(l—p)x_r prox =k k+1,..

r—1
Zakladni charakteristiky negativné binomického rozdéleni [10]:

e Stfedni hodnota

r(1l—
E(N) = M 55
p
e Rozptyl
r(1l—
pvy =127 5.6
p
e Momentova vytvoiujici funkce
_ P\
My (z) = (1—e2(1—p)) '

Tabulka 10: Zakladni charakteristiky negativné binomického rozdéleni

Zakladni charakteristiky
E(N) 950,99
D(N) 1075,78

Zdroj: viastni vypocet v MS Excel
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5.2.2 Vhodné rozdéleni pro vySky pojistnych plnéni X a odhad parametri

Nalezeni vhodného rozdéleni pravdépodobnosti vysky pojistnych plnéni X; provedeme pomoci
x? testu a Kolmogorova — Smirnova testu dobré shody (K-S test) se zvolenou hladinou vy-
znamnosti a = 0,05. Pro vzestupné uspofadany nahodny vybér (X,, X5, ..., X;,) pochazejici ze
spojitého rozdé€leni s distribu¢ni funkci F(x) a rozsahem n testuje K-S test nulovou hypotézu
H,: Nahodny vybér pochazi ze zakladniho souboru s piedpokladanym rozd€lenim pravdépo-
dobnosti. Test je zaloZzen na porovnani rozdili mezi distribu¢ni funkci ovétfovaného a vybéro-
vého rozdéleni pravdépodobnosti, tj. F(x) a F, (x).

Takto uspofadanému ndhodnému vybéru piislusi vybeérova (empirickd) distribucni funkce,
ktera je definovana vztahem [10]:

0 x<x4

F(x) = 5.7

[
n
1

Testovaci kritérium ma tvar:
d, = max{D;,D;, ..., D;}, 5.8
. i—1] |i )
kde D} = max{lF(xl-) - lT| ; |% - F(xl-)|},L =12, ..,n.

Kriticka oblast je definovana d,, > d, 1_4,kde d,, 1, J& 1-a kvantil rozdéleni pravdépodob-

nosti testovaciho kritéria d,, za pfedpokladu platnosti hypotézy Ho. [8]

U vstupnich dat vysky pojistnych plnéni budeme testovat vhodnost exponencialniho, gama,
lognormalniho a Weibullova rozdéleni pravdépodobnosti. Zékladni charakteristiky téchto roz-

déleni byly uvedeny v kapitole 1.4.

Vsechny testy provedeme na zvolené hlading vyznamnosti a = 0,05, graficky znazornéno na

obrazku 11. Testujeme postupné nulovou hypotézu:
e Ho: Vysky individualnich pojistnych plnéni pochéazeji z exponencialniho rozdéleni.
e Ho: Vysky individudlnich pojistnych plnéni pochéazeji z gama rozdé¢leni.
e Ho: Vysky individudlnich pojistnych plnéni pochazeji z lognormalniho rozdéleni.

e Ho: Vysky individualnich pojistnych plnéni pochéazeji z Weibullova rozdéleni.
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Obrazek 11: Histogram X s hustotou testovanych rozdéleni

Prvné otestujeme pomoci y? testu, zda data pochazeji z exponencidlniho rozdéleni, tj.
X;~Ex(A). Test je znazornén v tabulce 11. Vysky skod byly rozdéleny do deseti intervala
v délce 1000 PJ se ziskanou &etnosti. Testovaci kritérium y? = 23,8336, P-hodnota je rovna
0,0024, kriticka hodnota pro zvolenou hladinu vyznamnosti, pro deset zvolenych intervall a

jeden odhadovany parametr je KH; = 15,51. H, zamitame, data nepochazeji z exponencial-

niho rozdéleni, y? > KH,.

Zdroj: STATGRAPHICS Centurion XVII

Tabulka 11: y?test — exponencialni rozdéleni

Goodness-of-Fit Tests for X
Chi-Square Test

Lower | Upper | Observed Expected

Limit | Limit | Frequency | Frequency | Chi-Square
at or below 1000 464 421,79 4,22
1000 2000 209 218,70 0,43
2000 | 3000 89 113,40 5,25
3000 | 4000 46 58,80 2,79
4000 5000 22 30,49 2,36
5000 6000 18 15,81 0,30
6000 7000 12 8,20 1,77
7000 8000 9 4,25 5,31
8000 9000 3 2,20 0,29
above 9000 4 2,37 1,12

Chi-Square = 23,8336 with 8 d.f.

P-Value = 0,00244367
Zdroj: vystup z STATGRAPHICS Centurion XVII
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x? test nulové hypotézy, zda data pochazeji z gama rozdéleni, zda X;~ Ga(a; ) je uvedeno
v tabulce 11. Tentokrat byla data rozd¢lena do deviti intervalti v délce 1000 PJ se ziskanou
¢etnosti. Testovaci kritérium )(5 = 64,6664, P-hodnota je rovna nule, kriticka hodnota pro zvo-
lenou hladinu vyznamnosti, pro devét zvolenych intervali a dva odhadované parametry je

KH, = 12,59. H, zamitame, data nepochazeji z gama rozd&leni, y5 > KH,.

Tabulka 12: %2 test — gama rozdéleni

Goodness-of-Fit Tests for X
Chi-Square Test

Lower | Upper | Observed Expected

Limit | Limit | Frequency | Frequency | Chi-Square
at or below 1000 464 393,54 12,61
1000 2000 209 246,48 5,70
2000 3000 89 124,18 9,96
3000 4000 46 59,69 3,14
4000 5000 22 28,06 1,31
5000 6000 18 13,03 1,90
6000 7000 12 5,99 6,02
7000 8000 9 2,74 14,28
above 8000 7 2,28 9,74

Chi-Square = 64,6664 with 6 d.f. P-Value = 0,0

Zdroj: vystup z STATGRAPHICS Centurion XVII

Dalsi testovaci nulovou hypotézou bude, zda data pochdzeji z lognormalniho rozdéleni, zda
X;~LN(w; 0%). Vysledky jsou uvedeny v tabulce 13. Pro tento test byly data rozd€lena do je-
denacti intervalt v délce 1000 PJ se ziskanou ¢etnosti. Testovaci kritérium )(_% = 12,0857, P-
hodnota je rovna 0,147422, kritickd hodnota pro zvolenou hladinu vyznamnosti, pro jedenact
zvolenych intervalii a dva odhadované parametry je KH; = 15,51. H, nezamitame, data s

95 % pravdépodobnosti pochéazeji z lognormélniho rozdéleni, y2 < K Hj.
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Tabulka 13: y?test — lognormalni rozdéleni

Goodness-of-Fit Tests for X
Chi-Square Test

Lower | Upper Observed Expected

Limit Limit | Frequency | Frequency | Chi-Square
at or below 1000 464 449,68 0,46
1000 2000 209 227,21 1,46
2000 3000 89 92,35 0,12
3000 4000 46 43,82 0,11
4000 5000 22 23,25 0,07
5000 6000 18 13,37 1,61
6000 7000 12 8,17 1,80
7000 8000 9 5,23 2,72
8000 9000 3 3,48 0,07
9000 10000 2 2,39 0,06
above 10000 2 7,05 3,62

Chi-Square = 12,0857 with 8 d.f. P-Value = 0,147422

Zdroj: vystup z STATGRAPHICS Centurion XVII
Poslednim testem je x? test nulové hypotézy, zda data pochizeji z Weibullova rozdéleni, zda
X;~ W (y; c), tabulka 14. Data byla rozd¢lena do deviti intervali v délce 1000 PJ se ziskanou
Cetnosti. Testovaci kritérium y7 = 46,9112, P-hodnota je rovna 1,94 - 1078, kritick4 hodnota
pro zvolenou hladinu vyznamnosti, pro devét zvolenych intervalli a dva odhadované parametry

je KH, = 12,59. H, zamitame, data nepochézeji z Weibullova rozdéleni, y5 > KH,.

Tabulka 14: y?test — Weibullovo rozdgleni

Goodness-of-Fit Tests for X
Chi-Square Test

Lower | Upper | Observed Expected

Limit | Limit | Frequency | Frequency | Chi-Square
at or below 1000 464 403,19 9,17
1000 2000 209 233,27 2,53
2000 3000 89 121,31 8,61
3000 4000 46 60,89 3,64
4000 5000 22 29,90 2,09
5000 6000 18 14,45 0,87
6000 7000 12 6,90 3,78
7000 8000 9 3,26 10,12
above 8000 7 2,84 6,11

Chi-Square = 46,9112 with 6 d.f. P-Value = 1,94897E-8

Zdroj: vystup z STATGRAPHICS Centurion XVII

V tabulce 15 jsou uvedeny souhrnné vysledky K-S testit danych rozd¢€leni. S 95 % spolehlivosti
zamitdme nulovou hypotézu, Ze data pochazeji z exponencidlniho, gama a Weibullova rozd¢-

leni, stejné jako pfi y? testu dobré shody, protoZe p-value je mensi neZz nami zvolena hladina

52



vyznamnosti @ = 0,05. Pfijimame pouze nulovou hypotézu Hy: Vstupni data pochazeji z lo-

gnormalniho rozdé€leni s danou hladinou vyznamnosti a. P-hodnota pro lognormalni rozdéleni

je tedy vyssi nez zvolena hladina vyznamnosti «.

Tabulka 15: K-S test

K-S test | Exponencidlni Gamma Lognormalni | Weibullovo
DPLUS 0,0505154 0,0838946 0,028327 0,0722254
DMINUS 0,0896348 0,0486648 0,0218468 0,0675707
DN 0,0896348 0,0838946 0,028327 0,0722254
P-Value 0,0000015 0,0000088 0,493934 0,0002147

Zdroj: viastni zpracovani dle STATGRAPHICS Centurion XVII

Do histogramu vysky pojistného plnéni X; prolozime hustotu pravdépodobnosti lognormalniho

rozde¢leni. Vidime na obrazku 12, Ze data odpovidaji nami navrhovanému rozdéleni a nasledné

s timto rozdélenim budeme dale pracovat.
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Obrazek 12: Histogram vy$ky pojistného plnéni s lognormalnim rozdélenim

Zdroj: STATGRAPHICS Centurion XVII

Pro nésledujici vypocty je nutné odhadnout parametry p a 62 lognormalniho rozdéleni a uréit

jeho zakladni charakteristiky. Odhad parametrii opét provedeme pomoci softwaru, a to metodou

maximalni vérohodnosti. Vysledky odhadi parametrti jsou uvedeny v tabulce 16. Nasledné

podle definic (5.9 a 5.10) ur¢ime zakladni charakteristiky stfedni hodnotu E (X), rozptyl D (X)

a koeficient y; vysky pojistnych plnéni X. Vysledky jsou uvedeny v tabulce 17.
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Tabulka 16: Odhadnuté parametry lognormalniho rozdéleni

Parametry LN
u 6,8753
c? 0,9415
o 0,9703

Zdroj: viastni zpracovani dle STATGRAPHICS Centurion XVII

Lognormalni rozdé&leni LN (p; ¢2), je dano hustotou pravdépodobnosti:

1 —(nx—p)? 5
e 202 prox > 0,jestlizelnX ~N(u; o).
oxX\ 21

Mgéjme niahodnou veli¢inu Y = InX, kde pravé X ~ LN (u, 62), kterdA ma normalni rozdé&leni

f&) =

Y ~N(u,0%). A naopak plati, pokud Y ~N (i, 6%), ma nahodna veli¢ina X = e lognormalni
rozdéleni X ~ LN (u, 02). [5]

Zakladni charakteristiky rozdéleni LN (1, 02) [10]:

e Stfedni hodnota:

2

o
E(X) = e"*7, 5.9
e Rozptyl:
D(X) = e?*7* (%" — 1), 5.10

e Koeficient Sikmosti:

y1 = (% +2)Weo” — 1, 5.11

e Momentova vytvorujici funkce:

ag?z?
+_
Mx(Z) = e,LLZ 2,

e k-ty pocatecni moment:

o?k?

E(Xk) =my = eﬂk"'T. 5.12

Tabulka 17: Zakladni charakteristiky lognormalniho rozdéleni

Zakladni charakteristiky
E(X) 1550,08
D(X) 3757340,24

Y1 571

Zdroj: viastni vypocet v MS Excel
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Dosavadnim Setfenim jsme zjistili, Zze s 95 % pravdépodobnosti maji vysky pojistnych plnéni

X; lognormalni rozdéleni s parametry u = 6,87532 a o0 = 0,9703.

5.2.3 Hledani vhodného rozdéleni a odhad parametri v MS Excel

V této Casti provedeme odhad parametrt a hledani vhodného rozdé€leni vstupnich dat bez pou-
ziti softwaru STATGRAPHICS Centurion XVII. Vypocty budou provedeny v tabulkovém pro-
cesoru MS Excel. Pro porovnani provedeme odhad parametrti danych rozdéleni pomoci metody
momentil MM. Ovéfeni vhodnosti zvoleného rozdéleni realizujeme u analyzy poctu Skod
N Pearsonovym y? testem dobré schody a u vysky pojistnych plnéni pomoci Kolmogorova-

Smirnova testu dobré shody.

Prvnim krokem bude odhadnout parametr A Poissonova rozd¢€leni a parametry m, @ negativné

binomického rozde€leni pro pocet skod N a nasledné ovérit vhodnost takto zvoleného rozdé€leni.

Pro odhad parametru A Poissonova rozdéleni vyuzijeme rovnici 5.4 a vztah E(X) = A. Z ¢ehoz

plyne, Ze odhad je roven aritmetickému priméru. Vysledek je uveden v tabulce 18.

n

i=1Xi =
m=—-n=:=A

n

Tabulka 18: Odhad parametru Poissonova rozdéleni MM

Parametry Po odhadnuté MM
yl 0,03708

Zdroj: viastni vypocet v MS Excel

Ovéfeni hypotézy, zda data pochazeji z Poissonova rozdéleni pro poéty skod N, provedeme
Pearsonovym y? testem dobré shody s hladinou vyznamnosti @ = 0,05, jako pfi Setfeni v ka-

pitole 5.2.1 pomoci softwaru.

Vytvotime si vypoctovou tabulku, Tabulka 19, kde data rozdélime do tiid jako v tabulce 2.

Dopocitame jednotlivé pravdépodobnosti p; pomoci pravdépodobnostni funkce P(x) = % e

nebo vyuzijeme excelovskou funkci POISSON.DIST (x; 4; 1), ktera vrati kumulativni Poisso-
novo rozde¢leni pravdépodobnosti. Nasledné dopocitame ocekavané pocetnosti E; = n - p;. Po-

sledni sloupec tabulky obsahuje vypocet testovaciho kritéria podle vztahu 5.1.
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Tabulka 19: Vypodtova tabulka ¥ testu — Poissonovo rozdgleni

Xi Oi pi Ei —(Oi —E)”
E;
0 24773 0,963601| 24715,41 0,134171
1 806 0,035728 916,39 13,29665
2 65 0,000662 16,99 135,6845
3 5 0,000008 0,21 109,2774
Soucet 25649 0,999999 25649 | x? = 258,3928

Zdroj: viastni vypocet v MS Excel

Hodnota E; = 0,21, coz nespliiuje podminku, ze jednotlivé ofekavané Cetnosti jsou vEtsi nez

hodnota 2. Predpoklad souvisi s asymptotickymi vlastnostmi y? rozdéleni. [11] Z tohoto dii-

vodu slou¢ime ttidy dvé a tii a test provedeme znovu. Vystup ze systému v kapitole 5.2.1 znaci

stejné seskupeni, tabulka 6. Po piepocitani podle novych tid, jsme vypocetli, ze testovaci kri-

térium je y2 = 178,8478. Kritickd hodnota pro zvolenou hladinu vyznamnosti a, tii tiidy

a jeden odhadovany parametr je KH = 3,8415. Hypotézu, Ze data o poctu pojistnych udalosti

pochazeji z Poissonova rozdéleni s odhadovanym parametrem A zamitame, testovaci kritérium

piekracuje kritickou hodnotu, y? > KH. Stejny vysledek jsme ziskali i pfi $etfeni dané hypo-

tézy pomoci systému.

Tabulka 20: Vypo&tova tabulka y? testu — Poissonovo rozdéleni

Xi O,— pi E; M
E;
0 24773 0,963601| 24715,41 0,134171
1 806 0,035728 916,39 13,2967
2 70 0,000662 16,99 165,4170
Soucet 25649 0,999999 25649 | y? =178,8478

Pro odhad parametrti p, r negativn€¢ binomického rozdéleni vyuzijeme vztahy [18]:

_H

p
Uz

(H1)2
r=—
Uz — Uq

Zdroj: viastni vypocet v MS Excel

5.13

5.14

Upravou rovnice 5.13 ziskame vztah pro vypoéet odhadu parametru p z datového souboru:
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1
Nzliv=1Xi

%Z?’:l ()(j - %le‘vﬂ Xi)

p= 5 5.15

Upravou rovnice 5.14 ziskame vztah pro vypoéet odhadu parametru r z datového souboru:

(wEix)

— — 5.16
¥ 2 (% -y 2o xi)

7= 1
- N Zi\]: 1 Xi

Z dat o po¢tu pojistnych plnéni uréime pomoci excelovskych funkci vybérovy pramér (PRU-
MER = vrati primérnou hodnotu vybéru) a vybérovy rozptyl (VARA = odhadne rozptyl vy-
béru). Nasledné dopocitame odhady podle uvedenych rovnic 5.17 a 5.18. Vysledky odhadu

pomoci vypoétu v MS Excel jsou uvedeny v tabulce 21.

Tabulka 21: Odhadnuté parametry negativné binomického rozdéleni MM

Parametry NBi odhadnuté MM
0,28258
0,88401

=

<

Zdroj: viastni vypocet v MS Excel

Vidime, Zze odhadnuté parametry pomoci metody momenti jsou shodné s odhady softwaru.
Z tohoto divodu nebudeme v ovéfovani pokracovat a vyuzijeme pouze vystupy z kapitoly

5.2.1.

Dalsi ¢asti bude vypocet odhadu parametrd u a 6 lognormalniho rozdgleni pravdépodobnosti
vysky pojistnych plnéni X;. Vyuzijeme k tomu vztahy 5.4 (definice metody momentt) a 5.12
(vypocet k-tého pocate¢niho momentu lognormalniho rozdéleni). Uréime tedy bodovy odhad

prvnich dvou momentti pomoci vybérovych udaji x4, x,, ... x,, ve tvaru [11]:

n n 2
_ Li=1Xi i=1%i 5.17

m =———am, =
n

n

a vytvofime systém rovnic:

2
o 2
my, = e*"Z am, = e2(Hta?),

Resenim t&chto rovnic ziskdme momentové odhady ji a % parametrii u, o ve tvaru:

In(m,)
2

5.18

fi =2In(my) —
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62 =In(my,) — 2In (m,)

5.19

Pomoci datového souboru urc¢ime hodnoty m,, m, a dopocitame podle 5.13 a 5.14 odhady pa-

rametrd lognormalniho rozdé€leni, vysledky znazornuje tabulka 22.

Tabulka 22: Odhad parametrti lognormalniho rozdéleni MM

Odhad parametra lognormalniho

rozdéleni MM
ms 1540,8236
m, 6278866,1775
i 6,8436
o? 0,9718
i 0,9858

Zdroj: viastni vypocet v MS Excel

Ovéfeni, Ze jsme u vysky pojistnych plnéni vhodné zvolili lognormalni rozd€leni, provedeme

pomoci Kolmogorova-Smirnova testu dobré shody s hladinou vyznamnosti ¢ = 0,05.

Vytvoiime si tabulku, v které provedeme vypocty pro ovéteni nulové hypotézy Hy: Vysky po-

jistnych plnéni X pochazeji z lognormalniho rozdéleni LN (u; o). Vypocetni postup je uveden

v tabulce 23.
Tabulka 23: Vypocet ovéfeni X~LN(u; o) K-S test

i X Ln(xi) Fn(x) | Fn(x+1) F(X) ||Fn(X)-F(X)| | [F(X)-Fn(x+1)]

1 24,42 3,19540 0 0,00114 | 0,00007 0,00007 0,00107

2 31,99 3,46542 | 0,00114 | 0,00228 | 0,00022 0,00092 0,00206

3 33,29 3,50526 | 0,00228 | 0,00342 | 0,00026 0,00203 0,00317

4 52,52 3,96119 | 0,00342 | 0,00457 | 0,00134 0,00209 0,00323

5 58,02 4,06079 | 0,00457 | 0,00571 | 0,00186 | 0,00270 0,00385
873 9200,00 | 9,12696 | 0,99543 | 0,99658 | 0,98984 | 0,00559 0,00673
874 944555 | 9,15330 | 0,99658 | 0,99772 | 0,99056 | 0,00602 0,00716
875 11563,00 | 9,35557 | 0,99772 | 0,99886 | 0,99471 0,00301 0,00415
876 12254,00 | 9,41361 | 0,99886 1 0,99555 0,00331 0,00445
E(X) 152253 | 6,87532 MAX 0,02718 0,02833
D(X) |2629200,07| 0,94148

Zdroj: viastni vypocet v MS Excel

Prvni sloupec znaci potadové ¢islo i vySky pojistného plnéni x, které je uvedeno v druhém

sloupci. Vybérovy soubor je uspofadan vzestupné. Ve tietim sloupci je vypoéten piirozeny lo-

garitmus hodnot x;. Sloupce ¢&tyti a pét obsahuji hodnoty empirické distribuéni funkce F, (x)

58



a F,(x + 1). V Sestém sloupci jsou uvedeny hodnoty pfedpokladané distribu¢ni funkce vypo-
¢itané v hodnotach x; s odhadnutymi parametry f, &, které jsou uvedeny v tabulce 22. V MS
Excel vyuzijeme funkci LOGNORM.DIST(x; fi; 6;1), ktera vrati kumulativni distribu¢ni
funkci lognormalniho rozdé€leni . V poslednich dvou sloupcich jsou uvedeny absolutni rozdily
hodnot empirické a hypotetické distribu¢ni funkce v bodech nespojitosti. Maximalni absolutni
odchylky jsou uvedeny v tabulce 23. Z téchto hodnot vezmeme vétsi hodnotu, ktera predstavuje
testovaci kritérium dg,, = 0,02833. Z tabulek pro kvantily Kolmogorova-Smirnovova testu
uré¢ime podle poétu n a zvolené hladiny vyznamnosti a kritickou hodnotu, v naSem piipadé pro
n =876 aa = 0,05 je kritickd hodnota dg¢.0 95 = 0,04589. Porovnanim testovaciho kritéria
a kritické hodnoty, tj. dgy9 < dg79.9 95, vVidime, zZe nulovou hypotézu H, pfijimame. Datovy
soubor s vysky pojistnych plnéni 95 % pravdépodobnosti pochazi z lognormalniho rozdéleni

pravdépodobnosti s parametry i, 6.

Porovname-li odhady parametri z obou metod, tf MMV a MM, zjistime, ze se lisi. Odhady
ziskané metodou maximalni vérohodnosti jsou vydatnéjsi nez odhady metodou momenti, pro-
toze pti momentové nebo kvantilové metodé maji odhady z riznych vybérovych soubort velmi
vysokou variabilitu. Jsou tedy malo vydatné, coz zpisobuje dost pravdépodobny vyskyt ex-

trémnich hodnot. Proto pfi dal§ich vypoctech budeme pracovat s vypocty ze softwaru. [12]

5.3 Zakladni charakteristika kolektivniho modelu rizika S

V predchozi Casti jsme zjistili, Ze pocet pojistnych plnéni N pochéazeji z negativné binomického
rozdéleni pravdépodobnosti a ze vysky pojistnych plnéni X; pochazeji z lognormalniho rozde-

leni pravdépodobnosti.

V této Casti uréime zakladni charakteristiky kolektivniho modelu rizika S podle kapitoly 1.3.1,
tj. ur¢ime stfedni hodnotu E (S), rozptyl D(S) a koeficient y(S). K vypoctu je nutné nejprve
urcit pocatecni momenty nahodné proménné X;. Pro k-ty po¢atecni moment lognormalniho roz-
dé€leni, plati:

o?k?

EX®) =my, = e 2.

Nejprve uréime pomoci parametrii lognormalniho rozdéleni tii po¢ateéni momenty E (X*), uve-

deno v tabulce 24.
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Tabulka 24: Po¢atedni momenty E(X¥)

E(XX)
1550,08
6160079,85
62762316357

w (N[ ]|x

Zdroj: viastni vypocet v MS Excel

Pomoci téchto pocatecnich momentti a parametrti negativné binomického rozdé€leni podle defi-
nice vypoéteme zakladni charakteristiky kolektivniho rizika, tedy E(S), D(S), a(S). Vysledky

jsou uvedeny v tabulce 25.

Tabulka 25: Zakladni charakteristiky S

Zakladni charakteristiky S
E(S) 1474119,93
D(S) 6158037035,87
o(S) 78473,16
v(S) 0,13116

Zdroj: viastni vypocet v MS Excel

5.4 Aproximace kolektivniho modelu rizika S

Podle kapitoly 3 vypocteme aproximace normalnim rozdélenim a nasledné posunutym gama
rozdélenim pro 99., 98., 95. a 90. percentil a nélezici rizikovou pfirdzku 6. Nejdiive ur¢ime

S

p(v) pomoci excelovske funkce NORM.INV, ktera vrati inverzni funkei k distribu¢ni funkci

normalniho kumulativniho rozdéleni, a pomoci E(S) a D(S) z tabulky 25. Vysledky jsou uve-

deny v tabulce 26.

G(x)=P(Z<x)~ <1><x_—E(S)> -

VD(S)

Tabulka 26: Aproximace normalnim rozdélenim a rizikova ptirazka

p Sp() o
0,99 |1656675,80 0,1238
0,98 |1635284,10 0,1093
0,95 |1603196,80 0,0876
0,90 |1574687,34 0,0682

Zdroj: viastni vypocet v MS Excel
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Pro vypocet aproximace kolektivniho rizika posunutym gama rozdélenim je nutné nejdiive urcit
parametry a, 8 a k, které uréime opét pomoci zakladnich charakteristik z tabulky 26, kde

E(S) = u,D(S) = o?2. Parametry jsou uvedeny v tabulce 27.

Tabulka 27: Parametry o, 8, a k

o 232,5082
B 0,000194311
k 277543,8266

Zdroj: viastni vypocet v MS Excel

Pomoci téchto parametrit miizeme vypocitat aproximace posunutym gama rozdélenim o k. Po-
mizeme si opét excelovskou funkci GAMMALINV pro hodnoty «, 8. Tato funkce vrati inverzni
funkci Kk distribu¢ni funkci kumulativniho gama rozdéleni. Vysledné hodnoty jsou znazornény

v tabulce 28.

Tabulka 28: Aproximace posunutym gama rozdélenim a rizikové ptirazky

p Zp Sp(G) 6°
0,99 25096929,83 63754151,14 0,2707
0,98 23031924,12 61689145,42 0,2296
0,95 20140687,62 58797908,92 0,1719
0,90 17775177,36 56432398,66 0,1248

Zdroj: viastni vypocet v MS Excel

V tabulce 29 miizeme vidét porovnani hodnot S,y a Sp(6). Aproximace posunutym gama roz-
délenim je lep$i, nebot’ gama rozdéleni je pravostranné zeSikmené a je tedy vhodné&jsi pro nase

data, kterd jsou také pravostranné zeSikmena.

Tabulka 29: Porovnani Sy @ Sp(c)

p Sp(N) Sp(©)

0,99 |61067097,67 | 63754151,14
0,98 59790342,96 | 61689145,42
0,95 57875225,69 | 58797908,92
0,90 56173650,55 | 56432398,66

Zdroj: viastni vypocet v MS Excel

5.5 Simulace metodou Monte Carlo

Pomoci simulace metodou Monte Carlo, podle postupu uvedeném v kapitole 4.1 ve vhodném

programu vygenerujeme nahodné ¢islo n, Z ndmi odhadnutého rozdéleni poctu pojistnych skod
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N ~ NBi(0,28258;0,88401). Pokud dany software neumoznuje generovat nahodna Ccisla
z riznych rozdéleni, vygenerujeme nahodné ¢islo r; z rovnomérného rozdéleni v intervalu
(0; 1) a nahodné ¢islo n,; dostaneme vypoctem dle vztahu ny; = Q(ry), kde Q(r) je kvantilova

funkce rozdéleni N.

Stejnym zptisobem vygenerujeme z rozd€leni vysky skod X ~LN(6,8753;0,9415) pravé n,
hodnot individualnich skod x4, x5, x3, ..., X, .- Podle definice kolektivniho rizika, vztah 1.1, ur-

¢ime soucet s; = Z?;l x;, ktery ptredstavuje prvni vygenerovanou hodnotu celkovych skod S.

Takto zopakujeme m-krat tak, aby m bylo dostate¢né velké ¢islo. Ziskame tim vygenerované
nahodné hodnoty sy, S5, S3, ..., S;y Z neznamého rozdéleni celkovych skod S, které predstavuji

jeden ndhodny vybér z tohoto rozdélen.

V ptedchozich castech jsme zjistili, ze v ptipadé, jestlize plati N~NBi(0,28258;0,88401)
aX ~LN(6,8753;0,9415), celkové skody maji priblizné normalni rozdéleni pravdépodobnosti
N(E(S) = 1474119,93; D(S) = 6158037035,87) nebo posunuté gama rozdéleni s parame-
try a« = 232,5082, 8 = 0,000194311 a k = 277543,82.

MiiZzeme naptiklad vygenerovat m = 10000 celkovych pojistnych Skod S, které predstavuji
jeden vybérovy soubor, a na zaklad¢ téchto hodnot fesit dvé hlavni tlohy. Prvni Gllohou je ové-
feni vhodnosti nalezenych aproximacnich modelti a druhou tlohou je nalezeni teoretického
pravdépodobnostniho modelu s dobrou shodou s vybérovym souborem, ktery jsme ziskaly si-

mulaci Monte Carlo.

Z dostupnych statistickych programovych balik v z&dném nebylo mozné realizovat simulaci
hodnot z negativniho binomického rozdéleni s odhadnutymi parametry na zakladé realnych dat,
které nejsou celociselna. Ve vSech je tato simulace mozZna jenom pro celoCiselné hodnoty para-

metru.
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ZAVER

Hlavnim cilem této prace bylo teoreticky popsat a nasledn¢ aplikovat na realnych datech za-
kladni, ptesné, priblizné a simula¢ni metody pravdépodobnostniho modelovéani kolektivniho
rizika S. V prvni kapitole byl ¢tenaf seznamen s definici a se zakladnimi charakteristikami cel-
kového pojistného plnéni S, tedy kolektivniho rizika za celé portfolio pojistnych smluv v daném
obdobi. Kapitola se dale vénovala definicim diskrétnich a spojitych pravdépodobnostnich roz-
déleni, které je mozné vyuzit pti modelovani poctu a vysky pojistnych plnéni. Kapitola se také

zabyvala slozenymi a smiSenymi rozdélenimi pravdépodobnosti.

V druhé¢ kapitole prace bylo piedstaveno rekurentni vyjadieni rozdéleni kolektivniho rizika.
V této Casti byl popsan Panjertiv rekurentni vzorec pro usnadnéni vypoctu distribucni funkce
G(x). Zavérem byly uvedeny Panjerovy konstanty pro Poissonovo, binomické a negativné bi-

nomické rozdéleni.

Tteti kapitola se zabyvala piibliznymi pravdépodobnostnimi modely kolektivniho rizika, za
pfedpokladu znalosti zdkladnich charakteristik rozdéleni nahodnych proménnych N a X;. Ka-
pitola definuje postup pii aproximaci normalnim rozdélenim a posunutym gama rozdélenim

a popisuje dalezité vyuziti pro vypocet rizikové piirazky 8 K Cistému netto pojistnému.

V posledni teoretické €asti se prace vénovala simulacnim metodam, kde byl uveden postup si-
mulace pomoci metody Monte Carlo. Tato metoda nam pomaha nasimulovat nahodné hodnoty
S1,S32, -+, Sp, kterymi nabyva ndhodna proménna celkové Skody S, realizované prostiednictvim

simulaci hodnot poc¢tu a vysky pojistnych plnéni.

V kapitole 5 byly na vstupnich datech vysvétleny postupy uvedenych modeli kolektivniho ri-
zika S. Nejprve byly vstupni hodnoty podrobeny grafické analyze, abychom si udélali zakladni
predstavu o datech a jejich empirickém rozdéleni. K dispozici jsme méli udaje o 25 649 pojist-
nych smluv s pojisténim odpovednosti za Skodu zplisobenou provozem vozidla. Béhem sledo-
vaného obdobi 1 rok vzniklo na tomto portfoliu 951 pojistnych udalosti z 876 smluv. Celkem
byla vyplacena pojistnd plnéni ve vysce 1 333 739,22 PJ, kde minimdlni vySe Cinila 24,42 PJ
a maximalni hodnota byla 12 254,00 PJ. V priméru na jednu pojistnou Skodu piipada pojistné
plnéni ve vysi 1522,53 PJ. V dalsi casti jsme zjistili pomoci vypoctu v softwaru STAT-
GRAPHICS, Ze data o poctu pojistnych plnéni N s pravdépodobnostni 0,95 pochézeji z nega-
tivné binomického rozdéleni s parametry r = 0,28258 ap = 0,88401, vysky pojistného plnéni

pak s pravdépodobnostni 0,95 pochazeji z lognormalniho rozdéleni s parametry u = 6,8753
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ao? = 0,9415. Pro porovnani byl uveden postup vypoé&ti testli dobré shody a odhady parame-
trti pouze pomoci tabulkového procesoru MS Excel. Na zaklad¢ piredchozich vysledkl byly
dopo¢itdny  zakladni  charakteristiky  kolektivniho  rizika  E(S) = 1474119,93,
D(S) = 6158037035,87 a y(S) =0,13116. Pramérné celkové pojistné plnéni ¢ini
1474 119,93 PJ. Dalsi cast prace se zabyvala vypoctem aproximace kolektivniho rizika S nor-
malnim rozdélenim a posunutym gama rozdélenim. Celkové Skody maji ptiblizné normalni
rozdéleni pravdépodobnosti N(E(S) = 1474119,93; D(S) = 6158037035,87) nebo posu-
nuté gama rozdéleni s parametry a = 232,5082, f = 0,000194311 a k = 277543,82. Zav¢-
rem praktické kapitoly je uveden postup simulace pomoci metody Monte Carlo aplikovany na

vypocitané hodnoty.
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PRILOHA A - VSTUPNI DATA

A4

Individualni poéty $kod a individualni celkova pojistna plnéni — nenulové hodnoty, tj 876 udaju

Individualni pocty skod:







Individualni celkové Skody:

24,42

212,09

290,27

346,46

399,49

463,70

500,00

587,01

659,90

739,84

31,99

216,00

291,36

348,10

400,00

463,71

500,53

588,56

660,57

747,54

33,29

216,14

292,00

348,11

400,00

467,39

503,97

591,60

662,10

748,08

52,52

218,12

299,19

350,41

400,00

469,63

504,78

592,19

664,07

749,49

58,02

218,13

299,88

350,63

400,88

469,65

509,24

594,27

665,11

749,58

74,70

219,50

300,00

352,17

402,64

471,83

512,73

595,15

665,64

751,91

75,89

219,92

302,43

353,67

403,73

472,00

513,23

596,91

668,54

752,13

82,33

225,07

306,81

354,42

404,82

472,75

513,42

599,58

673,57

753,22

85,34

226,10

306,90

355,16

409,09

473,22

519,01

599,90

674,76

756,00

86,22

227,50

307,03

356,65

412,77

474,40

519,28

600,00

675,23

757,83

90,00

232,92

307,07

361,41

412,78

474,43

519,37

602,30

676,49

759,06

102,00

234,45

308,56

361,78

414,72

474,66

519,72

602,84

678,67

760,47

116,51

236,40

312,23

362,30

415,04

480,05

521,78

605,12

679,36

761,12

121,44

239,50

313,34

362,59

416,00

480,50

523,50

610,10

680,00

763,72

123,71

243,09

314,79

364,73

417,42

481,00

525,79

611,62

682,21

774,94

148,00

243,19

314,91

369,91

418,49

481,08

528,40

612,56

683,90

778,09

149,37

243,78

315,68

370,00

419,47

481,24

529,33

612,56

685,29

779,02

150,00

252,00

316,40

374,08

421,06

483,60

529,84

612,64

687,38

779,62

160,00

255,17

318,44

374,22

421,66

484,28

530,00

614,03

690,66

780,89

163,50

257,49

318,61

374,85

422,26

484,90

534,00

616,68

697,39

781,84

165,97

260,60

320,00

375,05

424,61

486,53

534,37

617,30

700,59

783,90

167,36

261,00

324,01

376,00

424,71

487,71

537,49

626,04

702,08

784,17

168,19

265,71

327,06

376,43

425,00

487,80

542,20

626,28

703,20

784,26

174,09

267,28

327,82

376,88

425,87

487,89

547,20

627,85

704,08

787,43

174,67

267,94

327,85

378,17

426,22

487,98

547,91

627,93

705,08

787,48

180,00

270,05

328,50

379,20

427,09

490,13

550,00

630,30

708,71

790,40

186,42

272,99

330,00

379,58

430,00

490,52

550,77

630,95

708,78

797,05

188,50

276,59

331,10

380,00

431,77

490,70

556,39

633,31

710,85

797,52

189,40

278,36

333,09

381,63

432,95

491,15

558,86

634,51

714,19

798,04

191,00

278,46

335,21

382,63

441,85

494,03

560,19

635,09

714,82

801,00

194,83

278,90

335,67

383,73

442,29

495,40

561,42

637,47

719,44

808,95

196,21

281,51

335,84

383,76

442,56

495,50

564,00

639,41

719,81

810,21

199,80

281,56

336,40

389,43

447,47

496,78

564,75

643,05

720,09

813,81

200,00

282,25

337,65

393,73

450,34

498,00

565,54

644,61

721,19

813,88

201,03

282,83

337,99

396,12

450,89

498,00

565,59

647,86

722,15

819,11

203,83

283,57

338,66

396,47

454,03

498,00

566,95

647,98

723,37

820,02

204,48

284,00

339,86

396,48

454,26

498,33

572,28

655,98

734,37

821,76

206,55

285,84

341,43

397,43

454,80

498,59

574,40

656,23

737,00

822,08

206,99

287,00

344,80

398,69

455,20

498,68

576,15

656,30

737,37

824,75

209,76

289,08

345,30

399,41

458,71

499,37

577,00

659,73

737,41

825,62




828,40

926,64

1077,79

1217,27

1436,95

1590,02

1809,35

2040,00

2482,99

2992,66

832,98

929,07

1079,25

1225,87

1443,78

1590,81

1810,30

2047,00

2486,30

3000,00

833,16

934,83

1079,30

1231,30

1445,33

1597,45

1815,00

2066,67

2488,15

3012,77

833,40

937,97

1080,83

1237,00

1447,17

1611,33

1824,40

2072,68

2523,38

3034,02

838,60

938,00

1081,87

1244,72

1451,43

1619,95

1828,37

2082,40

2527,04

3048,10

850,23

941,60

1084,82

1254,29

1457,14

1623,20

1830,00

2112,00

2550,11

3057,14

857,18

943,84

1086,12

1257,13

1459,38

1632,24

1837,07

2118,34

2556,87

3073,81

859,60

948,01

1099,66

1258,54

1460,00

1636,00

1839,84

2146,13

2560,92

3096,90

863,86

960,26

1100,00

1266,67

1462,10

1651,88

1845,86

2159,34

2560,96

3120,84

864,55

960,80

1101,19

1272,68

1462,45

1653,75

1847,58

2192,00

2570,38

3120,88

866,36

961,59

1108,60

1283,78

1462,96

1665,22

1849,00

2201,92

2576,28

3126,90

868,94

962,70

1111,09

1294,05

1470,15

1668,78

1849,28

2220,61

2591,15

3156,38

873,97

965,53

1111,25

1294,40

1470,33

1679,47

1865,70

2235,11

2593,61

3170,08

878,82

967,37

1118,08

1296,00

1478,03

1685,88

1888,96

2242,59

2595,87

3177,58

885,36

967,94

1127,41

1308,66

1483,20

1686,48

1892,55

2251,63

2596,29

3200,00

886,00

968,40

1127,71

1309,63

1489,73

1686,67

1897,17

2263,02

2606,92

3200,07

886,57

970,00

1129,52

1311,00

1490,79

1688,50

1920,24

2267,00

2614,75

3201,85

887,93

976,87

1138,46

1313,47

1494,00

1693,60

1934,53

2274,62

2621,38

3228,64

888,26

981,33

1146,00

1319,56

1494,00

1694,42

1934,71

2296,00

2624,98

3231,36

891,56

983,90

1147,17

1324,24

1496,18

1695,32

1936,93

2300,00

2713,22

3231,72

895,80

992,25

1154,71

1326,91

1499,42

1699,69

1937,00

2300,00

2730,00

3300,00

896,50

994,00

1161,82

1329,10

1500,00

1704,80

1941,94

2300,00

2734,38

3304,39

896,76

996,00

1164,86

1330,98

1504,91

1708,20

1962,90

2300,00

2780,39

3329,74

897,57

997,00

1166,58

1335,36

1520,38

1712,62

1963,06

2300,00

2784,23

3366,98

901,25

1001,00

1167,84

1341,40

1521,31

1715,97

1986,50

2300,00

2793,16

3375,00

903,68

1004,98

1175,47

1345,19

1528,46

1730,93

1992,00

2300,00

2845,15

3391,00

905,45

1013,94

1181,25

1347,78

1528,54

1733,81

1992,00

2300,00

2875,00

3399,59

907,36

1022,71

1181,86

1360,98

1542,03

1740,94

1992,00

2300,00

2875,00

3411,27

907,46

1027,82

1182,97

1363,46

1547,96

1745,67

1992,00

2303,42

2875,00

3439,54

907,93

1029,91

1189,23

1364,09

1554,53

1747,63

1992,00

2324,93

2875,00

3440,57

909,16

1031,08

1193,98

1370,18

1555,45

1749,50

1992,00

2329,52

2875,00

3450,00

912,94

1040,54

1194,17

1376,86

1561,22

1752,45

1992,77

2329,88

2875,00

3450,00

914,16

1045,00

1196,00

1387,24

1562,62

1756,31

1994,52

2348,44

2875,00

3450,00

915,42

1048,98

1196,00

1388,84

1569,18

1760,24

2013,86

2375,00

2875,16

3450,00

918,53

1049,64

1196,02

1390,00

1569,49

1761,97

2014,22

2414,32

2925,57

3450,00

920,00

1050,00

1197,52

1408,73

1570,96

1762,20

2020,00

2433,60

2932,79

3450,00

920,82

1056,70

1198,93

1409,59

1574,84

1779,99

2020,97

2457,50

2965,37

3453,09

922,30

1065,47

1200,00

1414,93

1578,20

1781,55

2021,47

2472,58

2971,60

3500,85

922,48

1067,61

1209,73

1420,42

1578,37

1790,16

2030,90

2476,91

2978,58

3527,76

926,33

1076,51

1210,62

1430,43

1578,47

1798,16

2033,77

2476,92

2988,00

3579,29




3618,61 | 4604,83 | 5540,00 | 7117,87
3625,00 | 4616,68 | 5573,08 | 7196,00
3650,93 | 4741,47 | 5590,00 | 7196,00
3695,38 | 4744,55 | 5600,00 | 7196,00
3756,35 | 4782,67 | 5610,00 | 7281,00
3814,39 | 4800,00 | 5662,63 | 7460,00
3904,50 | 4850,00 | 5781,31 | 7465,98
3911,76 | 4900,00 | 5902,51 | 7685,90
4014,00 | 4950,00 | 6001,34 | 7960,00
4027,59 | 5000,00 | 6074,52 | 8040,00
4171,27 | 5020,00 | 6130,90 | 8107,80
4223,17 | 5036,00 | 6224,49 | 8351,00
4227,41 | 5100,00 | 6494,58 | 9200,00
4235,32 | 5120,00 | 6500,00 | 9445,55
4287,51 | 5211,00 | 6500,00 | 11563,00
4348,00 | 5374,54 | 6500,00 |12254,00
4404,66 | 5365,77 | 6591,90

4472,50 | 5397,10 | 6600,00

4543,40 | 5418,98 | 6772,01

4577,49 | 5421,78 | 6988,21




