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ANOTACE

Cilem prace je predstavit n¢kolik zakladnich iteracnich metod pro feseni nelinearnich funkci.
V prvni kapitole vyty¢ime nékteré zakladni pojmy nutné pro dalsi praci. V druhé kapitole se
budeme vénovat jednotlivym metodam, pro které bude vysvétlen princip jejich fungovani.
Konkrétn¢ pujde o metody bisekce, Regula falsi, prosté iterace, secen, Newtonovu,
Steffensenovu, Miillerovu, Maehlyovu a Laguerrovu metodu. Ve treti kapitole budou
predstaveny rtizné typy ptikladl, na kterych budou tyto metody testovany a vyhodnocovany.
Zde prokazeme, ze neexistuje univerzalni metoda pro vSechny typy ptikladi. V posledni
kapitole pak bude popsan software vytvofeny v programovacim jazyce Java, ktery na zadanou
funkci aplikuje metody popsané v této praci a piedstavi uzivateli proces feSeni, tj. tabulku

iteraci, vyhodnoceni jednotlivych ukoncovacich kritérii a graf konvergence.

KLICOVA SLOVA

Nelinearni rovnice, numerické metody, itera¢ni metody, kofen, feSeni

TITLE

Iterative methods of solving non-linear equations and their utilization

ANNOTATION

The aim of this work is to present few basic iterative methods for solving non-linear equations.
In the first chapter some of the basic terms required for further reading will be explained. In the
second chapter we will focus on the methods, for which basic principle of operation will be
explained. Specifically, bisection, false position, fixed-point iteration, Newton’s, secant,
Steffensen’s, Muller’s, Machly’s and Laguerre’s methods will be covered. In the third chapter
distinct types of examples will be presented and numerical experiments will be carried out. In
this chapter we will prove that no universal method for every type of equation exists. In the last
chapter a program created in Java programming language will be described. This application
applies every of the explained methods on the provided equation and presents a step-by-step

solution including iteration tables, terminating conditions evaluation and convergence graph.
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Non-linear equation, numerical methods, iterative methods, root, solution
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UvVOD

Soucasna matematika, a¢ zna¢né rozvinuta a prozkoumanad, dokaze presn¢ a jednoduse vyftesit
pouze nepatrny zlomek nelinearnich rovnic pomoci riznych vzorcl, k tomu navic existuje
pravdépodobnost, ze vysledek nelze vyjadiit s koneénym pocétem desetinnych Cislic.
V takovych ptipadech se budeme muset spokojit s dostate¢né presnym odhadem, K jeho ziskani
uz ale nastésti zname velké mnoZstvi numerickych metod, z nichz mnohé spadaji do kategorie
iteraCnich. Timto pojmem oznacujeme takové metody, jejichZ zptisob uziti spociva v opakujici
se aplikaci urcité operace, piicemz vysledek, ktery pii kazdé aplikaci ziskame, se postupné
piiblizuje presnému feSeni. Divodem pro existenci vétsiho poctu itera¢nich metod je jednoduse
fakt, Ze ne kazdou metodu lze pouzit na libovolnou funkci. Tato prace se tedy bude vénovat
deseti vybranym metodam a pokusi se dat étenafi skrze teoreticky vyklad a nasledné praktické
experimenty urcity piehled, ktera metoda je pro dany typ piikladu nejefektivngjsi, nebo alesponi
funkéni.

Pro ucely analyzy feSeni je pak soucasti prace 1 kompaktni aplikace, ktera ¢tenafi poskytne

jednoduchy piehled o efektivité vSech popsanych metod v konkrétnim piipadé.

11



1 KAPITOLA

1.1 Definice problému

M¢jme funkci f: R = R. Nasim tkolem je najit pfibliznou hodnotu kotene funkce f, tj. takovou

hodnotu x*, pro kterou plati
f(x*)=0. (1.1)

V praxi se muze bézn¢ stat, ze takova funkce ma kofenl hned nékolik, nebo naopak zadny,
a tak je vhodné jeji pritbéh nejprve prosetiit jinou technikou, a urcit takové intervaly, pro které

plati néasledujici véta:

Véta 1. Necht je funkce f(x),x € (a,b), ktera nabyva v krajnich bodech intervalu hodnot s
opacnymi znaménky, 1j. f (a)f (b) < 0. Pak v tomto intervalu lezi minimalné jeden koren funkce
f(x). Pokud navic plati, zZe f'(x) ma na celé délce intervalu neménici se znaménko a je riizna

od nuly, existuje na intervalu prave jeden koren x*.

Postupu, kdy se prubéh funkce vysetii a ur¢i se intervaly spliujici podminky ve Vété 1 se fika
separace kotenil rovnice. Pfi zadani intervalu, ktery obsahuje vice nez jeden kotfen, dokaze
vétSina metod konvergovat k jednomu z nich, nicméné nelze predem odhadnout, ktery to bude.
Proto je vhodné provést dikladnou separaci kotent, abychom mohli pouzit metody pro nalezeni

konkrétniho kotene, ktery chceme.

1.2 Pocateéni odhad

Iteracni metody vyzaduji ke své funkci nékolik vstupnich parametrd. Prvnim z nich je po¢atecni
aproximace neboli odhad feseni zkoumané funkce. Tim je napiiklad interval (a,b), ktery
splituje podminky uvedené v prvni ¢asti Véty 1. Druhou moZnosti je, Ze metoda vyzaduje pouze
jeden bod — odhad ptiblizného feseni. Tyto vstupni parametry lze ziskat pouhym pohledem
na graf funkce, mame-li ho k dispozici nebo vytvorenim tabulky [x;, f(x;)], do které zaneseme
funkéni hodnoty f(x;) pro nami zvolené hodnoty x;. Na zakladé Véty 1 nam staci najit dveé
po sobé jdouci hodnoty x; a x;,1, které maji funkéni hodnoty s opaénym znaménkem, a ty

pouzit jako krajni body intervalu, ptipadé jen jednu z nich jako jednobodovy odhad.
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1.3 Konvergence metody

Konvergence metody ndm zarucuje, ze k dostatecné presnému feSeni dojdeme v kone¢ném
poctu iteraci. Jak jiz bylo feCeno dfive, cilem itera¢nich metod neni najit presné feseni, ale
pouze se k nému priblizit na urcitou uspokojivou ptesnost. Z principu fungovani iteracnich
metod pak vychazi, ze v kazdé iteraci bude existovat néjaka chyba e; = x; — x*, kde x* je
ptesné feseni a x; je odhad feSeni v i-té iteraci. Pokud vysledkem itera¢ni metody neni p¥iblizné

feSeni, ale interval, ktery feSeni obsahuje, povazujme za chybu jeho velikost, tj. e; = b;— q;.
Metoda konverguje k pfesnému feseni, pokud

lim|e;| = 0.

i—00
Konvergence jednotlivych metod je u kazdé rozdilnd, at’ uz jde rychlost, nebo zda vibec

konverguje. Z toho divodu bude konvergence popsana v druhé kapitole pro kazdou metodu

zvlast', vCetné jejiho dikazu.
Uved’'me si nyni dal$i pojem z oblasti konvergence, a to tzv. fad konvergence. Mé&me vztah

le4q] _

=C, (1.2)

lim

isoo [e;]”

kde C je realné cislo ruzné od 0 a r je fad konvergence. Nejcastéji rozliSujeme t¥i druhy

konvergence:
e linedrni, pokudr =1acC <1,
e superlinearni, pokud 1 < r < 2,
e kvadraticka, pokud r = 2.

Rad konvergence nam pro danou metodu fika, kolikrat vice platnych cifer ziskame v kazdé
iteraci. V ptipad¢ linearni konvergence tak ziskdme s kazdou iteraci stejny pocet platnych ¢islic

a s kvadratickou konvergenci se pocet novych platnych Cislic s kazdou iteraci zdvojnasobuje.

Konstantu C miizeme taktéZ nazvat rychlost konvergence. Cim nizsi je hodnota konstanty,

tim rychlejsi je konvergence, nebot’ v blizkosti kofene plati

13



leisa] = Cleg|".

Obecné lIze fici, ze kvadraticka konvergence je rychlejsi nez superlinearni, a ta je rychlejsi nez
linearni, nicméné samotna konstanta C muze tyto rychlosti zna¢n¢ ovlivnit. naptiklad linearni

konvergence s C = 0,001 bude mnohem rychlejsi, nez kvadraticka konvergence s C = 0,8.

Kazda metoda konverguje jinou rychlosti, coz zavisi pfedevsim na volbé pocatecni aproximace.
Obecné plati, ze ¢im rychleji metoda konverguje, tim pfesnéjsi pocatecni odhad vyzaduje.
V praxi je tak idedlni zvolit nejprve pomalejsi metodu, kterd dokaze relativné spolehlivé

upfesnit feSeni funkce, a jeji vysledek nasledné pouzit pro jemné;jsi a rychlejsi metodu.

Rychlost konvergence nam fika, jak rychle se ptiblizime k pfesnému feSeni s kazdou iteraci.
Je vsak dulezité si uvédomit, ze skuteéna rychlost vypoctu (naptiklad poéitacovym programem)
zavisi na cen¢ iterace, tj. poctu a typu vypocetnich operaci, které je potieba vykonat pro ziskani
vysledku. Rychle konvergujici metody maji zpravidla drah¢ iterace, a v praxi tak mohou byt

| pfes jejich nizsi pocet pomalejsi [9].
1.4 Ukonéeni FeSeni

Protoze nize zkoumané metody prvotni odhad k feSeni pouze pftiblizuji, je velice
pravdépodobné, ze se k presnému feSeni nedostaneme v konecném poctu iteraci. Z tohoto
divodu musime definovat n€jaké podminky, které ndm zastavi vypocet ve chvili, kdy uz Ize

povazovat vysledek za dostate¢né dobry.

Uplné nejjednodussi podminkou pro ukonceni vypoctu je stanovit maximalni pocet iteraci.
Obecné lze vSak toto feSeni povazovat za nevhodné, protoze u vysledku nemame absolutné

z4dné informace o jeho pfesnosti.

Vhodné&jsim zptsobem je tedy vypocet zastavovat po dosazeni ur¢ité pozadované piesnosti.
V Prvni tad¢€ si definujeme pozadovanou piesnost € > 0 a vypocet zastavime, pokud je
f(x;) < €. Toto kritérium muze fungovat, pokud je funkce dobie podminéna, tj. kiivka funkce
svira v praseciku s osou x velky thel. Pokud je ale tento thel maly, interval, ve kterém
f(x;) < e muze byt piili§ velky a za piiblizné feSeni mize byt oznacena hodnota, ktera je od

ptesného feseni stale pomérné daleko.
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Jako dal$i moznost se nam nabizi sledovat pokrok v feSeni po jednotlivych iteracich. Zvolenou
pfesnost € nebudeme porovnavat s funkéni hodnotou v nalezeném bodé¢, ale s velikosti posunu
ptiblizného feseni po kazdé iteraci. Toto kritérium definujeme jako |x; — x;_4| < &. Pokud
se priblizné feseni v kazdé iteraci posouva jen minimalné, miizeme se domnivat, Ze je jiz velmi
blizko pfesnému feseni. Toto kritérium ale ve skuteCnosti trpi stejnym nedostatkem jako
predchozi varianta, jen obracené, tj. pokud je kiivka funkce k ose x témét kolma, mtze se feSeni
v kazd¢ iteraci priblizovat s minimalnimi rozdily, avSak hodnota f(x;) bude stile zna¢né

rozdilna od 0.

Zavérem tedy miizeme fici, Ze neexistuje zadné univerzalni zastavovaci kritérium, které nam
zajisti dostatecné presny vysledek pro jakykoliv problém, ktery fesime. Volba kritéria tak bude

vzdy zaviset na pouzité metod¢ a charakteru zkoumané funkce.

15



2 KAPITOLA

2.1 Zakladni metody

2.1.1 Metoda bisekce

Metoda bisekce, téz znama jako metoda pileni intervalu, je asi nejjednodussi a nejméné
naro¢na na vlastnosti zkoumané funkce. Jeji jednoduchost je ale vyvéazena ne piili§ velkou

rychlosti.

Vstupem metody je interval (a, b), o kterém vime, Zze obsahuje kotfen funkce. Cilem metody
je postupné zmensovat tento interval jeho pulenim tak, aby stale obsahoval piesné feseni.
Podminkou pro spravné fungovani metody je spojitost funkce a splnéni podminky dané ve Véta

1 na celé délce zadaného intervalu.
Algoritmus
V kazdé¢ iteraci dojde nejprve k nalezeni bodu m, ktery je sttedem zadaného intervalu:

_a+b
m=—

Tento zplsob vypoctu nemusi byt vhodny v pocitacové logice, kde jsme omezeni maximalni
hodnotou pouzitého datového typu, jelikoZ v extrémnich piipadech mize dojit k tzv. pieteceni
neboli situaci, kdy soucet velkych ¢isel mize pifesahnout tuto hodnotu. Pouzijeme tedy takovy
vypocet, ktery nevyuZziva s¢itani:
b—a
2

(2.1)

m=a+

V dalsim kroku otestujeme, zda f(m) = 0. Pokud ano, dostali jsme piesné feSeni a vypocet
muzeme ukonéit. V opacném piipad¢ otestujeme interval (a,m) na pravidlo o opacnosti
znamének. Pokud f(a)f(m) < 0, pak vime, Ze tento interval obsahuje feSeni, jinak feSeni
obsahuje druhy interval (m, b). Bod m tedy oznacime podle vysledku porovnavani znamének
novym krajnim bodem intervalu a cely proces opakujeme, dokud neni splnéna ukoncovaci

podminka, tj. (b — a) < ¢, kde € je pfedem zvolena pozadovana piesnost.
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Konvergence

Velikost intervalu, nebo téz chyba, muze byt po i iteracich zapsana dvéma zpisoby:

- " . "y . ,
|b; — a;| = 2_la Pouzijeme-li vztah (1.2) o fadu konvergence, do kterého za dosadime r = 1,
dostaneme
lle;+1 |l +1 1
lim i+1 P 2 _ =
imo lell”  imwb—a 2
21

Lze tedy fici, ze metoda bisekce konverguje linearné s rychlosti 1/2.

Velkou vyhodou metody bisekce je, Ze mizeme piedem vypocitat potfebny pocet iteraci. Staci

nam k tomu jen pocatecni interval a pozadovana presnost ¢. Vysledek iterace je dostatecné

(b-a)

b- 5 : D
G- €, coz lze upravit na < 2'. Pocet

blizko presnému feseni pravée tehdy, kdyz plati > .

iteraci tedy Ize vypocitat jako

(b—a)

i =>log, i €N. (2.2)

Vyhody a nevyhody

Vyhodou metody je pfedevsim nizka vypocetni cena, které je dosaZeno tim, ze metoda nijak
nevyuziva napiiklad derivaci funkce. Lze ji tedy bez problémi pouzit i na funkce, které nejsou
diferencovatelné. Nevyhodou je pak rychlost konvergence, kterd je v porovnani s jinymi
metodami zna¢né pomald. Obecné je tedy metoda bisekce vyuzivana k ziskani ptesnéjsi
pocatecni aproximace pro jinou, rychlejsi metodu, ktera by se mohla potykat s nejistotou

konvergence pii volbé pfili§ vzdalené pocatecni aproximace.

2.1.2 Metoda Regula falsi

Tato metoda je vylepsenim metody ptleni intervalu, ktera, jak bylo zminéno v jejim hodnoceni

cvwr

charakteru. Metoda regula falsi pro ziskani dalsiho bodu vyuziva aproximace funkce pomoci
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ptimky vedené body [x,, f(xo)] @ [x1, f(x1)], jejiz feSeni je dalsi aproximaci. Stejné jako
Vv ptipad¢ bisekce je druhy krajni bod nového, mensiho intervalu zvolen tak, aby novy interval

spliioval podminky ve Véta 1.

Iteracni funkce této metody je tedy odvozena z rovnice seény prochazejici krajnimi body
f(x1)—f(x0) (x

X1—Xo

intervalu, tj. y = f(x) + — x;). Hledame pruseéik této funkce s osou x,

dosadime tedy y = 0 a vyjadiime x:

X=X —

X1~
oo e

Obecny tvar iteracni funkce tedy miizeme zapsat takto:

x_

oG &

Xit1 = X —

kde index s oznacuje nejvyssi index, pro ktery plati f(x;.1)f(x5) < 0.

Metoda regula falsi konverguje linearn€. Dilkaz je pomérné obsahly, nalézt ho mizeme

naptiklad v [8].
Algoritmus

Stejné jako v piipadé metody bisekce je vstupem interval, o kterém vime, Ze obsahuje kofen
funkce. Dalsi podminkou je pak aby funkéni hodnoty v krajnich bodech intervalu mély opacna

znaménka a funkce byla na celém intervalu spojita.

V ptipadé, Ze druha derivace funkce na celém zvoleném intervalu neméni znaménko, nastava
zvlastni situace, kdy ve vSech iteracich az do nalezeni dostate¢né ptesného feseni se jeden
z kraj nich bodt intervalu neméni. Z V}'/poéetniho hlediska tak stoji za zvéazeni, zda se nevyplati
usetfit nékolik operaci tim, Zze nebude tfeba kontrolovat opacnost znamének, protoze jeden
z krajnich bodi vzdy zlstane stejny. Timto ,,pevnym* bodem bude pak ten, pro ktery plati,
ze znaménko funkéni hodnoty je stejné, jako znaménko druhé derivace na zvoleném intervalu.

Uprava iteraéni funkce potom spo&iva pouze v nahrazeni ¢lenu x; bud’ bodem x, nebo x;.

Volba ukoncovaciho kritéria opé€t zavisi na pribéhu funkce v okoli kotene, volit miizeme mezi
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velikosti kroku |x;;; — x;| < & ¢i funkéni hodnotou v novém bodé |f (x;,41)] < &.
Vyhody a nevyhody

Vlastnosti metody regula falsi jsou diky podobnosti s metodou bisekce viceméné shodné.
Vynechame-li volitelnou kontrolu pribéhu funkce pomoci druhé derivace, je metoda
aplikovatelna 1 na nediferencovatelné funkce. Konvergence je navic zarucena pro jakykoliv
pocatecni interval spliiujici podminky uvedené v uvodu podkapitoly popisujici algoritmus.
Cena jednotlivych iteraci je vSak v porovnani s metodou bisekce vyssi z diivodu vyssiho poctu

vyhodnocovani funkce.

2.1.3 Metoda prosté iterace

Metoda prosté iterace je taktéz znama jako fixed-point iterace. Jeji fungovani vychazi
z ptedpokladu, ze pro danou funkci f (x) existuje néjaka funkce g(x), pro kterou plati, ze pevny
bod funkce g(x), tj. bod, pro ktery plati g(x) = x, je zaroven kofenem funkce f(x).

Dokazme si nyni toto tvrzeni. Mé&me spojitou funkci g(x) € (a,b), Vx € (a, b). Pak tato
funkce ma v intervalu (a,b) pevny bod. Pokud g(a) # a a g(b) # b, predpokladame,
7ze g(a) > a a g(b) < b. M&me nyni funkci h(x) = g(x) —x. Pak h(a) = g(a) —a >0
ah(b) = g(b) — b < 0. Timto jsme splnili podminku opa¢nosti znamének uvedenou ve Véta
1, a tim padem jsme dokazali existenci takového x* € (a,b), pro které plati g(x*) = x*

a zaroven h(x*) = 0.

Dokazme si existenci jediného pevného bodu na intervalu (a,b). K tomu nam poslouzi

Lipschitzova podminka. Mé&jme funkci g € C(a, b) a konstantu g € (0, 1), pro které plati

lg(x) — g < qlx —yl, Vx,y € (a, b).

Dale mé&jme dva pevné body, &, n. Podle vyse zminénych pravidel by muselo platit

1€ —nl=19&) —gI| < qlE —nl <& —nl,

coz neni mozné, a existence vice nez jednoho pevného bodu je tak vyloucena.
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Tato metoda tedy spoc¢iva v odvozeni jedné ¢i vice funkei g(x). Jednou variantou je pouzit
vztah f(x) = g(x) — x, tedy g(x) = f(x) + x, nebo vyjadfenim x ze zkoumané funkce.

Pro ziskané funkce g(x) poté hledame pevny bod.

Uved'me si né&kolik piikladi funkci g(x). Mé&me napiiklad funkci f(x) = x3 —x — 1.

Vyse zminénymi postupy odvodime:
1) g1 =x*-1,
2 g2(x) =Vx+1,

@) g:(0) =%,

1

x2

@ g9.(x) =

1

Sestrojme nyni grafy téchto funkci a dopliime je o graf funkce y = x, tj. funkce, jejiz prisecik
s funkei g(x) znaci jeji pevny bod. Z obrazku je ziejmé, ze vSechny odvozené funkce prochazi
stejnym pevnym bodem, ktery se shoduje s kofenem funkce f(x). Zdaleka ne vSechny funkce

ale lze pouzit jako itera¢ni funkci. Odiivodnéni piijde v sekci o konvergenci.

()] [fx), ) o [f(x)
2 ] +y=x2 I, +y:x 2 \ ‘, +y:x 2 | 1| .’_ +y=x
J 47~ \/] |
' 7] 192(x) N i
e Tl ) ‘QS(x) Tty
[ ] ; [ / . — Ga(x)
0 2 0 2 a 2 a 2 .
Obrazek 1: Pevny bod iteracnich funkci g(x)
Algoritmus

Misto piimého hledani kotfene funkce f(x) hledame pevny bod funkce g(x). Vstupem metody

je pocatecni aproximace v podob¢ jednoho bodu x,. Dalsi body pak ziskdvame opakovanou
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aplikaci itera¢ni funkce g(x), tedy
Xip1 = g(xp). (2.4)

Pokud x;,; = x;, nalezli jsme piesné feSeni a vypocet mizeme ukoncit. V opacném piipadé
pokracujeme, dokud neni splnéna zvolena ukoncovaci podminka. Za tu se nabizi volba rozdilu
mezi iteracemi, kterou miizeme upravit diky tomu, ze pii konvergenci k pevnému bodu dochazi

ke snizovani rozdilu mezi x; a g(x;), pouzijeme tedy |x; — g(x;)| < .
Konvergence

Ackoliv riznych variant funkce g(x) je nékolik, k vysledku nelze dojit libovolnou funkci.
Uved'me si pojem pfitahujici (atraktivni) a odpuzujici (repulzivni) pevny bod. Méjme funkei
g (x) spligjici vySe zminéné podminky s praveé jednim pevnym bodem &. Jestlize pro jakékoliv

x v blizkosti bodu ¢ plati

‘g(x) —9@)| _ 1 (2.5)

x =<

¢ je pritahujici pevny bod. Pokud naopak plati

‘g(x) —9@)| 1 (2.6)

x =<

jde o odpuzujici bod. Pokud ma funkce odpuzujici pevny bod, nebude mozné ji pouzit

pro vyteseni ptivodni funkce, jelikoZ bude divergovat.
Uved'me si Lagrangeovu vétu o sttedni hodnoté:

Véta 2: Necht a,b € R, a < b, f je funkce spojitd na intervalu {a, b) a necht f'(x) existuje

pro vSechna x € (a,b). Pak existuje & € (a, b), spliujici

fb) = f(a)

o 2.7)

)=

Vsimnéme si, ze tento vyraz je stejny jako vztahy (2.5) a (2.6) pro urceni charakteru pevného
bodu. Nahrazenim tedy ziskavame, ze pro libovolny bod { v blizkosti pevného bodu ¢ plati,

ze pokud g'({) < 1, pevny bod je pfitahujici a naopak.
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Dokazme si nyni konvergenci posloupnosti {x;}.

Véta 3: Necht g(x) je spojité diferencovatelnd funkce na neprdazdném intervalu (a, b),
pro kterou plati g(x) € {(a,b) Vx{a,b). Necht existuje také cislo K € (0,1), pro které plati
lg'(x)| <K Vx €{a,b). Potom na daném intervalu existuje pouze jediny pevny bod,

ke kterému posloupnost {x;} konverguje pro libovoiné x, € {(a, b).

M¢éjme chybu v i-té iteracie; = x; — &, kde & je pevny bod funkce g(x). Tu lze podle itera¢ni
funkce a definice pevného bodu napsat také jako e; = g(x;_1) — g(§). Zvolme si nyni

libovolné n; € (&, x;_1) a polozme nasledujici vztah:
er=9g(xi-1) —9() =9’ M) (xi-1 — ) = g’ ()ei-1.
Z véty 2 plyne, ze |g' ()| < K < 1, atedy |e;| < K|e;_4], neboli
leil < Klei_1] < K'leg|
Protoze vime, ze 0 < K < 1, miizeme fici, Ze
frgled = Jim K¥leal = 0.
Timto jsme dokazali konvergenci fixed-point iterace pii splnéni podminek uvedenych ve Véta

3. Vsimnéme si, Ze posloupnost konverguje za podminky, ze g'(x;) < 1, coz se shoduje s vyse

popsanou definici ptitahujiciho pevného bodu.
Rad a rychlost konvergence si prokazme pomoci nasledujici véty:

Véta 4: Necht je funkce g(x) spojité diferencovatelna na celém intervalu obsahujicim pevny

bod & a necht 0 < g'(§) < 1. Pak fixed-point iterace konverguje linedrné s rychlosti
IC =g"(§)I.

Opét vyuzijme Vétu 2 o stfedni hodnoté s n € (x;, &):

gx) —g() x4 —¢
xi—§  x—&’

g'(m) =

a tedy pro ad konvergence r = 1 plati:
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|ei+1|_. X141 — §|

lim = lim———— = lim|g'(n)| = |g'(§)| =C < 1.
Vyhody a nevyhody

Vyhodou metody prosté iterace je opé€t jeji jednoduchost na implementaci — k vypocitani iterace
staci pouze jediné vyhodnoceni funkce. Celkova cena iterace se ale miize diametralné liSit,
jelikoz nevime, jaké vSechny operace zahrnuje pravé vyhodnoceni funkce. Za vyhodu se da
taktéz povazovat, ze metoda mize ve vyjimecnych piipadech konvergovat i pfi nesplnéni
podminek, konkrétné pak podminky g'(§) < 1. Piikladem je funkce sin(x). Ta ma pevny bod

v 0 a derivace v tomto bodé¢ je rovna jedné. I pies to bude posloupnost konvergovat.

2.1.4 Newtonova metoda

Tato metoda je jednou z nejrychleji konvergujicich metod, a je z ni odvozeno nékolik dalSich

metod pro rizné specifické pripady. My si nyni pfedstavime jeji zakladni podobu.

Newtonova metoda spoc¢iva v odvozeni te€ny k funkci v bod¢ aproximace, a jako nasledujici
odhad je pak zvolen prisecik této te€ny s osou x, proto se ji téz fika metoda teCen. Tato metoda
je nejefektivnéjsi v tésném okoli kotene funkce, proto je v praxi idedlni pouZit nejprve jinou
metodu, kterou tento dostatecné blizky odhad ziskame, a poté teprve aplikovat Newtonovu

metodu.

Odvod’me si nyni itera¢ni funkci pro Newtonovu metodu. Jak bylo feceno vyse, nasledujici
odhad x;,, je feSenim te¢ny vedené k funkci f v bodé predchoziho odhadu x;. Vzorec
pro vypocet tecny je y -y, = f'(xo)(x - x), kde x, a y, jsou soufadnice bodu dotyku.

Nahrad’'me je tedy hodnotami x; a f(x;), a dale y = 0 a x = x;,,. Dostavame
—f(x) = f'(x) Ceigrm ).
Z této rovnice n€kolika upravami vyjadiime x;,, a zikdme

f(xp)

) (2.8)

Xi+1 = Xi
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Algoritmus

Vstupnim parametrem Newtonovy metody je, kromé pozadované piesnosti, pouze pocatecni
odhad. Pomoci vyse zminéného vzorce se vypocita te¢na v bodé odhadu, a nasledné jeji fesenti,

které je pouzito jako odhad pro dalsi iteraci.

Ptirozen¢ pted dalsim vypocltem ovéefime, zda novy odhad neni pfesnym feSenim funkce,
abychom ukon¢ili vypocet, pfestoze pravdépodobnost trefy do piesného feSeni je v piipade,
ze fesime funkci danou kiivkou, mnohem nizs$i nez u predchozich metod. Jako zastavovaci
Kritéria se nam opét nabizi |f(x;) < €| nebo |x; — x;_1| < &, dle tvaru kiivky. Za zvazeni v§ak
stoji doplnéni o kritérium maximalni odchylky od plvodniho odhadu, naptiklad v podobé

|xo-X;| > €max, jelikoz nizka hodnota derivace funkce mize vést ke zna¢né divergenci.

Pt

143 1.35 1.4 1.45 1.5 1.55 e 1.6 17 1.75 gl 1.85

Obrazek 2: Ukazka prvnich ti iteraci Newtonovy metody

Konvergence

Podminkou pro konvergenci Newtonovy metody je spojitost funkce f na celém intervalu (a, b)
aexistence f'(x) pro libovolné x € (a,b). Newtonova metoda konverguje kvadraticky,

coz Si dokazeme nyni.

Pro tento ucel pohlizejme na iteracni funkci Newtonovy metody jako na fixed-point iteraci,

f(x)
')

t.g(x) =x— pro kterou hledame pevny bod g(§) = €.

Véta 5: Necht funkce f(x) je dvakrat spojité diferencovatelnd na intervalu (a,b) a necht

& € (a,b) je korenem funkce f(x) a f'(¢) # 0. Pak existuje takové & > 0, pro které plati,
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Ze posloupnost {x;} konverguje ke koreni & kvadraticky pro kazdou pocatecni aproximaci
X €(§ — 8, +6).

Jelikoz piedpokladame jednoduchy koien, tj. f'(§) # 0, tak existuje n&jaké §; > 0, pro které
plati, Ze i f'(x) = 0Vx € (¢ — &,,¢& + 6;), ¢ili i itera¢ni funkce g(x) je na tomto intervalu
definovand a spojita, a protoze ve Véta 5 predpokladame, ze je funkce f(x) dvakrat spojité

diferencovatelna, je i g'(x) definovana a spojita. Toho vyuzijeme v nasledujicim vztahu:

20 = fOOf"(x) fOOf" ()

"(x)=1- =
g 2@ 2
Protoze predpokladame, ze f(§) = 0, je'i
fEf"(€)
! = — = 0
9O ="

Tim padem existuje n&jaké § > 0, pro které plati, ze |g' (x)| < 1 Vx € (¢ — 61, & + 67).

Vratime-li se opét do kapitoly 0 metodé prosté iterace, vycteme z Véty 3 o konvergenci této
metody, ze pokud je na daném intervalu derivace mensi nez 1, posloupnost bude konvergovat
K pevnému bodu, ¢imz je dokazana i konvergence Newtonovy metody pii volbé pocatecni

aproximace x, € (¢ — 61,& + 67).

Tvrzeni, ze Newtonova metoda konverguje kvadraticky, dokdzeme pomoci Taylorova rozvoje

funkce f(¢) okolo bodu x;:

1
f@) =f)+f')E —x) +5f M —x)% i € x0).

Vime, Ze f(§) = 0,a f'(x;) # 0, tudiZ po vydéleni f'(x;) ziskdme

f () 1" ()
- ~+(E—x)=—5 - = (& —x)?,
fr(x) 2 f'(x)
Podle vztahu (2.8) nahradime % Za x; — X,.41 & PO VZz4jemném odecteni x; ziskdme
1f"(:) 2 2 1" ()
Xip1 —§ = 2 16D & —x)% €i+1 = € Em
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tedy

e_ 1 rn .
sl _ o o L0
le;] 2f (x:)

Newtonova metoda tedy konverguje kvadraticky s rychlosti C.

Na zavér podkapitoly o konvergenci Newtonovy metody si uved'me Fourierovy podminky,

které nam ji zaruci:

1) fl@fb) <o,

(2) f'(x)#0, Vx €(a,b),

(3)  f"(x) na celé délce intervalu neméni znaménko,

(4)  jako pocate¢ni aproximaci x, volime takovy bod, pro ktery plati f (xq)f" (x,) > 0.

Modifikace pro rovnice s nasobnym kofenem

Druhd z vySe uvedenych Fourierovych podminek nam fika, ze funkce nesmi mit nulovou
derivaci v zadném bodé& na intervalu, ve kterém volime pocateéni aproximaci. T¢ (a v nékterych
piipadech ani dal§im) vSak nelze vyhovét, ma-li funkce nasobny kofen, tj. takovy kofen,

pro ktery plati

FEO=FE@=f"@=..=fm D@ =0, fF™E&)=0,

kde m znaci nasobnost kotene. Nastésti pro nas vSak Fourierovy podminky konvergenci pouze
zaru€uji, jejich nesplnéni tak neznamena ze metoda nebude konvergovat. Ve skute¢nosti
Newtonova metoda konverguje i k nasobnym kofentim, avSak uz ne kvadraticky. V [7]

Ize nalézt dikaz, ze Newtonova metoda konverguje ke kofeni s nasobnosti m > 1 linearné

s rychlosti nt
m
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Pivodni iteracni funkci (2.8) vSak mizeme drobné¢ upravit na

f(xp)
frix)

Xip1 = X —m (2.9)
Tato upravena iteracni funkce jiz bude konvergovat kvadraticky. Jeji hlavni nevyhodou je vSak
nutnost znalosti ndsobnosti kotene. Pokud tuto hodnotu nezname ptesné€, Spatny odhad muize

vést k pomalejsi konvergenci nez u zakladni podoby metody nebo i k divergenci.
Vyhody a nevyhody

Tato metoda konverguje v té€sné blizkosti kotene velice rychle, coz je zifejmé pii pohledu na graf
funkce. Postupnym zmenSovanim intervalu, ve kterém pracujeme, lze ¢im dal piesngji
aproximovat kiivku funkce pfimkou, pro kterou Newtonova metoda z principu fungovani najde

feSeni ihned.

Nevyhodou je pak neptedvidatelnost pii volbé pfili§ vzdaleného odhadu, konvergence
Vv takovych podminkach totiz neni zarucena. Dalsi nevyhodou je pak cena iterace. Jelikoz
v piedchozich metodach jsme si vystacili s jedinym vyhodnocenim funkce v kazdé iteraci,
zde musime pfidat jeji derivaci, ktera mize byt z vypocetniho hlediska pomérné naroc¢na.
V praxi vSak tato negativa vyvazuje jiz zminéna rychlost konvergence, a tak se pfi splnéni

podminek jedna o velmi vhodnou metodu i za cenu drazsi iterace.

2.1.5 Metoda seéen

Ukazali jsme, ze Newtonova metoda konverguje velice rychle, obzvlasté pak s dobrou
pocatecni aproximaci. Jejim velkym nedostatkem je vSak potieba vyhodnoceni derivace funkce,
ktera muze byt velmi naro¢na. Metoda secen vychazi z Newtonovy metody, a tedy vyuziva
podobného principu, ale obejde se bez derivace funkce. Tato vyhoda je ale samoziejmé
vyvazena o néco pomalej$i konvergenci, protoze na rozdil od Newtonovy metody nemame
k dispozici presné informace o prubéhu funkce ziskané derivaci, ale pouze jejich pfibliznou

aproximaci.

Metoda secen vychazi z aproximace derivace funkce v daném bod¢ pomoci nasledujiciho
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vztahu:

fG) = f(xioa)

Xi —Xi—1

f'x) =

Po dosazeni do iteracni funkce Newtonovy metody a kratké tpravé dostavame nasledujici

vztah:
o f () _ oSG — xie)
S AT fa) T G — o) (210
Xi — Xi—1

Nazev vychazi z geometrické reprezentace této metody. V kazdé iteraci se pouziji posledni dvé
aproximace a sestroji se sefna ke kiivce funkce prochazejici pravé body [x;, f(x;)]
a [x;_1, f (x,_1)]. Jako dali bod se pak pouzije prise¢ik této seény s osou x. Cim blize k sobé
tyto body jsou, tim 1épe je aproximovana tecna, kterou bychom ziskali Newtonovou metodou.
To je také duvod, pro¢ v praxi metoda seCen konverguje zprvu pomaleji, avSak jak

se aproximace blizi kofeni (a body se piiblizuji), konvergence zna¢né zrychluje.
Algoritmus

Jelikoz se jednd o dvoukrokovou metodu, tj. kazdad iterace vyuzivda dvou ptedchozich
aproximaci, je potfeba na zacatku uvést jako pocateéni odhad dva body. Pomoci itera¢ni funkce
(2.10) se pak ziska tieti bod, ktery se pouzije v dalsi iteraci spolecné s bodem s vys$§im indexem
Z ptedchozi iterace. Na pocatku tedy volime x, a x; a vypocitdme x,. V dalsi iteraci pouZijeme

body x; a x,, ziskame x5 a tak dale.

Zastavovaci kritéria mohou byt diky podobnosti Newtonové metodé volena stejné,
t. |f(x;) <e| a|x; —x;_q1| < e. Stejné tak opét stoji za zvazeni i maximalni odchylka

pro nasledujici aproximaci |x¢— x;| > €mnax-
Konvergence

Konvergence metody secen je taktéz siln¢ zavisla na volbé pocate¢ni aproximace. Jak jiz bylo
feceno, vlivem pouhé aproximace derivace je konvergence metody seCen pomalejsi, nicméné

je stéle rychlejsi nez linearni.
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Véta 6: Necht je funkce f dvakrdt spojité diferencovatelnda na néjakém okoli U bodu &, pro ktery
plat/ f(§) =0 a f'(§) # 0. Pak existuje & > 0 takové, Ze posloupnost {x;} generovand

metodou secen konverguje ke koreni & pro jakoukoliv pocatecni aproximaci

Xo, X1 € (§ — 8,8+ 8) s Fadem (1 +/5)/2 ~ 1,618.
Pfed samotnym ditkkazem si nejprve odvodime jinou formu iteracni funkce této metody:

o o SO~ xi)
i+1 i f(xl-) — f(xl,_l)

= xl(f(xl) — f(xi—l)) — fO) (e — x-1)

fx) = fxi-1)
_ xi—1f () — xif (x-1)
f(x;) — f(xi-1)

Dokazme si nyni posledni Vétu. Mé&jme chybu v i-té iteraci e; = x; — &. Pak

_ xS Oq) = xif ()
e Iy R N
_ G = Of G — (i = ) f (xia)
fQe) = f(xizq)
_eiaf(x) —eif (xia)
fQx) = f(xi-q)
fGa)  fxiq)

€i—1

€i
fQG) = f(xi-1)

= €i€j_1

Protoze f (&) = 0, miizeme tento tvar upravit nasledovné:

fe) = Q) fGia) = F()

_ xi— ¢ Xi—1— &
firn = Cifiny FO) — FCior)
_ f0)-f(8),

Nahrad’'me nyni ¢leny ve jmenovateli vyrazem F(x) = poay

F(x) — F(xi—l)) (2.11)

€i+1 = €i€i—1 <f(xi) — f(xi-1)
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Dle Véty 2 o stiedni hodnoté dostavame F'(n;) = w tedy

i—Xi-1

F(x;) — F(xi—1) = F' () (x; — x;-1), ;i € {x,x;-1) (2.12)

Déle mé&me Taylorav rozvoj f (&) = f(x) + f'(x)(§ — x) + éf”(n)(f —x)% pron € (§,x),

ze kterého vyjadiime % ") = 187 (?5):9]: )Z(x)(f_x). Vsimnéme si, Ze prava ¢ast tohoto vyrazu

fFG)-f()

p—r: ) , a toho vyuzijeme dosazenim do (2.12):

je ekvivalentni k F'(x), resp. (

1
F(x;) — F(xj—y) = Ef”(ni)(xi — Xi_1)

Vratme se k rovnici (2.11), do které dosadime pravé ziskany vyraz:

(x; — xi-1) )
fx) = f(xiq)

1
€it1 = €1 <§f”(77i)
Po nekolika drobnych upravach mizeme opét pouzit Vétu o sttedni hodnoté, a ziskame tak

f" )

ei+1 = €181 TACHE 60 € (x;,x;_1) (2.13)
l

Jelikoz predpokladame, Zze f je dvakrat spojité diferencovatelna a ze f'(§) # 0 na n&jakém

' (my)

27700 M e U. Pii volbé

okoli kofene U, muzeme fici, Ze existuje takové Cislo M >

s 1 N M .
Xo, X1 € U, ktera spliji |egl, |e1| < pyee) Ize z (2.13) vyvodit, ze e;41 < YIeL tedy ze metoda

bude konvergovat. Nyni si dokdzeme fad metody neboli takové Cislo p, pro které plati

lim il — ¢ ¢ >o.

i—oo |e;|P

Ozname si 5, = 221 pak e, = Sile,l” alei = Si_ale,o|7, tedy
13

2
leiral = Si(Si—1lei—1P)P = S;SP  le;4|P".

Dosad'me do vzorce pro vypocet fadu konvergence:
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2
€1l SiSip_1|ei—1|p p-1 p2—p—1
= ” =85_4 le;_1l
leillei—1]  Si—1lei—11Plei—1l

. v o v ’ , ’ . . € —-1,. 2_p—
Jelikoz rychlost C nemtze byt nulova, musi platit lim el S;SPlim|e;_1|P" P71 > 0.
i-oo lejllej—1l Hlise

Protoze ale lim|e;| = 0, musi platit p? — p — 1 = 0, abychom dosli k jinému neZ nulovému
L—>00

~ 1.618,

, ., e . s . 1+V5
vysledku. Jedinym kladnym feSenim této rovnice, a tedy i fadem konvergence je T\/—

metoda secen tedy konverguje superlinearn¢.
Vyhody a nevyhody

Nepochybnou vyhodou této metody je Ze nevyuziva derivaci. Nejen ze to mize snizit vypocetni
narocnost, a tim i cenu iterace, ale hlavné Ize tuto metodu pouzit na nediferencovatelné funkce.
Niz8i cena iterace muze navic v nékterych piipadech i vyvazit ztratu v rychlosti konvergence

oproti Newtonoveé metodé.

2.1.6 Steffensenova metoda

NeZ se budeme vénovat samotné metodé, je potieba se nejprve seznamit s Aitkenovou &%
metodou. Jednd se o zplisob, jakym Ize urychlit konvergenci libovolné linearné konvergentni

fady generované iteraéni metodou. Mé&me tedy posloupnost {x;}i2,, x; # &, limx; =0,
L—>00

i =0,1,2,..spliujici podminky

X1 == CHy) =9, 1C1<1, limy; =0, k=0,12,..
Pak posloupnost {x} generovana podle predpisu

2 =y — (Xip1 — X)° (2.14)
T Xy = 22X '

Bude spliiovat lim i 0, a tudiz konvergovat rychleji, nez posloupnost {x;}. Toto tvrzeni

i—>o00 Xj—
je dokazano v [2].
Nyni, kdyz jsme si predstavili Aitkenovu metodu, je na ¢ase ji vyuzit v praxi. Ze vzorce (2.14)
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je zfejmé, ze pro vypocet ¢lenu urychlené posloupnosti je tfeba znat dva nasledujici ¢leny
ptivodni posloupnosti. Vzpomefime si nyni na metodu prosté iterace a jeji iteraéni funkci
xip1 = g(x;). Pak x;4, = g(xiy1) = 9(g(x;)). Dosadme tyto vyrazy do vzorce (2.14)

a upravme (pro prehlednost nahradime x;,; = y; @ x;4, = Z;):

(i — x)? _ (x; (z); — 2y; + %) — (v — x;)?
Zi—Zyl-+xl- Zl-—Zyl-+xi

X; —

Czx = 2y + xf = (0 = 2y xl) |z =yt

Zl-—Zyi-i-xi Zl-—2yi+xi

_ xg(9G)) = (9G)” _
g(g(x)) —2g(x) + x;

o (x;) (2.15)

Takto ziskanou itera¢ni funkci x;,; = @ (x;) vyuziva Steffensenova metoda.

Pii odvozovani itera¢ni funkce jsme vychazeli z metody prosté iterace, kde g(¢) = ¢. Zatohoto

predpokladu, a dale ze g' (&) # 1, dokaZzeme pomoci L’Hospitalova pravidla, Ze

_9(0®)+$9'(9)g' ) —29(Dg' @) _§+597@) —289') _§+§-¢
9'(9©)g'©) —29'€) +1 9% -2 +1 1

=¢,

(%)

a tedy Ze pii hledani kofene funkce f(x) pomoci Steffensenovy metody hledame opét pevny

bod funkce g(x), resp. ¢ (x) a jako zastavovaci kritérium se tak opét nabizi |x; — g(x;)| < e.

Rad metody zavisi na zvolené iteraéni funkci g(x). Je-li tato funkce spojité diferencovatelna
az do fadu p + 1 a itera¢ni funkce x;,, = g(x;) je fadu p, pak je Steffensenova metoda fadu

2p —1prop > 1.V ptipadé, Ze p = 1 a g'(¢) # 1, je metoda minimalné fadu 2 [2].
Vyhody a nevyhody

Rychlost konvergence je srovnatelnd s Newtonovou metodou, na rozdil od ni ale nevyzaduje
vyhodnoceni derivace zkoumané funkce. Z tohoto uhlu pohledu se jednd o zna¢né vylepSeni
oproti metod¢ secen, kterd taktéz nevyzaduje vypocet derivace, jeji konvergence je vSak pouze
superlinearni. V porovnani s metodou prosté iterace je pak zjevnou vyhodou rychlost, vice vSak

fakt, ze Steffensenova metoda dokaze konvergovat 1 k plivodné odpuzujicim pevnym bodim.
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Samotna konvergence vSak zaruCena neni, tato metoda totiz trpi stejnou slabinou jako
Newtonova, a to Ze pfi nevhodné volbé pocatecni aproximace bude vyslednd posloupnost
s nejvetsi pravdépodobnosti divergovat. Dalsi nevyhodou pak miize byt samotnd cena iterace

vyplyvajici ze slozitéjsi iteracni funkce.
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2.2 Metody pro FeSeni polynomu

Polynomem rozumime matematicky vyraz v podobé& souctu n ¢lent sestavajicich z koeficientu

a mocniny neznamé. Obecny tvar polynomu tedy mizeme zapsat takto:
P(x) = ax™ + a,_x" 1+ ... +a;x + a,.

Nez vsak pfejdeme k jednotlivym metoddm pro hledani kofent polynomu, pfedstavime
si nejprve techniky pro zjisténi jejich poctu a hranic, neboli intervalu, na kterém se nachazeji.
Tyto informace nam totiz pomohou lépe odhadnout vstupni aproximace pro nize uvedené

metody, a potencionalné tak snizit pocCet potiebnych iteraci.

Zpusobu, jak urcit hranice kotentl je hned nekolik, lisi se pouze velikosti vysledného rozsahu.

Jednim ze zptisobtl je polozeni nasledujici nerovnosti

1
— <Gl <1+

1+ — lan !
laol
kde A = max(|a,_1l,...,1aol) @ B = max(|a,]|,...,|a;|). Dal§imi zpisoby pak miZeme urcit
horni hranici:
n-1
4
|| < max<1, —
T an
j=0
ag| |a Ap
1] < 1+max{—0 it o }
aTL an aTL

Diikazy téchto nerovnosti 1ze nalézt v [2] a tamtéZ odkazovanych zdrojich.

Pro ziskani poctu kladnych 1 zdpornych kotenil, redlnych 1 komplexnich, mizZzeme pouzit
Descartovo pravidlo znamének. Pocet kladnych kofend je roven bud’ po¢tu znaménkovych
zmén v Koeficientech polynomu P(x), nebo o sudé ¢islo mensi. Pocet zapornych kotfenti se pak
zjisti aplikaci stejného pravidla na polynom P(—x). Dle definice ma polynom tolik kofend,
jakého je tadu. Je-li tedy realnych kofenii méné nez stupenn polynomu, je zbytek tvoren
komplexnimi kofeny, které, ma-li polynom pouze realné koeficienty, tvoii pary (c + di, kde

c,d € R).
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2.2.1 Newtonova metoda

Jelikoz jsou polynomy specifickym piipadem nelinearni funkce, l1ze pro hledani jejich kotenti

v

pouzit libovolnou z vyse zminénych metod, z nichz nejvhodnéjsi je hlavné Newtonova metoda.

Pti pohledu na jeji iteracni funkci

_ P(x;)
Xi+1 = X — m
l

si vSak vzpomeneme, Ze je tfeba vypocitat hodnotu polynomu a také jeho derivace. K tomuto

ucelu lze efektivné vyuzit Hornerovo schéma.

Mé&me polynom  P(x) = apx" + ap_1x" '+...+ a;x +a,. Hodnotu  polynomu

Vv libovolném bod¢ x vypocitame z koeficientl a,, ... a, nasledujicim zptisobem:
b, = a,
bp-1 = an-1 + bpx
bo =a0+b1x=P(X)

Vysledek b, je pak hodnotou polynomu v bodé x. Derivaci vtomto bodé pak ziskame

opétovnou aplikaci tohoto postupu, tentokrat ale na koeficienty b,, az by:
Cp = by
Cn-1 = bpq + Cpx
¢, = by + cx = P'(x)
Algoritmus

Jako pocatecni aproximaci je vhodné volit takovy bod, ktery je vétsi nez nejvétsi koten
zkoumaného polynomu. K urceni takové aproximace ndm mohou poslouzit vySe zminéné
techniky urCovani hranic kotfend. Pomoci Hornerova schémata pak vypocitame hodnoty

polynomu a jeho derivace a aplikujeme Newtonovu metodu pro nalezeni prvniho kofene &;.

Jelikoz je Newtonova metoda pouzitelna k nalezeni pouze jednoho koiene, je tieba doplnit
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algoritmus dalsi technikou, napiiklad metodou snizovani stupné.

ProtoZe polynom lze zapsat také jako [1h_,(x — &), kde &, jsou koteny, mizeme po nalezeni
jednoho z kofenti cely polynom vydélit vyrazem (x — &), kde ¢ je pravé nalezeny kofen.
Ziskame tak polynom nizSiho stupné se stejnymi zbyvajicimi, dosud neobjevenymi koieny.

Na ném poté cely proces opakujeme, dokud nenalezneme vsechny kofeny.

50 . Lt

I8 e
| | (x = 5)(x = 2),

4o Y N S S S S S S . NS

Obrazek 3: Ukazka vyslednych funkci po déleni polynomu nalezenym kofenem

Vyhody a nevyhody

Diky vyuziti Hornerova schématu neni tieba v porovnani s klasickou Newtonovou metodou
pocitat derivaci funkce, coZ zna¢né pfispéje k cené kazdé iterace. V praxi vSak tuto vyhodu
mize snadno pievazit nizka rychlost konvergence v pfipadé pfili§ vzdalené pocatecni
aproximace, coz se muze velmi snadno stat, pouzijeme-li hodnotu z vyse zminénych metod
pro nalezeni horni hranice. Ty ndm sice davaji jistotu, Ze Zadny kofen nebude vyssi, nic vSak
nevime o tom, jak je ve skutec¢nosti nejvyssi kofen vzdaleny od ziskané horni hranice. Naptiklad
je ale nejvyssi kofen v bodé€ 4. Abychom alespon ¢asteéné predesli tomuto zpomaleni, mizeme

P(xi)
2 Pr(x;)’

vyuzit tzv. zdvojenou Newtonovu metodu s iterac¢ni funkei x; .4 = x; — ktera s kazdou

iteraci priblizuje odhad dvojnasobné. Protoze se uz ale z geometrického pohledu nejednd
0 te¢nu, miiZze se stat, Ze aproximace kofen pteskoci, tj. nastane stav x;,; < . V takovém
ptipad¢ algoritmus postupuje dale klasickou Newtonovou metodou, protoze se da predpokladat,

7e uz se nachazime v dostate¢né blizkosti kofene.
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2.2.2 Newtonova-Maehlyova metoda

Vyse popsana varianta Newtonovy metody bude teoreticky samoziejmé fungovat, v praxi
se ale potyka se zasadnim nedostatkem zptisobenym metodou snizovani stupné. Jak bylo feceno
v uvodu prace, tyto metody nemaji za cil nalézt piesné fesSeni, ale pouze jeho dostate¢né blizky
odhad, a jelikoz by metoda snizovani stupné vyuzivala k odvozeni polynomu niz§iho stupné
misto presn¢ho kofene pouze jeho aproximaci, mohlo by nam konecné feseni pro nckolik
poslednich kofenli vyjit zcela Spatn€. Tento problém fesi Maehlyova uprava Newtonovy

metody, které k fungovani staci pouze aproximace piedchozich koteni.
M¢jme polynom nizsiho stupné a jeho derivaci vyjadiené nasledovné:

P(x)

(x—&)..(x=&)

Pgy(x) =

, P'(x) P(x)

Pl (x) = ~ — —

O GTE) G 8) h)- (x—f,>zx—sn
Dosazenim do Newtonovy metody dostaneme

P(x;)
Poy(x) _ (i —&) (i —§)

Xi+1 = Xi — i~ ’

P(])(xz) P'(x;) P(x;) J 1

(xi - 51) (Xi - SE]) - (xi - 881) (Xi - g]) "=y —&n

a upravou ziskame

P(x;)

P(x) -3 P("g

Xipy = X; — (2.16)

Algoritmus

Iteracni funkci (2.16) oznaéme x;.1 = @;(x;), kde j oznaCuje pocet jiz znamych kofent, nebo
jejich aproximaci. Znamena to tedy, Ze takovouto funkci pouZijeme pro nalezeni kofene &4 4.

Kazdy takto nalezeny koten je pak vyuzit ve vypoctu pro nalezeni kotfend nasledujicich.

Jak bylo zminéno v ptedchozi kapitole, l1ze opét pouzit zdvojenou modifikaci metody
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s navratem k pivodni v momenté preskoCeni kotene. Vyhodou této modifikace je jiz zminéna
nezavislost na chybach predchozich aproximaci a s vyuzitim zdvojené metody i pomérné

rychld, kvadraticka konvergence.

2.2.3 Miillerova metoda

Tato metoda je zobecnénim metody seCen. Ackoliv ji Ize aplikovat na kteroukoliv funkci,
je dobfe pouzitelna piedevS§im pro feSeni polynomu, proto si ji piedstavime zde. Zatimco
u metody seCen jsme zkoumanou funkci aproximovali pfimkou, zde pouzijeme aproximaci
parabolou prochazejici tfemi zadanymi body. Prise¢ik s 0sou x bude opét dalsi aproximaci,

ktera, spole¢né s dvéma predchozimi, bude slouzit k sestrojeni dalsi paraboly.

M¢jme tedy zadany body x,, x4 a x, jako pocatecni aproximace. Pomoci nasledujicich vztahii

vypocitame koeficienty pro rovnici kvadratické funkce:

_ (xo — xz)(P(x1) - P(xz)) — (%, — xz)(P(xo) - P(xz))
(x0 = x2) (1 — x2) (1 — xp)
b= (x0 — xz)z(P(x1) - P(xz)) = (x; — xz)z(P(xo) - P(xz))
(0 — x2) (x1 — x3) (X9 — x1) ’

)

¢ =P(xz)
Pomoci téchto koeficientti nyni mizeme sestrojit kvadratickou rovnici
Q(x) = alx — x3)* + b(x — x3) +c,

jejiz feseni, které je na ose x bliz$i x,, je dalsi aproximaci. Spravné feseni této rovnice ziskame

ze vztahu

2c
Xiy1 = Xj — .
i b+ sign(b)Vb? — 4ac

(2.17)

Dle [8] Ize ukazat, ze fad Miillerovy metody je minimalné 1,84..., tedy vétsi z kofent funkce

*—q*—q—-1=0.
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2.2.4 Laguerrova metoda

Tato metoda je vyznacna tim, ze dokaze pii libovolné pocatecni aproximaci v drtivé vetsSing

ptipadid konvergovat k jednomu z kofenti zkoumaného polynomu. Laguerrova metoda

24

stupné polynomu.

Méjme polynom P(x) = (x — &) (x — &) ... (x — &,). Jeho derivaci pak muzeme vyjadrit
vetvaru P'(x) =(x—&)...(x— &)+ (x—&))(x = &) ...(x = &)+ ...+ ... (x — &,21),
nebo také P'(x) = P(x)( Lo )

x—&; x=&; x—&n

Pivodni polynom P(x) nyni zlogaritmujeme a derivujeme, ¢imz ziskame
In|P(x)| = In|lx = & | + In|x = & |+ ... +In|x — &,

[In|P(x)]]" = ! + ! +...+;. (2.18)
X—§& x—4¢& X =&y

Vsimnéme si, ze tvar (2.18) je stejny jako Cinitel ve vySe zminéné, druhé varianté zapisu

derivace polynomu. Tento tvar si tedy pro nasledné pouziti ozna¢ime

P
“ PR

Stejnym zptsobem ziskame i tvar odvozeny z negované druhé derivace a ozna¢ime

1 1 1 , P'(x)

-6 -6 ez U TP

H = —[nlP(o)" =

Piedpokladejme nyni, ze vzdalenost prvniho kofene ¢&; od pocatecni aproximace
x jea = x — & aze ostatni kofeny jsou sdruzeny ve vzdalenosti b = x — &;. Pak mizeme

vyjadrit

kde n znaci stupenn polynomu. Po vyfeSeni soustavy téchto rovnic pro a ziskame nasledujici

vztah
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n
a_Gi\/(n—l)(nH—Gz)'

Znaménko ve jmenovateli volime tak, aby absolutni hodnota celého jmenovatele byla

co nejvyssi. Dalsi aproximaci pak ziskame polozenim x;,; = x; — a.

Jak jiz bylo zminéno, situace, kdy Laguerrova metoda nekonverguje ke kotfeni polynomu jsou
vzacnosti, a tak se jednd o vhodnou volbu pro urceni pfesnéjsi aproximace pro jiné metody.
Je v8ak nutné upozornit na fakt, ze vyraz pod odmocninou mize vyjit zaporny, metoda totiz
muze konvergovat i ke komplexnim kofenlim, nebo béhem konvergence k readlnému kofeni
projit ptes komplexni mezivysledky. Pfi vlastni implementaci je tak nutné zahrnout i zakladni

komplexni aritmetiku.
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3 KAPITOLA

3.1 Priklady a analyza metod

Pro praktické otestovani metod a jejich vlastnosti zvolme nasledujici postup. Nejprve
stanovime nékolik riznych piikladl nelinearnich rovnic, na kterych otestujeme kazdou metodu,
porovname vysledky a vytvotfime zaver, jak typ funkce, volba metody a pocatecni aproximace
mohou ovliviiovat pribéh vypoctu. Pro kazdy typ rovnic jsou jednotlivé ptiklady voleny tak,
aby pfedstavovaly riizné scénare priab&hu funkce (napt. prudkost stoupani ¢i klesani, nasobnost

kofene nebo prubeh funkce v okoli kofene). Mé&jme tedy pro tyto Gcely nasledujici priklady:

e kvadratické rovnice
O fim(x) =x*—2x -2
0 frw2(x) = —x2+3x—2,2
0 fiws(x) =4x*>+4x+1
e goniometrické funkce
o fgon1(x) = sin(x)
0 fgon2(x) = 2cos(x) — 2
0 fgon3(x) = sin(x) + 0,5x — 2
e exponencidlni funkce
O fexpr1(x) =872 —x
O fexp2(x) =™ -1
0 fops(@) =€ =05
e logaritmické funkce
0 fiog1(®) = In(x)
O flog2(x) =log,(x* + 6x) =5
0 fiogs() = In (22)

(3x—1)%
e polynomy

o fporn(x) = =5x* = 3x3 +3x* +x
O fpoz(X) =x*+x*—x—1

O fpol3(x) =x%—2x5—3x* + 4x3 —x? + 4x — 2
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V nasledujicich podkapitolach jsou uvedeny vysledky feseni téchto piikladi vSemi metodami,
které bylo mozné aplikovat. Vechny piiklady byly feSeny na pozadovanou presnost € = 107°
a maximalni pocet 1000 iteraci. Jako zastavovaci kritérium bylo pozadovano splnéni obou
podminek, tj. f(x;) < € a |x;;1 — x;] < &, aby mohlo byt poukazano, jak nevhodna volba
kritéria muze negativné ovlivnit piesnost nebo délku vypoctu. Posledni sloupec, podle kterého
je tabulka Ttazena, je celkovd efektivita metody definovana jako soucin
(f(&) + 1) = iterace * (¢as + 1). Rad a rychlost konvergence do vypodtu zahrnuty nejsou,
jelikoz presnost a samotna existence téchto udaju je zavisla na poctu iteraci. U rychle
konvergujicich metod by tak tyto udaje viibec nemusely byt k dispozici, nebo vysledek zna¢né
zkreslovat. Mé&jme vSak na paméti, ze tento ukazatel je pouze orientaéni a skute¢na efektivita
metody Vv praxi mize zaviset na mnoha dalSich faktorech (vykon testovaciho stroje, dopliiujici

¢innosti mezi iteracemi, rozliSovaci schopnosti pfi méfeni ¢asu apod.).

3.1.1 Kvadratické rovnice

. f(x) =x%—2x-2
e gW=f@+x g =x-"2 4@ =vVIxT2 g0 =2

4 2

Metoda £ O Rad m. Rychlost konv. Iterace Cas (ms) Efektivita
Laguerrova m. 2,732051 4,44E-16 NaN NaN 2 0 2
Steffensenova m., gs(x) 2,732051 4,33E-08 NaN NaN 3 0 3
Newtonova m. 2,732051 O 1,998055 0,283489 4 0 4
Maehlyova m., 1. koren 2,732051 0 1,998055 0,283489 4 0 4
Newtonova m. pro pol., 1. koren | 2,732051 0 1,998055 0,283489 4 0 4

M. secen 2,732051 1,17E-11 1,600016 0,364673 5 0 5
Steffensenova m., g, (x) 2,732051 1,27E-10 1,628899 0,071969 5 0 5
Steffensenova m., g, (x) 2,732051 6,44E-09 1,998552 1,269620 5 0 5
Steffensenova m., g, (x) 2,732051 2,73E-08 0,210427 2,58E-07 3 1 6

M. regula falsi 2,732051 3,16E-08 1,000000 0,071797 7 1 14

M. prosté it., g,(x) 2,732051 3,46E-07 0,999996 0,133966 7 1 14

M. bisekce 2,732051 3,05E-07 1 0,5 21 2 63,00002
M. prosté it., gz(x) 2,732051 7,00E-07 1,000000 0,366025 14 6 98,00007

Tabulka 1: Vysledky pokust pro funkeci fi,1(x)
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. f(x) =—x%+3x—2.2

¢ @ =FE+x.0() = x— f(0,05(x) = VI = 22,9 (6) = T2,
gs(x) = — % +3
Metoda & fo Rad m. Rychlostk.  lterace Cas (ms) Efektivita
Laguerrova m. 1,7236068 O NaN NaN 1 0 1
Steffensenova m., g4 (x) 1,7236068 2,42E-10 1,025715 0,001117 4 0 4
Steffensenova m., g, (x) 1,7236068 2,17E-09 0,741488 1,84E-04 5 0 5
Newtonova m. pro pol., 1. koren | 1,7236068 0 1,989234  2,038598 5 0 5
Newtonova m. 1,7236068 O 1,982136  1,955062 5 1 10
Maehlyova m., 1. koren 1,7236068 O 1,989234  2,038598 5 1 10
Steffensenova m., g, (x) 1,7236068 2,49E-10 1,856245 1,096515 6 1 12
M. secen 1,7236068 O 0,853778  3,38E-04 8 2 24
M. prosté it., g, (x) 1,7236075 3,28E-07 3,132037 2,80E+13 20 1 40,000013
Steffensenova m., gs(x) 1,7236068 6,26E-12 0,395645 6,15E-06 17 2 51
Steffensenova m., gs (x) 1,7236068 4,10E-11 0,924799  4,45E-04 23 2 69
M. regula falsi 1,7236066 1,07E-07 1,000001 0,381974 15 4 75,000008
M. bisekce 1,7236066 9,45E-08 1 0,5 20 3 80,000008
M. prosté it., gs(x) 1,7236087 8,43E-07 1,488096  291,22382 38 2 114,00010
M. prosté it., gs(x) 1,7236088 9,15E-07 1,897403 16598144 82 5 492,00045
Tabulka 2: Vysledky pokust pro funkci fj,, (x)

. f(x) =4x?+4x+1

o g@W=fW+x g =x-12 g =22
Metoda & 9 Radm. Rychlost k. lterace Cas (ms) Efektivita
Laguerrova m. -0,5 0 NaN NaN 1 0 1
Steffensenova m., g, (x) -0,5 0 1,070184 0,887584 13 1 26
Steffensenova m., g, (x) -0,5 0 1,116172  1,513044 18 1 36
Maehlyova m., 1. koren -0,499999 3,64E-12 1,296611 14,693790 19 1 38
Newtonova m. pro pol., 1. koren | -0,499999 3,64E-12 1,296611 14,693790 19 1 38
Newtonova m. -0,499999 3,64E-12 1,000008 0,500050 19 2 57
M. secen -0,499999 4,18E-12 1,000089  0,618755 28 5 168
M. prosté it., g,(x) NaN NaN 0,999006 0,992165 1000 63 NaN

Tabulka 3: Vysledky pokust pro funkci fi,3(x)

Do vysledkii nebyly zahrnuty metody, které divergovaly (vétSinou met. Prosté iterace vlivem

Spatné volby itera¢ni funkce), Miillerova metoda, ktera vzhledem k principu svého fungovani
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v ptipad¢ kvadratickych funkci nalezne feSeni hned v prvni iteraci a Maehlyova s Newtonovou
metodou pfi hledani druhého kotene, protoze v dané situaci fesily témét linearni funkci, feseni
tak nasly shodné¢ v druhé iteraci. V poslednim piiklad¢ pak nejsou zahrnuty intervalové metody

bisekce a regula falsi, protoZe se jedna o funkci s jedinym kofenem se sudou nasobnosti.

Ve vSech tfech piipadech tabulkam dle vySe definované efektivity podle o¢ekavani dominuji
pokrocilejsi funkce urcené piredevsim pro fesSeni polynomii a Steffensenova metoda vyuzivajici
urychleni konvergence pomoci Aitkenovy &%-metody. Ze zékladnich metod se pak nejvice
osvédcila Newtonova metoda nasledovana metodou secen a intervalovymi metodami regula
falsi a bisekce, ¢imz se potvrdila teorie 0 vzajemném poméru rychlosti téchto metod. Metodu
prosté iterace je tézké ptimo hodnotit, jelikoz jeji vysledky zavisi na uzivateli a jeho volbé
iteracni funkce, jeji efektivita tak mize znacné kolisat. Prikladem konvergujici, ale extrémné
neefektivni iteracni funkce je funkce g,(x) ve tietim piikladé. Z tabulky muzeme vidét,
Ze o tisici iteracich metoda stale nenalezla dostate¢né piesny vysledek, piesto k nému velice

pomalu konvergovala.

Tteti priklad ptinesl také potvrzeni teorie tykajici se volby ukoncovaciho kritéria v zavislosti
na podminénosti funkce. Vzhledem k sudé nasobnosti kofene je funkce v jeho okoli velmi
Spatné podminéna, a ukoncovaci kritérium f(x;) < € bylo splnéno v nékterych ptipadech jiz
po poloviénim poctu provedenych iteraci, skute¢na odchylka od ptesného feSeni vSak byla

vzhledem ke zvolené presnosti stale pfili§ velka (téméf 0,0005).

3.1.2 Goniometrické funkce

f(x) = sin(x)
91(x) = f(xX) +x, g2(x) = x = f(x), g3(x) = xsin(x) +x

Metoda ¢ O Rad metody  Rychlost konv.  lterace  Cas (ms)  Efektivita
Newtonova m. 3,141593 0 1,932675 0,002258 4 0 4
M. prosté it., g;(x) 3,141593 0 2,999925 0,166552 4 0 4
M. regula falsi 3,141593 O 1,507635 0,004792 5 0 5
M. secen 3,141593 0 1,507635 0,004792 5 0 5
Miillerova m. 3,141593 0 2,307120 70,596490 5 0 5
Steffensenova m., g,(x) | 0 0 5,041681 0,033234 5 0 5
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Steffensenova m., g5 (x) ‘ 3,141593 3,00E-09 1,997104 0,663194 6 0 6
M. prosté it., g, (x) 6283185 0 2995501  0,163892 5 1 10
M. bisekce ‘ 3,141593 151E-07 1 0,5 22 0 22,000003
Steffensenovam., g, (x) | 3141593 124E-12  NaN NaN 33 0 33
Tabulka 4: Vysledky pokusti pro funkci fgonq ()

o f(x) =2cos(x) —2

. g1(x) = f() +x, g.(x) =x—f(x), g3(x) =xcos(x)
Metoda & f®) Rdd metody  Rychlost konv.  Iterace  Cas (ms)  Efektivita
Steffensenova m., g;(x) | 4,32E-06 1,86E-11 NaN NaN 16 0 16
Steffensenova m., g,(x) | 4,04E-06 1,63E-11 1,358714 19,361398 20 0 20
Newtonova m. 8,44E-07 7,13E-13 1,145108 1,539071 20 1 40
Steffensenova m., g;(x) | 1,22E-04 1,49E-08 NaN NaN 22 2 66
M. secen 1,28E-06 1,63E-12 0,551048 0,001181 28 2 84
M. prosté it., g;(x) 9,98E-04 9,96E-07 1,707759 5398,071844 986 11 11832,0118
M. prosté it., g,(x) NaN NaN 0,170262 9,205843 1000 10 NaN
M. prosté it., g5(x) NaN NaN 0,999021 0,996078 1000 6 NaN

Tabulka 5: Vysledky pokusti pro funkci fgonz (x)

. f(x) =sin(x) + 0,5x — 2
. 91(x) = f(x) +x,92(x) = x = f(x),93(x) = =2sin(x) + 4, g4 (x) =

xsin(x)+0,5x2

2
Metoda & Vi63) Rdid metody  Rychlostkonv. Iterace  Cas (ms) Efektivita
Newtonova m. 5,462807 O 1,987732 0,282052 4 0 4
Steffensenova m., g, (x) 5,462807 1,03E-09 1,074062 0,001609 5 0 5
Steffensenova m., g;(x) 5,462807 2,62E-09 1,997863 0,413947 5 0 5
Steffensenova m., g, (x) 5,462807 2,29E-09 0,539752 1,06E-05 5 0 5
Miillerova m. 5,462807 O 1,604611 0,031906 6 0 6
M. secen 5,462807 O 1,688041 1,090172 7 0 7
M. regula falsi 5,462807 2,87E-08 1,000000 0,118866 9 0 9
M. prosté it., g, (x) 5,462807 1,65E-07 0,999994 0,181930 9 0 9,000001
Steffensenova m., g, (x) 5462807 2,14E-11 1,895651 0,036794 30 0 30
M. bisekce 5,462807 1,56E-07 1 0,5 22 1 44,000007

Tabulka 6: Vysledky pokusti pro funkci fg,n3(x)

Stejné jako v ptipad¢€ kvadratickych rovnic 1 v téchto tabulkéch nejsou zahrnuty metody, které

béhem vypoctu bud divergovaly, nebo se, v pfipadé metod prosté iterace, zacyklily.
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Pochopitelné zde jiz nenajdeme ani metody pro feSeni polynomt, k t€ém se vSak jesté vratime.

Az na n€kolik malo vyjimek vysledky opét odpovidaji teorii. Pojd'me se ale spiSe zaméfit na
zvlastni situace, které jsou povétSinou zpisobeny nevhodnou kombinaci iteracnich funkci g (x)
a pocatecnich aproximaci. Volbou aproximaci pro prvni piiklad v okoli bodu 7 jsme chtéli
docilit konvergence k tomuto konkrétnimu kofeni, nicméné s itera¢ni funkci g,(x) nakonec

konvergovala metoda prosté iterace i Steffensenova k okolnim kofentim 0 a 27m.

Pfi vzpomince na odvozeni iteracni funkce Steffensenovy metody nebo pii pohledu
na dosavadni vysledky jsme si mohli v§Simnout, Ze pokud pro néjakou funkci g(x) konverguji
ob¢ metody, je z nich vzdy rychlejsi pravé Steffensenova. Tomu ale neodpovidaji vysledky
prvniho a tfetiho ptikladu. Za pfi¢inu této skutecnosti lze oznacCit nevhodnou volbu
zastavovaciho kritéria. Podminku f(x;) < € totiZ metoda splituje hned v druhé iteraci, av§ak
nespliluje zaroven kritérium maximalni velikosti rozdilu mezi vysledky iteraci. Algoritmus
tak produkuje dalsi vypocty, které generuji nové aproximace stiidavé v bod¢ dostateéné
pfesného feSeni a okoli tohoto bodu, které je vEtsi nez pozadovana presnost. Toto okoli se pak
postupné zuzuje, dokud neni dostate¢né malé, aby vysledky dvou po sob¢ jdoucich iteraci byly
mens$i nez zadana tolerance. Ve skutecnosti tedy navzdory vysledklim praxe stale odpovida

teorii, a tento jev byl zptisoben nevhodnym, avSak timyslnym chovanim testovaciho nastroje.

Stejn¢ jako u kvadratickych rovnic i1 zde se setkdvdme s extrémné pomalou konvergenci
u druhého prikladu, ktery obsahuje pouze kofeny se sudou nasobnosti. Ta je zplisobena tim,
ze v okoli pevného bodu je derivace iteracnich funkci téméf rovna jedné, coz ma za nasledek

pouze malé kricky mezi iteracemi.

Zacyklenim nebo divergenci pak skoncily funkce g;(x) u metody prosté iterace v prvnim
| tretim ptiklad¢, a funkce g,(x) u druhého piikladu pomalu konvergovala k mnohem

vzdalenéj$imu kofeni.

Z té&chto pozorovani lze vyvodit zavér, Ze k feSeni goniometrickych funkci neni pfili§ vhodné
pouzivat metody zalozené na hledani pevného bodu, obzvlasté pak metodu prosté iterace. Jejich
periodicky pribéh totiz mizZe relativné snadno zpiisobit nezaddouci efekty, jako je zacykleni
nebo konvergence Kk jinému kofeni. Newtonovu metodu a metodu secen lze povazovat

v

za mnohem spolehlivéjsi, av§ak pouze pii velmi dobré pocatecni aproximaci. Navzdory slabSim
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vysledkiim tak z tohoto experimentu vychazi jako idealni intervalové metody, protoze vylucuji
jakoukoliv divergenci. Jejich slabsi vykon pak lze kompenzovat pfedéasnym zastavenim

pti ziskdni dostatecné presné aproximace napf. pro Newtonovu metodu. V ptipadé

vewr

metodu.

3.1.3 Exponencialni funkce

. flx) =82 —x

o g@W=f@)+x gl =x-L2
Metoda & o Rad metody  Rychlostkonv. Iterace Cas (ms) Efektivita
Newtonova m. 2,426241 0 1,998825 1,281019 6 1 12
Miillerova m. 2,426241 0 1,715234 0,262509 6 1 12
Steffensenova m., g, (x) 0,016159 6,80E-12 0,973439 6,74E-04 7 1 14
M. secen 2,426241 3,51E-12 1,618575 1,183656 8 1 16
M. prosté it., g,(x) 2,426241 4,76E-07  0,999994 0,348377 16 2 48,00002
M. bisekce 2,426241 8,63E-08 1 0,5 21 4 105,00001
M. regula falsi 2,426241 7,38E-07 1 0,535804 24 10 264,00019
Steffensenova m., g, (x) 2,426241 4,65E-11  1,900976 3,003140 429 60 26169

Tabulka 7: Vysledky pokusti pro funkci fox,q ()

. fx)=e™*-1

. 91(x0) = f() +x, g2(x) =x — f(x), g3(x) =xe™™
Metoda & o Rdd metody Rychlostkonv. Iterace Cas (ms) Efektivita
Newtonova m. 3,58E-16 0 1,999722 0,498577 7 0 7
M. secen -7,66E-12 7,66E-12 1,619031 0,660185 8 0 8
M. prosté it., gy (x) 0 0 2017140  0,576717 10 0 10
Miillerova m. 1,07E-12 1,07E-12 1,741436 0,144430 6 1 12
M. bisekce 1,19e-07 1,19E-07 1 0,5 23 0 23,000003
Steffensenova m., g, (x) 412E-18 O 1,999889 0,998681 32 0 32
M. regula falsi 4,37E-07 4,37E-07 1 0,418024 18 1 36,000016
Steffensenova m., gz (x) 4,12E-18 NaN 1,000096 0,999932 1000 10 NaN

Tabulka 8: Vysledky pokusti pro funkei feyp,z ()
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. fx)=e™* —05
91(x) = f(x) +x, go(x) = x = f(x)

Metoda & fo Rad metody  Rychlostkonv. lterace Cas (ms) Efektivita
Steffensenova m., g4 (x) 0,832555 4,16E-10 0,615363 7,43E-06 3 0 3
Newtonova m. 0,832555 0 1,989290 0,207582 4 0 4
Steffensenova m., g, (x) 0,832555 2,97E-09 0,200107 1,21E-07 4 0 4

M. regula falsi 0,832555 1,57E-09 1,000014 0,009017 6 0 6

M. prosté it., g,(x) 0,832555 1,14E-07 1,000003 0,167452 8 0 8,000001
Miillerova m. 0,832555 0 1,668613 0,087948 5 1 10

M. secen 0,832555 1,28E-11  1,623591 0,434524 6 1 12

M. bisekce 0,832555 1,72E-07 1 0,5 22 0 22,000004

Tabulka 9: Vysledky pokusti pro funkci fex,3(x)

Tato sekce nam bohuzel nepfinesla zadné nové poznatky, avsak dal§im vyskytem urcitych jevi
nam potvrdila jejich platnost. Z teoretické casti vime, ze Steffensenova metoda dokaze
konvergovat k odpuzujicim pevnym bodum, ale ackoliv je tato metoda vyznacna rychlou
konvergenci, u takovychto bodl tomu muize byt pfesné naopak. Dokonalou ukazkou je prvni
piiklad s itera¢ni funkci g;(x) a druhy ptiklad s funkci gs;(x). kterd v bodé pocateéni
aproximace prudce stoupa, a dalsi body vyuzivané ve vypoctu Steffensenovy metody (obzvlasté
treti g( g (xl-))) tak lezi netimérné daleko. Tento velky rozdil pak ma za nasledek, Ze béhem
vypoctu dalsi iterace se hodnota ptivodniho odhadu nasobi Cislem jen velmi nepatrné niz§im

nez 1, dalsi iterace tak vyjde jen tésné vedle predchoziho odhadu.

Dalsi charakteristikou Steffensenovy metody je urcitd mira nepiedvidatelnosti. V prvnim
ptikladé jsme volili jako pocatecni aproximaci bod x, = 3, kterému je nejblize ostatnimi
metodami nalezeny kofen ¢ =~ 2,426241. S funkci g,(x) vSak metoda konvergovala
ke vzdalenéjsimu koteni & = 0,016259.

3.1.4 Logaritmické funkce

. f(x) =In(x)
91(x) = f(x) +x, g(x) = x = f(x)
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Metoda ¢ V5] Rdad metody Rychlostkonv. Iterace Cas (ms) Efektivita
Steffensenova m., g, (x) 1 0 NaN NaN 3 0 3
Newtonova m. 1 0 2,000798 0,503845 5 0 5
Miillerova m. 1 1,38E-14 1,710386 0,094960 5 0 5
M. prosté it., g (x) 1 0 1,997738  0,489983 5 1 10
M. regula falsi 1,0000002 1,88E-07 1,000000 0,278652 12 0 12,000002
M. secen 1 0 1,636228 0,877883 7 1 14
M. bisekce 0,9999999 1,19E-07 1 0,5 22 0 22,000003
Tabulka 10: Vysledky pokusti pro funkei f541 (x)

. f(x) =log,(x* + 6x) — 5

. 91(x) = f(x) +x, go(x) = x — f(x)
Metoda & b i63) Rid metody  Rychlostkonv. Iterace Cas (ms) Efektivita
Miillerova m. 3,403124 O 1,792466 0,154097 5 0 5
M. secen 3,403124 6,94E-13  1,619339 0,277579 5 0 5
Newtonova m. 3,403124 0 1,997307 0,120196 6 0 6
Steffensenova m., g, (x) 3,403124  2,92E-09  1,998864 0,051076 4 1 8
M. regula falsi 3,403124  1,06E-07 0,9999999 0,189892 9 0 9,000001
M. prosté it., g,(x) 3,403124  2,80E-07  0,9999997 0,422638 16 0 16,000004
M. bisekce 3,403124 5/48E-08 1 0,5 22 0 22,000001

Tabulka 11: Vysledky pokusti pro funkei fj,42(x)
(2x+1)3

* f(x) =In ((3x—1)4)

. 91(x) = f(x) +x, g.(x) =x— f(x)
Metoda & 9 Rdd metody Rychlostkonv. Iterace Cas (ms) Efektivita
Newtonova m. 1,149161 191E-14 2,001105 0,802707 6 0 6
M. secen 1,149161 6,79E-14 1,685055 2,161403 6 0 6
Miillerova m. 1,149161 1,52E-13 1,656118 0,084902 6 1 12
M. bisekce 1,149161 4,48E-07 1 0,5 22 0 22,000010
Steffensenova m., g4 (x) 1,149161 7,49E-11 2,011378 1,781612 10 2 30
M. regula falsi 1,149162 7,88E-07 1,000000 0,587401 28 1 56,000044
M. prosté it., g,(x) NaN NaN 2,374131 14,487903 1000 20 NaN

Tabulka 12: Vysledky pokusti pro funkei fi,43(x)

Po provedeni experiment s uvedenymi logaritmickymi funkcemi muzeme dojit K zavéru,

ze samotna volba dobré pocateCni aproximace je velmi dillezita soucast feSeni. Mnoho
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popsanych metod totiz svym principem generuji nasledujici odhady v okoli kofene, pfi¢emz
neni nijak definovano, jak velké toto okoli bude, ¢i na jaké strané od kotene se dalsi aproximace
objevi. V piipad¢ logaritmickych funkei je pak tato skutec¢nost rizikovym faktorem, protoze
se kofen téchto funkci obvykle nachazi tésn¢ vedle krajniho bodu defini¢niho oboru. Existuje
tak cela fada poc¢atecnich aproximaci blizkych kofeni, které sviij vypocet ukon¢i padem mimo
defini¢ni obor funkce, a timto zptisobem mohou selhat i do této chvile spolehlivé metody jako
je Newtonova ¢i metoda seCen. Pokud tedy feSitel nezna princip fungovani téchto metod nebo
nema urcitou predstavu o prib¢hu funkce a jejim definicnim oboru, nabizi se jako nejidealné;si
volba pro tento typ rovnic intervalové metody. V opacném piipadé podavaly nejlepsi vysledky

metody Miillerova, Newtonova a z ni odvozena metoda secen.

3.1.5 Polynomy

Pii feSeni polynomli muzeme naplno vyuzit popsané metody pro hledani vSech kotent.
Abychom ale udrzeli vysledkové tabulky piehledné, budeme pro kazdy z ptikladi evidovat dvé
tabulky, kde v prvni budou prezentovany vysledky metod pro nalezeni jednoho kotene
a Vv druhé pak pouze vysledky modifikované Newtonovy a Maehlyovy metody pro piimé

porovnani 1 u ostatnich kofend.

. f(x) = —5x*—3x3+3x% + x

G = F) 1.0 = x— ), a0 = T g (= 7B
gs(x) = [

Metoda £ Vi65) Rad m. Rychlostk.  Iterace Cas (ms) Efektivita
Steffensenova m., gz (x) 0,689898 2,77E-10 1,258698 0,001321 4 0 4
Steffensenova m., gs(x) 0,689898 6,30E-11 1,530276  0,044775 5 0 5
Laguerrova m. 0,689898 3,06E-16 NaN NaN 3 1 6

M. prosté it., gz(x) 0,689898 6,51E-07 1,000012 0,130328 7 0 7,000005
M. secen 0,689898 1,57E-09 1,622293 2,102623 8 0 8
Steffensenova m., g4 (x) -0,289898 1,39E-11 2,002429  0,258544 5 1 10
Newtonova m. 0,689898 O 1,997474  2,980762 6 1 12
Maehlyova m., 1. koren 0,689898 0 1,997474  2,980762 6 1 12
Newtonova m. pro pol., 1. koren | 0,689898 0 1,997474  2,980762 6 1 12

M. prosté it., g, (x) -0,289898 1,95E-07 1,000006  0,333363 12 1 24,000005
M. bisekce 0,689898 3,74E-07 1 0,5 20 1 40,000015
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Steffensenova m., g, (x) ‘ 0,689898 8,59E-11 0,913980  2,20E-04 33 1 66
M. regula falsi ‘ 0,689898 8,17E-07 1 0,557215 25 2 75,000061

Tabulka 13: Vysledky pokust pro funkci f;,;1 (x) pfi hledéani 1. kofene

Metoda & N 65 Radm.  Rychlostk. Iterace Cas (ms) Efektivita
Maehlyova m., 4. koren -1 0 0 0 2 0 2
Newtonova m. pro pol., 4. koren -1 0 0 0 2 1 4
Maehlyova m., 1. koren 0,689898 0 1,997474 2,980762 6 1 12
Newtonova m. pro pol., 1. koren 0,689898 0 1,997474  2,980762 6 1 12
Maehlyova m., 3. koren -0,289898 0 1,992540 1,319680 5 2 15
Maehlyova m., 2. koren -1,17E-19 0 1,998696 4,377783 8 1 16
Newtonova m. pro pol., 2. koren 201E-19 O 1,998654 4,376465 8 1 16
Newtonova m. pro pol., 3. koren -0,289898 1,02E-14 1,992538 1,319671 5 4 25
Tabulka 14: Vysledky pokusti pro funkci f;,0;1 (x) pii hleddni vSech kotenti
. fX)=x3+x?—-x—-1
. 91(0) = f(X) +x, go2(x) =x = f(x), gs(x) = V=x? +x + 1,
0,00 = V=T T x 1
Metoda & o Radm. Rychlostk.  Iterace Cas (ms) Efektivita
Laguerrova m. -1,0000002 5,04E-14 1,121471  0,963903 11 0 11
Steffensenova m., gz (x) -1 0 0,630490 0,026616 16 0 16
Steffensenova m., g4 (x) -1 0 0,631508  0,021909 21 1 42
Maehlyova m., 1. koren -1,000001  9,52E-13 1,296575  16,170857 21 2 63
Newtonova m. pro pol., 1. koren | -1,000001 9,52E-13 1,296575 16,170857 21 2 63
Newtonova m. -1,000001  9,52E-13 1,100863 1,717891 21 3 84
M. secen -0,999999  3,04E-12 1,000052 0,618443 27 3 108
Tabulka 15: Vysledky pokust pro funkci f5,,;2 (x) pfi hledani nasobného kofene
Metoda & o Rad m. Rychlostk. Iterace Cas (ms) Efektivita
Maehlyova m., 3. koren 1 0 0 0 3 0 3
Newtonova m. pro pol., 3. koren 1 0 0 0 3 0 3
Maehlyova m., 2. koren -0,9999998 1,19E-13 0,568082 2,85E-04 4 0 4
Newtonova m. pro pol., 2. koren -0,9999996 2,40E-07 0,625869 3,87E-04 4 0 4,000001
Maehlyova m., 1. koren -1,000001 9,52E-13 1,296575 16,170857 21 2 63
Newtonova m. pro pol., 1. koren -1,000001 9,52E-13 1,296575 16,170857 21 2 63

Tabulka 16: Vysledky pokust pro funkei f;,12 (%) pfi hledani vSech kofenti

fx) =x%—2x°>—3x*+4x% —x%2 +4x -2
g1(x)=fx)+x, g,(x) =x—f(x), g3(x) = V2x5 +3x* —4x3 + x2 — 4x + 2,
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5 |x6-3x*+4x3—x2+4x-2 4| x6—2x5+4x3-x2+4x-2
g4(x) - 2 Y gS(x) - 3 )

3 |—x6+2x5+3x%*+x2—4x+2

ge(x) = " , g7(x) =Vx6 — 2x5 — 3x* + 4x3 + 4x — 2,
—x04+2x54+3x*—4x3+x2+42

gs(x) = 2
Metoda & §i65) Rad m. Rychlost k. It.  Cas(ms) Efektivita
Steffensenova m., ge(x) 0,496158 6,69E-12 1,570318 0,025785 4 0 4
Laguerrova m. 2545282 1,73E-14 1,121471 0,963903 3 1 6
Steffensenova m., g, (x) 2,545282 5,74E-07 0,503184 1,94E-05 8 0 8,000005
Miillerova m. 2545282 5,11E-14 2,577445 1795,841336 5 1 10
Steffensenova m., gs(x) 2,545282 5,20E-07 1,996551 0,945794 5 1 10,000005
Steffensenova m., gs(x) 2,545282  3,63E-07 1,991017 0,247416 7 1 14,000005
Maehlyova m., 1. koren 2,545282 5,11E-14 1,996553 2,057211 6 2 18
Newtonova m. pro pol., 1. koren | 2,545282 5,11E-14  1,996553 2,057211 6 2 18
Steffensenova m., g, (x) 2,545282 3,87E-08 2,008600 49,021695 12 1 24,000001
M. prosté it., ge(x) 0,496158 4,16E-07 1,000006 0,377950 20 1 40,000017
M. secen 2,545282 6,34E-10 1,617527 1,582951 19 2 57,000000
Newtonova m. 2,545282 5,11E-14  1,996553 2,057211 6 11 72
M. bisekce 2,545282 1,19E-07 1 0,5 26 2 78,000009
M. regula falsi 2,545282 5,98E-07 1,0000001 0,582694 36 6 252,000151
M. prosté it., g;(x) 2,545282 8,50E-07 0,9999996 0,843928 104 4 520,000442

Tabulka 17: Vysledky pokust pro funkei f;,4i3(x) pii hledéni nasobného kotene

Metoda & Vi65) Radm. Rychlost k. lterace Cas (ms) Efektivita
Maehlyova m., 1. kofen 2,545282  5,11E-14 1,996553  2,057211 6 2 18
Newtonova m. pro pol., 1. koren | 2,545282  511E-14 1,996553 2,057211 6 2 18
Maehlyova m., 3. koren 0,496158 0 1,999491  1,634634 7 2 21
Maehlyova m., 2. koren 1,207775 O 1,998726 2,739652 9 2 27
Newtonova m. pro pol., 3. koren | 0,496158 0 1,999460 1,634297 7 3 28
Newtonova m. pro pol., 2. koren | 1,207775 0 1,998720 2,739514 9 4 45
Maehlyova m., 4. koren -1,751045 7,59E-14 1,996089  0,986311 27 11 324
Newtonova m. pro pol., 4. koren | -1,751045 0 1,997735 0,998682 26 14 390

Tabulka 18: Vysledky pokusti pro funkci f;,0;3(x) pfi hledani vSech kofenti

Jako ve vSech pokusech, mezi divergujici metody patii zejména riizné varianty Steffensenovy
metody a metody prosté iterace. V prvnim piikladé navic divergovala i jinak spolehliva
Miillerova metoda z divodu Spatné zvolené pocateni aproximace. To bychom mohli fici

i U druhého ptikladu, pojd'me si ale upiesnit, co je na daném vybéru konkrétn¢ Spatné.
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Miillerova metoda spociva ve zkonstruovani paraboly probihajici zadanymi body. Nasobné
kofeny polynomti mivaji obvykle tu vlastnost, Ze jejich kiivka byva lehce ostiej$i nez
u kvadratické funkce. To mé za nasledek, ze pti volbé bodl na intervalu, kde druha derivace
funkce neméni znaménko, vrchol kiivky zkonstruované Miillerovou metodou nedosahne
az k vrcholu ktivky polynomu, a tim padem ani neprotne osu x. Pii feSeni takovych funkci touto

metodou je tedy vhodné zvolit alespon jeden pocate¢ni bod mimo tento interval.

U druhého ptikladu jsme se v pfipadé metod pro nalezeni jednoho kofene sousttedili na nasobny
koten v bod¢ & = —1. Stejn¢ jako v ptipadé obdobného druhého ptikladu v kvadratickych
rovnicich se potvrdila teorie o rozdilném chovani nékterych metod pii vyssi nasobnosti kotene,
a to konkrétné pokles fadu konvergence Newtonovy metody a metody secen z kvadratické,
resp. superlinearni, na linearni a vyrazné zpomaleni konvergence u funkce g5 (x) metody prosté
iterace. Zajimavy vysledek pak ptinesla funkce g,(x) u obou metod, které shodou okolnosti
nasly pfesné feSeni hned v prvni iteraci — avsak jiného kotene, nez jaky jsme hledat chtéli, proto
je v tabulce nenalezneme. Z tabulky byly také odstranény vysledky Newtonovy a Machlyovy

metody pfi druhém hledéni ,,stejného* kofene.

Nyni, kdyZ méme vysledky kvadratickych rovnic i polynomi, mizeme vidét, ze velmi stabilni
i rychlou metodou je Laguerrova metoda. Tyto experimenty tak davaji za pravdu v praxi

wevr

uspokojive rychlou. Schopnost nalézt komplexni koteny je pak uz jen ptfidanou hodnotou.

Na zavér jesté porovnejme metody, jimz byly vyhrazeny tabulky zvlast. Navzdory oCekavani
se jejich vysledky pfili§ neliS§i. To je pochopitelné predev§sim pii hledani prvniho kotene,
kdy obé metody postupuji dle stejného algoritmu. Piekvapivé se ale metody shoduji
I U posledniho kofene, kde by teoreticka chyba Newtonovy metody méla byt nejznatelné;si.
Drobné odchylky ale miizeme nalézt u ostatnich kofent, pro néz presnéjsi vysledky piinesla
Maehlyova metoda, v pripadé shody pak byla alespon rychlejsi. Potvrzuje se tak teorie fikajici,

ze Maehlyova metoda by méla byt vS§eobecnym zdokonalenim Newtonovy.
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4 KAPITOLA

Soucasti praktické casti prace je tvorba desktopové aplikace s grafickym rozhranim, ktera

uzivateli poskytne v ptehledné podobé¢ veskeré informace o vypoctu a jeho pribéhu.

Aplikace je vytvofena v programovacim jazyce Java s grafickym rozhranim vytvorenym
pomoci nadstavby JavaFX. Divodem této volby je fakt, Ze se jedna o celosvétove rozsifenou
technologii funk¢ni na mnoha zafizenich, pokud by tedy v budoucnu vznikl pozadavek

na modifikaci aplikace pro jinou platformu, bude se jednat o minimalni mnozstvi prace.

Pokrocilej$i matematické tkony, které standartni knihovny jazyka nepodporuji, jako je prace

s funkci zajistuje externi knihovna mXparser (dostupné z: http://mathparser.org/). Jedna se o

obsahlou knihovnu uréenou mimo jiné pro vytvareni, ipravu a vyhodnocovani funkci a jejich
derivaci, ¢i feSeni soustav rovnic. Jelikoz se jinak jedna o malou aplikaci, nebylo nutné vyuzit
zadné dalsi rozsifujici komponenty, a i struktura soubort zdrojovych koda v adresafi projektu

je jednodusSe organizovéna do tii Casti:

e src/main: obsahuje hlavni soubor, ze kterého se aplikace spousti a ve kterém je
definovano i celé grafické rozhrani, tfidy vykreslovacich platen dédici z vestavéné tiidy

Canvas a soubor Controller.java obsahujici hlavni logiku aplikace.

e src/methods: obsahuje tfidy s kodem feSeni zadané funkce jednotlivymi iteracnimi
metodami. JelikoZ je aplikace navrZena pro feSeni vzdy jen jedné funkce najednou,
vyuzivaji tyto tfidy ndvrhovy vzor jedindcek a hlavni tfid€ poskytuji pouze referenci
na kolekci s daty vysledkt. Vyjimku tvoii metody generujici vice sad vysledkd, které
pfed zahajenim dal$iho vypoctu vrati referenci na nové vytvotenou kopii kolekce. Déle
se zde nachazi rozhrani deklarujici sdilené metody, které tyto tfidy implementuji a tfida
IterationRow.java, jejiz instance predstavuje kompletni sadu vysledkd v jedné iteraci.

Jedna se o objekt, ktery je vypisovan do tabulek béhem prezentace vysledkt.

e src/source: zde se nachazi jednoducha tiida pro vyvolavani informaénich a chybovych
dialogti a vlastni implementace zakladnich operaci nad polynomy a komplexnimi ¢isly,

které bylo tfeba implementovat, jelikoz pouzita knihovna tyto funkce neposkytovala.
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ZAVER

pro feseni nelinearnich rovnic. Po teoretickém vykladu si dale prace kladla za cil jednotlivé
metody porovnat na konkrétnich ptikladech a uvést doporuceni tykajici se volby metody podle
zkoumané funkce. Ztohoto ohledu pfinesly provedené experimenty pomérné¢ piehledné
vysledky. V prvni fadé je vSak vhodné zminit, ze doporuceni se bude lisit podle toho,
zda je pii feSeni k dispozici pocitac, nebo jen ,,tuzka a papir”. V prvnim piipadé totiz budeme
ptedpokladat, ze pouzitd metoda jiz je n€jakym zplisobem implementovana a rozhodujicim
faktorem tak bude délka feSeni, respektive cena iteraci. Naopak pro papirové feSeni bude
doporuceni voleno tak, aby byly jednotlivé iterace co nejméné naro¢né na vedlejsi vypocty

se sekundarnim zamétenim na jejich pocet.

Pro feSeni vétSiny typd rovnic se osvédCila Laguerrova metoda, pro kterou je cetnymi
experimenty dokazéano, ze dokaze témér vzdy konvergovat. Cena jeji iterace je vSak pomérné
vysoka, jelikoz vyzaduje vyhodnoceni funkce, jeji prvni 1 druhé derivace a pomérné velké
mnozstvi matematickych operaci zahrnujicich i rozhodovani kviili znaménku. Navic je tato
metoda primarné uréend pro feseni polynomil. Z diivodi téchto nedostatkti mize byt mnohdy
vyhodnéjsi pouzit Miillerovu metodu, avSak pouze za ptedpokladu, ze se nejednd o kotfen
se sudou nasobnosti. Chovani této metody v takové situaci je blize popsano ve tieti kapitole
V ramci shrnuti experimentli na polynomech. Jako tieti moznost se pak nabizi Steffensenova
metoda, kterd V experimentech dosahovala vysledk srovnatelnych s dfive zminénymi

metodami. Jeji vysledky jsou vSak podminény volbou vhodné itera¢ni funkce.

Pokud feSitel nema k dispozici pocita¢, je tieba vyuzit jednoduss$i metody, které
Vv experimentech pochopitelné¢ dopadly o néco hiie. Je-li zkoumana funkce diferencovatelna
a vypocet derivace je zvladnutelny, lze velmi efektivné vyuzit Newtonovu metodu, jejiz

vvvvvv

nabizi se vyuzit metodu secen, kterd s Newtonovou sdili velké mnoZstvi vlastnosti, véetné
podobné rychlosti konvergence, ktera v praxi nebyla 0 mnoho nizsi. Metoda prosté iterace trpi
stejnym nedostatkem jako jeji urychlena varianta, a to ze v zavislosti na volbé iteracni funkce

muze byt metoda velmi efektivni, nebo naopak rychle divergovat.
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Intervalové metody bisekce a regula falsi v experimentech koncily ve spodni poloviné tabulky.
Tyto metody totiz nevyuzivaji t¢éméf zadné informace o charakteru zkoumané funkce v daném

intervalu, coz ma za nasledek pomalou ale za to jistou konvergenci.

Zavérem lze fici, ze vysledky experimentl uvedenych v této praci se shoduji S teorii popsanou

Vv druhé kapitole.
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PRILOHY

PRILOHA A —- UKAZKA KODU - VYPOCET ITERACE
Metoda bisekce

while ((b - a) > tol & & f(m) > tol) {
m=a+ ((b -a)/ 2);
if (Math.signum(f(a)) != Math.signum(fm)) {
b =m;
} else {
a=m;

}

Metoda Regula falsi

while (Math.abs(m - mPredchozi) > tol && f(m) > tol) {
m=b - ((b-a)*f(b)) / (f(b) - f(a));
if (Math.signum(f(a)) != Math.signum(fm)) {
b =m;
} else {
a=m;

}

Metoda prosté iterace

while (Math.abs(x - xPredchozi) > tol && f(x) > tol) {
X = g(x);
}

Newtonova metoda
while (Math.abs(x - xPredchozi) > tol && f(x) > tol) {

X = x - (f(x) / df(x));
}
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Metoda secen

while (Math.abs(x - xPredchozi) > tol && f(x) > tol) {
x = x1 - (f(x1) * (x1 - x0) / (f(x1) - f(x90)));
X0 = x1;
X1l = X;

Steffensenova metoda

while (Math.abs(x - xPredchozi) > tol && f(x) > tol) {
x = (x * g(g(x)) - Math.pow(g(x), 2)) / (g(g(x)) - 2 * g(x) + x);
}

Maehlyova metoda

while (Math.abs(x - xPredchozi) > tol && f(x) > tol) {
double sum = 0;
for (int i = 0; 1 < roots.size(); i++) {
sum += f(x) / (x - roots.get(i));

}
X = x - f(x) / (df(x) - sum);

Miillerova metoda

while (Math.abs(x - xPredchozi) > tol && f(x) > tol) {
//koeficient a
double a = ((x0 - x2) * (f(x1) - f(x2)) - (x1 - x2) * (f(x0) -
f(x2))) / ((x0 - x2) * (x1 - x2) * (x1 - x0));
//koeficient b
double b = (Math.pow((x0 - x2),2) * (f(x1) - f(x2)) - Math.pow((x1 -
x2),2) * (f(x0) - f(x2))) / ((x0 - x2) * (x1 - x2) * (x0 - x1));
//koeficient c
double ¢ = f(x2);
X = x2 - ((2*c)/(b + Math.signum(b)*(Math.sqrt(Math.pow(b, 2) -
4*a*c))));
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Laguerrova metoda

//one: objekt komplexniho ¢isla s hodnotou 1 + @i
//n: objekt komplexniho ¢isla s realnou hodnotou rovnou stupni polynomu
while (Math.abs(x - xPredchozi) > tol && f(x) > tol) {
//Laguerrova metoda vyuziva komplexni aritmetiku, misto
//standartnich matematickych operaci jsou tak pouzity vlastni
//implementované metody pro operace s komplexnimi €isly
g = df(x).divide(f(x));
h = g.power(2).substract(ddf(x).divide(f(x)));
//volba mezi variantami jmenovatele
denomPlus = g.add((n.substract(one)
.multiply(
n.multiply(h).substract(g.power(2)))).sqrt());
denomMinus = g.substract((n.substract(one)
.multiply(
n.multiply(h).substract(g.power(2)))).sqrt());
denominator = ComplexNumber.max(denomPlus, denomMinus);
X = X.substract(n.divide(denominator));
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Metody pro vyhodnoceni funkce ¢i jeji derivace — ukazka syntaxe externi knihovny

//inicializace objekt(
//inicializace neznamé: prvni argument je pismeno, kterym se ve vyrazu
//vyjadruje, druhy pak pocatecni hodnota
Argument x = new Argument(“x”, 0.0);
//inicializace vyrazl: prvni argument je funkce ve formdtu String,
//druhy je pak vySe inicializovana proménnda, ktera se ve funkci nachazi.
//V pripadé derivace ma retézec funkce tvar “der(x”2 - x, x)”,
//kde druhym argumentem vyjadrujeme, podle které proménné se ma
//funkce derivovat
Expression e = new Expression(“x"3 - x"2 - x - 1”7, x);
Expression de = new Expression(

“der(“ + e.getExpressionString() + 7, x)”, X);

//vyhodnoceni funkci v bodé

private double f(double point){
x.setArgumentValue(point);
return e.calculate();

}

private double df(double point){
x.setArgumentValue(point);
return de.calculate();
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PRILOHA B - UZIVATELSKA PRIRUCKA K APLIKACI

Hlavni okno aplikace je rozdéleno na tii sekce — pole pro vstup, vystupni tabulky a vykreslovaci

- X
snost:e =184 | 5 v |  Max iterack | 100 Piidady: ~ | | vykeesiit
Bisek Regul. Newt: Seény Pr.iterace
g0
Steffensen Maller Maehly Laguerre Newton (pol)
Vyredit
Biselkce | Regula Falsi | Newton | Seény | Prostait. | Steffensen | Maller | Maehly | Laguerre | Newten (pol) . . A [0:0]
It a b m Fm) Chyba ba fm) PR ' c

get touto metodou proveden, zkontrolujte, zda ma meteda zadano dost vstupd,
uje interval (a;b) obsshujic! hledany kofen.

Obrazek 4: Hlavni okno aplikace po spusténi

Prvni krok pfi feSeni funkce je jeji zadani do aplikace. To se provede bud’ vepsanim funkce
do pfislusného textového pole, v pfipadé polynomu lze vyuzit jednoduchy dialog vyvolany
tlacitkem ‘Zadat polynom’, kde si uzivatel zvoli stupeit polynomu (minimalni hodnota je 2)
a vyplni jednotliva pole koeficientd. Tteti variantou je pak vybér z rozbalovaci nabidky

w7 o
prikladd.
fix) = Zadat polynom Presnost: £ = 1E* | -5 b Max. iteraciz | 100 Priklady: - Vykreslit

1" Zadat polynom O *

Stuperi: | 3 H

P() = 1 3+ 1 =2+ 1 4+ 1

Potwrdit

Obrazek 5: Vstupni sekce aplikace
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Jakmile je funkce zadana, lze si ji nejprve nechat nacrtnout stisknutim tlaéitka ‘Vykreslit’
(v ptipadé€ vybéru z nabidky ptikladi probéhne vykresleni samo). V rozbalovaci nabidce si pak

Ize zvolit pozadovanou presnost a maximalni pocet iteraci.

Nasledné si uzivatel pomoci zaskrtavacich poli¢ek vybere metody, které chce na funkci
aplikovat, a ke kazdé z nich zadé do ptislusnych poli pocatecni aproximace. V piipad¢ metody
prosté iterace a Steffensenovy metody je pak mozné zadat dalsi iteracni funkce pomoci dialogu
vyvolaného tla¢itkem ‘g(X)’ umisténym u metody prosté iterace. V ném jsou na prvnich dvou
fadcich predepsané zadand funkce a automaticky vygenerovana iteracni funkce ve tvaru
91(x) = f(x) + x. Dalsi funkce se pak vepisuji do prazdnych textovych poli. V piipadé
potieby lze ptidat libovolné mnozstvi dalSich poli pomoci tlacitka ‘+’ ve spodni ¢asti dialogu
a tlacitkem ‘x‘ ze seznamu naopak prazdna pole odstranit. UloZeni zadanych itera¢nich funkci

se pak provede stisknutim tlacitka ‘Potvrdit’.
B Zadat funkce g(x) O e

. Zadana funkee: x*3 - x*2 - x
Pr. iterace

gl = x*3-x*2-x+x

glx) P g2 = | (xh2 + 9M(1/3)

g3(x) =

MNewton (pal.)

+ X

Potvrdit

Obrazek 6: Zadani vstupu metod a iteracnich funkei g(x)

Jakmile jsou vybrany metody a zadany aproximace, lze zahdjit vypocet stiskem tladitka
‘Vyftesit’. Aplikace vyfesi zadanou funkci vSemi vybranymi metodami, pokud je to moZné.
V ptipadé Spatného vstupu se objevi chybova zprava se struénym popisem chyby. Takova
situace prerusi vypocet pouze pro danou metodu, vysledky ostatnich metod, maji-li spravny
vstup, budou k dispozici.

i Nekteré metody selhaly X

Nasledujici metody selhaly:

M. bisekce - Funkéni hednoty hraniénich bodi musi mit opaénd

znaménka.
f(a) = -10.0
flb) = -1.0

Obrazek 7: Ukazka chyby vstupu u metody bisekce
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Po dokonceni vypoctu si Ize prohlédnout kompletni pritbéh vypoctu po jednotlivych iteracich
v sekci vystupnich tabulek. Zde je k dispozici pro kazdou implementovanou metodu jedna
zalozka obsahujici tabulku s vysledky. V ptipad¢ metod, které produkuji vice sad vysledkii
(metoda prosté iterace a Steffensenova metoda generujici vysledky pro kazdou itera¢ni funkci
a Newtonova metoda pro polynomy s Maehlyovou metodou generujici vysledky pro kazdy
redlny kofen) jsou jednotlivé tabulky uspofaddny do zalozek v harmonikovém zobrazeni

S patfiénymi popisky. Kazda tabulka obsahuje nasledujici sloupce:

o ¢islo iterace,
o pocateéni aproximace v dané iteraci,
o nova aproximace,
. funk¢ni hodnota v bodé nové aproximace,
o chyba,
o ukoncovaci kritéria (meziiteracni rozdil, funkéni hodnota, divergence a pfesné feseni),
o rad metody,
o rychlost konvergence.

It. Xi Hira 25,4 Chyba xia-% fl) Div PR r C
0 2 17142857144 0,3248396506 00962517256 0 0

1 17142857144 16265780732 00311947663  0,0085440844 0 0

2 16265780732 16181106971  0,0002775561  0,0000767084 104612451 08129786063
3 16181106971 1618033995 2,267558230e-08  6,267376618e-09 ¢ 199712209 1036480239
4 1618023095 16180230887 0 0 ;o s/ NaN NaM

Obrazek 8: Ukazka feseni funkce f(x) = x3 — x? — x Newtonovou metodou

Vypocet chyby probihd po dokonceni vypoctu vSemi metodami. Z vysledki je vybrano feSeni
s nejnizsi funkéni hodnotou, které je oznaceno za nejlepsi feSeni a vV porovnani s nim se poté
urcuje hodnota chyby vSech ostatnich metod. Nejde tedy o odchylku od pifesného feSeni,

ale pouze od nejblizsiho odhadu.

Pti vybéru iterace v tabulce se ve vykreslovacim okné k pribéhu funkce doplni graficka
interpretace ziskani nové aproximace. V tomto okné se Ize pohybovat pomoci nasledujicich

funkeci:
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e posun: tazeni levym tlacitkem mysi,
e piiblizeni a oddaleni: koleCko mysi,
e zmeéna méiitka jen jedné osy:
o zmenSeni a zvétSeni podél osy x: kolecko mysi s drzenim klavesy Ctrl,
o zmenSeni a zvétSeni podél osy y: kolecko mysi s drzenim klavesy Alt,
e Obnoveni nahledu do pivodniho méfitka a zaméteni na pocatek: tlacitko ‘[0;07]’,

e Zmeéna rozliSeni grafu: posuvnik v levém hornim rohu okna nahledu.

02 ; 1 [0

=]

Obrazek 9: Ukazka vykresleni funkce s detailem prvni iterace Newtonovy metody

Zména rozliseni grafu umoznuje zptesnit vykreslovani pribéhu funkce, predevsim v oblastech
s pfechodem z prudkého stupani do prudkého klesani pii vétSim oddaleni. Ve vychozim
rozliSeni s hodnotou 1 aplikace vypocitava funkéni hodnotu (svislou polohu bodu) pravé jednou
pro kazdy obrazovy bod a nasledné vykresluje spojnici mezi témito body. V situaci, kdy funkce
prudce stoupa a ve vedlejSim pixelu naopak prudce klesa, mize dojit k jevu, kdy pro jeden
Z bodil vyjde funkéni hodnota mensi neZ maximum funkce, a ve vedlejSim bodé (kde jiz funkce
klesd) vyjde jeSté€ niz§i — vykreslené maximum tak bude niZe, nez ma ve skutecnosti byt.
Zvyseni rozliSeni, naptiklad na hodnotu 4, zplsobi, ze aplikace vypocitd funkéni hodnotu

pro celkem c¢tyii rovnomérné rozdélené body v intervalu odpovidajicimu jednomu pixelu
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a vykresli spojnice mezi vSemi po sob¢ jdoucimi body. To ma za nasledek vérné€jsi kopirovani

prabéhu funkce. Cely tento efekt je ilustrovan na nasledujicich obrazcich:

Obrazek 10: Tlustrace vlivu hodnoty rozliSeni pii vykreslovani grafu

Kromé prohlizeni jednotlivych tabulek iteraci pro kazdou metodu ma uzivatel k dispozici
i celkovy piehled v podobé tabulky skliCovymi hodnotami pro vSechny metody.
Ten lze zobrazit tladitkem ‘Detail vysledk’. Kazdy radek této tabulky odpovida jedné metodé
a lze zde nalézt informace tykajici se nalezené¢ho teseni, jeho funkéni hodnoty, fad metody,

rychlost konvergence, pocet potiebnych iteraci a celkovy Cas, ktery samotny vypocet zabral.
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Obrazek 11: Souhrn vysledka vSech testovanych metod

Metoda glx) & () Rad metody Rychlost konv. Cas
M. bisekce 1,6180343628 1,353301004e-06 1 0,5 18 Tms
M. regula falsi 1,6180330808 3,285019242e-06  1,0000032 0,3000201126 12 Tms
Newtonava m. 16180339887 0 199712299 1,036480239 5 0 ms
M. secen 16180339884 1,439908193e-09  1,59154841 0,767656551 ) Tms
Mallerova m. 1,6180339887 0 1,75633051 0,1520882875 ] Tms
M. prosté it. M3 -xr2-x+x 3] 0ms
M. prosté it. ("2 + x)"(1/3) 1618035527 5,565303628e-06  0,99999962 0,5393418954 20 Tms
M. prosté it. ("3 - ) ~(1/2) T 1ms
M. prosté it. wh3-xh2 3 0ms
Steffensenovam.,  x*3-x"2-x+x  1,6180339887 2493560913e-13  2,12691443 14,5519515983 ] 0 ms
Steffensenovam.  (x*2 + x)*(1/3) 1,618033989 8148894892210 1,22542672 0,0013124552 3 0 ms
Steffensenovam.  (x*3 - x)*(1/2) 16180339894 2470763594e-09 048850066 2,338884520e-06 4 0ms
Steffensenovam.  x"3-x"2 1,6180339887 2493560913e-13  2,12691443 14,5519515983 ] Tms

Posledni formou vystupu aplikace je graf konvergence jednotlivych metod, ktery lze otevfit

tlacitkem ‘Vizualizace konvergence’. V levé Casti tohoto okna si mize uZzivatel vybrat, pro

které metody se ma graf vykreslovat.

Svisla osa grafu oznaCuje velikost chyby

a ma logaritmické méfitko, vodorovna osa pak vyjadiuje Cislo iterace. Rozsah vodorovné osy

se ptizpusobuje maximalni hodnoté zobrazovanych metod. Pokud je vSak nejvyssi hodnota

vyrazné vys$$i nez druha nejvyssi, miize se jednat o divergujici nebo velmi pomalu konvergujici

metodu, kterd by zbyte¢n¢ zmensovala vykreslovaci prostor pro ostatni metody a zhorSovala

tak Citelnost grafu. V takovém piipad€ je rozsah osy uréen druhym nejvysSim poctem iteraci.

Bisekce 10° .
| Regula falsi

| Seény

| Maller 10
V| MPI (x*3 - %2 - x + x)

V| MPI ((x*2 + )7 (1/3))

| MPI({x"3 - x)4(1/2))

V| MPI (x*3 - x*2)

| Steffensen (x*3 - x*2 - x + x)
/| Steffensen ({x*2 + x)*{1/3))
| Steffensen {(x*3 - x)*(1/2))
V| Steffensen (x*3 - x*2)

10+

Obrazek 12: Graf konvergence

= Bisskee
= Rogula falsi
u Newton

Sedny
u Miller

MPI (x\3 - X2 -X + X)
B MPI ({2 + x)(1/3))

MPI ((x*3 - xy{1/2))

MPI (x3 - X2)
= Steffonsen (x*3-X*2 - X + X)
Steffensen (<2 + XY'(1/3)
Stefensen ((x"3 - xy\(1/2))
Steffansen (x*3-x"2)

Vsechny popsané vystupy aplikace, tedy tabulky feSeni jednotlivych metod, zdvéreény souhrn
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a graf konvergence Ize ulozit pomoci tlacitka ‘Exportovat’. Jeho stisknuti vyvola nejprve
informativni dialog s instrukcemi, poté se otevie systémovy dialog pro vybér adresare. Uzivatel
si vybere libovolny adresat, a po potvrzeni budou do zvoleného adresaie vyexportovany tabulky
iteraci s vygenerovanym nazvem v podob¢ ‘nazev metody.csv‘. V piipadé, Ze v adresaii
jiz jeden nebo vice takovych souborii existuje, dostavd novy soubor zvySujici se Ciselnou
koncovku, dokud se ho nepovede vytvofit. Stejnym zptisobem se vytvoii soubor ‘Shrnuti.csv’
obsahujici data z tabulky vyvolané tlacitkem ‘Detail vysledkl’ a graf konvergence se vSemi

metodami jako obrazek s ndzvem ‘Konvergence.png‘.
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