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Aplikovana mechanika materiala
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a o mechanice viskoelastickych latek, kde deformace zavisi na casovém pribchu
zatizeni. Dalsi kapitola je vénovana soucastem se specialnimi povrchovymi
podavaji zéklady mechaniky kompozitnich materidlti, elastomernich materialt
a velmi poddajnych téles, vcetné textilnich. Nasleduji metody optimalizace tvaru
téles. Posledni kapitola je vénovana pouziti teorie podobnosti a rozmérové analyzy
pro zvyseni efektivnosti vyvoje a konstruovani.
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Applied mechanics of materials

Components and structures in mechanical and civil engineering are made
of various materials, and design engineers must have a good knowledge on their
mechanical properties. This book contributes in this area. The first chapter
summarises the principal terms: stress, strain, and strain energy. The second
chapter compares the finite element method and analytical methods for the
determination of stresses and deformations. Chapter 3 presents the principal criteria
for fracture and for the onset of permanent deformations. The following chapter
is devoted to plastic deforming. Attention is also paid to thermal stresses. Chapter
6 deals with stress concentration at sudden changes of shape. Chapters on fracture
mechanics and analysis of fractures follow. Chapter 10 explains the mechanics
of viscoelastic materials, whose deformations depend on the duration and time
course of loading. The following chapters are devoted to components with treated
or coated surfaces, to the properties of composite materials and of elastomeric
materials. The methods of shape optimisation for improvement of strength and
material economy are the topic of Chapter 14. The last chapter is devoted to the
theory of similarity and dimensional analysis and their use for increasing the design
effectiveness.

The book contains numerous figures and examples, which illustrate the use of the
described methods.

The book is accessible freely at http://hdl.handle.net/10195/72948, or after writing
its name into Google.
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Predmluva

Strojni, stavebni i dal$i soucasti a konstrukce se vytvareji z riznych materialt.
Konstruktér ¢i projektant musi mit dobré znalosti o jejich chovani pii zatiZzeni. Tato
kniha chce pomoci pfi volbé materidlu, tvaru a rozmérii. Chce pfipomenout, na co
by nemél pfi navrhu zapomenout, pokud se chce vyvarovat neptijemnych a
zavaznych chyb. Samotny vypocet napé€ti nestaci; je nutné chapat souvislosti.
Autor predpoklada, ze ¢tenai absolvoval nebo navstévuje zakladni kurs pruznosti a
pevnosti, takze jiz urCité znalosti ma. Tato knizka mu pfipomene zakladni pojmy,
znovu ukdze zajimavé vlastnosti Mohrovy kruznice, vcetné jejiho vyuziti pii
analyze lomitl, a pfipomene, na ¢em zavisi teplotni napéti a jak je 1ze ovlivnit. Také
vysvétli, jak dochdzi k inavé alomu nebo k plastickym deformacim. Ukaze i
vyznam koncentratorii napéti vetné nékterych necekanych dusledkt. Dale chce
¢tenaii poskytnout struény ivod do novéjsich oblasti mechaniky materiald, jako je
plasticita, lomova mechanika, mechanika viskoelastickych latek, mechanika
polymernich a kompozitnich materiali, a soucasti s povrchovymi tipravami.

V knize je také strucné vysvétlena podstata metody koneénych prvki, ktera dnes
predstavuje univerzalni ndstroj pro analyzu slozitych soucasti a konstrukei. Je
naznacen i obecny postup pii optimalizaci soucasti a konstrukei a vysvétlen pojem
robustni design a dilezitost stanoveni toleranci pfi navrhu. V zavérecné casti jsou
ukazany vyhody pouziti teorie podobnosti a rozmérové analyzy.

Zakladni zakonitosti jsou vyjadieny prostiednictvim jednoduchych vzorci a
k pochopeni textu staci znalost stfedoskolské matematiky. Text je doprovazen
¢etnymi obrazky, jednoduchymi feSenymi piiklady a soupisem literatury.

Autor by si pral, aby cteni této knizky ptindSelo ¢tenaiim stejné potéSeni a uzitek,
jako jemu prinaselo jeji psani.
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1. Napéti - pretvoreni - deformacéni energie

1.1 Napéti

Zatizeni vyvolava v soucésti vnitini sily a napéti. Ta jsou definovana jako sila
pfipadajici na jednotku plochy, ve které plsobi. Vnitini sily urCujeme v obecném
pfipadé metodou mysleného Fezu: soucast vdaném misté prerusime fiktivnim
fezem a pfilozZime do n¢j normalové a smykové sily, a ohybové a kroutici
momenty. Jejich velikosti dostaneme z rovnic rovnovahy vSech sil a momenti,
pusobicich na oddélenou ¢ast [1 - 4].

RozliSujeme napéti normalové o, které piisobi ve sméru normaly k plose fezu, a
napéti smykové neboli teéné 7 ve sméru teCny k této plose. Ob¢ napéti maji stejny
rozmér (N/m’, resp. Pa, popiipadé MPa nebo GPa); jejich ucinek je viak rozdilny.
Normalové napéti povazujeme za kladné (tahové), pilisobi-li smérem ven
z vySetiovaného fezu a snazi se od sebe odtahovat sousedni vrstvy atomu
zatizeného materialu. Tlakové napéti (zaporné) se snazi vrstvy atomi k sob&
pritlatovat. Smykové napé€ti se snazi tyto vrstvy po sob& posouvat. Ob¢é napéti
ohrozuji soucast rozdilnym zptisobem. Normalové tahové napéti prispiva ke
kiehkému poruseni odtrzenim, smykové napéti podporuje vznik plastickych
deformaci.

V zatizené soucasti ptisobi téméf vzdy napéti normalova i smykova, i kdyZ to na
prvni pohled neni ziejmé. Mame-li naptiklad dlouhou ty¢ zatizenou tahovou silou

(obr. 1.1), vime ihned, ze v mistech vzdalenych od konci pisobi normalové tahové
napéti o velikosti

o=F/S, (1.1)

kde F je osova sila a S je plocha prifezu. MI¢ky jsme totiz predpokladali fez kolmy
k ose tyCe (ve vzorci je to naznaceno indexem 0). Jak to bude u Sikmého fezu?

) L AL
ol I 1
F ——— ——— - I T F
-&——__(.____D_m777 J|+
0| 52 D+aD

Obr. 1.1. Ty¢ namahana tahem — hlavni rozméry a deformace.
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Situace je znazornéna na obr. 1.2. Sikmy fez je pootocen vii¢i kolmému fezu o thel
a. Ve sméru normaly k nému putisobi sila normalova, N, a v roving fezu pasobi sila
teCna, T. Ob¢ sily jsou v rovnovaze s osovou silou F, takze plati

Ma)= Fcos a , (@)= Fsina . (1.2)

Tyto sily vyvozuji napéti, a to normalové a tecné (smykové). Ta dostaneme tak, ze
silu N nebo T vydélime plochou Sikmého fezu, ve kterém pusobi. Tato plocha, S,
je vazana s plochou S kolmého fezu vztahem

Se=S8/cos a. (1.3)
Kombinaci vztaht (1.2) a (1.3) dostaneme s piihlédnutim ke vztahu (1.1) napéti
o(@)=NyS,= oy (cos @), 7(a)=T,S,= oysina cos «. (1.4a,b)
N(ex)

oC

</S S(x)) T(ec)

Obr. 1.2. Sily v Sikmém rezu.

1.2 Rovinna napjatost, Mohrova kruZnice

Podivejme se nyni na napéti v Sikmém fezu pii obecné rovinné napjatosti, kdy ve
smérech x, y plsobi normalova napéti oy a oy a smykova napéti 7,y a 7. Index u
normalového napéti vyjadiuje smér napéti i smér normaly k pfislusné plose. U
smykového napéti vyjadiuje prvni index smér normaly k ploSe, kde toto napéti
pusobi, a druhy index oznacuje jeho smér (smykové napéti mize mit rizné sméry).
Situace v nekonecné malém elementu je znazornéna na obr. 1.3. Napiseme-li
rovnici rovnovahy sil do sméru normaly k $ikmému fezu a do sméru tecného,
dostaneme po vykraceni ploch (s ptihlédnutim ke vztahiim mezi velikosti Sikmé
plochy dS,, a svislé a vodorovné plochy dS, a dSy) a po Gpravé nasledujici vyrazy:

o.+0 oc.—0C
o(a) = — LA Y cos2a + 7., sin2a > (1.5a)
2 2 v
c.—0O
() = % sin2a — 7,, cos2a - (1.5b)

10
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6dS

6, dS cosex

Tyx dS sinx

TdS

?;rr d’\scasﬂ
&y oS sind

a. b.

Obr. 1.3. Rovinnd napjatost — napéti v Sikmém rezu.
a — slozky napeti, b — rovnovaha sil.

Pti odvozovani téchto vztahti jsme vyuzili zakon sdruZenych smykovych napéti,
ktery tikd, ze pokud v urcitém bodé& plsobi v n€jaké roviné smykové napéti, pak
stejné velké smykové napéti piisobi i v rovin€ k ni kolmé. Tato napéti vzdy sméiuji
bud’ ke spolecné hrané obou rovin, nebo od ni. Napriklad pro sméry x, y plati

Ty = Tyx - (1.6)

Pomoci vztahti (1.5a), (1.5b) mulzeme vypocitat velikost normalového a
smykového napéti v libovolné orientovaném fezu, zname-li sloZky napéti o, oy,
T,y Ve zvoleném soufadném systému x, y. Dvojici obou hodnot o( @), o) miiZzeme
znazornit bodem v rovin€ o, 7. Zakreslime-li tyto body pro vSechny mozné uhly ¢,
vznikne kruznice (obr. 1.4), ktera se podle svého tvirce nazyva Mohrova [1 — 4].
Diive se uzivala pro nalezeni charakteristickych hodnot napéti geometrickou
cestou. To dnes neni nutné, protoze kazdy pocitacovy program pro analyzu napé&ti

~
o

s a,(/' /é
‘_P %\\E‘LI : £ = /’c £1A &

0, 6,

+7T

-T

by
aj ) [
\_______—-/
b)

Obr. 1.4. Mohrova kruznice. a) slozky napéti, b) konstrukce Mohrovy kruznice

11
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miiZze stanovit slozky napéti v libovolném fezu. Piesto ziistdva Mohrova kruznice
velmi dilezitym nastrojem, nebot’ dava nadzornou predstavu o vzajemnych vztazich
mezi slozkami napéti v riznych smérech a o charakteru namahani. Umoziuje také
snadno posoudit bezpecnost soucasti z kirchkého nebo tvarného materialu, a vhodné
orientovat tenzometrické snimace pro experimentalni ur¢ovani napéti v soucastech
a konstrukcich, jak uvidime dale. Je uziteCna i pii analyze lomd. Podivejme se na
ni proto blize.

Mohrova kruznice ma stied v bodé C [(ox + oy)/2; 0] a polomér

2
— O,— O
R = X . ¥y +Txy2 . (17)

Vzajemna velikost normalového a smykového napéti zavisi na orientaci mysleného
fezu a. Dvéma feziim, které spolu sviraji uhel «, odpovida v Mohrové kruznici
pootoceni paprsku o hel 2a. Dvéma navzajem kolmym feziim (90°) tedy v této
kruznici odpovida piimy thel (2 x 90 = 180°) a koncové body priméru. Pii jejim
kresleni vynasime smykové napéti jako kladné, otaci-li vySettovanym elementem
ve smyslu otaceni hodinovych ruciek, a jako zaporné, otaci-li elementem v
opacném sméru. Vzdycky existuji (nejméné) dva navzajem kolmé sméry, ve
kterych ma normalové napéti extrémni hodnotu (maximalni nebo minimalni) a
smykové napéti je rovno nule (obr. 1.4). Tyto sméry se nazyvaji hlavni sméry a
napéti v nich plsobici se nazyvaji hlavni napéti a oznacuji se o1, 0. Jako o7 se
oznaCuje vzdy to hlavni napéti, které je na Mohrové kruznici nejvice vpravo.
Maximalni smykové napéti 7 ., plisobi v fezech svirajicich se sméry hlavnich
napéti thel 45°; na Mohrové kruznici tomu odpovida pootoc¢eni paprsku o 90°.
Plati:

_ _ o, +o0 oc.— 0
o, =C+R =—2 Yo+ x ylyr 2, (1.8a,b)
1.2 2 2 xy
— o —o.
- 2 Oy —O

Uhel mezi rovinou fezu, ve kterém plisobi napéti o, 7y, a rovinou hlavni, ve které
pusobi napéti oy, se urci ze vztahu

12
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27
P = ;arctg — . (1.9)

o, —0,

Znalost hlavnich smért je dilezitad pro orientaci vyztuze, napf. ocelovych pruti
vbetonu nebo vldken v kompozitnim materidlu, a také pro orientaci
tenzometrickych snimacu.

Konstrukci Mohrovy kruznice ukdZzeme na nésledujicim ptikladu.

Priklad.

V soufadném systému x, y plisobi normalova napéti oy = 120 MPa, o, = 60 MPa, a
smykové napéti 7., = 40 MPa. Urcete velikosti hlavnich napéti oy a o, a jejich
sméry.

Reseni. Do vzorcti (1.7) — (1.9) dosadime zadané hodnoty a dostaneme:

2
o1 = 1202+60 +\/[120—60j + 402 =90+ 50 =140 MPa

o> = 90 -50 =40 MPa

2
T :R:\/(lzo_a)] +402 =50 MPa

max 2

P = larctg _2x40 26,56° -
2 120 — 60

Konstrukce Mohrovy kruznice je zfejma z obr. 1.4.

Nyni se podivame na nékolik jednoduchych, ale dilezitych ptipadi. Pro kazdy je
nakreslen element s plisobicim zatizenim a Mohrova kruZnice, a jsou uvedeny
hodnoty hlavnich napéti a maximalniho smykového napéti.

Prosty (jednoosy) tah (obr. 1.5a)

Ve vysetiovaném fezu plisobi normalové napéti o, ale Zadné smykové napéti. To
znamena, Ze zadané napéti o je hlavni napéti g;. V kolmém sméru neptisobi zadné
napéti, takze odpovidajici bod (0,0) je druhym bodem priméru Mohrovy kruznice
a predstavuje druhé hlavni napéti o,. Maximalni smykové napéti odpovida
poloméru této kruznice (tj. zmax = 072) a je pootocené proti sméru napéti oo 45°.

13
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¢ T

a. -~ = 01=0,00=0, Tpax = /2
0 G

b. 061=0,00=—0, Tpax = /2

c. 0= 0, 07= 0, Tmax = 0

d. O1=7T,0=—T, Tpax = T

Obr. 1.5. Mohrovy kruznice — priklady.

Jednoosy tlak (obr. 1.5b)

Situace je podobna jako v piedchozim piipad¢€, ale kruznice je nyni v poloroviné
zapornych napéti. Pro hlavni napéti nyni plati o = — p a 6 = 0 (odpovidajici bod
Mohrovy kruznice pro oy lezi vice vpravo).

Izotropni tah (obr. 1.5¢)

Hodnoty napéti ve dvou navzajem kolmych smérech jsou stejné, a smykova napéti
jsou rovna nule. Oba body splynuly a Mohrova kruznice zdegenerovala na pouhy
bod. V celé této roviné nepusobi ani zadné smykové napéti (z = 0). Skutecna
situace je ale slozitéjsi, jak uvidime v oddilu o trojosé napjatosti.

Prosty smyk (obr. 1.5d)

V tomto ptipad¢ lezi stfed Mohrovy kruznice v po€atku soufadného systému. (V
naznacCenych fezech elementu totiZ nepusobi zZadné normalové napéti, ale pouze
napéti smykova, jedno kladné a druhé zaporné). V jednom fezu pootoceném o 45°
plsobi tahové napéti o velikosti gy = 7, a v fezu kolmém ptisobi tlakové napéti o
velikosti o3 = —7. Napéti aj, o5 jsou hlavni.

Takovato napjatost je naptiklad v ty€i kruhového prafezu, zatizené krutem. Tyc

14
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z kiehkého materialu praskne v takovém ptipad¢ ucinkem tahovych napéti, o cemz
sved¢i Sikma lomova plocha (obr. 1.6). Podobné pfi ru¢nim zdimani mokrého
pradla kroucenim z néj vytékd voda diky tlakovym napétim plisobicim
v pootocenych fezech. V minulosti, nez byla vyvinuta spolehliva bezpecnostni
lyzat'ska vazani, byvala dosti Castym tGrazem lyzait torzni fraktura holennich kosti.

O )
M M

Obr. 1.6. Torzni lom tyce z kirehkého materidalu

Jak uvidime pozdéji, plastické deformace vznikaji, jestlize maximalni smykové
napéti dosdhne hodnotu meze kluzu ve smyku; plastické teceni probiha vzajemnym
skluzem vrstev materialu ve sméru tohoto napéti. To 1ze nékdy vidét na pasu z
mekké oceli zatizeném osovym tahem. Pfi plastickém teceni se u okraji pasu
objevi soustavy tenkych ¢ar sklonénych k ose pasu pod thlem 45° (tzv. Liidersovy
cary), které vznikly zminénymi skluzy v materialu u¢inkem smykovych napéti.

Poznamka. Je-li potfeba méfit kroutici moment v hiideli pomoci tenzometrickych
snimacu, je nutno tyto snimace orientovat do smérti nejvétsich normalovych napéti,
tj. pod thlem 45° k ose htidele (obr. 1.7a). Kdyby byly orientovany ve sméru osy
nebo k ni kolmého (obr. 1.7b), nenaméftili bychom nic, protoze reaguji pouze na
zménu délek, nikoliv thli! Usporadani dvou snimact podle obr. 1.7a, kdy jeden je
namahan tahem a druhy tlakem, zdvojnasobuje citlivost méfeni a navic
kompenzuje vliv zmén teploty.

Znalost Mohrovy kruznice je uzitend i pii analyze poruseni, jak uvidime pozdéji.

M My~ Vs M~
WS =
N M, N2 M, -
a. b.

Obr. 1.7. Hridel zatizeny krouticim momentem a tenzometrické snimace.

a - spravnd orientace snimacii ve smérech hlavnich napéti, b - tyto snimace nic nenaméri.
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1.3 Trojosa napjatost

Ukazali jsme Mohrovu kruznici pro napéti ptisobici v rovin€ x, y. Podobné ale
mohou pulsobit normalova i smykova napéti v roviné x, za v rovin¢ y, z. Kazda
napjatost je obecné trojosd (obr. 1.8). V soufadném systému x, y, z existuji tii
slozky normélovych napéti, o, oy, o,, a Sest sloZek napéti smykovych: 7y, 75, 7,
Thy» @ T,x, Txz. Pro charakterizovani smykovych napéti se uZivaji dva indexy; prvni
oznacuje smér normaly k plose, ve které smykové napéti plisobi, a druhy index
udava smér smykového napéti. Takovéto rozliseni je nutné; na obrazku vidime, Ze
na plose s normdlou ve sméru x mize pusobit smykové napéti ve sméru y, ale i z.
Normalové napéti plisobi vzdy ve sméru normaly, proto pro n¢ staci jeden index
(v teoretické pruznosti se ne€kdy uzivaji dva, vzdy stejné, napf. oy). K popisu
napjatosti v urcitém bodé je obecné zapotiebi devét slozek napéti. S ohledem na
zakon sdruzenych smykovych napéti plati z, = 7y, 7, = 7,y a 7,y = 7y, takZe staci
Sest hodnot: tfi pro normalova a tfi pro smykova napéti [1 — 4].

6y
i
Tyz7 T v
TZ Y —-5-"
Tzx |Txz
6z,)

Obr. 1.8. Trojosa napjatost. Souradny system a slozky napéti.

Nékteré slozky napéti mohou byt rovny nule. V kazdé roviné lze najit hlavni
napéti. Lze dokazat, Ze vzdy existuji tfi navzajem kolmé sméry, ve kterych plisobi
pouze normalové napéti a smykové je rovno nule. Jsou to hlavni sméry, a uvedena
napéti jsou hlavni napéti, ktera se oznacuji o1, o3, 03. Obecné lze nakreslit tii
Mohrovy kruznice, a plati o7 > 03 > 03; nejvice vpravo je vzdy o; (obr. 1.9). Jedna
kruznice odpovidd roviné x—p, druha roviné¢ y— a tfeti odpovida roviné z-x.
Pti obecném zadani napjatosti deviti, resp. Sesti slozkami napéti se hlavni napéti a
jejich sméry ziskaji feSenim kubické rovnice (viz napt. [1 — 3]), coZ umi i bézny
software pro analyzu napjatosti. Situace se zjednodus$i, zname-li néktery hlavni
smér. Ten mize vyplynout naptiklad ze symetrie télesa nebo z charakteru zatiZeni.
Nékteré hlavni sméry jsou ,,pfirozené*: pro rotacni téleso s rotacné symetrickym
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¢ G = 0; >

Ta

Obr. 1.9. Mohrovy kruznice pri trojosé napjatosti.

zatizenim to je smér radidlni a obvodovy, pro valcovou tlakovou nadobu to je smér
axialni, obvodovy a radialni, pro kulovou tlakovou nadobu je jakykoliv te¢ny smér
smérem obvodovym a napjatost je izotropni; tfetim hlavnim smérem je smeér
radialni. U dlouhych ty¢i, hfideld a nosnikd zatizenych osovou silou nebo
ohybovym momentem je osovy smer smérem hlavnim. U desek, tenkych skofepin
a rovinnych tloh je jeden hlavni smér kolmy k povrchu; také u nezatiZzené¢ho
povrchu télesa. V takovych ptipadech pro nalezeni hlavnich napéti sta¢i pouzit
diive uvedené vztahy, popiipadé¢ Mohrovu kruznici.

Znalost smérd hlavnich napéti je velmi dilezita napiiklad pro orientaci vladken
v nekterych typech vlaknovych kompozitl, pro orientovani vyztuze v Zelezobetonu
(vyztuzné pruty zde slouzi pro pfenos tahovych napéti a mély by byt orientovany
do jejich smérli), a v neposledni fadé pro spradvnou orientaci tenzometrickych
snimacd (obr. 1.7). Jejich znalost ale pomahd i pifi analyze loml a identifikaci
pricin poruch u staveb a strojnich soucasti, jak uvidime pozdéji.

1.4 Pretvoreni

Hookeuv zakon

Utinkem napéti se soucast deformuje. Intenzitu pietvoreni materidlu popisuji
pomérna prodlouzeni € a zmény y pivodné pravych thli (obr. 1.10),

e=All ula=tgy. (1.10)

Pro mala ptetvoreni jsou uhly ymalé a predpoklada se tg ¥~ y; ¥ se nazyva zkos.
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u

T

l > t Obr. 1.10. Zkos zpiisobeny smykem.
3

SrT {IJ’//I/D

A

U pruznych téles pfi malych pietvofenich (do meze uUmérnosti) plati mezi
normalovymi napétimi a pomérnymi prodlouzenimi pfima umeérnost. Pfi
jednoosém zatizeni ma tento tzv. Hooketv zdkon tvar

e=0/E nebo o=¢E ; (1.11)
oje normalové napéti a £ je Youngiv modul pruznosti v tahu, definovany jako

E=ol¢. (1.12)

Ciselné odpovidd modul pruznosti napéti, které by zptisobilo prodlouzeni vzorku
na dvojnasobek ptivodni délky (tj. £=1). Je tedy mirou tuhosti materialu.

Obecné je kazda napjatost trojosd, s nap€timi a pretvofenimi ve vSech smérech, a
Hooketiv zakon pak je

& =lox—loy+ o)/ E,
& =[oy—wlo,+ )]/ E, (1.13)
& =lo,— o+ o))/ E;

index ukazuje smér. x je soucinitel piicné kontrakce, tzv. Poissonovo cislo, které
vyjadiuje pomér zizeni v pfiéném sméru k prodlouZeni ve sméru zatizeni (obr.
1.1):

u=4D/D. (1.14)
Hooketiv zakon pro smykova pretvoreni je
Ky = Tyl Gy Vo= Tl G, Y = T/ G (1.15)

7 je smykové napéti a G je modul pruznosti ve smyku, ktery souvisi s modulem
pruznosti v tahu vztahem

G=E2(1+w], resp. E=2(1+ 1)G. (1.16)

U rovinné napjatosti Ize vyjadiit napéti (oy, oy) jako funkce pietvoreni &, &
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E E 1.17)
O, =——\&, tue, ) o, =——I\&,tue, ) - (1.

X 1—,112 ( x y) v 1—/12 ( y x)

Toho se vyuzivd pro stanoveni napé€ti v konstrukcich pomoci tenzometrickych

snimacu, které méii prodlouzeni.

Obrazek 1.11 ukazuje zdznamy tahovych zkouSek rtznych materidlt. Kiehky
material (obr. a) praskne nahle, kdyz napéti dosahne meze pevnosti. U material
tvarnych pii dosazeni tzv. meze kluzu za¢nou deformace rychleji nartstat, a po
odleh¢eni zlstanou trvalé deformace. Mez kluzu je nékdy zfetelnd prodlevou
v pracovnim diagramu (obr. ¢). Nekdy zfetelna neni (obr. b), a je pak z praktickych
divodi definovana jako takové napéti, které po odlehceni zanechd trvalé pomérné
prodlouzeni 0,2% = 0,002. Pouzivaji se rizna oznaeni. V materialovych listech se
pro vyraznou mez kluzu uziva R, a pro nevyraznou R, ¢,; v normé pro kovové
konstrukce to je fy (Y od slova yield); v Ceské literatufe nékdy oy; zde budeme
uzivat oy. Mez pevnosti se oznacuje R,, nebo f, (ultimate); v Ceské literatuie op
nebo op pro pevnost v tahu. Plastickych deformaci si v§imneme v kapitole 4.

Opl — opl - —
Oy

b. C.

Obr. 11.1. Diagramy tahové zkousky riiznych materialii. a - krehké materialy,
b, ¢ - elasticko-plastické materidly. o - napéti, € - pomerné prodlouzent.

oy - mez kluzu, op - mez pevnosti

Mohrova kruZnice pro pretvoreni
Vzajemna velikost pomérnych prodlouzeni a zkost v urcitém bod¢ zavisi na

orientaci mysleného fezu. Podobn¢ jako u napéti plati pro deformace

e, +¢€ &, — €&
X X
Yy + Yy

&a) =

cosZa+;7W sin2a > (1.18a)

1 E.— €
S7@= -5 Sina s Jy cos2a (1.18b)
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Jedna polovina u y ve vyrazech (1.18) vyplyva z toho, Ze tento vztah vyjadiuje
uhel pootoceni piimky, ktera ma smér a. Zkos y vyjadiuje zménu pravého uhlu, a
je tvofen souctem pootoceni (Y2y) dvou kolmych piimek.

Body &), 2 Aa) pro rizné orientace mysSleného fezu vyplni v soufadném
systému &, 2 y kruznici podobnou Mohrové kruznici (obr. 1.12). A podobné jako u
napéti mizeme i u deformaci fici, Ze existuji dva navzajem kolmé smery, v nichz je
zkos nulovy a pomérna prodlouzeni extrémni. Témto pomérnym prodlouzenim (g,
&) fikame hlavni, a odpovidajicim smérim fikdme hlavni sméry prodlouzeni.

1
i2) e D
1
=7 t,
! 2
0 B g -/ E A
J 3 / ‘ €
Obr. 1.12. Mohrova kruznice
b £ pro pretvoreni.
(] 1
\-___-’/

U izotropniho materidlu se hlavni sméry prodlouzeni shoduji s hlavnimi sméry
napéti. Jejich znalost usnadnuje orientaci tenzometrickych snimaci pii zjistovani
napéti meéfenim; pokud mozno by mély byt orientovany do hlavnich smeéra. Pied
lepenim tenzometrti bychom proto méli vzdy provést analyzu napjatosti v sou¢asti.

1.5 Prace zatéZujicich sil a energie napjatosti

Pii zatizeni se poddajné téleso deformuje. Pfitom dochézi k posouvani plisobicich
sil, a ty konaji praci. Ta je kladna, dé&je-li se posuv ve sméru pusobeni sily, a
zaporna, d&je-li se proti ptisobeni sily. (Praci konaji i plisobici momenty, jestlize se
jejich plsobisté pootaceji.) Pti konstantni sile je prace rovna soucinu sily a drahy,
W = Fo. Méni-li se sila F' v pribc¢hu deformovani (obr. 1.13), pocitd se prace
obecné jako integral

W = Ipdg. (1.19)
(L)
U pruznych téles, kde existuje pfima imeérnost mezi silou a deformaci,
F=ko, (1.20)
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Obr. 1.13. Deformacni prace. a — pruzné deformovani, b — deformovani pruzno-
plasticke. 0AB0 — prace vynalozena béhem zatézovani, ACB — energie uvolnéna
béhem odlehceni. F - sila, - draha.

je prace rovna

W=%F&=%k&*=%F*k; (1.21)
kje tuhost, kterd vyjadiuje silu pro vyvolani jednotkové deformace. Pii
deformovani pruzného télesa se prace zatézujici sily méni v potencialni energii
pruznych napéti,

w=U. (1.22)
To je =zakon zachovani energie. Potencialni energii mizeme vyjadfit
prostfednictvim sil a posunuti, a nasledné prostfednictvim napéti a pretvoreni.
Naptiklad pro ty¢ o délce / a plose prifezu S pii zatizeni osovou silou F, plati

U= oSxegl="%d/ExSI=Y%&ESI. (1.23)
Ve vSech téchto vyrazech se vyskytuje €len S/, coz je objem tycCe, resp. télesa.
Vydélenim téchto vztahli objemem dostaneme energii, piipadajici na jednotku

objemu, neboli hustotu energie napjatosti A. Ta se pouziva napiiklad pii
posuzovani mozného poruseni nebo vzniku plastickych deformaci (viz kapitolu 8).

Odleh¢ime-li téleso, deformace i akumulovana energie vymizi.

Pouziti zdkona zachovani energie umozni n¢kdy velice rychlé stanoveni maximalni
sily nebo napéti v télese, napiiklad pii narazu, jak ukazeme dale.

Piiklad.

Vozidlo s elastickym naraznikem narazi rychlosti v = 10 km/h na masivni zed’.
Jaka bude maximalni sila pfi nadrazu? Hmotnost vozidla je m = 1000 kg a tuhost
narazniku £ = 500 N/mm = 500000 N/m.
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Reseni. Maximalni silu pfi narazu dostaneme snadno ze zdkona zachovani energie.
Vozidlo ma na pocatku kinetickou energii, ktera se postupné¢ zméni na potencialni
energii pruZiny narazniku, Ey, = U,y Rychlost je v = 10000/3600 = 2,78 m/s a
kinetické energie je Eyi, = %2 mv* = 3865 J. Ze vztahu (1.21) dostaneme po tpravé

Fyoe = | 2kEy, = \/2x500000% 3865 = 62169 N .

Z této sily bychom mohli dale urcit drédhu a ¢as do zastaveni. Piislusné vztahy a
vysledky jsou uvedeny v kapitole 4 knihy [5].

Pti zatizeni Casto dochazi i ke vzniku trvalych deformaci (obr. 1.13b). Neplati pak
jiz ptfima imérnost mezi deformaci a silou, a praci je nutno pocitat podle obecného
vztahu (1.19). Celkovd deformac¢ni prace je rovna souctu potencialni energie
elastickych napéti a zmarené (disipované) prace. Béhem odleh¢eni vymizi pouze
elasticka ¢ast deformace a prace (obr. 1.13b). Energie se nevratné spotfebovava na
plastické deformovani a v disledku tfeni nebo pti lomovych procesech na tvorbu
novych lomovych ploch. I vtéchto pfipadech plati vztah (1.19). Energie
spotfebovana pii nevratnych procesech byva casto mnohokrat veétsi nez
akumulovana energie pruznych napéti.

Literatura ke kapitole 1.
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2. Metoda konecénych prvki,
metody analytické a numerické

2.1 Metoda kone¢nych prvku

Analyza deformaci a napjatosti slozitych soucésti a konstrukci se v souc¢asné dobé
provadi v pfevazné vét§iné metodou konec¢nych prvkt (MKP). Pro tuto metodu
existuje tada komercnich programt, které uzivaji vypoctafi, projektanti i
vyzkumnici. Proto se zde omezime jenom na zékladni informace.

Metoda konecnych prvki je numerickd metoda, ktera se po prvnich kruccich ve
ctyficatych letech minulého stoleti ukazala jako velice i€innd, a byla postupné
propracovana pro feseni uloh z mechaniky téles, pfenosu tepla, proudéni kapalin a
plynt, magnetickych poli i z dalSich oblasti [1 — 5]. Zde se omezime na strué¢ny
vyklad, zaloZzeny na mechanice pruznych téles. V tomto pifipad¢ vychdzi metoda
z Lagrangeova principu: Za stabilni rovnovahy je minimalni celkova potencidlni

energie soustavy, sestdvajici 7 deformacni energie a ubytku potencidlni energie
zatiZeni:

11 =ITs+ Il,=min ! 2.1
Pouziti tohoto principu budeme ilustrovat na jednoduchém télese — ty¢i, jejiz jeden

konec je upevnén a druhy je zatizen osovou silou F (obr. 2.1). Tato sila je s
posunutim volného konce o vazana vztahem

F=KS§, (2.2)

kde K = F/ J je tuhost tyCe v tahu; zde K = F/[FL/(ES)], kde L je délka tyce, S je
plocha prifezu a E modul pruznosti v tahu. Béhem deformovani se v tyci
akumulovala energie napjatosti

Il ="%F&="%Ko". (2.3)
71 Tig_l
Z —LF
é [ E—
e —_——_
~

Obr. 2.1. Tyc¢ zatiZzend tahovou silou.
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Sila F' se posune o J. Tim se jeji potencialni energie zmensi o 7/, = Fo. Celkova
energie soustavy je rovna

IT="%KS*-F&. (2.4)

Podle Lagrangeovy véty bude tato energie minimalni pfi takovém posuvu &, pro
ktery bude jeji derivace (podle posuvu) rovna nule. Derivovanim rovnice (2.4)
podle o dostaneme

d77/dé6 = K6 -F =0. (2.5)
Tento vyraz miizeme piepsat do tvaru
Ké§ = F, (2.6)

ktery fika, Ze sila je rovna soucinu deformace 6 a tuhosti K. Naopak vyfesenim
rovnice (2.6) pro znamé zatizeni a tuhost dostaneme hodnotu &. Naptiklad pro
zminénou ty¢ o tuhosti K = ES/L dostaneme znamy vztah pro prodlouzeni 6 = F/K
= FL/(ES).

Lagrangetv princip se nejprve aplikoval na jednoduchych telesech, ve formé
takzvané Ritzovy metody. U ni se deformace uvnitf télesa vyjadii pomoci
zvolenych jednodussich funkci, napf. polynomd: w = ay + aix + axx*... apod.
Z posuvl a elastickych vlastnosti se s pouzitim Hookova zakona vyjadii pietvoreni
a tuhost télesa. ProtoZe posuvy zavisi na (dosud) neznamych hodnotach konstant
ap, A1, Aa..., A, 1, hleda se minimum potencidlni energie tak, ze se vyraz (2.6)
derivuje podle kazdé z nich, d/7/da;, a kazda derivace se poloZi rovna nule. Tim se
dostane soustava » linedrnich rovnic. Jejim vyfeSenim se ziskaji hledané konstanty,
a nasledné deformace a napéti v télese.

Nevyhodou Ritzovy metody je, ze pracuje s jedinou aproximacni funkci w = f (x)
nebo zatizeni. Od ni ale uz byl v Sedesatych letech minulého stoleti jen krok
k metod¢ konecnych prvki, tim spiSe, Ze jiz zacinal rozvoj samo¢innych pocitacu,
které jsou pro pouziti této metody nezbytné. Kromé toho v té dob¢ zacinalo byt
bézné pouziti maticovych metod pro feSeni rozsahlych stavebnich prutovych
konstrukei.

U metody konec¢nych prvkl je vySetfované téleso rozdéleno myslenymi fezy na
velké mnoZstvi malych ¢asti, tzv. koneénych prvkd, které jsou navzajem spojeny
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v uzlovych bodech (obr. 2.2). Vznikla sit’ prvki je navrzena tak, aby zatizeni
pusobilo v uzlech. Pii feSeni se hledaji posuvy jednotlivych uzll, z nichz se pak
pocitaji posunuti v riznych mistech télesa a pietvoreni, vnitini sily a momenty.
Praci s velikymi pocty téchto hodnot usnadiiuje jejich uspotadani do matic.

Il

Obr. 2.2. Metoda konecnych prvkii - ukdazky jednoduchych siti [4].

Posuvy uvnitf jednotlivych prvka jsou obvykle vyjadieny pomoci polynomi,
napiiklad polynom druhého stupné pro j-ty prvek je: w; = agj + ajjx + azsz . Dtlezité
je, ze deformace jednotlivych prvki mohou byt aproximovany riznymi funkcemi,
za predpokladu, ze se splni podminky rovnovahy a okrajové podminky. Z posuvii
se potom vyjadii matice pfetvofeni a matice tuhosti jednotlivych prvki. V dalSim
kroku se jejich usporadanym poskladanim vytvoifi matice tuhosti celého télesa.
Podobné se sestavi matice zatizeni a matice posuvi jednotlivych uzlovych bodt
pro celé téleso. Vyhodou maticového zapisu je jeho jednoduchost a piehlednost.
Zakladni rovnice metody konec¢nych prvka vypada stejné jako vyraz (2.6) pro
deformaci pruziny zatizené silou F. Rozdil je v tom, ze u metody konecnych prvka
predstavuji K, F a § matice tuhosti télesa, zatizeni a posunuti vSech uzli.
Uporadani jednotlivych hodnot do pfislusnych matic je zalezitosti matematika nebo
programatora. V konecné fazi se jedna o vyfeSeni rozsahlé soustavy rovnic, ktera
ma nékolik set az nékolik set tisic neznamych.

Programy pro metodu kone¢nych prvkil sestdvaji ze tii Casti: preprocesoru,
procesoru (fesice) a postprocesoru.
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Preprocesor slouzi k definovani geometrie télesa, zadani materialovych vlastnosti,
zatizeni a okrajovych podminek. Kazdy komercni program MKP nabizi velky
vybér prvkl i materialovych modeld. Nékteré programy byvaji vhodnéjsi pro urcité
typy uloh, naptiklad kontakt téles, plastické deformace, analyzu elastomernich
materiali, dynamické problémy atd.

Resi¢ (procesor) obsahuje néstroje pro feeni rozsahlych soustav linearnich rovnic.
Byla to pravé metoda konecnych prvka a jeji velky potencidl pro feseni uloh
v automobilovém a leteckém pramyslu 1 jinde, které pfispély k vyvinuti u€innych
metod feSeni velkych soustav rovnic.

Postprocesor zpracovavd velkd kvanta vypoctenych hodnot, napf. posuvi
uzlovych bodl, a pocita znich velikosti pfetvofeni, napéti a sil. Pocita také
hodnoty ekvivalentnich napéti podle riznych hypotéz. Pro vétsi nazornost je uvadi
i v grafické podobé¢ a v barvach.

Mezi nejznaméjsi programy metody kone¢nych prvkd pro analyzu konstrukcei patii
(podle abecedy) Abaqus [6], Ansys [7], Cosmos [8], LS Dyna [9] a Marc [10].
Umoziuji také feSeni nelinearnich uloh, naptiklad z oblasti velkych deformaci,
uloh z plasticity a kontaktnich uloh, dynamickych problémi, proudeéni a dalSich.
Blizsi informace k jednotlivym programim lze najit na pfisluSnych webovych
strankach.

Programy MKP prvkl byvaji téZ integrovany do CAD systému pro navrhovani.

2.2 Pouziti numerickych a analytickych metod pro feSeni uloh mechaniky

Samocinné pocitace zmeénily zplsob feSeni nejriznéjSich tloh. Analyza deformaci
a napjatosti slozitych soucasti se dnes v prevazné vétsiné provadi metodou
kone¢nych prvki. Tato metoda a ptislusné pocitacové programy jsou univerzalni —
s vhodnym programem lze vyfesit témét vSechno. To je obrovsky rozdil proti dobé
,predpocitatové®, kdy vlastné pro kazdy typ ulohy existovala specificka metoda
feSeni. Analyza nosnikii se provadéla feSenim diferencialni rovnice prihybové
¢ary, Mohrovou metodou, pomoci Castiglianovy véty a dal§imi metodami.
Krouceni pruti se feSilo pomoci diferencidlnich rovnic obycejnych nebo
parciadlnich, ale také experimentdln¢ pomoci takzvané membranové analogie.
Napjatost rotaén¢ symetrickych desek se feSila postupnou integraci obycejné
diferencialni rovnice. U obdélnikovych desek ale jiz bylo tfeba pouzit metodu siti
nebo metodu rozvoje do Fourierovych fad. V piipadé pruznoplastickych deformaci
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bylo obvykle nutno omezit se jen na nejjednodussi materidlové modely a
nejjednodussi geometrie.

Naproti tomu algoritmus prace uZzivatele programu MKP je stejny pro feseni
jakéhokoliv problému: navrhnout typy prvki a vytvotit odpovidajici sit’ v daném
télese témét libovolného tvaru, definovat materidlovy model nebo modely,
okrajové podminky a zatizeni, a nechat pracovat pocitac. Potom nasleduje uz ,,jen*
analyza a interpretace vysledkd. Neni divu, Ze ktery z vypoctait jednou ,,pticichl*
k metod¢ kone¢nych prvki, nema jiz chut’ fesit lohy klasickym zptsobem. Kazdy
ale také potvrdi, Ze skutecné zvladnuti metody konecnych prvkd mu trvalo delsi
dobu, a zpravidla i pfizna, Ze se v pocatecnim obdobi dopoustél pii vypoctech fady
chyb, at’ jiz se jedna o definovani okrajovych podminek, navrh sit¢ nebo popis
zatizeni. N&kdy také fekne, ze narazil na problém, ktery ani svétové uznavany
program MKP nebyl schopen fesit. Nezapomenme, ze i tyto programy se vyvijeji, a
to na zaklad¢ praktickych potieb a diky poznavani jejich omezeni a slabSich mist
pii feseni konkrétnich tloh.

Pocitace snimaji z projektanta biimé rutinnich vypoctd, a davaji mu prostor pro
lepsi pochopeni a zohlednéni vSech moznych =zatizeni, skute¢ného tvaru
konstrukce, okrajovych podminek i vlastnosti materialu, a tedy prostor pro celkové
zvySeni technické trovné a spolehlivosti navrhované konstrukce. K tomu jsou ale
nezbytné i urCité znalosti teoretické. A jak pted lety fekl E. Becker,

bez dobré teorie neni pocitani nic¢im jinym, neZ produkci sutin.

Statistiky z minulych let ukazuji, ze pfi¢inou asi 30% havérii stavebnich konstrukci
bylo ,,nepochopeni statického ptisobeni konstrukce® v etapé¢ ndvrhu. Dobry
projektant nebo konstruktér musi znat pojmy rovnovaha sil a metoda mysleného
fezu, chapat rozdily mezi normalovym a smykovym napétim, znat zakladni rysy
napjatosti pti jednoosém i viceosém zatizeni, rozumi vzniku teplotnich napéti. M¢l
by chapat i pojem energie napjatosti a znat zakladni mechanismy a Kkritéria
poruseni materiala v kiehkém a tvarném stavu. Ale musi si byt také védom toho, Ze
u realnych konstrukci se vyskytuji rizné nedokonalosti (imperfekce), a ze vypocty
jsou provadény za urCitych zjednoduseni tykajicich se geometrie, zatizeni i
materialovych modeli.

I v dobé pocitatové je analyticka, resp. technicka nauka o pruznosti a pevnosti
velice dulezitd. Jednak proto, ze poskytuje inzenyrovi vSeobecny pohled na
problematiku a vytvari pojmovy aparat. Dale proto, Ze ukazuje feSeni zakladnich
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uloh, pomoci nichz Ize testovat nové postupy i programy. V jistém slova smyslu se
jednd o feSeni asymptotickd, ktera se podobaji majdkim v nezndmém mofi, po
kterém plujeme. Jednoducha analyticka feSeni maji i dal§i prednosti. Ukazuji
nazorng, na kterych Cinitelich zavisi vysledek, a umoziuji téz velmi snadné a
nazorné posouzeni vlivu jednotlivych Cinitelti. (Samoziejmé si musime byt vzdy
védomi podminek a omezeni, za kterych jsou tato feSeni platna). Analytické feSeni
malych prahybt tenkych nosnikll uci inzenyrskému zpiisobu mysleni: pravé zde
bylo mozno na zakladé predb&zné analyzy zanedbat nepodstatné Cinitele, a feSeni
tak vyrazné zjednodusit. Kromé toho, i aproximacni modely pouzivané u n¢kterych
prvki jsou zalozeny na zjednoduSenych analytickych modelech. Analytické vztahy
také lze snadno transformovat do bezrozmérovych vyrazli, odpovidajicich
podobnostnim ¢islim (viz Kap. 15). Umoznuji proto — pravé jako zminéné majaky
— nasmérovat konstrukéni navrh jiz v uvodnich fazich vhodnym smérem. Jako
priklad zde zminime jednu ulohu z technické praxe.

Priklad. Pritlacna sila na pohyblivou c¢ast formy vulkaniza¢niho lisu je
vyvozovana tlakem stlaceného vzduchu na membranu kruhového pidorysu (obr.
2.3). U ptivodniho zatizeni byla membrana ocelova (jak byva u strojatskych dilt
obvyklé), ale po kratké dob€ provozu dochazelo k jejimu praskani. Prestoze byla
uskute¢néna fada cCasové naroénych vypolti metodou koneénych prvkl, s
obménami tvaru mist, kde dochazelo ke koncentraci napéti, vychazela napéti stale
prili§ vysoka. Proto byla provedena obecné analyza deformace a napéti v kruhové
elastické desce. Zakladni vzorce pro prithyb w vetknuté desky o tloustce /4 a
poloméru a, zatizené tlakem p, a pro maximalni napéti pisobici v radidlnim sméru
v misté vetknuti jsou [5]:

Obr. 2.3. Tlakova komora mechanizmu vulkanizacniho lisu (schematicky).
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Kombinace téchto vztahti d4 po upravé néasledujici vztah pro maximalni napéti:

g B Wia (2.8)
-4 a a

E a pje Youngliv modul a Poissonovo ¢islo materialu desky. Je ziejmé, Ze pii
zadané velikosti prihybu w (odpovidajici pozadovanému posuvu pohyblivé ¢asti
formy) lze napéti vyraznéji snizit pouze zmensenim ohybové tuhosti membrany,
zejména zasadnim snizenim modulu pruznosti. Nejjednodussim feSenim, které se
pak ukazalo jako uspésné, bylo nahrazeni plivodni ocelové membrany membranou
ze specialniho elastomeru. Jeho modul pruznosti, nizsi o Ctyti fady, zajistil, Ze 1 pii
znacné vetsi tloust’ce membrany byla pracovni napéti nizsi nez pevnost (i inavova)
této pryze.

Vztahy (2.7) a (2.8) Ize velmi snadno vyjadfit v bezrozmérovém tvaru, takze by
byly obecnéjsi. Otazek rozmérové analyzy a podobnosti si v§imneme podrobnéji
v kapitole 15.

Uvedeny ptiklad ukézal, Ze obecné analytické vztahy mohou n€kdy naznacit smér
velmi G¢inného fesSeni, popf. 1 s pouzitim méné obvyklych materiald. (K volbam
materialli pro riizné ucely lze doporucit vybornou knihu M. F. Ashbyho [12].)
Z podobnych divodi, a s cilem podporovat vytvareni inzenyrského zplsobu
mysleni, bude i v nasi knizce dale pouzivan jednoduchy analyticky ptistup.
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3. Kritéria poruseni, pevnostni hypotézy

Pfi dimenzovani soucasti potfebujeme znat, pfi jakém zatizeni by doslo k poruseni
lomem nebo ke vzniku trvalych deformaci. Napjatost je Casto viceosd, s riznymi
slozkami napéti (o; 7) v riznych smérech. Pevnost a mez kluzu se ale obvykle
zjistuji pii zkouSce jednoosym tahem nebo tlakem. Potfebujeme proto mit néjaké
postupy, abychom mohli ze slozek napéti v naSem piipadé vypocitat tzv.
ekvivalentni napéti, které bychom srovnali s hodnotou meze kluzu nebo pevnosti.
Ekvivalentni napéti je takové jednoosé normalové napéti, které ma stejny ucinek
z hlediska poruseni nebo plastického deformovani, jako naSe vySetrovana
napjatost. (N€kdy se také pouziva vyraz srovnavaci nebo redukované napéti.)

V prubéhu doby vznikla cela fada kritérii pro posuzovani moznosti poruseni
kiehkym lomem, tj. bez vzniku pozorovatelnych plastickych deformaci, a pro
posuzovani vzniku trvalych, resp. plastickych deformaci. Nejcastéjsi z téchto tzv.
pevnostnich hypotéz zde stru¢né vysvétlime.

3.1 Krehky lom

Hypotéza maximalniho normalového napéti (Rankinova)

Podle ni dojde k poruseni, jestlize nejveétsi tahové napéeti dosahne (nebo prekroci)
mez pevnosti v tahu G, anebo jestli nejvétsi tlakové napéti dosahne mez pevnosti
vtlaku o,4. Jedna se vzdy o hlavni napéti, takZe tyto podminky miZeme
formulovat jako

Okv = O 2 Oy, NebO Oy = | 03] 2 Opa - (3.1)

Hypotéza maximalniho smykového napéti (Guestova)

Vznikla na zakladé pozorovani, ze vzorek zkiehkého materidlu, zatizeny
jednoosym tlakem, se porusi usmyknutim pod tthlem 45°, tj. ve sméru maximalniho
smykového napéti (obr. 3.1), a fika: K poruSeni dojde, jestlize maximalni smykové
napeti dosahne mez pevnosti ve smyku,

Tmax = Tp - (3.2)

Dvé napjatosti jsou ekvivalentni, maji-li stejn¢ velké maximalni smykové napéti.
To je rovno poloméru nejveétsi Mohrovy kruznice (obr. 1.9). Pro trojosou napjatost
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Obr. 3.1. Poruseni pri tlakovém zatizeni
ucinkem smykovych napéti.

je Tmax = (01 — 03)/2. Pro jednoosou napjatost (odpovidajici tahové zkousce) je zax
= 01/2 = Oyo/2. Porovnanim obou smykovych napéti dostaneme po uprave

Oy = 01— O3 2 Opy . (3.3)

Mohrova — Coulombova hypotéza

Pevnost v tlaku kiehkych hmot je zpravidla n¢kolikrat vyssi nez pevnost v tahu, a
predchozi hypotézy nezohlediiuji dostate¢né soucasné piisobeni tahového napéti a
(vyssiho) tlakového napéti v riznych smérech. Podle O. Mohra dojde k poruseni,
Jjestlize se nejvetsi Mohrova kruznice dotkne jisté mezni Cary, ktera je tvorena
obalkou Mohrovych kruznic, odpovidajicich poruseni pri riznych kombinacich
tahovych i tlakovych napéti. Coulomb navrhl vytvorit mezni ¢aru jako te¢nu k
Mohrovym kruznicim pro jednoosy tah a pro jednoosy tlak (obr. 3.2).

T

i 9 6

Obr. 3.2. Mohrovo — Coulombovo kritérium poruseni.

3.2 Vznik plastickych deformaci

Hypotéza maximalniho smykového napéti (Trescova)

K plastickému teceni materialu dojde, jestlize nejvetsi smykové napéti dosahne
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meze kluzu ve smyku (obr. 1.9). Tato hypotéza je podobnad jako Guestova, a
podobné vypada vyraz pro ekvivalentni napéti:
Oy = 01— 03 2 Oy . (3.4)

Hypotéza hustoty energie napjatosti na zménu tvaru (Misesova, HMH)

Beltrami navrhl hypotézu, podle které¢ dojde k poruseni, jestlize hustota energie
napjatosti A dosahne urcité kritické hodnoty. Tato hypotéza ale neni univerzalni,
protoze homogenni material snese bez poruseni jakkoliv vysoky hydrostaticky tlak.
Richard von Mises navrhl rozdé€lit napjatost (a podobné i hustotu energie
napjatosti) na dvé slozky: jednu, kterd odpovida zméné objemu, a druhou, ktera
odpovida zmén¢ tvaru. Podle Misese se tvarny material zacne trvale deformovat,
Jjestlize kritické hodnoty dosahne hustota energie napjatosti, odpovidajici zmeéné
tvaru. Porovname-li hustotu energie napjatosti na zménu tvaru v obecném trojosém
ptipadé a pii jednoosém tahovém zatizeni ekvivalentnim napétim, dostaneme po
uprave nasledujici vyraz pro ekvivalentni napéti [1 — 5]:

2 2 2 2 2 2
Ouy = \/ax +o, +o, +0'x0'y+c7y0'2+azax+3(rxy +T,. T ) - (3.5a)

Tento vyraz také ukazuje silny vliv smykovych napéti na vznik plastickych
deformaci: pisobi-li napiiklad pouze smykové napéti 7, (a vSechny dalsi slozky
napéti jsou rovny nule), je jeho vliv stejny, jako kdyby ptsobilo tahové napéti o
velikosti V3, to znamena o 73% vys§i! Ekvivalentni napéti (3.5a) lze také
vyjadtit prostiednictvim hlavnich napéti:

Oekv = \26\/(01_02)2+(02_03)2+(03_01)2 : (3.5b)

Vyrazy v zavorkach odpovidaji primérim Mohrovych kruznic, a pramér kazdé
kruznice je roven dvojndsobku maximalniho smykového napéti v pfislusné roviné
(obr. 1.9). Vidime tedy, ze i u tohoto kritéria, zaloZzeného na hustoté energie
napjatosti, je zietelny vliv smykovych napéti. Dokonce vSech tii, zatimco Trescovo
kritérium uvazuje pouze vliv nejvétsiho smykového napéti. Nelze ale fici
jednoznacné, Ze jedno kritérium by bylo lepsi nez druhé. Pouzivaji se obé.

Poznamka. Oznaceni HMH udédva prvni pismena jmen tii osob, které piispély
k formulovani uvedeného kritéria, tj. Huber, Mises, Hencky.
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Poznamka. Ekvivalentni napéti, definované vztahem (3.5a) nebo (3.5b) se také
nazyva intenzita napéti.

Hodnoty ekvivalentniho napéti podle obou kritérii se v nékterych ptipadech shoduji
(napt. pii jednoosém tahu), a nékdy se lisi. Nejvétsi rozdil je u Cistého smyku.
Ekvivalentni napéti podle Misese je Owy = \/32', a podle Trescy je owy = 27, tj. 0
15% vice. I takovéto rozdily (a nemoznost fici, které kritérium je spravnéjsi) jsou
jednim z divodd, pro¢ se pii dimenzovani uziva soucinitel bezpe¢nosti. Druhym
divodem je nedostatecnd znalost pevnosti nebo meze kluzu materidlu. (Pozor —
minimalni pevnost uvadéna v materidlovych listech odpovidd pétiprocentnimu
kvantilu pevnosti. To je takova hodnota, Ze existuje pravdépodobnost 5%, Ze se
muze vyskytnout jeste¢ slabsi kus. Kdyby konstruktér chtél zajistit bezpecnost
svych vyrobkil jenom tim, ze je bude dimenzovat na tuto tzv. minimalni pevnost,
znamenalo by to, ze kazdy dvacaty vyrobek selze!) Dal§im divodem pro pouziti
souCinitele bezpecnosti je nedostate¢na znalost zatizeni, které souvisi s provoznimi
podminkami (naptiklad u vozidla to je hmotnost nakladu a jeho rozlozeni, rychlost
jizdy a stav vozovky, ale i stav odpruzeni), a dalsi vlivy.
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4. Zaklady plasticity

4.1 Materialové vlastnosti

Na obrazku 4.1 jsou diagramy tahové zkousky riznych materialii. Zatimco kiehké
materidly (obr. 4.1a) se porusi nahle, jakmile napéti dosdhne mez pevnosti o,
tvarné kovové materidly snesou i trvalou zménu tvaru. Na obr. 4.1b, c jsou
znazornény pracovni diagramy pruznoplastickych materiald, naptiklad oceli.

Op} — (o
Ovy

a. b. c. d.

Obr. 4.1. Diagramy tahové zkousky riznych materialii. a - kiehké materidly,
b, ¢ - elasticko-plastické materidly, d - elastomerni materidly (pryz).
o - napéti, ¢ - pomérné prodlouZeni, o, - mez pevnosti, oy - mez kluzu.

Je-1i napéti nizsi nez mez kluzu oy, jsou deformace vratné a po odlehCeni vymizi.
Do meze umérnosti o, existuje mezi napétim o a pretvorenim piima itmérnost:

e=olE, 4.1)

kde ¢ je pomérné prodlouzeni a £ je modul pruznosti vtahu. Hookliv zakon
v podobném tvaru plati i pro viceosou napjatost a také pro deformace zptisobené
smykovym napétim.

Poméry pfi zatézovani a odlehcovani pruznoplastickych materiali jsou znazornény
na obr. 4.2. Nepiekroc¢i-li napéti mez kluzu, vraci se zaznam zpét po pivodni
kiivce a deformace vymizi (obr. 4.2a). Prekroci-li napéti mez kluzu (bod B na obr.
4.2b), zacnou deformace nardstat rychleji. Nasledujici odleh¢ovani (z bodu C na
obr. 4.2b) probiha v pracovnim diagramu podél piimky rovnobézné s jeho
pocateCni casti, a po odlehceni zlstanou v materialu trvalé¢ deformace (bod D). Pti
novém zatizeni probiha deformovani nejprve podle piimky DC. Stoupa-li zatizeni
dale, pokracuje zatéZzovaci kiivka od bodu C podle pivodni ¢ary nakreslené plné.

35



Jaroslav Mencik: Aplikovand mechanika materidlt

£ f_LEe £
£

a. b.

Obr. 4.2. Pracovni diagram materialu pruzného (a) a pruznoplastického (b).

& - pomérné prodlouzeni, &, - elastickd slozka, ¢, - plastickad slozka.

Pokud v soucasti zlstala z predchoziho zatizeni zbytkova napéti, seCitaji se
s napetim od nového zatizeni.

Dosazeni meze kluzu neznamena konec pouziti soucasti. Kazdy z nas jiz nékdy
vidél automobil, jehoz plechova karoserie nese stopy piedchozi srdzky s jinym
vozidlem nebo piekazkou. Nejsou-li vzniklé deformace pfili§ velké, mize vozidlo
dale plnit svoji funkci, i kdyZ v omezeném rozsahu. U kovovych stavebnich
konstrukci se malé plastické pretvofeni pripousti, pokud neohrozi spravné
fungovani a bezpecnost konstrukce. Dosdhne se tim lepsiho vyuziti materialu a
snizeni nakladd. Konstruktér nebo projektant ale musi védet, co si mize dovolit.
V prvé fadé musi znat vice o materialovych vlastnostech.

Zakladem je pracovni diagram materialu ziskany tahovou zkouskou. Pro lepsi
pochopeni a snadnéjsi vypocty se tyto diagramy casto aproximuji jednoduchymi
vyrazy. Tti nejobvyklejsi aproximace jsou znazornény na obr. 4.3 [1 — 6]:

1) Bilinearni funkce (obr. 4.3a):

o <oy e=0/E oy je mez kluzu (Y - od slova yield) (4.2a)

o > oy e =g+ (o —oy)E"; E jetzv. modul zpevnéni (4.2b)

2) Mocninna funkce (obr. 4.3b),

o <oy e=0olE (4.3a)
o > oy & =Ko" ; K, m jsou konstanty (4.3b)
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a. b. C.

Obr. 4.3. Idealizované pracovni diagramy. a — bilinedrni funkce, tg o = E,
tg a’=E’, b—mocninnd funkce, ¢ — idedlni pruznoplasticky materidal bez zpevneéni.

3) Idedlni pruznoplasticky material bez zpevnéni (obr. 4.3¢).

oc<oye=0l/E (4.4a)
E>¢& O =0y &y je prodlouzeni pro o=oy (4.4b)

Uvedené vztahy a diagramy plati pouze pro malad pfetvofeni. Pii bézné tahové
zkousce se napéti obvykle pocita jako zatizeni délené jmenovitou plochou prifezu,
o=F/S, aptislusné diagramy se nazyvaji konvenéni. Skutecnost, Ze pfi zatizeni
osovym tahem nebo tlakem se kromé délky vzorku meéni i velikost jeho prufezu, se
zanedbava. To je ptipustné pro pretvoreni neptekracujici nékolik malo procent. Pii
vétSich deformacich jiz nejsou zmény prifezu zanedbatelné a skutecné napéti se
zac¢ind vyrazngji liSit od jmenovitého. Zavislost mezi skutecnym napétim a
pretvofenim pfi tahové zkousSce mékké konstrukéni oceli je naznacena na obr. 4.1c
carkované. Rozdily nartistaji zejména pii napeétich, blizicich se k mezi pevnosti,
kdy se u vzorku za¢in tvotit kréek v misté budouciho pietrzeni (obr. 4.4a).

T v
\./
) ool 7
g A

a. b.

Obr. 4.4. Velké deformace tvarnych materialu pri zatizeni: a — tahem, b - tlakem
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Pti zatizeni tlakem je situace opacna: plocha prifezu se zvétSuje (obr. 4.4b) a
skute¢né tlakové napéti je niz$i nez jmenovité. Velmi tvarny material by snesl
prakticky neomezené zatizeni jednoosym tlakem; napfiiklad tenké hlinikové folie
Alobal se vyrabéji valcovanim z masivnéjSich polotovard.

U nékterych materialt, naptiklad u konstrukéni oceli s nizkym obsahem uhliku, je
mez kluzu zfetelné rozeznatelna prodlevou v pracovnim diagramu (obr. 4.1c). Tato
mez se v materidlovych normach [7] oznacuje R.. V pfipadée, ze kiivka napéti —
pretvoreni je hladka (obr. 4.1b), je mez kluzu definovana jako takové napéti, které
zpusobi trvalé pomérné prodlouzeni 0,2% neboli 0,002. Tato hodnota, oznacovana
jako R, ,, byla zvolena z praktickych diivodii. D4 se z diagramu tahové zkouSky
zjistit bez extrémnich narokti na méfici techniku, a zpravidla neznemoznuje pouziti
soucasti. Mez pevnosti se znaci R,,; zde ji znacime o;,.

Poznadmka. V normach pro kovové konstrukce se mez kluzu oznaCuje fy a mez
pevnosti f;.

K aproximacim pracovnich diagramti je nutno fici n€kolik slov. Prvni dvé (obr.
4.3a,b) jsou snadno pochopitelné, nebot’ odpovidaji pracovnimu diagramu pro kovy
bez znatelné meze kluzu (obr. 4.1b). Aproximace podle obr. 4.3c, tj. idealni
pruznoplasticky material bez zpevnéni, se zdd byt neredlna. Prijatelné vSak
odpovida levé ¢asti pracovniho diagramu materialu s vyraznou prodlevou na mezi
kluzu, jako je naptiklad nizkouhlikova konstrukéni ocel (obr. 4.1c). Nesmime
zapomenout, ze 1 kdyZ u soucasti budou dovoleny plastické deformace, pfipousteji
se zpravidla jen ve velmi malém rozsahu, do n¢€kolika procent; to znamend, nez
zacne ktivka o—& opét stoupat. Z hlediska kontroly bezpecnosti plati, ze vyhovi-li
soucast z pevnostniho hlediska za predpokladu pruznoplastického materialu bez
zpevnéni, tim spiSe vyhovi soucast z redlného materialu, nebot’ u néj pii plastickém
deformovani dochézi k urcitému zpeviiovani, a mez pevnosti je vysSi nez mez
kluzu.

Norma pro kovové konstrukce [7] pfipousti plastické deformace, ale pouze pii
splnéni nasledujicich podminek:

1) mez pevnosti musi byt alespon o 20% vys$$i nez mez kluzu, tj. £, > 1,2 fy,
2) materidl musi mit taznost A5 alespon 15%.

Prvni podminka je zde proto, Ze veli¢iny f; a fy byly zjistény s uritym rozptylem, a
ani zatizeni neni vZzdy znamo zcela pfesné. Druha podminka chce zajistit, Ze se
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material v ur¢itém misté nezacne trhat kvtli vétSimu plastickému pietvoreni. Kvuli
vys8i bezpeCnosti a s ohledem na nejistoty pfi navrhu navic zminéna norma
pripousti vznik jenom takového poctu plastickych kloubt (viz dale), ze se pivodné

staticky neurcita konstrukce stane staticky urcitou. VyS$§i zatizeni jiz norma
nedovoluyje.

V piipadech, které se nemusi fidit normami, anebo u soucasti, které¢ budou tvareny
za studena, se mize pfipustit vétsi pfetvoreni a vétsi trvalé deformace. Tomu ale
musi odpovidat i pfislusné materidlové vlastnosti, zejména vyssi taznost.

Nyni si vS§imneme nékterych typickych jevil pii pruznoplastickém deformovani.

4

Pro snazsi porozuméni budou ilustrovany na nejjednodussich ulohach.

4.2 Soustava pruti zatiZenych tahem

Na obr. 4.5 jsou dvé tyce, zatizené tahovou silou F. PouzZijeme metodu mysleného
fezu, a zrovnice rovnovahy sil do svislého sméru dostaneme po upravé sily
v ty€ich:

N (4.5)

Obr. 4.5. Soustava dvou prutil. Obr. 4.6. Soustava tri prutil.

Pro svislé posunuti spojovaciho ¢epu dplati (viz téz A/, na obr. 4.6):

s AL F . (4.6)
cosax 2EScos’ a

V obou ty¢ich, které maji stejny prufez, pusobi stejné napéti:
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o = ];1 . 4.7)

Toto napéti dosdhne meze kluzu pii zatizeni
Fy = oy(2Scosa) = F,, - (4.8)

Predpokladame-li, ze tyCe jsou z idedlniho pruznoplastického materidlu bez
zpevnéni, mize material od dosaZeni meze kluzu v nich, a tedy od zatizeni Fy,
plasticky téci bez omezeni. ProtoZe plastické deformovani probiha pti konstantnim
napéti, bude i objem ty¢i pii plastickém teCeni konstantni. S prodluzovanim ty¢i se
proto zmensuje jejich prufez, takze v ném stoupa skute¢né napéti oy = Ni/Seku
Proces se tak stava nestabilni a po chvili dojde k pretrzeni ty¢i. Zatizeni, pii kterém
bylo dosazeno meze kluzu, je tedy mezni zatiZeni, které se mize oznacit F,,.

Nyni se podivejme na soustavu ti‘i prutd podle obr. 4.6. Krajni ty¢e maji délku /;,
prostfedni ty¢ /,. Tato uloha je staticky neurcita a jeji feSeni je o néco slozitéjsi; je
nutno vyuzit deformacni podminku, Zze vSechny tyCe spojené Cepem se budou
deformovat jako jeden celek. Sily v nich jsou tedy navzajem vazany. Po fadé krokt
dostaneme sily v prutech pfi pruzném deformovani [1, 2, 8]:

2

N, = FLOQ, (4.9)
1+ 2cos’ o

L= F 1 _— (4.10)
1+2cos &

Maji-li pruty stejny prifez S, budou napéti v nich
o =N/S, o =N,/S. 4.11)

Napéti v prostiednim prutu 2 je vyssi (s vyjimkou pfipadu « = 0). Tento prut se
zacne plasticky deformovat, jakmile v ném napéti dosdhne meze kluzu. To je pii
celkovém zatizeni soustavy

Fy=o0y S (1 +2cos’a) . (4.12)

Od tohoto okamziku zlstava napéti v prutu 2 rovno mezi kluzu (predpokladame
material bez zpevnéni) a ptisobi v ném sila

No=ov S. (4.13)
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Uloha se stala staticky uréitou a jeji fedeni je jednodussi. Situace je stejna, jako u
soustavy dvou prutii podle obr. 4.5, ale zatizenych silou /' — N,. V krajnich prutech
je dosud napéti nizsi nez mez kluzu, takze soustava unese i vyssi silu. Dalsi zvySeni
zatizeni je ale pfendSeno pouze krajnimi pruty, ve kterych ptisobi sila

F-N, _ F-oy§ (4.14)

Nl = =
2cosa 2cosa

Jakmile je také v nich dosazena mez kluzu, za¢nou bez omezeni plasticky téci, a
cela soustava se zhrouti. Odpovidajici mezni zatizeni je

Fun=0vS(1+2co0s a) . (4.15)

Pro a <90° je toto zatizeni vyssi nez Fy ; soustavu lze tedy pfetizit. Podivejme se,
kolikrat je mezni zatizeni F), vyS$i nez zatizeni Fy, pfi kterém doslo v prutu 2
k plastickému teceni. Z poméru vyrazi (4.15) a (4.12) dostaneme po Uprave:

F, 1+2cosa . (4.16)

= >

Fy 14+2cos’
Tento pomér ukazuje, kolikrat by bylo mozno zkoumanou tfiprutovou soustavu
pretizit od okamziku, kdy napéti v nejvice namahaném prutu dosahlo meze kluzu,
az do zhrouceni. Pro pfedstavu uvedeme tento pomeér pro nékolik hodnot thlu ¢

. a 0° 30°  45° 60° 75°
Fo/Fy 1 1,19 141 1,60 147

Vidime, Ze pii vyuziti plastickych moznosti materiadlu, mizeme soustavu o dost
pretizit. Anebo naopak muizeme pro urlité zatizeni dimenzovat pruty mén¢, a
uSetiit tak material. Deformace pfi dosazeni mezniho stavu jsou (s vyjimkou
velkych Uthli @) jen o malo vétsi nez pii zatizeni odpovidajicim pocatku
plastického teceni.

4.3 Stanoveni deformaci v pruZnoplastickém stavu

Dokud neni dosazeno mezniho stavu, mizeme stanovit deformace télesa
prostfednictvim té jeho Casti, ktera se deformuje pouze elasticky (s ptihlédnutim
k vazbam mezi jednotlivymi ¢leny). Obrazek 4.7b ukazuje posouvani spojovaciho
cepu v zavislosti na sile F. Je to pracovni diagram télesa, na rozdil od pracovniho
diagramu materialu (obr. 4.7a). Diagram 4.7b ma tfi useky. Prvni, pro zatiZzeni od
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nuly do Fy, odpovida situaci, kdy se vSechny pruty deformuji pruzné; posunuti
¢epu je mozno pocitat jako prodlouzeni prutu 2. Ve druhém tseku, pro zatizeni Fy
< F < F,, narustaji deformace rychleji, nebot’ prut 2 jiz neni schopen prenaset vétsi
silu nez ovS. Deformace by se pocitaly z prodlouzeni prutu ¢. 1 odpovidajiciho sile
N, podle vztahu (4.14). Jakmile zatizeni dosdhne mezni hodnoty F},, naristaji
deformace bez omezeni (tfeti usek lomené Cary na obr. 4.7b).

F
G Fy;.- _____
+ /
6,1 Er VA"
/
0 ¢ of / d
_ L ,;’j
GY
a. b.

Obr. 4.7. Prutova soustava podle obr. 4.6. a — pracovni diagram materialu,
b — pracovni diagram soucdasti.

V pruznoplastickém stavu neexistuje pfima Umeérnost mezi zatizenim télesa a
deformacemi, takze nelze pouzivat princip superpozice. Deformace je nutno vzdy
pocitat pro konkrétni zatizeni!

4.4 Situace po odleh¢eni

Dokud pfi zatizeni nedosahlo napéti nikde mez kluzu, jsou vSechny deformace
pruzné, a po odlehCeni zcela vymizi (obr. 4.6). Jestlize ale sila prekrocila hodnotu
Fy, prut 2 se jiz deformuje plasticky, a kdyby byl volny, zistal by po odlehceni o
néco delsi. Pruty 1 by se naopak chtély zkratit na pivodni délku. VSechny jsou ale
spojeny ¢epem. Trvale prodlouzeny prut 2 brani prutim 1 ve zkraceni na ptivodni
délku, takze v nich vyvolava trvalé tahové napéti. Naopak pruty 1 vyvolavaji
vprutu 2 trvalé napéti tlakové. Deformace jsou znazornény na obr. 4.8.
Odleh¢ovani probiha po pfimce, kterd je rovnobézna s pocatecni Casti pracovniho
diagramu soucasti na obr. 4.7b. Obecné plati:
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Zbytkové sily, deformace a napéti v télese po odlehéeni Ize urcit jako rozdil
skuteénych hodnot v pruZnoplastickém stavu, a hodnot stanovenych pro stejné
zatiZeni za piedpokladu, Ze si téleso béhem zatéZovani uchovalo pruiné viastnosti.

Také plati:

Po odlehéeni bude v prutu (resp. v oblasti), kde doslo nejdiive k plastickému
teCeni, puisobit zbytkové napéti opacného znaménka.

2
1 \\ //1
/
\\ /
\ e
\
al; N o
e Bl |8l Obr. 4.8. T7i pruty po odlehceni.
4% | i

[
U nasi soustavy budou zbytkové sily nasledujici:
Nl Jres = Nlep - Nl,ﬁkt,el ) NZ,res = N2ep - N2,ﬁkt,el . (4 1 7)

Index ep znacdi silu v elastickoplastickém stavu pfi zatizeni, index fikt,el oznacuje
fiktivni elastické sily, které by dané zatizeni vyvolalo, kdyby material mél
napfiklad mnohem vyssi mez kluzu.

Po vyjadfeni jednotlivych veli¢in prostfednictvim vztahd (4.17) a (4.9, 4.10)
dostaneme

1
Ny oo = OyS — F———F—> (4.18a)
> Y 1+2cos’ a
1 1 (4.18b)
Nlrecz F73_O-Y57' ’
’ 1+2cos’a 2cosa

Zbytkové sily Njes @ Nayges jSOU Navzajem v rovnovaze, protoze nepusobi zadné
vnéjsi sily. Rezidudlni napéti dostaneme vydélenim zbytkovych sil prifezem S.
Pti zatiZzeni byl ve vSech prutech tah. V nasem piipad¢ bude tedy zbytkové napéti

v prutu 2 tlakové a v prutech 1 tahové. Je to zfejmé i z rovnice rovnovahy sil:
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2 Nl,res+ NZ,res = O s neboli NZ,res =2 Nl,res . (419)

V télese zistala trvale zbytkova napéti. Pfi novém zatizeni se tato napéti a
deformace scitaji s elastickymi deformacemi a napétimi od tohoto zatizeni, a to az
do dosazeni maximalni hodnoty zatizeni z pfedchoziho zatézovaciho cyklu. To
znamena, ze predchozim vyvolanim plastickych deformaci se zvysilo zatizeni, do
kterého se téleso deformuje pruzné (obr. 4.7). Ale pozor, u soucasti z materiald,
které maji stejné¢ vysokou mez kluzu v tahu i tlaku, se zplastizovanim a vyvolanim
zbytkovych napéti miize naopak snizit mez, pii které dojde k plastickému
deformovani pii zatizeni opa¢ného smyslu! Pfi opakovaném zatéZovani tahem a
tlakem by pak mohlo dochazet v kazdém zatézovacim cyklu k plastickému teceni a
disipaci energie, a po urcité dob¢ k nukleaci unavové trhliny.

4.5 Pruznoplasticky ohyb

Nejprve ukazeme, jak se vyviji rozlozeni napéti pfi rostoucim zatizeni. Na obr. 4.9
je nosnik na dvou podporach, zatizeny uprostied pti¢nou silou. Obr. 4.10 ukazuje,
jak se postupné méni rozloZzeni napéti v nejvice namahaném prifezu uprostied
rozpéti. Pro jednoduchost se omezime na obdélnikovy prifez a ideélni
pruznoplasticky material bez zpevnéni (obr. 4.3¢), se stejnou hodnotou meze kluzu
oy v tahu i tlaku. Je to idealizace, ale pro ziskani vSeobecné predstavy je uzite¢na.

. Obr. 4.9. Elastickoplasticky ohyb.
o Plasticky deformovand oblast
a rozlozeni momenti. M - ohybovy moment,

My - moment, pri kterém napeti v krajnich
vidknech dosahnou mez kluzu.

D S e e
I 1. I V.

Obr. 4.10. Postupny vyvoj rozloZeni napéti v obdélnikovém priirezu ohybaného

nosniku. a — pruzny ohyb, b — pruzny ohyb, maximalni napéti dosahlo meze kluzu,
¢ — pruznoplasticky ohyb, d — pruznoplasticky ohyb, prirez byl zcela zplastizovan.
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Zpocatku (obr. 4.10 1.) se materiadl deformuje pouze pruzn¢ a napéti v prifezu
rostou pfimo umérné se vzdalenosti z od neutralni osy. V jedné polovin€ prifezu
pusobi napéti tahova a ve druhé poloving napéti tlakova, a plati pro né

M

M (4.20)
J

o(z)=
M je ohybovy moment v daném misté a J je moment setrvacnosti prufezu v ohybu.
Pro obdélnikovy pritez je J = bh*/12; h je vyska prifezu ve sméru zatizeni a b je
jeho Sitka. Podobné rozlozeni napéti existuje az do okamziku, kdy maximalni
napéti na povrchu dosahne meze kluzu oy (obr. 4.10 II.). Odpovidajici moment a
zatizeni v naznaceném piipad¢ je
bh* AM
F=—Y"

R =— (4.21)

My = oyW, = oy

Wy je modul prifezu v ohybu a [ je vzdalenost podpor. Pii dalSim zvySovani
zatizeni se charakter rozlozeni napéti méni. Tam, kde bylo dosazeno meze kluzu,
jiz napéti dale neroste (pfedpokladame material bez zpevnéni, obr. 4.3 c). PrirGstek
momentu nad My tedy bude pfenaSen pouze materialem v oblasti, kde je napéti
dosud niz$i nez oy. Deformace proto budou nartstat rychleji. Pobliz neutralni osy
je elastické jadro s linearnim rlstem napéti se vzdalenosti od osy (obr. 4.10 IIL.).
Ve vétsi vzdalenosti nez z. je material jiz pln€é zplastizovan a napé€ti zde ma
konstantni hodnotu rovnou mezi kluzu oy. Prechod mezi elastickym jadrem a
plastickou oblasti je ve vzdalenosti od neutralni osy [1, 2, 5]:

ﬁ Map : (4.22)
4 oyb

Ze =

M. je elasticko-plasticky moment, vétSi nezZ My. S rostoucim zatiZenim se dale
zveétsuji tloustky zplastizovanych oblasti a klesa tloustka elastického jadra. To
nakonec vymizi pti mezni velikosti ohybového momentu

m

2
M, = o bZ ; (4.23)

Nyni je prufez jiz zcela zplastizovan (Obr. 4.10 IV.). Mezni moment je u
obdélnikového prufezu o 50% vyssi neZ moment My, pifi kterém bylo poprvé
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dosazeno meze kluzu. Opét vidime, Ze pii vyuziti plastickych schopnosti materialu
mize soucdst unést o dost vice. (Anebo muze byt dimenzovana o néco méng.)
Prohnuti prutu v okamziku dosazeni mezniho momentu jesté neni veliké. U
materidlu bez zpevnéni by ale ohybovy moment AM,, mohl vést k neomezenému
pootaceni obou ramen nosniku a ke zhrouceni konstrukce. (U redlnych materiali
k ur¢itému zpevnovani dochazi.) Protoze deformace jsou soustiedény v oblasti
maximalniho momentu, fikdme, ze zde vznikne plasticky kloub (obr. 4.9).

Podobna situace je i u jinych tvarG prifezu. Mezni pruznoplasticky moment
mizeme vyjadiit pfimo, budeme-li uvazovat mezni rozlozeni napéti podobné jako
na obr. 4.10 IV. Situace pro obecny tvar prufezu je nakreslena na obr. 4.11. Mezni
moment dostaneme integraci pres cely prufez S. Prihlédneme-li, Ze pfi Gplném
zplastizovani prufezu bude v kazdé jeho poloviné napéti konstantni, rovné mezi
kluzu, mizeme jej vypocitat jako
4.24
M, = J.ZO'(Z)dS = oylzp1 81+ 212 82] = oy 21472 (S/2) (4:24)
(8)

kde S; a S, jsou plochy jednotlivych polovin prifezu, a zti, zr; jsou vzdalenosti

Wy

jejich té€zist od neutralni osy celého prifezu; S je celkova plocha prifezu a zrt; je

W v

vzdalenost t€Zist’ jeho polovin. Neutralni osa puli plochu plné€ zplastizovaného

z -6y
TR, = ; . o
2 - Obr. 4.11. PIné zplastizovany prirez:
54 7 \2- 27y & a — geometrie, b — rozlozZeni napéti.
’ o kg
AP
1

f
i o

prafezu. U nesymetrickych profilti ale nemusi — na rozdil od pruzného ohybu —

Wty

M=oy Wy, (4.25)

kde W, je tzv. plasticky modul prifezu. Vypocetni vztahy pro nékteré tvary
prafezu lze najit v tabulce 4.1 na nasledujici strance. V tabulce jsou také hodnoty
poméru mezniho momentu M, a momentu My, pfi kterém zacnou v nosniku
zaCinat prvni plastické deformace. Tento pomér udava, o kolik by bylo mozno
nosnik jesté pretizit do dosazeni mezniho stavu.

46



Jaroslav Mencik: Aplikovand mechanika materidld

TABULKA 4.1. Moduly priiFezu v ohybu riiznych profili.

PRUREZ Wiy Wt Mo/ Moy = Wy Weras_.
D 1/6 bi? 1/4 bi* 32=15
O 7d /32 d’/ 6 16/32)=1,7
<> 2412 2476 2

E ~1,15

Vidime, Ze vice lze pretizit (proti zaCatku plastického teceni) profily, které maji
vice materidlu pobliz neutrdlni osy. Naproti tomu valcovany I-profil, ktery ma
tenkou stojinu, ma po zplastizovani ptirub jiz jen malou rezervu tinosnosti.

Pozndmka. Profily, kter¢é maji velkou pfetizitelnost po dosazeni zacatku
plastického teCeni, jsou Casto takové, u kterych toto teCeni zac¢ina relativné brzy.

Jestlize béhem zatézovani telesa doslo k plastickému teceni, zlistanou v ném po
odlehc¢eni trvalé deformace. Elasticka slozka deformaci vymizi. Pokud bylo napéti
v prifezu rozloZeno nerovnomeérné, jako napriklad pii ohybu, budou v materialu po
odlehceni trvale plisobit i zbytkova napéti. Velikost téchto napéti v urCitém miste
dostaneme, jestlize od skute¢ného napéti v pruznoplastickém stavu odecteme
(fiktivni) napéti, které by zde pisobilo pii stejném zatizeni, pokud by se téleso
deformovalo pouze pruzné (tj. jako kdyby mélo mnohem vyssi mez kluzu):

Otes = Oelpl — O fiktel - (4.26)

Obr. 4.12 ukazuje rozlozeni zbytkovych napéti v prifezu po vyvolani plastickych
deformaci s rozlozenim napéti podle obr. 4.10 III. Opét plati:

=]

Oel-pl C?-el Ores

Obr. 4.12. Elastickoplasticky ohyb. Stanoveni zbytkovych napéti
Oupl —hapéti v pruznoplastickém stavu, or..i — fiktivni elasticka napéti
vyvoland zatizenim odpovidajicim Oq.pi. Ores = Oel-pi—Otcl - Zzbytkova napéti.
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V mistech, kde p¥i zatizeni do§lo nejdiive ke vzniku plastickych deformaci, budou
zbytkova napéti po odlehéeni mit opacné znaménko neZ pri zatizeni.

Pii plastickém teCeni se pohlcuje mnohem vice energie nez pti deformovani
elastickém. Proto napfiklad u materiald pro soucasti, které maji zmirnit naraz svym
plastickym deformovanim, pozadujeme, aby bez poruseni snesly velké trvalé

wervr

U kovovych prvki pro absorbovani energie pii razech se ¢asto vyuziva ohybu [5],
a je proto nutné, aby snesly bez lomu co nejvétsi ohnuti.

Nékteré dal$i rysy plastického deformovani a mezniho stavu si ukdZeme na
tlustosténné valcové tlakové nadobe.

4.6 Pruznoplasticky stav tlustosténné tlakové valcové nadoby

Ve stén¢ valcové tlustosténné tlakové nadoby (obr. 4.13), zatizené vnitinim
pretlakem p;, plsobi napéti obvodové (o) a radidlni (o;). Je-li nddoba uzaviena,
pusobi jest¢ napéti o, vosovém sméru. Dokud je zatizeni pruzné, plati pro
obvodové a radidlni napéti [1, 8]

o) = A+ i o) = 4~ 5, i) = 24-0,0). (427a)
2 212

_ DA ab” . 4.27b

A_bz—az _G"’B_p"bz—a2 ( :

a je vnitini polomér a b vn&jsi. Konstanta 4 je vyjadiena stejnym vztahem jako
osové napéti v uzaviené nadobé¢. Rozlozeni napéti je zndzornéno na obr. 4.13b.

Nadoba z kiehkého materidlu se porusi, jestlize maximalni tahové napéti, tj.
obvodové napéti na vnitinim povrchu, dosdhne meze pevnosti materialu. U nadoby
z houzevnatého materialu zacne plastické teCeni, jestlize ekvivalentni napéti zde
dosahne meze kluzu. Této situace si vSimneme blize. Pro jednoduchost budeme
predpokladat idedlni pruznoplasticky material bez zpevnéni a podminku teCeni
podle Trescy, tj. s ekvivalentnim napétim

Oy = 01— 03 = ofa)— oa) = oy =konst. (4.28)

Nema-li k plastickému teCeni dojit, musi byt ekvivalentni napéti nizs$i neZ mez
kluzu. Ze vzorci (4.27) — (4.28) Ize odvodit vztah pro potiebnou tloustku stény,
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~=k

a. b.
X
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6r, 6; Crep Xt-) 5
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0 = ] —
c. d.

Obr. 4.13. Tlustosténnd valcova nadoba zatiZena tlakem na vnitini i vnéjsi povrch.
a — geometrie, b — napéti v pruzném stavu, ¢ — napéti pri plne zplastizované stené,
d — napéti po odlehceni. p\, p, — tlak na vnitini a vnéjsi povrch, o, — radialni
napeti, o, — obvodové napéti, e — elasticky, ep — elasticko-plasticky, z — zbytkovy.

resp. pro vngjsi polomér b stény nadoby vzhledem k vnitinimu poloméru a:

b:aJ%@_:maJ; (4.29)
oylk

k (> 1) je pozadovana mira bezpec¢nosti; pro jednoduchost budeme uvazovat k = 1.

Naopak tlak, pfi kterém za¢ne plasticky téci material stény o polomérech a, b, je

2
_ Sy |4_|¢4 . (4.30)
pa,Y 2 |:1 (bj :|
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S rostoucim tlakem p, tedy logicky potfebna tloustka stény nartsta. Ale jak se
vyraz 2p,/ oy blizi k jednotce, jmenovatel v (4.29) se blizi k nule a potfebny vné;jsi
polomér b se blizi k nekonec¢nu. Toho by bylo dosazeno pro 2p, /oy = 1. To
znamena, Ze pro p, > oy/2 nastane plastické teCeni pfi jakékoliv tloust'ce stény!

Zpocatku k nému dojde pouze v tenké vrstveé u vnitiniho povrchu. Nic zvlastniho
se vSak nedgje, protoze ji obklopuje daleko vétsi tloustka materidlu, ktery se dosud
deformuje pruzné. S rostoucim pfetlakem v nadobé ale tloustka zplastizované
vrstvy roste, a s ohledem na podminku plastického teceni (4.28) se méni i rozloZeni
napéti. Ve zplastizované vrstve jsou rozlozena podle logaritmické funkce:

o,(r) = oy n’ - Pa.; o,(r)=o0.(r) +oy - (4.31)
a

Jestlize pretlak v nadobé dosahne mezni hodnoty

Pam = Oy ]nﬁ , (4.32)
a
je zplastizovana cela sténa. Rozlozeni radidlniho i obvodového napéti je
znazornéno na obr. 4.13c. Plastické teceni (v piipadé€ materialu bez zpevnéni) pak
bude pii tomto tlaku pokracovat az k roztrzeni stény nadoby; p. ., je tedy skutecny
mezni tlak.

Nyni se podivame, jaké by bylo mozné pietizeni od pocatku plastického teceni az
k dosazeni mezniho stavu. Odpovidajici pomér p,, /p.,y dostaneme jako podil
rovnic (4.32) a (4.30):

2m 2

Pa,m a . (433)

kpy = Lo _
! Pay 1_(‘1/17)2

Vidime, Ze pro material bez zpevnéni nezavisi pretizitelnost 4,y na hodnoté meze

kluzu. Pro nazornou piedstavu zde uvedeme, jak zavisi na poméru vné&jsiho a
vnitiniho poloméru:

bla 1.1 1.2 15 2 3 10 100

kmy 1,098 1,19 1,46 185 247 4,65 9,21

Je vidét, Ze zejména pro tlustosténné nadoby neznamena pocatek plastického teceni
jesté zadné nebezpeci dosazeni mezniho stavu.
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Je-li tlak p, vy$$i nez p,y a niz$i nez mezni tlak p,., je sténa Eastecné
zplastizovana. Od poloméru @ az k poloméru ¢ je material pln¢ zplastizovan, a
napéti jsou rozlozena podle vztahti (4.31) a obr. 4.13c. Od poloméru ¢ az
k vnéjsimu poloméru b je material deformovan pruzné (obr. 4.13b), s napétimi
podle vztahii (4.27). Polomér ¢ rozhrani mezi obéma oblastmi dostaneme feSenim
rovnice

2
c 1 c 4.34)
o mC s (o) | @
Pa Y a 2 (b)
ziskané z vyrazt (4.27) a (4.32), ve kterych byly poloméry b, a nahrazeny
polomérem c.

Zbytkova napéti po odlehéeni, ktera lze vypocitat podle vztahu (4.26), jsou
znazornéna na obr. 4.13d. Podobné jako v pfedchozich piipadech, i u tlustosténné
tlakové nadoby, kterd byla CasteCné zplastizovana vnitinim pietlakem, bude po
odleh¢eni trvale plisobit ve vrstvé u vnitiniho povrchu tlakové obvodové napéti.
Tento proces je nékdy vyuzivan pro zvyseni inavové odolnosti tlakovych zatizeni
zatézovanych cyklicky, jako jsou naptiklad hydraulické valce nebo dé€lové hlavné.
Dalsi prakticky zptsob vyuziti plasticity ukazeme v oddilu 4.8.

4.7 Kritérium plastického teceni pii viceosé napjatosti.

Pti plastickych deformacich za obecné viceosé napjatosti je vhodné pracovat
s intenzitou napéti a intenzitou pretvoreni. Intenzita napéti byla definovana drive:

_ 2 2 2 2 2 2 4
o; = \/Gx +o0,/+0."+0,0,+0,0,+0.0,+3(z,, +7,,"+7,,") » (4.36)

o; = \/25\/(01_0'2)2+(02_0'3)2+(U3_0'1)2 : (4.37)

Intenzita pretvoreni je definovana podobné:

& = \36\/(51_52)2+(€2_53)2+(€3_51)2 ; (4.38)

P1i plastickém deformovani je intenzita pietvoreni obecné funkei intenzity napéti,

&=Mo). (4.39)
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Pro rozvinuté plastické deformace existuji rizné teorie. Blizs$i informace lze najit
napft. v [1 —4].

4.8 ZvySovani inavové odolnosti kovovych soucasti

Rist tinavovych trhlin lze zastavit nebo zpomalit vytvofenim trvalého tlakového
predpéti v povrchové vrstvé. Nejbéznéjsi metodou u tvarnych materiald je lokalni
plastické deformovani naptiklad kulickovanim nebo valeckovanim. Pii téchto
procesech je do povrchu zpeviiované soucasti vtlacovan bod po bodu tvrdy nastroj
malého priméru s oblym povrchem. Jednim procesem je tzv. kulickovani, kdy je
na povrch vrhan proud tvrdych kulicek (proudem vzduchu nebo lopatkami
otryskavaciho zatfizeni, nebo po ném piejizdi pfitlacovany valecek o malém
prameéru, anebo na povrch narazi soustava tvrdych kolikli nebo jehel, uvadéna do
kmitavého pohybu elektrickym udernikem, poptipadé ultrazvukem.

Princip vytvoteni tlakového ptredpéti je nasledujici. Pfi vtlacovani kulicky nebo
podobného téliska do zpeviiované soucasti vznikaji v jeji povrchové vrstvé vysoka
kontaktni napéti a material je zde plasticky deformovan. Tloustka vrstvy plasticky
deformovaného materidlu na elastickém jadfe se zmenSuje a jeji Sitka zde se
zvétsuje — material teCe v radialnich smérech (obr. 4.14). Material vné této vrstvy
se jejimu trvalému rozSifovani prizplsobuje elastickym roztahovanim. Jakmile ale
kulicka odskoci a tlak na povrch pomine, snazi se pruzné deformovany material
smrstit zpét na ptivodni rozméry. Stlacuje tedy centralni plasticky rozsifenou cést
kontaktu, ve které tak vznikne trvalé (zbytkové) tlakové napéti. Tento proces
probiha vSude, kam dopadly kulicky. Timto zptisobem se postupné vytvoti tlakové
predpéti v celé povrchoveé vrstve.

Impact at high speed
creates a dimple

Stretched Surface

Obr. 4.14. Zvysovani unavové odolnosti houzevnatych materialii kulickovanim.
Vievo - schéma procesu, vpravo - vznik tlakového predpéti v povrchové vrstve.
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U soucasti s vrubem se nékdy zvySuje tinavova odolnost tak, ze se soucast fizené
pretizi tak, Ze v oblasti vrubu dojde k plastickému deformovani [9]. Po odleh¢eni
vznikne v tomto misté trvalé tlakové predpéti.
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5. Teplotni napéti

5.1 Zakladni vztahy

Nemtze-li téleso pfi zméné teploty volné meénit své rozméry, vzniknou v ném
teplotni napéti. Tato napéti a odpovidajici sily nebo deformace mohou zhorsit nebo
znemoznit provoz urcitého zafizeni, ¢i dokonce vést k jeho poskozeni ¢i zniceni.
Zde vysvétlime jejich zakladni rysy na tyci z elastického materialu (obr. 5.1).

Dojde-li k ohfevu volné tyce z teploty Ty na 7, zméni se jeji délka z L, na L. Pro
prirtstek délky, AL = L — Ly, plati

AL=aL AT, (5.1)

kde AT = T — T, a a je délkovy souéinitel teplotni roztaznosti (K™), ktery udava
relativni zvétSeni délky pti zvySeni teploty o 1 K. Zde se omezime na tak malé
zmeény teplot, Ze budeme moci povazovat soucinitele teplotni roztaZnosti za
konstantu. Také zmény prufezu budou zanedbatelné, takze vypocty sil nebo napéti
bude mozno provadét pro jeho ptivodni rozméry.

’ 5855 AT
o, E,S Al =0
[ Z

ALr
“ [—

[
Py ALF

i

Obr. 5.1. Teplotni napéti — princip stanoveni

Pozndmka. Je vyhodné pocitat jakykoliv pfirtstek jako rozdil hodnoty okamzité a
pocatecni. Naptiklad rozlozeni teplot v télese miZze byt slozité a na prvni pohled
nemuzeme fici, jestli napéti v daném misté bude tahové (tj. kladné) nebo tlakové
(zaporné). DodrZeni znaménkové konvence usnadni odpovéd; bude jasna
z konkrétnich numerickych hodnot. Vyjde-li vysledek kladny, vime, Ze piisobici
napéti bude tahové (a naopak).
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Jsou-li konce tyCe upevnény v tuhé konstrukci, nemtize se pti zmén¢ teploty jeji
délka zménit (tzn. AL = 0), a v ty¢i vznikne napéti. Jeho velikost dostaneme
nasledujicim myslenkovym experimentem, provedenym ve dvou krocich [1].
V prvém kroku uvolnime jeden konec tyce a ty¢ ohfejeme o A7. Tim se jeji délka
zveétsi o AL podle vztahu (5.1), ale v tyCi nepuisobi zadné sily. Ve druhém kroku
prilozime k volnému konci tyce tlakovou silu F, kterou budeme postupné zvySovat.
Tim se ty¢ opét zkracuje, az v urCitém okamziku bude volné prodlouzeni AL
eliminovano. A pravé odpovidajici sila bude plsobit v ohfaté ty¢i s upevnénymi
konci. Mtzeme tedy pro celkovou zménu délky napsat

AL:ALT+ALF:0. (52)

Indexy u jednotlivych slozek ukazuji, jedna-li se o prirtstek délky od teploty (T)
nebo od sily (F). S prihlédnutim, ze ptirtstek délky tyce od sily F je obecné ALy =
FL/(ES), kde E je modul pruznosti materialu tyce v tahu a S jeji priiez, dostaneme
po rozepsani

AL = a LAT + FL/(ES)=0, (5.3)
a nasledné
F=—aATES. (5.4)

Jestlize doslo ke zvySeni teploty tyce, je AT kladné. Pro bézné materidly, které se
teplem roztahuji, je také «a kladné. Sila F' vyvola v ty¢i normalové napéti o
velikosti

0 =-aATE. (5.5)

Znaménko minus tika, ze pfi zvySeni teploty (AT > 0) vznikne v soucasti tlakové
napéti a tlakova sila.

Vztah (5.5) je mimotradné dulezity, nebot’ ukazuje hlavni veliCiny, které maji vliv
na velikost teplotniho napéti, které vznika pii zméné teploty v soucasti bez
moznosti teplotnich dilataci:

1. zména teploty (A7),
2. teplotni roztaznost materialu (@),
3. tuhost materialu (E).

Chceme-li naptiklad teplotni napéti snizit, miizeme pouzit material s mensi teplotni
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o

teplotni rozdil AT, napiiklad tepelnou izolaci soucasti v ptipadé, ze vyména tepla
mezi ni a okolim trva omezenou dobu. Jinym ptikladem je sklenéné nadobi nebo
varné desky elektrickych ploten. Pfi jejich pouzivani 1ze ocekéavat prudké zmény
teploty, a proto se vyrabé&ji ze specidlniho skla nebo sklokeramiky s extrémné
nizkym soucinitelem teplotni roztaznosti.

Ze vztahu (5.5) muZzeme také zjistit potfebnou hodnotu soucinitele teplotni
roztaznosti, modulu pruznosti anebo piipustnou zménu teploty, nema-li dojit
k destrukci soucasti.

Celkova sila, ktera vznikne v soucasti pfi znemoznéni teplotnich dilataci, je dana
vztahem (5.4), ktery se 1isi od napéti (5.5) plochou prifezu S. Tato sila bude tim
vetsi, ¢im veétsi je plocha prufezu tyCe. Dusledky velké sily mohou byt zavazné.
Naptiklad pfi snizeni teploty bude sila v ty¢i tahova a prekona-li pevnost spoju,
mize dojit kjejimu odtrzeni od konstrukce nebo k jinému poskozeni; vysoké
tahové napéti miize zplsobit pietrzeni tyce.

Dosud jsme uvazovali rovnomérné rozlozeni teplot, a tedy 1 napéti v télese. Dojde-
li ke zméné teploty okoli, zacne se teplota t€lesa meénit postupné, od povrchu
smérem do hloubky. Situace je znazornéna na obr. 5.2. V prvych okamzicich je
ovlivnéna pouze tenkd povrchova vrstva. Material v ni se chce roztdhnout nebo
smrstit, podle toho, jestli je téleso ohfivano nebo ochlazovano. Rozméry vnitiku,
kde je dosud plvodni teplota, jsou zatim beze zmény a brani zménam rozméru
povrchové vrstvy. To znamena, Ze pfi ohfevu bude v povrchové vrstvé putisobit

N A

,L.
t m,2
T \ =7 (_ -

t T,

/ 4 f_m,z

o q

T = to 7;:1.1—/ :

A—1 —A——
a b

Obr. 5.2. Vyvoj teplot v desce ohfivané: a — z obou stran, b — z jedné strany.
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tlakové napéti ve smérech rovnobéznych s povrchem. Naopak pfi ochlazovani se
na povrchu objevi tahové napéti. To mize naptiiklad zplsobit az vznik prasklin
v zubni skloving, jestlize po horkém ¢aji pfijde zub do styku s ledovou tekutinou.

Kvantitativni pfedstavu ziskdme na ptikladu nédhlé zmény teploty povrchu desky, a
to pifi tak malé tloust'’ce tepelné ovlivnéné vrstvy, ze se rozméry desky ve sméru
pusobicich napéti prakticky nezméni. Napéti v povrchové vrstvé v hloubce z pod
povrchem bude

o (2)=—a AT E/ (1 - 1), (5.6)

kde AT(z) je rozdil mezi okamzitou teplotou v hloubce z a piivodni teplotou desky.
Proti vyrazu (5.5) je zde navic ve jmenovateli ¢len (1 — w), nebot’ v desce je ted
izotropni rovinna napjatost, kdy napéti v ur¢ité hloubce maji stejnou hodnotu ve
vSech smérech rovnobéznych s povrchem.

Vyslednice tlakovych napéti v povrchové vrstvé musi byt v rovnovaze s vyslednici
tahovych napéti uvnitt télesa. Dokud je tloustka povrchové vrstvy zanedbatelna ve
srovnani s tloustkou vnitiku, jsou i napéti uvniti zanedbatelna. Jak se tloustka
ovlivnéné oblasti zvétSuje, roste i sila vyvozend tlakovym napétim v ni, a tedy i
reakéni sila tahova pod ni. Postupné se téz méni stfedni teplota desky. Obecné musi
pro rovnovahu sil platit

[o(z)dz = 0 (5.7)
(h)

kde 4 je tloustka desky.

Jsou-li podminky ohfevu nebo ochlazovani na kazdém povrchu jiné, vytvoii se
v desce nesymetrické rozlozeni teplot. To mlize vést k prohnuti desky a nékdy i ke
vzniku napéti. Necht’ je tenka deska ohfivana z jedné strany, a to tak, Ze v ni
vznikne linedrni rozlozeni teplot napti¢ tloustkou (obr. 5.3). Jestlize deska neni
nijak upevnéna a ma volné okraje, budou i roztazeni materidlu v riznych
hloubkach rozloZena podobné¢ jako teploty, a deska se prohne do tvaru ¢asti kulové
plochy o poloméru kfivosti [2]

R=h/(aAT) , (5.8)
kde % je tloustka desky, « je soucinitel teplotni roztaznosti a A7 je rozdil teplot

obou povrchii; AT = T, — T». Zadna napéti v ni nevzniknou. (Vztah (5.8) plati za
predpokladu, Ze vznikly prihyb je maly.)
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T2

T,

Obr. 5.3. Linearni rozlozeni teplot napric stenou.

Je-li deska upevnéna tak, Ze se nemtize prohybat, objevi se v ni teplotni napéti. Ta
budou rozloZena napfi¢ tloustkou linearné, podobné jako teploty a podobné jako
pfi ohybu. Miizeme tedy o nich hovofit jako o ohybovych napétich. Nejvyssi napéti
pusobi na povrchu, a maji velikost

Omx =1t AT E/2(1 — p); (5.9)

Kladné znaménko, tj. tahové napéti, piislusi té polovin€ tloustky, kde je teplota
nizsi nez stiedni teplota 7, = (T} + 7,)/2. V opacéné poloving plsobi napéti tlakova.
Ve stiedni rovin€ je napéti rovno nule.

Tyto a dalsi situace jsou podrobnéji probirany v knihach [3 — 8].

Priklad.

Stanovte velikost napéti na povrchu sklenéné desky v prvnim okamziku, kdy se jeji
povrch ochladil nahle z teploty 100°C na 10°C. Soucinitel teplotni roztaznosti o =
8,5x10 °*K ', E=72 GPa, u=0,2.

Dosazenim zadanych hodnot do vztahu (5.6) dostaneme tahové napéti

o (0)= 8,5x10 ~° x (100 — 10) x72000/(1 — 0,2) = 68,85 ~ 69 MPa.

4.2 Postupy zvySovani pevnosti tepelnym zpracovanim

Teplotni napéti mohou vést az k poskozeni télesa, ale nékdy mohou byt i uZite¢na,
naptiklad pfi zpeviiovani skla. Nedostatkem skla je nizka pevnost v tahu. Tento
nedostatek 1ze zmirnit, jestlize na povrchu vytvofime trvalé tlakové predpéti. O
jeho hodnotu se zvysi tzv. technicka pevnost skla. Toto predpécti lze ziskat
vhodnym tepelnym zpracovanim, tzv. tvrzenim. (Jiny pfipad je zpeviiovani
vyménou iontd, kterého si vSimneme pozdéji.) Sklo je amorfni latka, ktera nema
pevnou teplotu tuhnuti, ale pii ochlazovani z vysokych teplot jeho viskozita
postupné narusta aZ na hodnoty, kdy se chova jako pevna latka. Tepelné tvrzeni
skla [4, 7, 8] spociva v tom, ze se sklenény predmét ohieje na teplotu, pfi které
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sklo za¢ind méknout, ponecha se na ni, az se teploty v celém objemu vyrovnaji, a
potom se rychle ochlazuje naptiklad proudem vzduchu. Pii ochlazovani se vytvoii
spad teplot mezi chladnéj$im povrchem a teplejSim vnittkem (obr. 5.4). Soucasné
dochazi ke smrstovani skla, vice na povrchu a méné uvnitt. Dokud je sklo mékké,
vyrovnavaji se tyto deformace viskdéznim tecenim a sklo zlstava bez napéti. Pii
prechodu pfes tzv. transformacni teplotu 7, jednotlivé vrstvy tuhnou a v télese se
fixuje uspotadani odpovidajici danému rozlozeni teplot. Pokracuje-li ochlazovani
konstantni rychlosti, ztistava téleso bez napéti az do okamziku, kdy teplota jeho
povrchu klesne na teplotu okoli. Vnitini, teplejsi vrstvy dale chladnou a maji snahu
se smrstovat. V tom jim ale brani vychladlé vrstvy vnéjsi, takze v télese vznikaji
napéti, na povrchu tlakova a uvnitf tahova. Protoze sklo je jiz ztuhlé, nemohou se
tato napéti vyrovnat a ziistavaji v télese jako trvala.

Rozlozeni napéti v tvrzeném skle odpovida rozlozeni teplot pfiblizné¢ v okamziku
prechodu pies transformacni teplotu. Jestlize napiiklad byla sklenéna deska
tloustky 4 ochlazovana s nepfilis velkou intenzitou symetricky z obou stran, budou
teploty v ni mit parabolicky pribéh podle obr. 5.4, o velikosti

T(x, ) = To(?) (1 — x*/h%) (5.10)

kde Tj je teplota v Case ¢ ve stiedni roving, a x je vzdalenost od ni. Po vychladnuti
budou mit trvala napé€ti rovnobézna s povrchem velikost

_ /’l2

2
o(x) = laETgk(l—IZxJ : (5.11)

kde kje parametr, ktery charakterizuje intenzitu ochlazovani. Z tohoto vztahu
vyplyva, ze maximalni tlakové napéti bude plisobit na povrchu (x = 4/2) a bude mit

IR

Wlliny
[

tah

tlak

Obr. 5.4. Rozlozeni napéeti v tvrzeném skle.
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velikost
o(h/2) = —2ﬂTgk- (5.12)
1—p

Toto napéti je v absolutni hodnoté dvakrat vys$si nez tahové napéti uprostied desky
(x = 0), a tloustka tlakové vrstvy je zhruba rovna jedné péting tloustky desky.

Vztahy (5.10) — (5.12) plati pro mista vzdalen4d od okrajii desky. Pti uvazovani
vlivu okrajii je nutno uzit numerické feseni, resp. vhodny pocitacovy program.

Zpeviovani vytvorenim tlakového predpéti v povrchové vrstvé ma také své meze.
Cim v&ti je tlakové piedpéti na povrchu a &im vétsi je tloustka tlakové vrstvicky,
tim vétsi je celkova tlakova sila v ni, ktera musi byt v rovnovaze s tahovou silou
uvnité. Tloustka wvnitini Casti tedy musi byt dostatend na to, aby vyrovnala
tlakovou silu. To mimo jiné znamena, Ze zpeviiovani tvrzenim nelze pouzit pro
prilis tenkd skla, protoze zpravidla také existuje pozadavek na urcitou minimalni
tloustku tlakové vrstvicky, aby nedoslo pfili§ snadno k jejimu proraZeni.

Pritomnost teplotnich napéti také znamena, ze v télese je akumulovana potencialni
energie. Tvrzena skla se uzivaji mj. u dopravnich prostfedkii (okna Zelezni¢nich
vagoént, boéni okénka automobild). Dojde-li u takovéhoto skla napiiklad tderem
kaminku s ostrymi hranami k prorazeni tlakové vrstvicky az do oblasti, kde ptisobi
trhliny vSemi sméry. Jsou-li teplotni napéti vysoka, tyto trhliny se vétvi;
uvoliiovana energie se méni na lomovou energii. Cim vy$§i bylo vnitini napéti, tim
vy$$i akumulovana (a pfi lomu uvoliiovand) energie tomu odpovida, takze vznika
veétsi mnozstvi menSich kouskl, na které se potom tabule samovolné rozpadne.
Typicky vzhled poSkozené tabule je na obr. 5.5. Diky vhodnému rozloZeni napé&ti

Obr. 5.5. Lom tvrzené sklenéné tabule
prorazené ostrym predmeétem [4].
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v tvrzeném skle nemaji jednotlivé ilomky ostré hrany a nejsou tak nebezpecné jako
bézné stiepy.

Tepelné tvrzena skla se diive uzivala u automobilti na vSechna okna. Protoze ale
husta sit’ trhlin znemoziuje vyhled, anebo se poskozena tabule snadno vysype, délaji
se dnes Celni skla vozidel z vrstveného skla. Obvykle se jednd o dvé netvrzené
sklenéné tabule spojené mezivrstvou polyvinylbutyralu (PVB). V tomto piipadé
napiiklad letici kaminek vyrazi kousek skla, anebo praskne tabule na stran¢, kde
pusobi tahové napéti, ale poSkozeni nepronikne ptes vrstvu PVB dale (viz téz Kap.
11). Kazdy z nas n¢kdy vidél takto poskozené sklo, naptiklad u autobusu.

Zpevinovani skla se provadi se i vyménou iontu. [4, 8]. Pfi ni se v tenké povrchové
vrstvicce (n€kolik pm) vytvoii tlakové predpéti tak, ze se zpeviiovany predmét
ponoii na urcitou dobu do zhavé lazné€ roztavenych soli. lonty pfislusné soli
difunduji do skla a zlstanou zde trvale zabudovany. Protoze maji vétsi polomér nez
puvodni ionty skelné sit¢, vyvolaji v ni trvalé tlakové predpéti (obr. 5.6). Cely
proces probiha pod transformacni teplotou skla, takze nedochazi k uvoliovani
napéti viskdznim teCenim. V tomto pfipadé je tlakové predpéti na povrchu velmi
vysoké (n€kolik set MPa), které je v rovnovaze s velmi nizkym tahovym napétim
uvniti predmétu. Ur€itou vyhodou je, ze pfi poruSeni této vrstvicky nedojde
k destrukci sklenéného predmétu jako v ptipadé tepelného tvrzeni.

Teplotni napéti také vznikaji pii svafovani kovll plamenem nebo obloukem.
V oblasti svaru jsou teploty velmi vysoké a material se piislusné roztahuje.
Roztaveny anebo siln¢ zméekly materidl se prizplisobi okolnim rozmériim a ziistava
bez napéti. Ta se vném zacnou objevovat teprve v disledku tuhnuti béhem
chladnuti a zdstavaji pak v télese trvale. Pro jejich zmirnéni se nékdy provadi tzv.
zihani pro odstranéni vnitfnich pnuti.

toh

Obr. 5.6. RozlozZeni napéti ve sklenené desce

tlak

=

Zpevnéné iontovou vYmenou.

IR SR
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Jinym piikladem vzniku trvalych napéti v ocelovych soucastech je nitridovani,
povrchové kaleni nebo cementovani s nasledujicim kalenim. Pfi poslednim procesu
vznika martenzit v povrchové vrstvé bohaté na uhlik. Ten ma vétsi mérny objem
nez pivodni perlit, ktery ztstal v nezakaleném jadfe prurezu. Vysledkem je, ze ve
velmi tvrdé povrchové vrstvé vznikne navic jeste priznivé tlakové predpéti.

Teplotni napéti se také mohou objevit pifi zmén€ teploty v kompozitnich
materidlech nebo soucastech, maji-li jejich slozky rtzné soucinitele teplotni
roztaznosti. Vyznam znalosti teplotni roztaznosti budeme ilustrovat na zajimavém
sporu feseném v minulosti. U vzduchotésnych dilnich lamp byl sklenény kryt
pevné spojen s kovovou armaturou lepenim epoxidovou pryskyfici, a toto
usporadani dobie fungovalo. Po urcité dobé se vyrobce skla rozhodl, ze zmensi
sortiment vyrabénych skel, a bude vyrabét pouze sklo, které ma vyssi ,,tepelnou
odolnost* (presnéji vyssi odolnost viici nahlym zménam teploty). Vyrobce lamp si
neuveédomil si, Ze vyssi tepelna odolnost je diky nizsi teplotni roztaznosti nového
skla ve srovnani se sklem ptivodnim, a s navrhovanou zménou typu skla souhlasil.
A lampy zacaly praskat, protoze napéti, které vznikalo pfi lepeni nového skla
s armaturou, bylo vys$si neZ jeho pevnost. V tomto piipadé velikost sil mezi sklem a
armaturou zavisela na rozdilu mezi vyssi teplotou zacatku vytvrzovani lepidla a
teplotou okoli, a na rozdilu teplotnich roztaznosti armatury a skla. A tento rozdil se
pfi pouziti skla s niz8i roztaznosti zvétsil. (Poznamka. S ohledem na slozity tvar
spojenych soucasti je pro presné stanoveni napéti nutna pocitacova analyza.)

Vsimnéme si jesté jednoho rysu ochlazovani nebo ohievu vyrazné zaobleného
povrchu. Napriklad pti ohfevu dlouhého valce nebo koule chce teplejsi povrchova
vrstva zvetSit svilj polomér. Chladnéjsi vnitfek ji v tom brani. V povrchové vrstvé
proto vznikne tlakové napéti v obvodovém sméru, popiipade i v osovém sméru u
valce (obr. 5.7). Navic se ale mezi touto vrstvou a dosud chladnym vnitikem objevi
tahové napéti v radialnim sméru. (Pfi ochlazovani by zde vzniklo radidlni napéti
tlakové a v povrchové vrstvé by ptisobilo napéti tahové.) Pro ziskani jednoduché

Obr. 5.7. Vznik teplotnich napeti pri ohievu
masivniho hridele. T; — teplota vnitiku, T, — teplota
povrchové vrstvy, o, — obvodové napéti, o, —
radialni napéeti mezi ohvatou vrstvou a vnitikem.
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predstavy mizeme predpokladat, Ze povrchova vrstvicka je tenka a ma tloustku 4,
kterd je velmi mald ve srovnédni s polomérem kiivosti R rozhrani mezi vrstvou a
vnittkem, a Ze jeji teplota (uvazovana v celé tloustce konstantni, rovna prumérmné
hodnot¢) se lisi od teploty vnitiku (kterou uvazujeme také konstantni) o AT.
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6. Koncentrace napéti

6.1 Uvod

Poruseni soucasti casto vyjde z mista s nahlou zménou prifezu nebo tvaru, jako je
napiiklad otvor, vrub nebo trhlina (obr. 6.1). Tato mista jsou zdrojem zvySeného
napéti, a proto se nazyvaji koncentratory napéti. Pfenos sil v zatizeném télese
z atomu na atom si miizeme piedstavit pomoci silocar, analogickych k proudnicim
v tekouci kapalin€. Hustota siloCar je imérna napéti. Tam, kde je prifez konstantni
nebo se méni zvolna, jsou siloCary rozlozeny v priifezu rovnomeérné, a stejné je
rozlozeno i napéti. V misté s nahlou zménou velikosti prifezu nebo tvaru, obecn¢
ve vrubu, dochazi k naruseni plynulosti silového toku a k lokalnimu zhusténi
siloCar a zvySeni napéti. V prlifezu vznika slozitd viceosa napjatost; napéti
je maximalni v kofeni vrubu na povrchu a smérem do hloubky klesa (obr. 6.2); u
ostfejSiho vrubu rychleji.

Obr. 6.1. Priklady vrubii v soucdstech. Sipky ukazuji nebezpecnd mista.

Analyza napéti ve vrubech je naro¢nd. V dnesni dobé umoziuji vhodné pocitacové
programy (napi. metoda konecnych prvkid) ziskat podrobné rozlozeni napéti i
v télesech slozitého tvaru véetné vrubll. V minulosti ale byla analyza mozna jen pro
jednoduché tvary, a proto se posuzovani konstrukce omezovalo na zjiSténi
maximalniho napé€ti oy,.x v kofeni vrubu. To se vypocita jednoduse pomoci vztahu

O-max = O-nom ’ (6.1)
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kde « je soucinitel koncentrace napéti a o,,,, je jmenovité napéti v oblasti vrubu.
Hodnoty tvarovych Ciniteld o byly stanoveny pro technicky dulezité tvary vrubt a
zpUsoby zatiZeni, a lze je najit v riznych priruckach, napt. [1 — 4]; ukazka je na
obr. 6.3. I tento pfistup je uziteCny, protoze rychle poskytuje jednoduchou a
nazornou piedstavu, dilezitou pro praktické aplikace.
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Obr. 6.3. Soucinitel koncentrace napéti a pro osazeny hridel namdahany ohybem.

Naptiklad soucast zkiehkého materidlu se porusi, jestlize maximalni napéti
v uritém misté¢ dosahne meze pevnosti op. Ze vztahu (6.1) vyplyva, Ze u kiehké
soucasti s vrubem dojde k poruseni, jestlize jmenovité napéti dosahne hodnoty

Onom = O-Pt/ a. (62)

Prakticky to znamena, Ze vrub snizi technickou pevnost a—krat! U soucasti
z tvarnych materiald pfi pomalém jednorazovém zatiZzeni nejsou vruby tak
nebezpeéné, protoze jakmile maximalni napéti dosahne nékde mez kluzu materialu,
dochazi zde k plastickému teceni, napéti v téchto mistech jiz neroste tak rychle a
rostouci zatiZzeni pomahaji pfenaset oblasti, ve kterych je napéti dosud nizsi a mize
tedy narustat, jak o tom bylo pojednano v kapitole 4. Pfesto znamena vrub zna¢né
nebezpeci zejména pii razovém zatiZeni (viz dale). V piipadé stiidavého zatéZzovani
unavova trhlina také zpravidla vyjde z koncentratoru napéti; snizeni meze tinavy je
vSak mens$i, nez udava vztah (6.2).
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Nema-li se téleso porusit pii rdzovém zatizeni, musi byt schopno pohltit energii
razu. Jestlize se deformuje pruzné, je spotieba energie mald (obr. 6.4a). Tam, kde

A s

F F y

/ //

a. b. Cc.

Obr. 6.4. Deformacni prace. a — pruzné deformovani, b — deformace pruznoplasticke.
0ABO — prace vynalozend behem zatézovani, CAB — energie uvolnéna pri odlehcent.
¢ - Zkouska vrubové houzevnatosti kyvadlovym kladivem (Charpy).

napéti prekro¢i mez kluzu, material se deformuje plasticky a spotiebovava se vice
energie (obr. 6.4b). U soucasti s vrubem je v disledku nehomogenniho rozlozeni
napéti v oblasti vrubu ale plastické teCeni omezeno pouze na maly objem materialu
v téchto mistech. Ve vétSich vzdalenostech jsou napéti niz$i nez mez kluzu a
material se deformuje jenom pruzné. Celkova spotieba energie naptiklad pii narazu
je proto mensi, nez by byla u podobného télesa bez vrubu, s napjatosti homogenni,
kde jsou pfiznivéjsi podminky pro plastické teceni ve vétsim objemu. (Porovnejme
na obr. 6.4b plochu odpovidajici elastickému deformovéni, tj. do dosazeni oy,
s plochou celého diagramu vcetné plastického pretvareni.) V télese jednoduchého
tvaru se energie, pfedana pii narazu, rozlozi do velkého objemu a odpovidajici
napéti budou pomérné nizka, zatimco v télese s vrubem je stejné mnozstvi energie
soustfedéno v mnohem mens$im objemu, takze zde vyvold intenzivnéjsi plastické
teCeni, az popiipad¢ vyCerpani pietvarné schopnosti materialu a nasledny lom. Vliv
vrubu lze ilustrovat na ptikladu razového zatizeni trémecku bez vrubu a s vrubem,
jaky se uziva pii zkousSkach vrubové houzevnatosti (obr. 6.4c). Je-li vzorek hladky,
o tloust’ce rovné minimalni tloust’ce vzorku s vrubem, padajici kladivo jej ohne,
zatimco vzorek s vrubem je pieraZzen s rysy kiehkého lomu. A pfitom vzorek
s vrubem byl celkové masivnéj$i — az na tu oblast s vrubem. Je ziejmé, ze samotné
pridani materialu nemusi znamenat zvySeni bezpeCnosti soucasti, pokud material
nebyl pfidan na spravném misté. (Viz tez v kapitole 14 stat o ucinku Zeber.)

Dale si v§imneme podrobnéji pfipadu koncentrace napéti u otvord v soucasti.
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6.2 Napéti v okoli otvori
Hlavni rysy napjatosti ukazeme na nékolika typickych piipadech.

1) Prvni piipad je maly kruhovy otvor o poloméru a v ose kruhové desky o
poloméru b >> a (obr. 6.5). Vnéjsi obvod desky je zatizen rovnomérné rozlozenym
radialnim tahovym napétim o(b) = ;5. Ve vzdalenosti » od osy piisobi obvodové
napéti o; a radialni napéti o, pro ktera plati [3 — 6]

a,(r)=a,3(1+ (a/r)z) ) a,(r):a,B(l—(a/r)Z). (6.3a,b)

Na povrchu otvoru (» = a) nepisobi zadné radidlni napéti, o(a) = 0, a obvodové
napéti zde ma velikost oi(a) = 20;g. Je tedy dvakrat vyssi nez napéti na zatizeném
vnéjsim okraji, takze soucinitel koncentrace napéti & = 2. Pokud by v desce nebyl
zadny otvor, pasobilo by v ni vSude a ve vSech smérech napéti op. Piitomnost
otvoru tedy znamena lokalni zvySeni napéti v téchto mistech na dvojnasobek.

Obr. 6.5. Napéti v okoli kruhovéeho
otvoru v desce pri zatizeni izotropnim

tahem.

Stejné zvyseni napéti bude i v okoli malého otvoru ve velké Etvercové desce,
zatizené na vSech okrajich stejn€ velkym tahovym napétim o;z. Také v této desce je
napjatost dvojosa izotropni, podobné jako u desky kruhové.

2) Ve druhém piipadé uvazujeme maly kruhovy otvor o poloméru a ve velké
ctvercové desce zatizené na okrajich jednoosym tahem oy (obr. 6.6). Zde pro
obvodové napéti plati [3, 6]

o a® o at (6.4)
o,rg) =21+ — |[+—-2|1+3 " |cos2¢p ° :
t( (p) 2 L rz 2 r4 ¢

@ je thel mezi smérem tahového napéti a bodem na poloméru r, ve kterém
ur¢ujeme napéti. Nejvyssi hodnoty ma obvodové napéti na povrchu otvoru, kde se
meéni s thlem ¢ podle vztahu

o(p) =oy(l+2cos2p) . (6.5)
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Obr. 6.6. Napéti v oblasti kruhového otvoru ve
velké desce zatizené tahem ve svislém sméru. Na
obvodeé otvoru piisobi v bodech 1 maximalni
tahové napeéti 3o; v bodech 2 pusobi tlakové

napeti o velikosti —o.

EERERERE

V bodech A pilisobi maximalni tahové napéti o velikosti oi(A) = 3o, takze
souCinitel koncentrace napéti je & = 3. Odsud se plynule méni az k tlakovému
napéti v bodé¢ B o hodnoté —oy. To ma nékolik zajimavych dasledkt. Pokud takto
zatizenou desku zatizime na okrajich jesté napetim oy v kolmém smeéru, dostaneme
izotropni napjatost s napétim oy ve vSech smérech. Na povrchu otvoru pak bude
vSude v obvodovém sméru plsobit tahové napéti 20y, podobné, jak jsme ukazali
v prfedchozim odstavci. Naptiklad pro svisly smér plati 3oy + (—oy) = 20y, a plati to
i pro jakykoliv dal§i smér v rovin€ desky.

3) Tteti pripad predstavuje zatizeni desky Cistym smykem. Takové zatizeni se
vyskytuje napiiklad v souCastech namahanych krutem. Jak je zfejmé z Mohrovy
kruznice (obr. 1.5d), mizeme si tuto napjatost predstavit také jako slozenou
z tahového napéti oy pusobiciho pod thlem 45°, a knému kolmého tlakového
napéti o stejné velikosti, tedy —oy (obr. 1.5d). Tahové zatizeni vyvola na povrchu
otvoru v bodé¢ A tahové napéti 3oy, a tlakové zatizeni v kolmém sméru vyvola
v tomto bod¢ také tahové napéti, nyni oy. Vysledné napéti je tedy tahové o hodnoté
40y, takze soucinitel koncentrace napéti na otvoru je nyni @ = 4. Otvor v dutém

wrvr

namahané tahem nebo v ptirubé nosniku naméhané¢ho ohybem.

4) Zajimava situace je na obr. 6.7. Trhlina vybihajici z otvoru v naznac¢eném misté
miiZze rust pii zatizeni tyCe tlakovou silou, a to ve sméru zatiZeni, coz vypada na
prvni pohled paradoxné. Je to dano tim, ze tato trhlina se nachazi v oblasti
tahového napéti pasobiciho kolmo k jeji roviné (viz bod B na obr. 6.6). Pokud je
deska $iroka, trhlina se zastavi, jakmile se dostane do oblasti, kde tahové napéti,
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¢
AERER!

Obr. 6.7. Sireni trhliny ve sméru piisobiciho
tlakového zatizeni

g S —

Hiojﬂ

zplsobené piitomnosti otvoru, je jiz nizké. Naopak relativn€¢ dlouha trhlina
vybihajici z otvoru v nepiili§ Sirokém pasu by mohla rast i dale, kdyby doslo
k bouleni obou polovi¢nich pasi po jejich stranach, a tedy k jejimu rozevirani.

5) Na obr. 6.2 je elipticky otvor ve velké desce z elastického materialu, zatizené
kolmo k dlouhé ose elipsy [3]. Maximalni napéti ve vrcholech delSich poloos, je

O = O om (l+2f] ; (6.6)
Yo,

Ohom j€ jmenovité napéti v desce, a je délka delsi poloosy elipsy, a p je polomér
kiivosti vrcholu elipsy v tomto misté. Maximalni napéti je tim vétsi, ¢im je elipsa
uzsi. Pro hodné velké poméry a/p piejde vztah (6.6) na

a
Omax = O nom 2 /=" (67)
\ p

Pro p blizici se k nule se elipticky otvor blizi k trhlin€¢ a maximalni nap€ti Oy
roste nade vSechny meze. Tohoto pfipadu si jesté vSimneme v kapitole o lomové
mechanice.

Kromé otvort existuje mnoho dalSich tvart koncentratori napéti. Kazda nahla
zména tvaru nebo velikosti prifezu plisobi jako vrub. Obecné plati, ze zvySeni
napéti ve vrubu je tim vétsi, ¢im vétsi je jeho hloubka (nebo ¢im vétsi je zména
priméru hfidele nebo tloustky soucésti), a ¢im mensi je polomér zaobleni jeho
kotene nebo prechodu rozmérii. Vyraznou roli ale hraje i tvar vrubu. Ukazuje se, Ze
i mald zména tvaru mize znamenat velké snizeni maximalniho napéti. Témto
otazkam se vénujeme vice v kapitole 14 o tvarové optimalizaci.
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6.3 Napjatost pii koncentrovaném kontaktu

Lokalni vysoka napéti také nékdy plisobi pii vzajemném dotyku dvou téles. Situaci
budeme ilustrovat na ptipadu, kdy jedno nebo ob¢ télesa maji zaoblené povrchy. V
misté styku se vytvofi mala kontaktni ploska, kterou se pienési silové pisobeni
z jednoho télesa na druhé a tlak zde Casto dosahuje vysokych hodnot. Napjatost
v téchto mistech je slozita; napéti plsobi ve tfech smérech, a se vzdalenosti rychle
klesaji. Pfi niz8ich zatizenich se obé teélesa deformuji pouze pruzné. Napécti a
deformace v tomto piipadé lze urcovat podle teorie, kterou vypracoval Heinrich
Hertz a dalsi. Zde se omezime na kontakt dvou kouli, pfitlaCovanych k sobé
normalovou silou £ (obr. 6.8). Pocatecni styk je v jednom bodé€. Se zvySovanim
sily se ob¢ télesa deformuji a vznika zde kruhova kontaktni ploska o poloméru a,
ktera se pii nartistu zatizeni postupné zvétSuje. Proto je zavislost mezi zatézujici
silou a napétimi nebo deformacemi i pii elastickém kontaktu nelinearni.

-°;/P3

R /dr/ Po

(a) z (b)

Obr. 6.8. Kontakt dvou kouli. a — geometrie, b —rozlozeni kontaktnich napéti:
obrazek nad vodorovnou osou: napéti v kontaktni plosce, obrazek pod osou:
napéti pod povrchem v ose kontaktu. Podle [7].

RozloZeni tlaku v kontaktni ploSce je parabolické (hofejsi ¢ast obrazku 6.8b),
s maximalni hodnotou p, uprostied [6 — 9]:
2
po=3_P _1,OPE" | (6.8)
2 7za2 T R 2
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kde ekvivalentni kiivost 1/R, styku téles (pievracena hodnota poloméru kiivosti) je
rovna souctu jejich kiivosti:

LR S (6.9)

=— +
R, R R

e

R; a R, jsou poloméry kiivosti obou povrchil v misté kontaktu. R; dosazujeme jako
kladné, jedna-li se o vypoukly povrch, a jako zaporné u vydutého povrchu. U télesa
s rovnym povrchem dosazujeme za kiivost 1/R; nulu. E. je ekvivalentni modul
pruznosti obou materialt, ktery se vypocita ze vztahu

I by R Sy (6.10)

V tomto piipadé¢ se secitaly pievracené hodnoty moduld, tj. poddajnosti, podobné
jako u dvou pruzin v sérii. Poissonova ¢isla g, 14 jsou tady proto, Ze jsou spolu
vazany deformace v navzajem kolmych smérech.

Stfedy obou téles se sblizi o hodnotu

N L G Y 6.11)

16RE,’

C je konstanta, vyjadfujici kontaktni poddajnost. Vztah (6.11) je nelinedrni, takze
nelze pouzivat princip superpozice; vzdy je nutno ulohu feSit pro konkrétni
vysledné zatizeni.

Polomér kontaktni plosky je

2 =3 1];Re . (6.12)

Rozlozeni kontaktnich napéti je znazornéno na obr. 6.8b. V okraji kontaktni plosky
na povrchu pisobi tahové radialni napéti, tj. kolmé k jejimu okraji,

1-2u (6.13)

Gr,max = 3 Do

V oblasti kontaktu phsobi i smykové napéti. Na ose v hloubce /2 nabyva
maximalni hodnoty; pro x#= 0,3 to je

71



Jaroslav Mencik: Aplikovand mechanika materidld

e ~ 0.31 py . (6.14)

Podobné rysy ma napjatost i pfi jinych tvarech dotykajicich se povrchil. Vztahy
podobného typu pro kontaktni tlak, napéti a deformace lze pouzivat i pfi styku
valct nebo dalSich téles, a nemusi se jednat o télesa celd, naptiklad koule. Staci,
kdyz povrchy v okoli kontaktu aproximujeme ¢asti kulové nebo valcové plochy,

pulelipsoidii; ptislusné vztahy lze najit napft. v [6, 8, 9].

Vysoka napéti v misté kontaktu mohou vést k poruseni. Jestlize v kiehkém
materialu dosahne tahové radialni napéti na okraji kontaktni plosky meze pevnosti,
vznikne zde mala prstencovitd trhlina. Jak stoupd tlak na kontaktni plosku, je
material pod ni tlaen ve sméru sily P a okolni material tomu brani. Mezi
materidlem vné kontaktu a uvniti kontaktu (tj. pod zatézujici silou) tak ptsobi
smykova napéti, a to i na okraji trhliny, ktera se postupné rozsiti do tvaru kuzelové
plochy (obr. 6.9; odpovidajici tahové napéti, které trhlinu rozevira, svird s osou v
kazdém bodé uhel 45°). Naopak v pripad¢é tvarné latky zacne material nejprve
plasticky téci pod povrchem na ose, a to v hloubce @/2, jakmile zde maximalni
smykové napéti dosahne hodnoty ov/2. Zplastizovana oblast se postupné zvétSuje a
pti n€kolikanasobné vy$$im zatizeni pronikne az k povrchu [7].

Obr. 6.9. Vznik kuzelové trhliny
pri koncentrovaném kontaktu
(tzv. Hertzitv kuzelovy lom).

Pod povrchem houzevnatého materialu se také mize vytvofit inavova trhlina pfi
opakovaném kontaktu, napiiklad u valivych kovovych lozisek. Takovato trhlina
postupné roste, az po urCité dob& vyjde na povrch, a dojde zde k odloupnuti malé
castice materialu. Tato postupna degradace povrchu se oznacuje jako pitting.
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7. Odezva pri stridavém zatézovani - unava

U kovovych soucasti zatézovanych cyklicky nebo periodicky dochazi nekdy po
ur¢ité dobé k poruseni unavou. Tento jev se zacal projevovat ve veétsi miie
s rozvojem parnich stroji, Zeleznic a dal$i dopravni techniky, ale i riznych stroji
s rotujicimi soucastmi; vyskytuje se téz u stavebnich a dalSich konstrukci. Na obr.
7.1 je schematicky znazornéna zavislost mezi amplitudou napéti a poctem cykltu do
poruchy, tzv. Wohlerova nebo S—N kiivka. S klesajici amplitudou o, pocet cykll
do lomu roste; je-li o, niZ$i nez tzv. mez Gnavy o, (endurance limit na obr. 7.1),
napiiklad u hlinikovych slitin mez Unavy ani neexistuje. Roli také hraje
charakteristické zatizeni.

S-N Curve

:  Endurance limit

¢ Aluminium

Stress (ksi)
5k 8 ®
1

L
10 10 10
Number of cycles

Obr. 7.1. Wéhlerova kiivka [1]. Stress — napeti; 1 ksi = 6,89 MPa.

PoruSeni tnavou ma obecné Ctyfi etapy: 1) Zména mechanickych vlastnosti, 2)
vznik trhliny, 3) Pomaly rust trhliny az do dosaZeni kritické velikosti, a 4) Rychla
faze lomu. Zde si v§imneme zmény vlastnosti; rdst trhlin je probiran v kapitole 8.

7.1 Zména mechanickych vlastnosti

Jiz pti velmi nizkych napétich (fadové MPa) dochazi v materidlu k pohybu
dislokaci; na diagramu tahové zkousky to ale jesté neni ani znat. Pfi stfidavém
zatézovani se tvori nové dislokace, nékteré se navzajem blokuji, a nékteré naopak
mizi. Navenek se to projevuje postupnou zménou vlastnosti (Obr. 7.2); hovotfime o
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1. cyklus:

n-ty cyklus
zmékdeni
zpevnéni

~/ g » konst

Obr. 7.2. Priklady cyklického zmékcovani a zpeviiovani [2].

tzv. cyklickém zpeviiovani nebo zmékcovani. Prvni pfipad nastdva naptiklad u
oceli zihanych, s malym poc¢tem dislokaci, kdy se tvofi nové; zmékcovani naopak
nastava u oceli o vysoké pevnosti. Po nekolika desitkdch az stech zatéZovacich
cykli se jiz vlastnosti neméni; hysterezni smycka je saturovana. Spojenim krajnich
hodnot téchto smycek pro rizné rozkmity napéti nebo deformace dostaneme tzv.
cyklickou deformacni kiivku (obr. 7.3). Ta se obvykle popisuje vztahem

o o 1/n
Eq= Eqol Y Eap = bj’ + ( K“j ; (7.1)

K’ an’ jsou konstanty, které se zjist'uji experimentalné.

4

saturovang yklicka
hysterezni . 4
s?nygky deformaéni

Obr. 7.3. Cyklicka deformacni kiivka [2].

7.2 Vznik a rist anavovych trhlin

Unavovy lom zpravidla vyjde z n&jakého koncentratoru napéti. Ale i bez n&j mize
pfi stfidavém zatéZovani dojit k nukleaci inavové trhliny v kovovém materialu, je-
li amplituda napéti vyssi nez jeho mez unavy [2 — 8]. U polykrystalickych kovl
dochazi k mikroplastickym deformacim a pokluziim v $ikmych rovinach, kde ptisobi
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nejvyssi smykové napéti. Nejsnaze to probiha v povrchové vrstve, protoze zde je
jejich sklouzédvani omezovano méné nez uvniti télesa (obr. 7.4). Pii opakovaném
zatézovani tu vznikaji dislokace a méni se reliéf povrchu. Dislokace se postupné
hromadi, ¢imz se naruSuje souvislost materidlu, az od urcitého okamziku se toto
misto jevi jako mala trhlina. Ta nejprve roste ve sméru nejvétsiho smykového napéti,

a b C

Obr. 7.4. Vznik a rist unavové trhliny. a — pokluzy v povrchové vrstvé ucinkem
smykovych napéti, b — vznik unavové trhliny ve sméru maximalniho smykového
napeéti, ¢ —pootaceni trhliny do smeru kolmého k nejvyssimu tahovému napéti.

napi. pod uhlem 45° k ose tyCe zatizené osovou silou. (Podobné vznikd inavova
trhlina i na povrchu jakéhokoliv vrubu.) Po chvili ale za¢ne pfevazovat vliv
makronapéti a tinavova trhlina se postupné staci do sméru kolmého k nejvyssimu
tahovému napéti (obr. 7.4c). OvSem takovato trhlina maze dale rist pouze tehdy,
jestlize alespon po ¢ast zatéZzovaciho cyklu pusobi v jeji rovin€ tahové napéti.
Naopak, dostane-li se do oblasti tlakového napéti, miize se zastavit. Toho se
vyuziva pro zvySovani unavové odolnosti, jak bylo ukazano v kapitole 4.8.

7.3 Doba do poruseni iinavou

Pfi relativné nizkych napétich (a velmi vysokych poétech cykli do poruseni)
hovoiime o vysokocyklové tinavé. Ta je dobfe charakterizovana prostiednictvim
amplitudy napéti. Existuje fada vyrazl pro zavislost poctu cyklli do poruchy Ny viz
napt. [2 — 8]. Nejjednodussi je Wohlerova kiivka (Obr. 7.1):

Ne=Ado™, (7.2)

kde A, m jsou konstanty, zjiStované meéfenim, a o, je amplituda napéti. Ve
zlogaritmovaném tvaru této funkci odpovida pifimka (log Ny = log 4 — m log o).
Pii vyssich amplitudach a nizSich poctech cykll jiz rovnice (7.2) neni dostatecné
presna. Proto napiiklad v normé [9] pro kovové konstrukce se pouziva lomena
pfimka (obr. 7.5). Souvisi to mj. s tim, Ze doba do poruchy tinavou ma dvé hlavni
etapy: doba do vzniku trhliny, a doba pomalého rustu trhliny, a pro kazdou plati
jiny exponent. Pii jesté vyssich zatizenich jiz Hooketliv zdkon piesné neplati, a pro
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1000

Mez dnavy

L’fnﬁﬁ.fu‘il‘ﬁ{, Obr. 7.5. Unavové kiivky pro ocelové
dily podle normy CSN 731401 [9].

Prahovy Exponent nizkocyklové unavy m = 3,

‘napstiam.  exponent unavy vysokocyklové m = 5.

Kategorie (Cislo) detailu — viz normu.

Kategorie )

detailu Ace

T

10 4 r—rr ettt
10 5 10°% 51082 5497 5 10%

N

Ne Ny N

&

stanoveni doby do poruchy je vhodnéj$i amplituda nebo rozkmit pfetvoreni.
Hovotime zde o nizkocyklové unavé Pro vysokocyklovou i nizkocyklovou tinavu
je pak mozno pouzit univerzalni inavovou kiivku (obr. 7.6):

Gf'

£, = ?(21\7)” +&,(2N) - (7.3)

a

Ma dvé asymptoty, které odpovidaji elastické a plastické slozce deformace ve
vztahu (7.1). Prvni slozka, pfevladajici u vysokocyklové tnavy, je vlastné
Wohlerova kiivka (7.2), vydélend modulem pruznosti. Druha slozka, tzv.
Mansonova-Coffinova, vyjadiuje zavislost poctu cyklt do poruchy na plastické
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Obr. 7.6. Univerzalni kiivka pro nizko- a vysokocyklovou unavu [2].
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slozce amplitudy (&,,). Tomu odpovidaji i ndzvy jednotlivych konstant: o;” je tzv.
souCinitel unavové pevnosti, b je exponent unavové pevnosti, & je souCinitel
unavoveé taznosti, a ¢ je exponent unavové taznosti. Jejich hodnoty byvaji uvedeny
v materidlovych listech. Vlevo od pruseciku obou asymptot hovoiime o Unavé
nizkocyklové, vpravo o tnavé vysokocyklové.

Pozndmka. Vyraz 2N v rovnici (7.3) vyjadiuje pocet ptlcyklid. U nepravidelného,
¢i nahodného zatézovani jsou pllcykly vhodnéjsi, podobné jako rozkmit napéti Ao
misto amplitudy (4o = 2a,), ktery se ze zaznamu o(¢) zjistuje snadno jako rozdil
mezi lokdlnim maximem a minimem.

7.4 Cinitele ovliviiujici inavovou Zivotnost

Kromé amplitudy nebo rozkmitu hraje roli stfedni hodnota napéti v zatéZzovacim
cyklu, dale drsnost povrchu, velikost soucasti a pfitomnost vrubt. Vliv stfedni
hodnoty napéti je znazornén mezni ¢arou v Haighoveé diagramu (Obr. 7.7, tlusté);
pouziva se i Smithiv diagram; viz napt. [2 — 6]. Tahové napéti mez tinavy snizuje,
tlakové ji zvySuje. Neptiznivy vliv tahového napéti je pochopitelny, uvédomime-li
si, ze ¢ast unavového procesu probihd jako pomaly rust trhliny, a Ze tahové napéti
trhlinu rozevira. Naopak tlakové napéti trhlinu brzdi a dokonce ji miZe zastavit;
pfipomenime zvySovani unavové odolnosti kulickovanim povrchu. Stopy opracovani,

a,

Obr. 7.7. Haighuv diagram. o, — amplituda, oy, — stiedni hodnota
napeéti v zatézovacim cyklu, oy — mez kluzu, + tah, — tlak. Je-li
pracovni bod (o, 0,) pod mezni carou, k poruseni nedojde.

ale 1 jakékoliv jiné nerovnosti povrchu pusobi jako menSi nebo vétSi vruby.
Velikost soucasti se projevuje dvéma zplsoby. Veétsi soucast ma veétsi povrch,
takze je zde vétsi pravdépodobnost vyskytu néjaké vétsi vady, ktera se muze stat
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zarodkem unavové trhliny. U vétSich soucasti namahanych ohybem nebo krutem je
gradient napéti od povrchu do stfedu mensi, takze je vétsi i tloustka vrstvy
s vy$8im napétim, kde by se mohla uplatnit né&jaka vada. Vliv vrubu je
charakterizovan prostfednictvim tzv. vrubového Cinitele [, ktery se pocita ze
sou¢initele koncentrace napéti «. Nejjednodussi vztah pro mez tdnavy o
konkrétniho mista je

L VA (7.4)

kde o je zékladni mez unavy materidlu, 7, je souCinitel jakosti povrchu a vje
koeficient zohlednujici velikost soucasti [2 — 6 ]. Podobnym zplsobem se snizuje i
Casovana pevnost, odpovidajici uréitému poctu cykll, které ma soucast vydrzet.
Existuje i fada dalSich postupl pro vypocet meze Unavy soucasti, resp. konkrétniho
mista; viz napf. [4 — 8].

Urcity problém u ocelovych konstrukei predstavuji zbytkova napéti po svafovani.
U velkych konstrukei je nelze odstranit zihdnim. Norma pro posuzovani ocelovych
konstrukci [9] proto uziva jiny pfistup. Pro rizné konstrukéni detaily uvadi
unavoveé ktivky (obr. 7.5), které¢ byly ziskany méfenim na vzorcich zhotovenych
podobnym zplsobem, a obsahuji tedy i zminéna zbytkova napéti.

7.5 Kumulace poskozeni

Unavové kiivky vyjadiuji vztah mezi charakteristickym zatizenim a poétem cyklt
do poruchy pfi stale stejném zplsobu zatézovani. Ve skutenosti se Casto
v priabéhu provozu méni amplituda napéti. Posuzovani na ¢asovanou pevnost neni
nutné, je-li 1 nejvetsi amplituda mensi nez mez unavy. Je-li vetsi, je nutno pro
konkrétni zatézovaci rezim stanovit pocet cyklt do poruchy, anebo naopak soucast
dimenzovat tak, aby vydrzela pozadovany pocet cykli. V tomto pifipadé se uziva
vhodna hypotéza kumulace poSkozeni. Nejjednodussi je tzv. Palmgrenova-
Minerova hypotéza linearni kumulace poSkozeni, ktera predpoklada, ze kazdy
zatézovaci cyklus odcerpa urcitou Cast zivota soucasti. Pfi posuzovani se uziva
takzvané poSkozeni D (presnéji relativni poSkozeni), definované jako pomér
prodélanych N cyklt k poctu cyklli N¢ pfi stejném zplisobu zatézovani, ktery by
znamenal poruchu: D = N/N;. Vysledné poSkozeni pii sloZitém zptisobu zatéZovani
se pocita jako soucet poskozeni od jednotlivych zplisobli zatéZovani:
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D:ZNJ-/NM : (7.5)
J

Poruseni lze ocekavat, jestlize D = 1. Zname-li naptiklad poskozeni D; vyvolané
behem jedné pracovni smény, potom soucast by méla vydrzet Ny = 1/D; smén.
Nesmime ale zapomenout na to, Ze pocet cykli do tnavové poruchy zpravidla
znacné¢ kolisa, takze poruSeni mtize nastat i pii hodnotach D liSicich se od 1.

Unava materialtl je pfi¢inou velmi zavaznych poruch, a bylo vypracovano hodné
postupll pro jeji posuzovani, mj. pti ndhodném zatéZzovani, a existuji i rtuzné
pocitacové programy. K dal§imu studiu lze doporucit naptiklad [4 — 8, 10 — 13].
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8. Zaklady lomové mechaniky

8.1 Situace v télesech s trhlinami, zidklady lomové mechaniky

Obrazek 8.1 ukazuje trhliny v asfaltovém chodniku, vybihajici z rohti kovového
uzavéru kanalizace. Tento uzdvér brani volnym dilatacim asfaltu pfi dennich
zménach teploty. V asfaltu tak vznikaji napéti, nejvyssi u rohll uzavéru. Pii ohievu
se asfalt chtél roztahovat. Nemohl, ale protoze byl diky vyssi teploté mekci,
vznikajici tlakova teplotni napéti v ném zrelaxovala. Pfi klesani teploty vznikaji
naopak napéti tahova diky snaze asfaltu smrStovat se. V chladném zkiehlém
asfaltu pak tato napéti vyvolala vznik trhlin. Jejich vrcholy ptsobily navic jako
silné koncentratory napéti, takze pii periodickych zménach teploty tyto trhliny dale
pomalu rostly, i kdyz jiz byly od rohti uzavéru daleko.

Obr. 8.1. Trhliny v asfaltovém chodniku
u rohit kovového krytu, vzniklé ucinkem
teplotnich napéti.

U téles, kde se vyskytuje jedna nebo vice trhlin, je situace z hlediska poruseni horsi
nez v pripad¢ vrubl, popsanych v piedchozi kapitole. Muze jit o trhliny vzniklé
béhem vyroby nebo béhem provozu, napiiklad v disledku unavy pii opakovaném
namahani. U télesa s trhlinou dojde snaze ke kiehkému lomu, zejména pfi razovém
zatizeni. Trhlina pfedstavuje diky ostrému kofeni velmi silny koncentrator napéti,
ktery vyrazné omezuje plastické deformovani, a tedy i pohlcovani energie
v ptislusné oblasti. Podle teoretické analyzy plati pro napéti pred vrcholem ostré
trhliny v pruzném télese

81



Jaroslav Mencik: Aplikovand mechanika materidlt

o) =0, C \F : (8.1)
r

Onom j€ jmenovité napéti, C je konstanta, a je délka nebo jiny charakteristicky
rozmér trhliny a 7 je vzdalenost pied kotenem trhliny (obr. 8.2).

Y

d,
6 |\
by

Re . d,
é PN : S~
R ~
RS
2c o
2rp

Obr. 8.2. RozloZeni napéti a plasticka zona pred vrcholem trhliny. o, — napéti
kolmé k roviné trhliny, o,” — pribéh napéti korigovany na pritomnost plastické
zony o poloméru r, (vySrafovano), 2c — délka trhliny, Re — mez kluzu materidlu.

Toto teSeni ale dava v kofeni trhliny (» —0) nekonecné vysoké napéti, coz neni
mozné. Tento rozpor puasobil pii zkoumani podminek lomu zpocatku velké
problémy. Pozd¢ji byly navrzeny dva piistupy, které tento problém piekonaly [1 —
4]. Prvni znich, formulovany Irwinem a Orowanem, pracuje s pojmem faktor
intenzity napéti K. Ten charakterizuje souhrnné vliv jmenovitého napéti a
velikosti trhliny podle vztahu

K =0, Y.a ; (8.2)

1 nom

Y je geometricky Cinitel, ktery zahrmuje vliv tvaru a polohy trhliny, jeji relativni
velikost vzhledem k velikosti prifezu v daném misté a charakter rozloZzeni napéti
(tah, ohyb apod.). Rozmér je Pa.m'"? popt. MPa.m". (Pozor pfi pfechodu z m na
mm; V1000 = 31,6!) Index i u faktoru intenzity nap&ti (I, Il nebo III) oznatuje
zpusob rozevirani trhliny (obr. 8.3). VSimnéme si, Ze vztah (8.2) je podobny vztahu
(8.1) pro napéti v jednotkové vzdalenosti pied vrcholem trhliny, tj. pro » = 1.

Trhlina zac¢ne rychle rtst, dosahne-li faktor intenzity napéti kritické hodnoty, tj.

K>Ke. (8.3)
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% Obr. 8.3. Zdkladni zpuisoby rozevirani trhliny.

Nejdulezitéjsi je prosté rozevirani trhliny (zpiisob I). Odpovidajici kriticka hodnota
pro tento piipad se oznaCuje Kic a nazyva se lomova houZevnatost. Ta se méfi na
standardnich vzorcich. Vhodny vzorek s trhlinou, pro ktery je znama zavislost mezi
délkou trhliny a, zatézujici silou £ a hodnotou faktoru intenzity napéti, K; = f (F, a),
se zatézuje plynule rostouci silou az do okamziku, kdy trhlina za¢ne rychle rust.
Pro odpovidajici zatizeni a délku trhliny se stanovi pfislusnd hodnota Kj, ktera
vlastn¢ predstavuje lomovou houZevnatost Kjc. To, jestli mizeme u jiného télesa s
trhlinou oc¢ekavat rychly lom, zjistime, jestlize hodnotu faktoru intenzity napéti K;
pro toto téleso s konkrétni trhlinou a zatizenim porovname s lomovou
houZevnatosti Kjc pro stejny material. Timto zplisobem se obesla nutnost znat
presné skute¢nou velikost nejvyssiho napéti v koteni trhliny.

Vzorce nebo grafy pro stanoveni faktoru intenzity napéti lze najit v rznych
priruckach nebo atlasech [5, 6, 3], poptipadé ziskat pomoci vhodného pocitacového
modelu. Na obr. 8.4 je ukdzka pro dva ptipady. Ptiklad vzorku pro méteni lomové
houZevnatosti je na obr. 8.5.

Soucast s trhlinou se porusi, jestlize faktor intenzity napé€ti v uritém misté dosahne
kritické hodnoty (a nedojde-li v¢as k jeho poklesu pod Kic). Ze vztaht (8.2) a (8.3)
vyplyva, Ze u soucasti s trhlinou dojde k poruSeni, jestlize jmenovité napéti
dosahne kritické hodnoty

> _Ke | (8.4)
Y lCr

cr

Naopak je mozno pro urcité jmenovité (pracovni) napéti on.m stanovit kritickou
délku trhliny,

2
Icrz( KC j’ (8.5)

YG}’I om
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b A

K[:O' Ta pro 2a <<h

—22 K, =o~Nm(1-0lg+q¢%)

q =2a/h pro g < 0,6 neptesahuje chyba 1%
h
REERKY;
b b he
K,=0\ra pro a <<h
la
= K, =o~a(1,99-0,41g +18,7¢* —38,48¢" +53,85¢")
h q=ah pro g < 0,6 nepfesahuje chyba 0.5%
BB ERL
Obr. 8.4. Faktor intenzity napéti pro desku s trhlinou uprostred a na okraji [3 - 6].
F)
Obr. 8.5. Vzorek CT (Compact Tension) pro
méreni lomové houzevnatosti. Blize viz [3].
¢d
t| —— L Fa'?
\ o) K, = (29,6 —185,5¢q +655,7¢*> —1017¢° + 63894™)
a bh
C h g=a/h
Y

a ovefit nebo zajistit, Ze se ve vyrobku mohou vyskytnout nanejvys trhliny mensi
nez .. ProtoZe tvarovy Cinitel Y delSich trhlin zavisi také na jejich velikosti, je
nékdy nutno najit kritickou délku iteracnim postupem.

Druhy pfistup k posuzovani chovani télesa s trhlinou, ktery navrhl A. A. Griffith,
vychazi z energetickych principii. V zatizeném télese s trhlinou je akumulovana
energie pruznych napéti. Dochazi-li k ristu trhliny, tato energie se uvoliiuje. Na
druhou stranu, rast trhliny vyzaduje energii, jez se spotfebovava zejména na
plastické deformovani materialu v oblasti vysokych napéti pted kofenem trhliny.
Situace je znazornéna na obr. 8.6. Energie, spotfebovavand na vznik novych
lomovych ploch, roste pfimo umérné s délkou trhliny. Uvolfiovana energie roste
umeérné se Ctvercem této délky; miizeme si zjednodusen¢ predstavit, Zze vznikem
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Obr. 8.6. Deska s trhlinou - energeticka bilance [1].
U — energie pruznych napéti uvoliiovana ristem trhliny,
W, — energie spotiebovdvana riistem, a. — kriticka deélka

trhliny se uvolni energie napjatosti z kruhové oblasti o stejném primeru, jako ma
trhlina (U o 7”). Zpo&atku proto pievazuje energie spotiebovavana na rist trhliny,
ale od urcitého okamziku za¢ne naopak pievladat energie timto ristem uvoliiovana,
a lomovy proces se stava nestabilnim. Pro popis tohoto procesu byla zavedena tzv.
rychlost uvoliiovani energie G jako energie uvolnéna pfi zvétSeni plochy trhliny o
jednotku plochy (J/m®), a mérna lomova energie I", vyjadiujici, kolik energie je
zapotfebi na vytvoreni lomové plochy jednotkové velikosti (J/m?). Podminka
rychlého Sifeni trhliny je
Gz2TI, resp. G2Gc, (8.6)

kde G¢ znamena kritickou hodnotu rychlosti uvoliiovéni energie.

Oba pristupy jsou pii posuzovani poruseni s kiehkym charakterem lomu
ekvivalentni. Naptiklad pro prosté rozevirani trhliny plati

G, =K’ /[EI1 - 1) . (8.7)
Pro jiné zplsoby rozevirani trhliny jsou vztahy podobné. V tabulce 8.1 jsou

uvedeny hodnoty lomové houzevnatosti a mérné lomové energie pro nékteré
materialy. Poznamka. Pro vyrazné tvarné materialy se uzivaji jiné pfistupy [1].

Pfi posuzovani moznosti poruseni vychazime obvykle z faktoru intenzity napéti. Je
vSak uzite¢né pohlizet na proces poruSeni vzdycky i z energetického hlediska.
Naptiklad pfi razu je do té€lesa dodano urcité mnozstvi energie. A jenom tehdy, je-1i
toto mnozstvi vétsi nez hodnota 7"x §, kde /"je mérnad lomova energie a S je plocha
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zbyvajici Casti prafezu v misté s trhlinou, miizeme ocekavat uplny lom. Podobnym
zpusobem lze také predpovedét, o kolik se ucinkem ndrazu zvétsi existujici trhlina
a k jaké degradaci pevnosti télesa ptitom dojde.

Tabulka 8.1. Lomovad houzevnatost Kic a mérna lomova energie I ¢ nékterych
materialii [3, 4]. r.b. — reaction bonded, h.p. — hot pressed (Zarové lisované)

Material Kic (MPa.m"?) I (J/m?)
ocel 30 - 140 4000 — 85000
Seda litina 10-25 860 — 5400
keramika r.b. 1.5-3,5 2-50
keramika h.p. 2,5-5,0 12 -80
sklokeramika 1,8—4,5 30-210
sklo 0,6 -1,0 6-10
epox. pryskytice 0,5-—2,0 50-200

Pro zjistovani lomové houzevnatosti béznych materialti existuji normy. V nich jsou
zpravidla pfedepsany rozméry vzorkll. U kovovych materidlli je velmi dulezita
naptiklad tloustka vzorku. To souvisi s tvarnosti kovil. V blizkosti vrcholu trhliny
dochazi u¢inkem vysokych napéti k plastickému teCeni. Hranici mezi elasticky a
plasticky deformovanou oblasti 1ze stanovit s uzitim hypotézy hustoty energie na
zménu tvaru, nebo podle hypotézy maximalniho smykového napéti [1]. Oba
zpusoby davaji podobné vysledky. Obrazek 8.7 ukazuje tvar plastické zony pred
vrcholem trhliny v desce. Na bo¢nim povrchu je napjatost rovinna; napéti ptisobi
pouze v roviné povrchu, ktery je bez jakychkoliv sil plsobicich k nému kolmo.
U tenké povrchové vrstvy mize proto dochédzet i ke zméné jeji tloustky, kdezto
uvniti vzorku se jedna o stav rovinné deformace, kde se tloustka nemiize zménit, a
pusobi zde proto i tahové napéti rovnobézné s Celni frontou trhliny, tj. kolmé
k rovin¢ desky. Vidime, Ze zplastizovana oblast na bocich vzorku, kde diky
uvnitf v mistech vzdalenych od povrchu. Vétsi zde tedy bude i spotieba energie pii
rustu trhliny. Proto u vzorku tenkého, kde pievladajici ¢ast tloustky je ve stavu
rovinné napjatosti, se pfi lomu spotiebovava vice energie nez u vzorku tlustého,
kde u kofene trhliny pfevlada stav rovinné deformace, s men$im rozmérem
plastické zony. Tenky vzorek se tedy za¢ne rychle trhat pfi vy$Sim jmenovitém
napéti, nez tlusty. Vzorek pro méteni lomové houzevnatosti by proto mél mit
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Obr. 8.7. Plasticka zona pred vrcholem trhliny. Na povrchu je rovinnd
napjatost, mensi zona uvniti- odpovida stavu rovinné deformace [11].

alespon uréitou minimalni tloustku, zajist'ujici, Ze v oblasti trhliny bude pievladat
rovinna deformace, davajici nizsi, tj. konzervativni hodnotu lomové houzevnatosti.
Odpovidajici tloustky jsou uvedeny napiiklad v normach pro kovové konstrukce
[7]. Kdyby se pti navrhu soucasti s vétsi tloustkou vychazelo z (vyssi) lomové
houzevnatosti naméfené na vzorcich tenkych, soucast by mohla ,necekane*
prasknout diive. U soucasti s tenkymi sténami lze zjistit kritickou hodnotu faktoru
intenzity napéti vhodnym testem nebo vypoctem metodou konecénych prvki za
predpokladu elasticko-plastického materialu.

Vsimnéme si nyni je$té jednoho zajimavého rysu rozlozeni napéti pred trhlinou.
Pozornost je zpravidla zamétena na napéti ptisobici kolmo k roving trhliny. Toto
napéti siln€ narGsta s klesajici vzdalenosti od vrcholu trhliny, a tam, kde dosahne
meze kluzu, zacne material plasticky téci (obr. 8.2, obr. 8.7). Tim se omezi rist
napéti, kterd by pii pouziti Cist¢ elastické teorie a Hookeova zakona méla nartstat
ve vrcholu az do nekonecna. (Ve skutecnosti budou omezena plastickym tecenim
Kromé napéti kolmého k roviné trhliny existuje v urcité malé vzdalenosti pred
jejim kofenem i mala oblast, kde plisobi tahové napéti ve sméru jejiho Sifeni (obr.
8.8). Cook a Gordon [8, 9] ukézali, Ze za urcitych podminek miiZze toto napéti byt
vyuzito k zastavovani hlavni trhliny, nakreslené na obrazku vodorovné. Staci, aby
pfed ni byla nizsi pevnost materidlu ve sméru S§ifeni trhliny. Tento Cookuv-
Gordonlv mechanismus se n¢kdy vyuziva ke zvySovani odolnosti viic¢i ristu trhlin
v kompozitnich materialech. Rostouci trhlina mize odbocit, jakmile dorazi na malo
pevné rozhrani s jinou fazi. Takto mlize naptiklad odbocovat a mnohonasobné se
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Obr. 8.8. Pole napeti pred eliptickou trhlinou [8, 9]. a — napéti pisobici kolmo

k roviné trhliny, b — napéti ve sméru trhliny. Vsimnéte si v pripadé b oblasti
pomérne vysokého tahového napéti v malé vzdalenosti pred trhlinou.

vétvit trhlina, $ifici se v polymerni matrici kolmo k vyztuznym vlaknim; nékdy to
muizeme vidét i na lomu mladsi vétve stromu nebo kefe. Tim se vyrazné zvySuje
pohlcovani energie v misté lomu. Podobnym zpisobem, odklonénim na rozhrani,
lze také zabranit, aby trhlina v ochranném povlaku nebo vrstvé zacala pronikat do
masivni soucasti (viz téz kapitolu 10). Cenou za to pak ale n€kdy je nasledujici
postupna delaminace této vrstvy a degradace obnazeného povrchu soucasti,
vystaven¢ho Skodlivému ptisobeni okolniho prostiedi.

8.2 Rust unavovych trhlin

Vznik tnavovych trhlin v kovovych materidlech pii stfidavém zatézovani byl
popsan v predchozi kapitole. Nyni si vSimneme jejich riistu. Rychlost pomalého
Siteni Gnavovych trhlin pfi stfidavém nebo periodickém zatéZovani zavisi na
rozkmitu faktoru intenzity napéti

AK = Kipax — Kinin (8.8)

kde Kiax @ Kiin je maximalni a minimalni hodnota K-faktoru v zatézovacim cyklu.
Roli hraje i stfedni hodnota napéti. Zavislost rychlosti na AK je schematicky
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znazornéna na obr. 8.9a. Trhlina zacina rist, jestlize rozkmit AK ptekroci urcitou
prahovou hodnotu 4Ky, daného materialu (oblast I). S rostoucim rozkmitem jeji
rychlost stoupa a nakonec pfej de do rychlé faze (oblast III). Pro pfedpovida'mi doby

trhliny Casto aproximuje vyrazem
v = da/dN = AAK" ; (8.9)

da/dN je ptirtstek délky trhliny na jeden zatézovaci cyklus, a 4, n jsou konstanty
pro dany material. (V logaritmickych soufadnicich na obr. 8.10a vypada mocninna
funkce (8.9) jako pfimka.) Pfihlédneme-li, jak je definovan faktor intenzity napéti,
dostaneme ze vztahu (8.9) po tadé uprav pocet cykli N pro zvétSeni trhliny
z pocatecni délky a; do délky a pti zatézovani stiidavym napétim o rozkmitu Ao:

N = r . (8.10)
IAAK, jA(Aa) ny"a"?

a

Dosadime-li za horni mez a délku trhliny a., odpovidajici okamziku, kdy
maximalni hodnota faktoru intenzity napéti v zat€Zzovacim cyklu dosadhne kritické
hodnoty Kic, viz . ve vztahu (8.5), dostaneme pocet cyklt do lomu.

Pozndmka. v§Simnéme si, Ze nepfima mocninna imeérnost mezi rozkmitem napéti a
poctem cyklt do lomu (N oc Ao ") je podobna, jako u Wohlerovy kiivky.

da /dN | |
R=08 y Ml |
(mm/c) 04 ( ot !
107} 0 mm/sl] A
|
107} 1074 |
L | |
10'5_ 10-l' r :
| |
107 J . 107° |
1 10 100 Kece Ke
aK, (MPaim)
a. b.

Obr. 8.9. Rychlost ristu unavovych trhlin v zavislosti na faktoru intenzity napéti:
a — v houzevnatych materidalech, b — v kirehkych materialech (schematicky).
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Skutecnost, ze unavova trhlina neroste, je-li rozkmit K-faktoru mensi nez prahova
hodnota AKy, ma velky prakticky duasledek: rtst existujici trhliny v soucasti
muizeme zastavit, snizime-li zatizeni tak, aby AK kleslo pod AKj,.

V keramickych materidlech byvaji trhliny a podobné vady malych rozméra
pfitomny jiz z vyroby. Tyto trhliny nékdy rostou velmi pomalu i pfi konstantnim
napéti, a to korozi napjatého materialu v kofeni trhliny okolnim prostfedim (tzv.
stress corrosion cracking); hovoii se pak o statické tinavé. Rychlost trhliny v =
da/dt zavisi v tomto piipadé piimo na faktoru intenzity napéti. Prabéh v(K) je
znazornén schematicky na obr. 8.9b. Trhlina za¢ne velmi pomalu rist, je-li hodnota
faktoru intenzity napéti vyssi nez prahova hodnota K. S rostoucim K se jeji rtst
zrychluje, a pro K; = K¢ pfechazi do velmi rychlé faze.

Usek I (s vyjimkou oblasti blizko K.) se ¢asto aproximuje mocninnou funkci
v = da/dt =AK" ; (8.11)

konstanty 4" a n” (jiné nez A, n v rovnici 8.9) se zjistuji experimentalné pro dany
material a okolni prostfedi. Podobné¢ jako v pfedchozim ptipadé dostaneme dobu
pro zvétseni trhliny z pocatecni délky «; do a:

[ =

‘fl da T da (8.12)
4K no Aro_n’Yn’an'/Z ’
1 a,

al
a popiipadé dobu do lomu odpovidajici dosazeni kritické délky trhliny a.,.

wrw

8.3 ZvySovani odolnosti proti Sifeni trhlin

Obecné cesty ke zvySovani odolnosti materialii proti §ifeni trhlin jsou znazornény
obr. 8.10. U¢inné je napiiklad zvétSovani spotfeby energie v oblasti trhliny.
Spotiebovavana energie je umérna sou¢inu mémé lomové energie 7~ (J/m’) a
lomové plochy S,

W=TxS. (8.13)

U kiehkych materiali se zvysSeni spotieby energie docili naptiklad prodlouzenim
skute¢né drahy trhliny (a lomové plochy) dispergovanim tvrdych ¢astic v matrici
kompozitniho materidlu (obr. 8.10a). Trhlina je musi obchézet, ¢imz se lomova
draha a plocha zvétSuje. U specialnich druhti keramiky dochazi k rozpraskavani
materialu pred vrcholem trhliny (obr. 8.10b). Tim zde vznikaji Cetné lomové
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plochy, které pohlcuji energii. Zvlastni zpisob je pouZzit u castecné stabilizované
zirkoni€ité keramiky ZrO, (PSZ). Velmi vysoké napéti pied vrcholem trhliny zde
vyvolava fazové transformace. Pii nich vznikd monoklinicka faze, ktera ma vétsi
objem nez puvodni faze tetragondlni. Pfed Sifici se trhlinou se tak neustale
vytvareji oblasti tlakového napéti, které jeji rist brzdi (obr. 8.10c). Dlouhéd pevna
vldkna ve vlaknovych kompozitech (obr. 8.10d) zvySuji pevnost. Naproti tomu u
kompoziti vyztuzenych kratkymi vldkny dochéazi pti lomu k vytahovéni téchto
vlaken z matrice (obr. 8.10¢). K tomu je nutno piekonavat tieci sily mezi vlakny a
matrici a vynakladat odpovidajici praci.

2
A

vvvvv

spotieby energie plastické deformovani v oblasti trhliny. Pro tahové napéti ve
vzdalenosti » pted vrcholem trhliny (obr. 8.2) v pruzném materidlu plati vztah
(8.1). Ve vzdalenosti r, dosdhne napéti mez kluzu oy a materidl tam zacina
plasticky téci. Tuto vzdalenost odhadneme jako takovou, které v (8.1) odpovida
napéti oy. Po upravé dostaneme polomér plastické zony

2

= (O-nomj a- (8.14)
Oy

Plastickd zona bude tim vétsi, ¢im nizsi je mez kluzu materidlu. Chceme-li tedy,

aby se pri lomu pohltilo vice energie, je vhodné&jsi spise niz$i mez kluzu.

Odolnost proti Sifeni unavovych trhlin v kovovych materidlech lze také zvysit
vyvolanim tlakového piedpéti v povrchové vrstvé lokalnim plastickym pietvaienim
napf. kulickovanim nebo valeckovanim, popsanym v kapitole 4.8.
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I 4 (<]
9. Analyza lomu

Obecné znalosti o napjatosti a chovani trhlin jsou velmi uZzitecné pifi analyze
poruch. Ta ma tfi zdroje: vzhled poruseného t€lesa, historie poruchy, a informace o
zatizeni, materidlovych vlastnostech a podminkach provozu. Podrobnéji je o
analyze lomi pohovoieno v knize [1], o analyze poruch obecné pak v [2] a [3 — 6].
Zde uvedeme n¢kolik poznamek.

Pozorovani vzhledu poruseného télesa muze ukézat, odkud lom vysel (obr. 9.1,
9.2), a poptipadé odhalit vnitini pfi¢inu poruchy, naptiklad materidlovou vadu.
Lomova mechanika pak pomaha pii uréeni velikosti napéti a sil pusobicich
v kritickém misté v okamziku lomu. Vzhled lomového povrchu a trajektorie trhliny
informuji o pribéhu lomového procesu, o charakteristickém zpisobu poruseni
(kfehky lom, tnavovy lom apod.) a o druzich puasobicich napéti (naptiklad
smykova napéti vedouci k torznimu lomu, Obr. 9.2¢g). Nekteré detaily jsou viditelné
pouhym okem, jiné vyzaduji elektronovy mikroskop. Vzdy je uzite¢né potidit
fotografickou dokumentaci nebo alespoil podrobny popis porusené¢ho objektu.

Obecné plati, ze v makroméfitku ma trhlina tendenci se §ifit kolmo k nejvyssimu
takovému napéti. OvSem konecné poruSeni jednotlivych zrn v polykrystalickych
tvarnych materialech nastava smykem. V mikroskopickém métitku je proto lomova
plocha tvofena velkym mnozstvim riznych Sikmych ploSek, odpovidajicich smérim

-~

Obr. 9.1. Unavovy lom hiidele. Sipka ukazuje vychodisko poruseni. Z néj
se unavovd trhlina sirila zpocatku velmi pomalu (hladké linie) smérem
k hrubé casti prurezu, typické pro konecnou rychlou etapu lomu.
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Obr. 9.2. Priklady lomovych trajektorii. a - f: trhliny ve sklenenych tabulich
(podle [1]): a - sila piisobici kolmo k tabuli, b - jako a, ale intenzivnéjsi zatizeni,

Q @
®

¢ - vwbuch v mistnosti, d - pristrel, e - lom, zpiisobeny zkroucenim tabule,
f - teplotni napéti, g - lom tyce z krehkého materidlu kroucenim.

nejvysSich smykovych napéti v jednotlivych zrnech. Ur¢itou roli ale hraje i
schopnost konkrétniho materialu odolavat rizné¢ napétim normalovym a
smykovym. Na obr. 9.3 je vzorek relativné kiehké hlinikové slitiny, poruseny pfi
zkouSce tahem. Vidime, Ze pfi pohledu jednim smérem je lomova plocha kolma
k ose tycCe, tedy kolma k nejvys§imu normalovému napéti, a pii pohledu ve druhém
sméru je sklonéna k ose ty¢e pod thlem 45°, coZ je smér maximalniho smykového
napéti v daném pripadé.

Dalsi priklad uc¢inkd teplotnich napéti byl ukazan na obrazku 8.1. Trhliny
v chodniku urohtt kovového uzdvéru vznikly v dasledku zabranéni volnym
dilatacim asfaltu pti dennich zménach teploty.
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Obr. 9.3. Vzorek tahové zkousky hlinikové slitiny. Sitka 11 mm, tloustka 3 mm.

Vychodiskem pro lomovou analyzu je celkovy vzhled lomového obrazce.
Analyzu usnadni nasledujici pravidla:

1) VétSinou existuje pouze jedno ohnisko lomu. Rozumi se tim misto, odkud vyslo
poruseni télesa. Lom vychazi z mista, kde faktor intenzity nap€ti dosahne nejdiive
kritické hodnoty. Z relace K; = o¥Va je mozno pro zndamou velikost vady stanovit
napéti (a tedy i zatizeni) v okamziku lomu,

Kic 9.1)
O = ——— > .
Y~a

anebo naopak ke zndmému napéti o v misté vychodiska lomu vypocitat velikost a
kritické vady:

2
a = (&J . (9.2)
oY

Tento pristup se pouziva pii hledani kritickych vad v keramickych i kovovych
materialech [1] i jinde.

2) Poruseni témét vzdy vyjde z povrchu. Vyjimkou je piipad materidlové vady
uvnitf télesa, anebo nukleace trhliny pod povrchem pii kontaktnim zatizeni.

3) Trhlina ma snahu §ifit se ve sméru kolmém k maximalnimu tahovému napéti.
Vyjimkou je pocatecni kratka Cast unavové trhliny v soucastech z houzevnatych
materialt pii stfidavém zatéZovani, kde se smér Sifeni shoduje se smérem
maximalniho smykového napéti. Pozdéji se ale stdci do sméru kolmého
k tahovému napéti (obr. 7.4).
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4) K vétveni trhliny dochazi v kirethkych materialech, jako je naptiklad sklo, jestlize
faktor intenzity napéti dosahl jisté kritické hodnoty pro vétveni [7]. VSeobecné se
uplatniuje relace mezi rychlosti uvolilovani energie a velikosti lomové plochy.
Naptiklad tvrzené sklo se pfi poruSeni rozpadne na velké mnozstvi drobnych
kousk (Obr. 5.5), tim mensich, ¢im vyss§i bylo vnitini napéti, a tedy i akumulovana
energie. Velkému mnozstvi kouskli odpovida vétsi celkova velikost lomové
plochy, a tedy vétsi celkova spotfebovana energie. V piipadé tnavové trhliny v
kovech zase pii prechodu jejiho Sifeni do rychlé faze dochazi k vyraznému
hrubnuti lomové plochy; to znamena tvorbu plochy s vétsim povrchem.

Zajimavym pifipadem je prostfelend sklenénd tabule (Obr. 9.2d). Na pocatku
dotyku tabule se stielou vznikne na okraji kruhové kontaktni plosky tcinkem
tahovych radidlnich napéti mald prstencovitd trhlina. ProtoZze na centrdlni cést
zatizené oblasti plsobi tlakova sila, a oblast vné naopak vzdoruje jejimu ucinku,
pusobi v kofeni trhliny smykova napéti. Jejich Gc¢inek je podobny, jako kdyby ve
sméru pootoceném o 45° pisobilo tahové napéti (obr. 9.2d). Trhlina proto zacne
rist ve sméru k nému kolmém, tedy pod thlem 45 ° ke sméru pohybu stiely.
Vznika tak zde kuZelova trhlina, rozsifujici se od mista prvniho nérazu (obr. 6.9), a
nasledné z tabule vyleti kousek skla i se stfelou.

Obrazek 9.4 ukazuje prasklou zed. Sikmy smér trhliny svédéi o piitomnosti
smykovych napéti — zfejmeé kvili nizsi tinosnosti zakladt pod levou ¢asti zdi.

Obr. 9.4. Trhlina ve zdi staré budovy.

96



Jaroslav Mencik: Aplikovand mechanika materidld

Analyza konkrétni poruchy vychazi z jejiho ¢asového pribéhu a ze situace pied ni,
a z informaci o historii provozu a podminkéach uziti objektu. Tato ¢ast analyzy se
opira o zaznamy zprovozu (Casovy prubeh tlakt, teplot, dalSich zatizeni
pusobicich na objekt, informace o okolnim prostfedi a persondlu). Zdrojem jsou
zdznamy méficich pfistrojl, provozni deniky a zdznamy z prohlidek.

Casto se provadi pocitatova analyza napéti pusobicich v soudasti a analyza
materidlovych vlastnosti, v¢etné mechanickych zkousek vzorkti odebranych
z kritickych mist (tahové nebo unavové zkousky, zkousky vrubové nebo lomové
houZevnatosti, atd.).

Analyza poruch mize vést k opatfenim pro zabrdnéni podobnym poruchdm
podobnych soucasti. Velmi dobfe znamé jsou podrobné (a nakladné) analyzy po
leteckych nehodach, ale provadéji se po kazdé nehodé¢ se zavaznymi nasledky.
Néktera pravidla jsou shrnuta v [2]. Ptiklady mnoha poruch a jejich analyzy je
mozno najit v literatufe, naptiklad [3 — 6]. Zajimavé jsou také televizni série
,» Vtefiny pred katastrofou® nebo ,,Letecké nehody®, pfistupné na YouTube.
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10. Zaklady mechaniky viskoelastickych latek

U mnoha materialti zavisi deformace nejen na velikosti zatizeni, ale i na jeho trvani
a Casovém pribéhu. Prikladem jsou plastické hmoty a dal$i polymerni latky,
biologické materialy, ale i kovy nebo keramika za vysokych teplot. Obecné v tomto
pfipadé mtizeme hovoftit o latkdch viskoelastickych. Pro popis jejich odezvy se
uzivaji rGzné modely, které lze zndzornit prostiednictvim kombinace zdkladnich
prvki elastickych a viskoznich. Prvky elastické charakterizuji okamzitou pruznou
odezvu, prvky viskozni charakterizuji casoveé zavislé slozky deformaci. Jak
uvidime, viskoelastické modely lze pouzit mimo jiné pro popis jevl jako je
dopruzovani, relaxace sil a napéti a creep. Takzvand linearni viskoelasticita fesi
pfipady, kdy okamzity ucinek je pfimo umeérny napéti. Pro elastické prvky plati
Hooketiv zakon, pro prvky viskozni plati tzv. Newtonlv zakon. Dale si vSimneme

vvvvvv

10.1 Idealné elasticky material

Schematicky se znazoriiuje pruzinou (obr. 10.1a). Pro deformace plati Hooketiv
zakon, ktery ma pro pomérné prodlouzeni ¢ ve sméru plisobiciho normalového
napéti o tvar:

e=olE; o=Ee¢. (10.1a)
E je modul pruznosti v tahu. Pro smykové deformace plati podobné relace:
y=1/G; 1=Gy; (10.1b)

G je modul pruznosti ve smyku. Mezi nim a modulem pruznosti v tahu plati vztah
G = E/[2(1 + w)]. Konstanta u je soucinitel pficné kontrakce (Poissonovo ¢islo).
Jeho hodnota mtze byt vrozmezi 0 az 0,5. Obvykle se pohybuje mezi 0,15 u
kiehkych materiali a 0,35 u dobie tvaritelnych materialti kovovych; pro ocel je p=
0,3. Pro nestlacitelné materialy je x= 0,5; stejna hodnota se pouziva pro kapaliny.

Takovéto latky se oznacuji jako hookeovské, a jejich odezva na zatizeni je
okamzita. Obrazek 10.1a ukazuje casovy pribéh deformace odpovidajici
skokovému nartstu napéti na hodnotu o v ¢ase 0 a skokovému poklesu na nulu
v Case t.
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a. b.
Obr. 10.1. (a) ldedlné elasticky prvek, (b) ldedlné viskozni prvek.

10.2 Idealné viskozni material

Tento materidl mizeme schematicky zndzornit jako tlumi¢, kde mezi pistem a
valcem protéka viskdzni kapalina (obr. 10.1b). Plati Newtontv zakon:

y=t/n,t=nYy, poptipadé & =c/l,0=1¢& ; (10.2a,b)
1 je tzv. dynamicka viskozita (rozmér je Pa.s), ¥ je rychlost pomérného zkosu a 7

je smykové napéti, A je dynamickd viskozita v tahu (Pa.s), a & = d&/dt je rychlost
pomérného prodluzovani. Takovéto latky se oznacuji jako newtonske.

Poznamka. V této kapitole se budeme zabyvat viskoelastickym chovanim viceméngé
pevnych téles. Proto zde pouzivame i pojem ,,viskozita v tahu*. Mezi dynamickou
viskozitou v tahu A a ve smyku 7 nestlacitelného materialu plati A = 37. V tomto
textu budeme pro viskozitu uzivat v§ude symbol 7.

Obrazek 10.1b také ukazuje Casovy pribéh napéti (skokovy nartist na hodnotu
o v Case 1, vydrZ na této hodnoté az do doby ¢, a skokovy pokles na nulu) a
odpovidajici prubeh deformace viskdzni latky. Deformace ztistava i po odlehceni.

Pro jednotlivé materidlové modely déale ukazeme vztahy mezi napétimi a
pomérnymi deformacemi, popfipadé jejich rychlostmi. Podobné vztahy budou
platit mezi silami a celkovymi deformacemi nebo rychlostmi; rozdily jsou pouze
v konstantach charakterizujicich geometrii télesa. Napiiklad u elastické tyce
zatizené osovou tahovou silou je celkové prodlouzeni o = [FI/SJE = ol/E, a
pomérné prodlouzeni je €= &/1 = o /E.

Vv

Typické modely maji jména podle svych tviirci.
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10.3 Maxwellovo téleso

Jedna se o pruzinu a tlumic v sérii (obr. 10.2). V obou prvcich ptisobi stejna sila,
ale jejich deformace se scitaji. Pro napéti a pretvoreni plati:

o=0y=0w , E=&t &g (10.3a, b)

index H znamena hookeovsky, index N znamena newtonsky. Vysledné pietvoteni

F(t)
A

1 .

t

Obr. 10.2. Maxwellovo téleso. Creep
PFi konstantnim zatizeni a po odlehcen.

t
ale v tomto ptipadé€ nelze pocitat pfimo, nebot’ napéti u viskozniho prvku je ptimo

umeérné nikoliv pretvofeni, ale jeho rychlosti. Zakladem pro feSeni je proto vyraz
pro tuto rychlost,

LA S S S LA (10.4)
dt E dt n

Dale ukazeme odezvu Maxwellova télesa pro dva dulezité ptipady.

1) Creep pii o = oy = konst

Zakladni pripad creepu pii konstantnim napéti je znazornén na obr. 10.2 vpravo.
V case ¢t = 0 je hmotny bod zavé$en na Maxwellovo téleso. Plsobi na né silou F a
vyvola v ném napéti oy. Pruzina se okamzité natdhne na délku odpovidajici napéti
0y, a postupné se zaCne posouvat pist ve valci tlumice. V Case ¢, bude ptisobeni sily
nahle ukonéeno. Casovy pribéh sily, resp. napéti je na obrazku znazornén nahote,
a priabéh deformovani dole. Narast sily je okamzity, podobné i jeji pokles na nulu
po odleh¢eni. Deformace nasledujici po okamzitém elastickém prodlouZeni narusta
pfimo imérme s Casem, tim rychleji, ¢im vyssi je ptisobici sila. Po pominuti zatizeni
pomine elasticka slozka deformace, ale maximalni trvald slozka zlstava beze
zmény. V tomto ptipadé plati do/ds = 0, takze velikost relativniho pietvoreni bude
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(1) t
(1) = fds: I(O+%jdg =& +lo-0(z—t0) ) (10.5)
n n

& t

0 0

coz lze také zapsat jako
g(t)z%{lJrl(t_to)} . (10.6)
E 7

Tento nartst prodlouzeni v Case mliizeme obecné vyjadrit jako:
e =oyJ(1), (10.7)

kde J(¢) je tzv. creepova funkce, ktera vyjadiuje Casovy pribéh odezvy na
jednotkové zatizeni; J(f) = &1)/cp. V tomto ptipadé je definovana vyrazem v

vvvvvv

2) Relaxace sil a napéti pii &= & = konst

Situace je znazornéna na obr. 10.3. V Case 0 je volny konec pruziny posunut o & a
upevnén. V prvnim okamziku zareaguje pouze pruzina, takze se v télese objevi sila
Fy a napéti gy. Tlumi¢ na skokovy nartist deformace nezareagoval, ale v disledku
pusobici sily jim kapalina za¢ne protékat a jeho pist se zatne pomalu posouvat.
Tim se ale postupné zmensuje roztaZeni pruziny a tedy i pusobici sila. Protoze
celkova deformace zlstava konstantni, plati de/d¢ = 0. Po dosazeni do diferencialni
rovnice (10.4) dostaneme vyraz

ldo 1 . (10.8)
E d n
ktery po separaci proménnych piejde na tvar
do __E (10.9)
o n

Integrovani tohoto vyrazu v mezich 0, ¢, a oy, o(f) da

n-" ——E (10.10)
0o n
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Obr. 10.3. Maxwellovo téleso. Vpravo

<O\ laY QQ"‘
pury

je priibéh relaxace sil a napéti pri
konstantni (vnucenée) deformaci.

B}}Cf; ._x_\‘; ' .
0 0 1 2 3t

Po odlogaritmovani dostaneme

n

Podivejme se na tento vztah blize. Argument u exponencidlni funkce musi byt
bezrozmérovy. A skute&ng, rozmér poméru E/7 je Nm */Pas = Pa/Pas = 1/s, takze
soucin txE/n je bezrozmérovy. Pfevraceny vyraz n/E ma rozmér Casu a byva
oznacovan jako relaxa¢ni doba z. Vztah (10.11) mizeme proto téZ napsat ve tvaru

o= oy exp(—t/1)= g E exp(-t/7) . (10.12)

U Maxwellova télesa tedy pfi vnucené deformaci relaxuji sily a napéti podle
exponencialni funkce (obr. 10.3 vpravo dole). Nasledujici tabulka ukazuje jejich
relativni pokles s Casem.

Tabulka 10.1. Relaxace napéti u Maxwellova prvku pri konstantni deformaci.

t/'t ol/oy 1-o/oy
0 1 0

1 0,3685 0,6315

2 0,1353 0,8647

3 0,0499 0,9501
4 0,0183 0,9817
5 0,0067 0,9933
6 0,0025 0,9975

Po uplynuti doby, odpovidajici relaxacnimu Casu 7 (tj. ¢ = 7), poklesne sila (a
napéti) na necelych 37% své pivodni hodnoty, v ¢ase 27 poklesne na necelych
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14%, v case 47 je jiz niz§i nez 2% atd. Z praktickych divodi se nékdy
predpoklada, ze po dobé delsi nez cca 4 az 57jiz viskoelastické efekty doznély.

Relaxacni doba 7 se dad snadno méfit, napiiklad z rychlosti poklesu sily. Je proto
uzitecnd pro praktické charakterizovani viskoelastickych latek, zejména u

uvidime pozdéji.
Pokles napéti v Case, vzorec (10.12), mizeme obecné vyjadrit jako

o) =&, (10.13)
kde Y(#) je tzv. relaxaéni funkce, kterd vyjadiuje ¢asovy prubéh poklesu napéti,
odpovidajici jednotkovému pietvoreni; Y(¢) = o (¢)/ &.
10.4 Kelvinovo — Voigtovo téleso

Jedna se o pruzinu a tlumic, spojené paraleln¢ (obr. 10.4). Deformace obou prvki
je stejna, a secitaji se sily v nich pisobici. Pro pietvoreni a napéti plati:

E=& =&, O=oytow, (1014)

Vyjadiime-li napéti v jednotlivych prvcich pomoci vztahti (10.1b) a (10.2b),
dostaneme pro celkové napéti

0'=Eg+77£- (10.15)
dt
Fit) o}
A .
S

Obr. 10.4. Kelvinovo-Voigtovo téleso.

Y

A Vpravo dole je priibéh deformace
¢ _ pri konstantnim zatizeni (plné)
B8 Go IE , . a po odlehceni (Carkované).
F(t) >
t
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Nyni si v§imneme reakce tohoto télesa na okamzité zatizeni oy v Case ¢ = 0, které
pak zlstane konstantni az do doby ¢. Po vydéleni rovnice (10.15) dynamickou
viskozitou 77 a zméné€ usporadani jednotlivych ¢lenti obdrzime diferencidlni rovnici
prvniho fadu s konstantnim koeficientem a pravou stranou:

de (B, 1, (10.16)
a7 n

Jeji Gplné feSeni dostaneme jako soucet feSeni homogenni rovnice (s nulou na
pravé strang€) a partikuldrniho integralu,

&) = Ehom T Epart - (10.17)

Reseni homogenni rovnice je gom = C exp (— #/7), a partikularni integral je Epart =
oy/E. Vysledné feSeni ma obecny tvar

g(r):Cexp(—z/r)+%- (10.18)

Konstantu C dostaneme z okrajové podminky. Pro ¢ (¢ = 0) = 0 vyjde C = — oy/E,
takze kone¢ny vyraz pro postupny narust deformace, resp. pretvoreni, je

g(t)zaoi(l—e‘f/’) : (10.19)
E
coz mizeme zjednodusené zapsat jako
e = J@), (10.20)
kde
J(t)z}g (1-¢7) (10.21)

je creepova funkce pro Kelvinovo-Voigtovo téleso. Konstanta 7 (= 7/E) nyni
oznacuje tzv. retardacni dobu.

Situace je znazornéna na obr. 10.4 vpravo. Po pfilozeni zatizeni za¢ne deformace
postupné nartstat a blizi se k limitni hodnoté &4, = oy/E, jako kdyby zde byla
pouze pruzina. V Case ¢ = 7 ¢ini deformace asi 63% maximalni mozné deformace
(viz Tabulku 10.1; 0,6315=1-0,3685).
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Pomine-li v ¢ase 7 plsobici sila, natazend pruzina se za¢ne smrStovat, takze
deformace se zmenSuje (naznaceno na obrazku carkovang). Pfi lineéarni
viskoelasticité je mozno pouzivat princip superpozice, takze vyslednou deformaci
dostaneme jako soucet nariistu ptivodni deformace a deformovani od sily ptsobici
v opa¢ném sméru od okamziku #;:

et>t)= O-Ollz( et/ _ e—t/r) ) (10.22)

10.5 Standardni linearni téleso

Jedna se o pruzinu v sérii s Kelvinovym-Voigtovym télesem (obr. 10.5). Vysledna
deformace je rovna souctu deformaci obou téles:

e)=20 4 oo (1-e )=op| 24 L(1-em)|- (10.23)
£y £, Ey E
kde Hh= 771/E].

Obr. 10.5. Standardni linearni téleso.

V okamziku pfilozeni zatizeni vznikne okamzité deformace elastického ¢lenu o
relativni velikosti & = oy/Ep, a dale narusta s klesajici rychlosti, coz odpovida
viskoznimu ¢lenu. Pro velmi dlouhé plsobeni zatizeni se deformace blizi ke
kone¢né (limitni) hodnoté &, = oy(1/Ey + 1/E}). Tlumi¢ v tomto piipadé jiz neni
ucinny a situace je stejna, jako kdyby se jednalo o dvé pruziny E, E, v sérii.

Casovy priibéh deformace Ize vyjadiit jako € (f) = oy J(£), kde creepova funkce J(7)
nyni odpovida vyrazu v hranaté zavorce. V ni se jiz vyznam E jako modulu
pruznosti ztraci.

Dojde-li k odlehceni v ¢ase ¢, okamzité vymizi elasticka deformace & = oy/ Ey a
nasleduje pomalé¢ zmenSovani posunuti. Vyslednou hodnotu deformace v casech
t > ¢ bychom dostali opét pouzitim principu superpozice, podobné jako u
Kelvinova-Voigtova télesa.
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Zobecnéné standardni linearni téleso

Toto téleso dostaneme tak, ze ke standardnimu linedrnimu télesu pfipojime v sérii
jedno nebo vice Kelvinovych-Voigtovych téles. Také celkovou deformaci pfi
konstantnim zatizeni dostaneme pftictenim dalSich vyrazii odpovidajicich témto
télesim. Dostaneme

e(t) = GOLIO+;1(1—e‘t/TI)+ é(l—e“/72)+ } : (10.24)

Pro jednotlivé retardacni Casy plati 7 ; = n/E;. Vidime, Ze se pivodni vyznam
pojmti modul pruznosti nebo viskozita jiz ztraci. Vztah (10.24) tak mizeme piepsat
obecné jako

&(t) =00[C0 + Cl(l—eft/r')+ Cz(l—eft/rz) + } = 0,J(1) > (10.25)

kde konstanty C maji vyznam poddajnosti a J je creepova funkce. Vztah (10.25)
1ze dale zjednodusit, jestlize slouc¢ime vSechny konstantni ¢leny. Dostaneme tak

e()=0y| XC,+Y.C;e""" | = 0y J(1) - (10.26)
j=0 j=1

Vyraz v hranaté zavorce predstavuje tzv. Pronyho fadu, ktera je obecné definovana
jako
y= apta exp(-t/n) + ayexp(-t/n) + asexp(—t/z) ... . (10.27)

Poznamka. Komeréni pocitaové programy pro analyzu konstrukci metodou
kone¢nych prvkii umoziuji praci s Pronyho fadami.

10.6 Burgersovo téleso

Toto téleso vznikne roz§ifenim standardniho linearniho télesa o viskdzni ¢len,
anebo sériovym spojenim Maxwellova a Kelvinova-Voigtova télesa (obr. 10.6).
Casovy prabéh deformovani pii konstantnim zatizeni dostaneme, kdyz ke vztahu
(10.18) pricteme narlst deformace odpovidajici viskéznimu ¢lenu. Dostaneme tak
po upravé
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t 1 1 —t/z
e(f) = aon+ao{E+(1—e ff )} : (10.28)

0 El

Casovy priibéh deformovani pfi konstantnim zatizeni je nazna¢en pro podobny
piipad na obr. 10.8. Deformace podle tohoto modelu by mohly nar(stat bez
omezeni; jednd se ovsem o hypoteticky piipad.

—{1E—
—{ B~

Obr. 10.6. Burgersovo téleso.

— AN

Konstanty ve viskoelastickych modelech 1ze ziskat z experimentdlné zjiSténého
¢asového prubehu deformovani, jak ukazeme v nasledujicim prikladu.

Priklad. Odezva na zatizeni viskoelastického materialu

Viskoelastické vlastnosti plexiskla (PMMA) byly zjistovany instrumentovanou
indentaci [5]. Indentor byl po pfiloZzeni ke vzorku zatizen urcitou silou, ktera
zustala po dlouhou dobu konstantni, a méfil se ¢asovy pribeh jeho vnikani do
materialu. Pro aproximaci byla pouzita regresni funkce

W) = FK[Ao+ct—Y Biexp(—t/7)] , (10.29)

ktera predstavuje zobecnéné standardni linearni téleso, ke kterému byl v sérii
pripojen viskozni prvek a jesté prvek charakterizujici nevratné plastické deformace,
které mohly vzniknout v disledku relativné vysokych napéti (obr. 10.7). F je
zatizeni, K je konstanta charakterizujici geometrii indentoru, a 4y, ¢y, Bj a 7 jsou
regresni konstanty, nalezené metodou nejmensich ¢tverct.

Co,Eo Y,Ho cy Cq, T1 Co T2

W ]

Obr. 10.7. Viskoelasticko-plasticky model ,, pruzina + plasticky prvek + tlumic + 2
Kelvinova-Voigtova télesa*. Cy, C,, Cs, ¢, — poddajnosti, Ey a Hy — okamZity modul

pruznosti a tvrdost, Y — mez kluzu, t;, 1, — retardacni casy.
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Obr. 10.8 ukazuje dvé aproximace, se tfemi a Sesti regresnimi konstantami. Pro
lepsi predstavu o vhodnosti regresni funkce a porovnani obou aproximaci jsou na
obrazcich také zakreslena relativni (standardizovana) rezidua, definovana jako

Aj,rel = (yj,meas - yj, calc)/yj,calc . (1030)

Index meas znamena namétfené a calc vypoctené hodnoty. Vyhodou relativnich
rezidui je, Ze nezavisi na métitku y. Rezidua mohou pomoci pfi rozliSeni riznych
aproximaci, obzvlasté jestli kfivky v piivodnim soufadném systému y(¢) vypadaji
témef stejné (obr. 10.8b). Vidime, Ze aproximace se Sesti konstantami je vyrazné lepsi.

7.6 10 T8 1,0
n e [ Arel h Arel
(um) Measured L (%) () Measured (%)
701 ~ Lo4 7,0 S+D+2KV Y
,’4' T o
6,8 1 / S+KV Arel (%) 02 68 /'\,\L Arel (%) )
6,6 -A: 0,0 6,6 IS A, 0.0
64 4. w F-02 64 - 0.2
6.2 1 a) F-04 62 b) | 04
6,0 T . T 06 60 . : . i ‘ 06
0 1000 2000 3000 t(s) 4000 0 1000 2000 3000 t(s) 4000

Obr. 10.8. Vnikani indentoru do PMMA pri konstantnim zatizeni [5]: mérené hodnoty
(tlustsi cary) a dvé aproximace (tenké cary). a) model S+KV (3 konstanty), b) model
S+D+2KV (6 konstant); S - pruzina, D - tlumic, KV - Kelvinovo-Voigtovo téleso.
Model S+D+2KV aproximoval namérené hodnoty velmi dobre, rozdily jsou viditelné

Jjen prostiednictvim rezidui A (cik-cak cary,stupnice vpravo).h — hloubka, t — cas.

10.7 Urcovani deformaci pii obecném ¢asovém priibéhu zatiZeni

Dosud jsme ukazovali, jak u riznych modelll rostou deformace s Casem pii
konstantnim zatiZeni. Casto se ale sila méni. Zde nazna¢ime postup pro piipad, kdy
sila nartistd obecnym zptisobem (obr.10.9).

Narast sily, resp. napéti, si mizeme pfedstavit slozeny ztfady velmi malych
prirastkd. Predpokladame linearné viskoelasticky material, kdy vysledny ucinek
n¢kolika zatiZeni je roven souctu ucinktli od jednotlivych zatizeni.

Jestlize se v Case u napéti zvysi o prirdstek do, projevuje se jeho uc¢inek teprve od
tohoto okamziku. Protoze do c¢asu ¢ bude sila do ptisobit pouze po dobu ¢ — u, bude
pririistek deformace de od zatizeni do (pfiloZzeného v Case u) roven J(¢ — u)d o, kde
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6k)

d6

6u)

Obr. 10.9. Obecny pribeh nariistu zatiZeni.
du=dt

J je creepova funkce pro pfislusny materidlovy model. V ¢ase u + du ptibude
k dosavadnimu zatizeni dalsi pfirtstek do; atd. Zname-li Casovy pribéh naristu
zatizeni o(¢), muzeme prirastek do vyjadiit jako

do(t)=2% ar , resp. do(u) = 4 (10.31)
dt du

Celkovou deformaci dostaneme sectenim vsech nekone¢né malych pfispevki za
dobu od 0 do ¢ jako tzv. konvolu¢ni integral:

t
e(t)=[J(t—u) Z—J du . (10.32)
0 u

10.8 Odezva viskoelastickych latek na stiidavé zatéZovani
Omezime se zde na harmonické zatéZovani, kdy pro silu plati
ot)=A4sin (wt); (10.33)

A je amplituda a w je kruhové frekvence harmonického pohybu, vézana s frekvenci
f vztahem @ = 27f. Prubéh je znazornén na obr. 10.10 plnou ¢arou. Pasobi-li na
téleso z viskoelastického materidlu takovato sila, budou se deformace po utlumeni
pfechodovych jevli ménit také harmonicky, se stejnou frekvenci, ale budou proti
sile opozdény o ¢ (viz teCkovanou ktivku y(¢) na obr. 10.10; hodnota ¢ je vidét na
ose Casu vlevo). Tento tzv. fazovy posun & zavisi na typu télesa a frekvenci.
Naptiklad pro Maxwellovo téleso (obr.10.2) plati tg 6 = 1/(w7), a pro Kelvinovo-
Voigtovo téleso (obr. 10.4) plati tg 6= wr, kde 7je retardacni, resp. relaxacni doba.
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Obr. 10.10. Buzené kmitani
viskoelastického télesa.

U pruznych latek se pro charakterizovani tuhosti v tahu pouziva Youngiv modul
pruznosti, definovany jako pomér napéti a pretvoreni, £ = o/&. U viskoelastickych
latek pfi harmonickém zatéZovani maji ob¢ veliCiny, o i & harmonicky prubéh
s urCitou amplitudou, ale pretvofeni je vici napéti opozdéné o thel 6 (obr. 10.10).
V tomto piipadé mizeme definovat vice moduld. Takzvany komplexni modul
pruznosti je roven poméru amplitudy napéti a pretvoreni,

E* =% (10.34)
gll
Tento modul ma dve slozky. Takzvany konzervativni modul (storage modulus),
E'=7O-(gma") =E" cosd » (10.35)
8max

vyjadfuje tu c¢ast komplexniho modulu, ktera je ve fazi s pfetvofenim, a
charakterizuje vratnou slozku deformaci. Ztratovy modul (loss modulus),

ot=0) _ g s, (10.36)
&

E =
max

vyjadiuje tu c¢ast komplexniho modulu, ktera je proti pietvofeni posunutd o 90°.
Vztah vSech slozek je ziejmy z obr. 10.11.

&
E ¥ Obr. 10.11. Moduly viskoelastického materidlu.
E n
d
0 C' £
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Zaznamename-li vSechny dvojice hodnot napéti a pfetvofeni v roviné o— &
dostaneme v pribéhu jednoho cyklu uzavienou elipsu s hlavni osou pooto¢enou
vuci ose pretvofeni o uhel & (obr. 10.12). Plocha této hysterezni smycky
v soufadnicich sila — draha je Umérnd praci zmatené v zatéZovacim cyklu;
v soufadnicich napéti — pretvofeni je umérna hustoté energie. Hustota energie
akumulovana v jedné Ctvrtiné zatézovaciho cyklu je rovna

W,=12E &, (10.37)
a hustota energie disipované v jedné ¢tvrting zatézovaciho cyklu je
W, =1/4 E”goz . (10.38)
y

/ Obr. 10.12. Hysterezni smycka.
/ -

Prace zmatena v zatézovacim cyklu se méni v teplo. U dlouhodobé pracujicich
soucasti je nutno stimto teplem pocitat a popiipadé zajistit jeho odvod, aby
nedoslo k postupné zméné vlastnosti nebo k poSkozeni soucasti.
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I 4

11. Mechanika soucasti
s povrchovymi upravami

11.1 Uvod

Citlivym mistem z hlediska pevnosti a inavové odolnosti je povrch soucasti. Ten je
vystaven nepiiznivému pusobeni okolniho prostfedi, na povrchu zpravidla ptisobi
nejvyssi napéti, a jsou zde také nejpiizniveéjsi podminky pro vznik a rast trhlin.
Vnéjsi zatizeni se na soucast obvykle piendsi povrchem a byva zdrojem
mechanického poskozovani; je-li koncentrované, mize zde vyvolat lokalni
plastické deformace v materidlu houzevnatém nebo trhlinu v materidlu kiehkém.
Na nezatizeném povrchu je vzdy rovinna napjatost, coz je vyhodné pro plastické
deformovani. Také pii stfidavém zatézovani kovovych soucasti vznikaji extruze a
intruze a poté zarodky tinavovych trhlin spiSe na povrchu (obr. 7.4) nez uvnitf
télesa, kde si rizné orientovana krystalickd zrna navzajem brani ve skluzu. I
unavova trhlina v kofeni vrubu vznika na jeho povrchu.

Na povrchu jsou také piiznivéj§i podminky pro rust trhlin. Situace v télesech
s trhlinami byla podrobnéji popsana v kapitole 8; zde proto jenom pfipomeneme
celem, charakterizované faktorem intenzity napéti

K=o, Va (11.1)

kde o, je jmenovité napéti v daném misté, a je délka nebo jiny charakteristicky
rozmér trhliny, a Y je tvarovy cinitel, ktery zavisi na tvaru a velikosti trhliny a
télesa a na rozlozeni napéti. Index i (I, 11, III) vyjadfuje zplisob rozevirani trhliny.
K rychlému rustu trhliny dojde, jestlize faktor intenzity napéti dosahne nebo
prekroci kritickou hodnotu Kc. Ale i pfi niz§im zatizeni mtize trhlina pomalu rist
pfi unavovych procesech, pokud faktor intenzity napéti (nebo jeho rozkmit)
prekroci prahovou hodnotu K . nebo AKy,. Na faktoru intenzity zavisi také rychlost
ristu trhliny. Pro bézné tvary trhlin je faktor intenzity napéti pro povrchovou
trhlinu zhruba o Sedesat procent vyss§i nez pro stejné velkou trhlinu pod povrchem
[1, 2]. To naopak také znamena, ze pii urcitém napéti poroste i o dost mensi
povrchova trhlina nez trhlina vnitini.
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Druhy pfistup k posuzovani chovani téles s trhlinou je zalozen na energetické
bilanci: trhlina roste, jestlize se timto rdstem uvolfiuje z napjatého télesa vice
energie, nez se ji spotfebovava na tvorbu lomovych ploch. Charakteristickou
veli¢inou je tzv. rychlost uvoliiovani energie G (J.m ?) a mérna lomova energie
I'(J.m ?), a podminka §ifeni trhliny ma nyni tvar G > I Oba pfistupy (s faktorem
intenzity napéti nebo s rychlosti uvoliiovani energie) jsou ekvivalentni.

Uginnym prostiedkem pro zvy3eni odolnosti viiéi poruseni nebo tinavé jsou rizné
povrchové tupravy. V kapitole 4.8 jsme zminili zpeviiovani kovovych soucasti
vytvofenim tlakového predpéti v povrchové vrstvé lokalnim plastickym
deformovanim. Zde si vSimneme situace v télesech s pevnymi povlaky. Pfikladem
povlakii z materialu odlisného, neZ je substrat, jsou smalty, tenké vrstvy vytvorené
galvanicky, napatovanim (proces PVD nebo CVD) nebo plazmatickym nastiikem,
anebo tlust$i kovova vrstva pevné spojena s kovovym substratem naplatovanim
vybuchem nebo navalcovanim, popfipadé vytvorena navarenim. Ve vSech téchto
pfipadech existuje urCity rozdil vlastnosti povlaku a substrdtu a pomérné ostré
rozhrani, na némz se tyto vlastnosti rychle méni.

Nejprve ukazeme charakteristické rysy rozlozeni napéti v soucastech s povrchovou
vrstvou z jiného materidlu (obr. 11.1). Uvedeme vztahy pro napéti zplisobena
zménou teploty, tahovym zatiZenim anebo pfi kontaktu. Omezime se na hlavni
body; v podrobnostech odkazujeme Ctenaie na [1, 2].

Obr. 11.1. Dvouvrstvad deska — geometrie.
N — neutrdlni osa.

11.2 Napéti zpisobena rozdily teplotnich roztaznosti

Tato napéti vznikaji vzdy, kdyZz pracovni teplota soucasti je jina nez teplota
vytvéfeni povrchové vrstvy. Prikladem jsou smaltované vyrobky. Pfi chladnuti po
vypalu se vrstva s vétsi teplotni roztaznosti snazi smr$t'ovat vice, vrstva s mensi
roztaznosti tomu brani. To ma za nasledek vznik napéti. Pti dostateCné vysokych
teplotach tato napéti relaxuji, od urcité teploty 7, vSak ztistavaji v télese jako trvala.
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V mistech vzdalenych od okrajii vznikne dvojosa izotropni napjatost a plati ox(z) =
0y(2), &(z) = &(z). Oznac¢ime-li veli¢iny odpovidajici povrchové vrstvé indexem 1
a substratu indexem 2, a jsou-li vlastnosti v celém objemu piislusné vrstvy
konstantni, mizeme napsat nasledujici obecné vyrazy pro napéti:

oi(z)=E/"{ey) + a[To— T(2)]} , (11.2a)

oy(2) = Ex'{ay) + ao[To - T(2)]} (11.2b)
kde

E'=E/(-mw), Ey=Ey/(1— ) (11.3)

jsou efektivni moduly pruznosti odpovidajici dvojosé napjatosti; i je Poissonovo
¢islo.
Nyni mohou nastat dva ptipady podle toho, mize-li se deska plisobenim vnitinich

napéti prohnout, ¢i nikoliv.

Volné prohnuti neni mozné

Pomérné prodlouzeni i napéti je vSude stejné a pro povlak plati

o - (- -T) (11.4)
! 1 1 B

[ + - 2

El’ E2' hz

kde h;, h, je tloustka povlaku a substratu. Napéti v substratu dostaneme
z podminky, Ze vysledna sila v celém prifezu je nulova:

oy = —oy (11.5)
hy
RozlozZeni napéti je znazornéno na obr. 11.2a.
64
[ —— 1)
a. ) 6, = 2 } Obr. 11.2. Napéti v dvouvrstvé desce
vyvolana rozdilem teplot a teplotnich
6, roztaznosti vrstev [1, 2]. a —deska bez
r == 1)  moznosti prohnuti, b —deska s volnym
b. 5 628 \Eb\ 61 2 S prohnutim.
65¢
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Vztahy (11.4) a (11.5) plati i pro desky s povrchovymi vrstvami po obou stranach.
Za h; je potom nutno dosadit soucet tloust€ék obou povrchovych vrstev.

Volné prohnuti je mozné

Utinkem vnitinich napéti se deska prohne do tvaru &asti kulové plochy. Tim se
vyrazné zméni rozlozeni i velikost jednotlivych napéti (obr. 11.2b). Ta se méni
napiic tloustkou linearné€, a na povrchu jednotlivych vrstev (body A, C na povrchu
desky a bod B na styku obou vrstev) maji hodnoty [1, 2]:

[1+1/eh*) ] F30+1/h) , (11.6a)
01,4,B = Olmax ~2 .3 13 ~2
A+1/K2 B3+ )+ 1(ERH1+)
—R[1+1eh*)]F3A+1/R)I(eh) . (11.6b)

T2be = Tme 3 (14 eI R+ )
kde &= E\"/ E,” a h" = hi/h,. Hotej$i znaménko (—) v Citateli vyrazu (11.6a)
odpovida povrchu A na obrazku 10.1 a spodni znaménko (+) odpovida sty¢né plose
B. V citateli (11.6b) odpovida hotejsi znaménko (-) v Citateli sty¢né plose B, a
spodni znaménko (+) odpovida povrchu C. Vliv tloustky vrstvy je az do poméru
tlousteék A;/h, = 0,01 zanedbatelny, pak zacina vyraznégji rist [1, 2]. VIiv moznosti
volného prihybu ukazeme na piikladu podle [2].

Ptiklad 1. Urcete napéti v desce o rozmérech 100x100 mm a tloustce 4, = 4,0 mm,
na které je vrstva tloustky #; = 1,0 mm. Materidlové konstanty jsou: £, = E, =75
GPa, 1 = 1 =10,25, 0 =6x10° K™, o, =8x10° K, T, — T'= 500 K.

Nemiuze-li se deska prohnout, bude v povlaku plisobit podle vztahu (11.4) napéti oy
=—-80 MPa; v desce bude o> =20 MPa. Jestlize volnému prithybu nic nebrani, bude
na povrchu povlaku plsobit napéti o1, = —32 MPa, ve sty¢né plose bude o =51
MPa, o33 = 49 MPa, a na povrchu desky 2 bude o>c = —28 MPa. To jsou zna¢né
rozdily. Maximalni volny priihyb uprostied desky je ymax = 0,24 mm, coz je
hodnota stézi pozorovatelna pouhym okem.

Poznamka. Pti zanedbatelné tloust'’ce povlaku (4, << h,) ptejde vztah (11.4) na tvar
o=E(ai—a)Ty-T). (11.7)

Odpovidajici napéti v povlaku by bylo G = —100 MPa. V masivnim substratu
by napéti o, bylo piiblizné rovno nule.
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Uvedena teorie plati i v pfipadé, kdy vnitini pnuti bylo vyvoliano jinym
mechanismem, napiiklad fdzovou transformaci v povrchové vrstvé, doprovazenou
zménou objemu. Staci nahradit v pfislusnych vzorcich vztah (o — a)(Ty — 1)
vyrazem (AV/V)/3, kde AV/V je pomérna zména objemu odpovidajici fazové
transformaci.

11.3 Napéti zpiisobena membranovymi silami

Zakladni rysy ukdzeme na dvouvrstvé desce zatizené silami plisobicimi v roviné
desky ve sméru x (obr. 11.3). Napéti v jednotlivych vrstvach se urci z rovnovahy
sil a z podminky, Ze se ob& vrstvy deformuji jako jeden celek. Cislo 1 oznacuje
povlak, ¢islo 2 substrat. Situace je jednoducha, je-li Poissonovo ¢islo (soucinitel
pricné kontrakce) povlaku i substratu stejné, 1 = 1, = u. Ve sméru y zadné napéti
nevznikne a pro smér x bude platit

, E, Ey _p E, , (11.8a, b)

oy, =F > Oy, = O, — =
TN By + Eyhy >N g T By + Eghy

kde F’ je sila vztaZzena na jednotku Sitky desky. Jsou-li Poissonova ¢isla rozdilna,

F [ :_-'.-_.—:6]"1 i1 F
-— ( E,>E, 6, ?_J —
Obr. 11.3. Napeti v dvouvrstvé desce
. vyvoland membranovou silou [1, 2].
F C = . i) F
- { E/<E, 6?- 2 e

vvvvvv

vysledna deformace musi byt stejnd, objevi se v nich (v mistech vzdalenych od
okrajti) také napéti ve sméru y. Pro napéti v relativné tenkém povlaku ve sméru
zatézujici sily (x) a ve sméru nezatizeném (y) plati pfiblizné [1, 2]:

; s 1TV 11.9
O-lx:Fx lEl 2 Gly _Glx 1—V1V2 ( )
Eh+——Eh
—ViVa
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Napéti o», 0sy v zdkladni desce dostaneme, jestlize ve vztazich (11.8) a (11.9)
zaménime indexy 1 a 2.

Napéti oix a 0%, vyvolana silou Fy, maji vzdy stejné znaménko a jsou ve stejném
poméru jako jejich moduly pruznosti £, a E,. Napéti v pficném sméru maji opacna
znaménka a jsou vobraceném pomeru nez tloustky vrstev. Nejveétsi napéti
v povrchové vrstvé bude pusobit, je-li jeji tloustka mnohem mens$i nez tloustka
substratu.

Napéti v tyci s povlakem zatiZené osovou silou

Situace vtyC¢i je podobna predchozimu piipadu. Osovad sila vyvold vtyCi i
v povlaku napéti v osovém sméru, a zptisobi i zmenSeni jejich pfi¢nych rozmeéra.
Pfi rozdilnych Poissonovych cislech obou slozek se v povlaku objevi napéti
v obvodovém smeéru, a také napéti kolmé k jejich sty¢né plose. Objevi se i
odpovidajici napéti v substratu. Odpovidajici vztahy zde uvedeme pro ty¢ o
praméru D = 2R, na niz je vytvofen pomérné tenky povlak. Material ty¢e ma modul
pruznosti £, a Poissonovo ¢islo z,. odpovidajici konstanty povlaku jsou £, a .

Osova sila F zplsobi v ty¢i (index 2) a povlaku (index 1) osové napéti

F o B 1=y (11.10a,b)

O2q = > O1q = Oy
7 R? E, 1—/112

V povlaku bude plisobit v obvodovém sméru napé&ti

- 2a

B, -t . (11.11)
E, 1—#12

Ol
Poznamka. Vyjadiime-li osové napéti vtyC¢i prostfednictvim osového napéti
v povlaku, dostaneme po Uprave pro obvodové napéti v povlaku vyraz (11.11).

Priklad 2. Ve skelné glazufe na ocelové ty¢i zatizené osovou silou puisobi tahové

napéti oi,. Jak velké napéti oy, bude pusobit v povlaku v obvodovém sméru?
Poissonova ¢isla skla a oceli jsou 4 = 0,2 a 1, = 0,3.

Pii relativné tenkém povlaku bude podle vztahu (11.9) platit

0,2-03

Olp=—— "o, =-0,06 0y, -
7 1202003 * !
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Znaménko minus plyne z toho, Ze pficna deformace oceli je vétsi nez u skla. To ale
znamena, ze pii zatizeni tyCe tlakovou osovou silou se v povlaku v obvodovém
sméru necekané objevi tahové napéti, které nékdy mize vést az k jeho popraskani!

11.4 Napéti v povlacich na zak¥ivenych plochach

U povlaki na zaktivenych plochach u zatizenych soucésti se objevi radialni napéti
kolma ke stycné plose se substratem (obr. 11.4). Je-li povlak relativn¢ tenky, lze
radialni napéti mezi nim a substratem stanovit ze vztahu [1, 2]

o = —ph| % %8, (11.12)
! R Ry

a

kde & je tloustka povlaku, o,, op jsou tecna napéti v povlaku ve dvou navzajem
kolmych smérech (&, B ), a Ry, R jsou poloméry kiivosti sty¢né plochy. Polomér
dosazujeme jako kladny, je-li povlak v pfislusném sméru vypukly, a jako zaporny u
povlaku vydutého. Plsobi-li napiiklad v povlaku na vypuklé plose v te¢ném sméru
tlakové napéti, objevi se ve sty¢né plose radialni tahové napéti, které se bude snazit
povlak od substratu odtrhnout. Rovnice (11.12) také tika, ze vznikne-li mezi
povlakem a substratem z uréitych diivodld napéti radialni (napf. brani-li substrat
volnému smrsténi povlaku pii ochlazeni), objevi se v povlaku tecné napéti.

Obr. 11.4. Napéti v tenkém povlaku na
na zakvivené plose. o, je radialni napéti.

Laplaceova rovnice (11.12) predpoklada, ze napéti jsou v povlaku rozlozena
rovnomérné; pokud se méni s hloubkou, napt. pfi nerovnomérném rozlozeni teplot,
povlak tlustsi vzhledem k poloméru kiivosti. Tato napéti plsobi nejen ve styéné
plose, ale také v povlaku a substratu, takZe mohou mit vliv i na Sifeni trhlin
v blizkosti rozhrani.
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11.5 Poméry u okraje povlaku

Napjatost v mistech, kde povlak nahle kon¢i, je slozitéjsi. ZjednoduSenou analyzu
ukazeme pro plochou ty¢ zatizenou tahovou silou. Na volném okraji povlaku
zadné napéti neplisobi a veskeré zatizeni prenasi substrat. Vpravo od tohoto okraje
prenasi osovou silu substrat i povlak. Ta Cast zatizeni, kterou ponese povlak, se do
né¢j musi prenést ze substratu prosttednictvim smykovych napéti. Mezi smykovym
napétim na rozhrani 7 a stfednim napétim v povlaku o7 a v substratu o plati pfi
jednotkové Sifce tyce

doi()h = ox) dx, dox(x) by = — o(x) dx , (11.13)

kde x je vzdalenost od volného okraje povlaku; %, a 4, jsou tloustky povlaku a
substratu (obr. 11.5 vlevo). Pisobenim napéti se body stiedni plochy povlaku a
substratu o soufadnici x posunou o u;(x) a uy(x). Odpovidajici stfedni pomérna
prodlouzeni budou

&(x)=du/dx , &(x) =duy/dx . (11.14)
Za ptedpokladu platnosti Hookeova zakona a stejnych Poissonovych cisel budou
primérna napéti

oi(x) = E e(x) =E, duy/dx, ox(x)= E, duy/dx. (11.15)

O smykovém napéti na rozhrani budeme piedpokladat, ze je pfimo Umeérné
vzajemnému posunuti obou vrstev,

=k, (u1 —up) , (11.16)

kde k. je konstanta, charakterizujici smykovou tuhost spoje. Vyjadiime-li napéti v
(11.13) pomoci posuvt (11.14) a (11.16), obdrzime soustavu dvou diferencialnich

g,
dx [ Galw 77777 ——
. T
% *—E]—Jf*d"v of
-c-T—
o _‘],
< = T
Fed
= "2 2: 2
0 x/h,
a b

Obr. 11.5. Vyvoj napéti v povlaku a na rozhrani od volného okraje poviaku [2].
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rovnic druhého fadu. Jejim vyfeSenim dostaneme nasledujici vztahy pro napéti

v povlaku:

oX)=01.(1-¢™, t()=0i. Ae™=ge", (11.17)
kde

A= kIER) +(Ehy) '] (11.18)

01, » je napéti v povlaku ve velké vzdalenosti od okraje, a 7 je smykové napéti na
okraji povlaku (x = 0). Vztahy (11.17) a (11.18) také plati pro napéti zpisobena
rozdily teplotnich roztaznosti.

Rozlozeni napéti je ukdzano na obr. 11.5 vpravo. Vidime, Ze membranové napéti
v povlaku narista plynule od nuly na volném okraji k asymptotické hodnoté o,
zatimco smykové napéti klesa z maximalni hodnoty 7 k nule. Tyto zmény jsou
rychlejsi pro vyssi hodnoty 4, tj. pro vyssi smykovou tuhost a mensi tahovou tuhost
obou vrstev. Pokud je povlak pfimo na substratu, 1ze uzit ptiblizny vyraz [2]:

A =1/(n 1+ (E/E, ) - (11.19)

ze kterého vyplyva, Ze pro bézné materidlové kombinace je vliv volného okraje
omezen na troj- az pétinasobek tloustky povlaku.

Toto bylo feSeni pro piipad Ccist¢ pruznych deformaci. Bude-li substrat
z pruznoplastického materialu s nizkou mezi kluzu bez zpevnéni, bude smykové
napéti mezi nim a povlakem konstantni, rovno mezi kluzu ve smyku. Situace je
podobna jako pii vytahovani vlakna z matrice ve vlaknovém kompozitu (Kap. 12.3.)

Existuji 1 podrobnéjsi feSeni; néktera z nich jsou uvedena napiiklad v [2], kde jsou
citovany i dalsi prace.

11.6 Pruznoplastické deformovani

Jakmile napéti v télese z tvarného materialu dosdhne meze kluzu, dochazi zde
k plastickému teceni. Pfi dal§im rastu zatizeni se rozlozeni napéti v t€lese méni.
Ve zplastizované oblasti zlistava napéti bud’ konstantni, nebo nariista jen pomalu.
Celkové deformace rostou rychleji. Po odlehceni zlstava soucast trvale
deformovana a pisobi vni zbytkova napéti, ktera se scCitaji s napétimi od
pracovniho zatiZeni.

Pro ziskéani zakladni pfedstavy o napjatosti v pruznoplastickém stavu se omezime
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na dvouvrstvou desku bez moznosti volného prihybu. Material kazdé vrstvy bude
ideédln¢ pruznoplasticky bez zpevnéni, se stejnou mezi v kluzu v tahu i v tlaku (obr.
11.6a). Jako zatizeni budeme uvazovat tah ve sméru osy x.

Zpocatku se ob¢ vrstvy deformuji pouze pruzné (deformace jsou stejné). Pro silu F'
plati usek OA na obr. 11.6b, a pro napéti o; a o, plati useky OA; a OO, a vztahy
(11.7a,b). Vyssi napéti pusobi ve vrstvé s vys$im modulem pruznosti. S rostoucim
zatizenim napéti v obou vrstvach stoupd, a to az do okamziku, kdy napéti v jedné
z vrstev dosdhne meze kluzu. Nemusi to byt vrstva, kterda ma niz§i napéti
plastického teceni, ale ta, u niz mezi kluzu odpovidd mensi poméerné pretvoreni &y.
Daéle budeme piedpokladat, ze diive dojde k plastickému teceni ve vrstvé 1; vztahy
pro opacny piipad bychom dostali zaménou indexiti 1 a 2.

Mez kluzu ve vrstvé 1 je dosazena pii pomérném prodlouzeni

E = &y — O'ly/E, (1120)
kterému odpovida sila
F'=oyyh| 1+ Exhy | (11.21)
E\'hy

Roste-li zatizeni dale, zlstava napéti v prvé vrstvé konstantni (ptedpokladame
material bez zpevnéni), o = oyy. Druha vrstva se dosud deformuje pruzné a pro
napéti v ni plati oo = E,e. Zavislost F(&) je nyni na obr. 11.6b piedstavovana
usekem AC. Deformace nariista rychleji. Pro napéti ve vrstvé 2 plati

Oy = (F—O'lyhl)/hz. (1122)
S|A, B, Fl g C
1] f’ A '.
0/ ol
0 ”f oyQ,
2 Aoy ¢ e C
F{ - B
1 /1 A
a. b.

Obr. 11.6. Pruznoplastické deformovani dvouvrstvé desky. a —pracovni diagramy
materialu pro vrstvu I a 2, b — celkova membranova sila.
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Timto zptisobem se bude téleso deformovat az do dosazeni meze kluzu ve vrstveé 2
(bod C na obr. 11.6b). Odpovidajici zatizeni je

F'= oiyh +oyh . (11.23)

Od tohoto okamziku by deformace mohly nartistat neomezené€ i pii konstantnim
zatizeni (vodorovny tusek na obr. 11.6b). Ve skutecnosti se zpravidla projevi
zpevnéni materialu.

Podivejme se nyni, co se stane pii odlehéeni. Pokud pii zatizeni platilo F' < F” (t;.
nebyl prekrocen bod A), deformovaly se obé vrstvy pouze pruzng, a po odleh¢eni
se deska vrati do pivodniho stavu. Jestlize ale u jedné, popf. obou vrstev doslo
k plastickému deformovani, zistane cela deska o urcity kousek delsi a budou v ni
pusobit zbytkova napéti. Situace je znazornéna na obr. 11.6. Pro zatézovani plati
lomena ¢ara OAB pro silu F, poptipadé OA B, a OA,B, pro napéti ve vrstvé 1 a 2.
Odlehcovani probihd pruzné po ¢afe BO" rovnobézné s pocateCnim tusekem
diagramu F(¢), resp. o(€). Bod O” odpovida stavu, kdy neptisobi zadna vnéjsi sila.
Zbytkova napéti mizeme urcit tak, Ze od napéti v zatizeném stavu odecteme napéti,
ktera by vznikla, kdyby si téleso uchovalo pruzné vlastnosti v celém prib&hu
zatéZovani.

Zbytkové napéti ve vrstvé 1 tedy s prihlédnutim ke vztahu (11.21) bude

ooy -t 1+ B2 (11.24)
’ Tk E h

Protoze plati ¢> &y, je zfejmé, Ze zbytkové napéti bude mit opacné znaménko nez
pti zatiZeni.

Stejnym zplisobem bychom mohli uréit zbytkové napéti ve vrstvé 2. Dostaneme je
vsak sndze z rovnice rovnovahy sil, a plati

h (11.25)

O-Z,res = _O-l,res h
2

Smysl tohoto napéti je stejny jako pii zatiZzeni. V uvazovaném piipad¢ je zbytkové
napéti rozlozeno v obou vrstvach rovnomérné, a vétsi absolutni hodnotu ma vzdy
v tenci vrstveé. Pokud se deska mize ti€¢inkem rezidualnich napéti prohnout, zméni
se jejich velikost a charakter podobné, jak bylo popsano diive.

Trvalé prodlouzeni desky po odleh¢eni z bodu B je na obr. 11.6b oznaceno jako O”.
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Maximalni velikosti mohou zbytkova napéti nabyt, jestlize predchozi zatiZzeni
doséhlo mezni hodnoty C na obr. 11.6b. V takovém ptipadé€ bude

O res,max = OLy _( - gzyj/(l +eh) - (11.26)

Sy

Chovani dvouvrstvé desky s vlastnim pnutim pifi novém zatiZzeni je také zfejmé
z obr. 11.6b. Nezatizenému stavu odpovidd bod O zatizime-li soucast tahem,
deformuje se pruzné podle cary O’B. Celkové napéti ve vrstvé 1 je nizsi o hodnotu
O, res, @ V€ VIStV 2 je naopak o o, s Vy$si nez u desky bez vlastnich pnuti. Po
odlehceni se deska vrati do stavu oznaceného bodem O°. To plati, dokud
zatézovaci sila neptekro¢i hodnotu F(B). Pii jejim piekroCeni se zvetSi rozsah
plastickych deformaci, a zméni se 1 hodnoty zbytkovych napéti po odlehceni.

Zatizime-li naopak desku tlakem, dosahne napéti ve vrstvé 1 meze kluzu jiz pii
mens$im celkovém zatizeni nez u desky bez vlastnich pnuti (bod B" na obr. 11.6b).
Dojde-li k plastickému teCeni, piivodni zbytkova napéti se po odlehceni zmensi.
Predchozi zatizeni se vznikem plastickych deformaci a zbytkovych napéti tedy
zvysilo odolnost soucasti proti zatizeni stejného smyslu, avSak snizilo jeji odolnost
proti zatizeni opacného smyslu.

U Cetnych soucasti se vyskytuje zat€Zovani stfidavym tahem i tlakem. Pokud je
dvouvrstva deska bez vlastnich pnuti, a zatézujici sila se méni nanejvys od F(A) do
F(A"), probiha deformovani pruzné. Jestlize bylo v soucasti vyvolano ptredpéti,
napiiklad pretizenim do bodu B, bude se deska pii nasledujicim stfidavém
zatézovani deformovat zcela pruzné€ jen tehdy, bude-li se zatézujici sila ménit
v intervalu <F(B"); F(B)>. Pokud bude maximalni nebo minimalni sila lezet vné
tohoto intervalu, avSak jeji celkovy rozkmit nebude vétsi nez 2F(A), dojde
k jednorazové plastické deformaci, po které se jiz ale bude soucast deformovat
elasticky. (Rikame, Ze se konstrukce prizpisobila.) Bude-li rozkmit sily vétsi nez
2F(A), napriklad maximalni tahova sila bude F(B), a maximalni tlakova sila bude
F(A"), bude trvale dochazet ke stfidavému plastickému deformovani vrstvy 1.
Prislusny zatézovaci cyklus je znazornén na obr. 11.6b ¢arou BB’A’AB. Plocha
ohrani¢ena touto smyckou je imernd praci zmatené pii plastickém deformovani
vjednom cyklu. Po vyCerpani unavové odolnosti materidlu opakovanym
deformovanim miize v n¢kterém misté vzniknout inavova trhlina.
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11.7 Lomova mechanika rozhrani

Popis napétového pole pro trhlinu vtésné blizkosti rozhrani je v piipadé

v

0 (r.9) ~ ollLir) fif(9), (11.27)
kde ai; (r,) oznacuje slozku napéti ve vzdalenosti » pred vrcholem trhliny (¢ je
uhel mezi smérem trhliny a vySetrovanym bodem), g, je jmenovité napéti v oblasti
trhliny, L je délka trhliny nebo jiny charakteristicky rozmér, s je konstanta, a f; je
urcitd funkce uhlu ¢@. Zatimco u trhliny v homogennim materidlu je exponent
singularity napéti roven s = 0,5, u kombinace materialti s odliSnymi elastickymi
vlastnostmi a jejich skokovou zménou na rozhrani ma s jiné hodnoty. Pfesto lze
délat nekteré zaveéry i pfi zanedbani rozdilné hodnoty exponentu.

11.7. Napéti pred trhlinou.

K popisu elastickych vlastnosti izotropniho materialu jsou zapotiebi dve konstanty:
modul pruznosti a Poissonovo ¢islo g Dvéma materialim tedy obecné prisluseji
Ctyti konstanty. Jsou-li vSak tyto materialy pevné spojeny, takze tvoii bimaterial,
stati pro popis vlastnosti v blizkosti rozhrani op€t pouze dvé konstanty, tzv.
Dundursovy parametry a a S

g +) -G+ -, k=D -(x -1 | (11.28)
k(g +1)+ (g +1) k(g + D+ (s +1)

kde k = G»/G, je pomer modulli pruznosti ve smyku obou materiald, a x; =3 — 4u;
pti rovinné deformaci a (3 — x;)/(1 + ;) pii rovinné napjatosti, kde index 1 nebo 2
odpovida prvému nebo druhému materidlu. Parametr o charakterizuje predevsim
rozdil mezi moduly pruznosti obou materiali; parametr £ odrazi ve zvySené mite
vliv rozdilu Poissonovych cisel [2, 3].

Dalsim parametrem je efektivni modul pruznosti bimaterialu, definovany podobné
jako v kontaktni tiloze:
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d 11 1) (11.29)
E, 2\ E E

V tabulce 1 jsou Dundursovy parametry pro vybrané kombinace materiald.

Tabulka 11.1. Dundursovy parametry o, B, a efektivni modul pruznosti E pro
nekteré materialove kombinace [2, 3].

Kombinace a Jij E
ocel — ZrO, 0,632 0,123 86,2
ocel — Ni 0,004 0,013 2332
ocel — Ti 0,257 0,024 173,8
ocel — sklo 0,517 0,186 113,1
ocel — epoxy 0,963 0,232 8,7
sklo — epoxy 0,888 0,210 8,3

Trhlina blizici se k rozhrani

Situace pro trhlinu v povlaku blizici se k substratu v télese zatizeném tahem ve
sméru rozhrani je znazornéna na obr. 11.8. Blizkost druhého materialu o jiné
tuhosti ma vliv na velikost faktoru intenzity napéti. Ten stoupa, pfiblizuje-li se
trhlina k materidlu o niz§im modulu pruznosti, a klesa, blizi-li se k materiadlu
tuz§imu. V prvém piipadé se ¢elo trhliny snadno dostane az k rozhrani obou vrstev.
Ve druhém ptipadé by se trhlina méla pfed rozhranim zastavit. S ohledem na rtizné
nehomogenity a materialové vady ale i zde muze n¢kdy dorist az k rozhrani.

Neni-li trhlina k rozhrani kolma, bude se v jeho blizkosti stacet podle obr. 11.9.

Obr. 11.8. Faktor intenzity napéti pro
trhlinu v povlaku blizici se k rozhrani

se substratem. Podle [4]. 1. kombinace
hlinik-epoxy (Ex1 > Ecpoxy), 2. ocel — hlinik
(Eocet > Eny), 3. hlinik — ocel (En < Eocel)-

125



Jaroslav Mencik: Aplikovand mechanika materidlt

v

Trhlina v tuzs§im povlaku na poddajnéj$im substratu se staci do sméru kolmého
k rozhrani (obr. 11.9a). Naopak trhlina v poddajnéjSim povlaku, blizici se k
tuzSimu substratu, ma tendenci se odklanét do sméru rovnobézného s rozhranim

(obr. 11.9b). To mé pak vliv i na jeji chovani na rozhrani.

Obr. 11.9. Sikmd trhlina blizici se
krozhrani. a: E,>E,, b: E,<E,.

Chovani trhliny na rozhrani

U trhliny, jejiz vrchol je na rozhrani dvou materiall, je dilezitou otazkou, zda se
zde zastavi, nebo bude pokracovat do substratu ve svém puvodnim smeéru, anebo
odbo¢i podél rozhrani (obr. 11.10). ReSeni této problematiky bylo komplikovano
skuteCnosti, ze na styku dvou vrstev se skokovou zménou vlastnosti se méni
hodnota exponentu singularity napéti ve vrcholu trhliny. Zjednodusené lze ale fici,
ze trhlina bude mit snahu rist v pivodnim sméru nebo odbocit podle toho, jestli
pomér rychlosti uvoliiovani energie v ptivodnim sméru a pti odboceni bude vétsi
nebo mensi nez pomér mérnych lomovych energii v odpovidajicich smérech.
Jinymi slovy, trhlina se bude S$ifit v tom sméru, kterému bude odpovidat vétsi
prebytek uvolnované energie nad spotfebovavanou.

Jedna-li se o trhlinu kolmou krozhrani a rozeviranou tahovym napétim
rovnobéznym s rozhranim, mizeme podminku jejiho odboceni zapsat takto:

G T . (11.30)

Pokud neni tato podminka splnéna, trhlina neodboc¢i, ale spiSe pronikne do
materialu 2. G vyjadiuje rychlost uvolilovani energie, / vyjadiuje mérnou lomovou
energii, a index i nebo 2 znaci, jedna-li se o Sifeni trhliny podél rozhrani nebo o jeji
proniknuti do materidlu 2. V nejjednodussim piipadé€, kdy materidly 1 a 2 maji
stejné elastické konstanty, dojde k odboceni trhliny a naslednému oddélovani obou
vrstev pii 1i/75 < 1/4, tedy je-li mérna lomova energie rozhrani mens$i nez 25%
mérné lomové energie vrstvy 2 (napf. substratu). Naopak to také znamena, ze kdyz
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% /9,

[ i i A

10 05 0 05 «=

1) '

Obr. 11.10. Pomeér rychlosti uvolnovani energie pro trhlinu odbocujici (G;) a
pronikajici do substratu (G,) pro riizné hodnoty Dundursova parametru o [2 — 4].

meérna lomova energie rozhrani /; neni mensi nez ¢tvrtina mérné lomové energie
materialu 2, trhlina nemiaze odbodit.

vvvvvv

lisi charakter napétového pole u trhliny na rozhrani a v homogennim prostredi.
Tuto ulohu fesili He a Hutchinson [3]. Na obr. 11.10 je znazornén pomér Gi/G,
v zavislosti na Dundursov€é parametru « pii f = 0. Vliv parametru S je pomérné
maly. Obrazek poskytuje obecnou piedstavu o chovani trhliny dotykajici se
rozhrani. Jestlize se pomér specifickych lomovych energii 7i//5 pro urcity
bimaterial s Dundursovym parametrem o nachézi nad kiivkou Gy/G,, mize trhlina
proniknout do materialu 2. Pokud bude lezet pod touto k¥ivkou, trhlina odboci. Je
vidét, ze pii [/, < 1/4 dojde k odboceni trhliny pfi jakékoliv materidlové

v

kombinaci, a Ze podminky pro delaminaci jsou vSeobecné piiznivejsi, nachdzi-li se

T

trhlina v poddajné&j$im materialu, tj. pti £,< E,.

Nezbytnou podminkou pro odboceni trhliny je, aby rychlost uvoliiovani energie G;
byla vétsi nez mérma lomova energie rozhrani /;. Naopak podminkou pro
proniknuti trhliny do materialu 2 je, aby platilo G, > 7.

Trhlina lezici v rozhrani; delaminace

U trhliny vrozhrani (obr. 11.11) se vyskytuje zpravidla soucasné normalové i
smykové napéti. Uvazujme piipad, kdy v neporuSeném povlaku plisobi ve sméru
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rovnobézném s rozhranim tlakové napéti (tj. normalové), zdmémé vyvolané pii
vyrobég. Dojde-li nékde k odprysknuti ¢asti povlaku, bude zde jeho okraj volny, bez
napéti (Obr. 11.11b). Pusobi-li v povlaku tahové napéti, uvolni se pti jeho pouhém
prasknuti. Relativné rychly pokles sily u okraje se projevi mimo jiné pfitomnosti
smykovych napéti v rozhrani. Napjatost v oblasti vrcholu trhliny tedy bude
souCasn¢ charakterizovana dvéma slozkami faktoru intenzity napéti, K; a Kj.
Pfitomnost smykovych napéti ma za nasledek, ze trhlina v rozhrani bude chtit
odbocit do materialu 1 nebo 2, podle smyslu téchto napéti. Jestli k tomu dojde,
zavisi na intenzité napéti pro prislusné sméry, a také na spotiebé energie pro
pokracovani ristu trhliny v rozhrani nebo pfi odboceni.

O L | ( B

a. b. c.

Obr. 11.11. Trhlina v rozhrani mezi poviakem a substrdatem.

Maji-li oba materialy stejné elastické konstanty, staci pracovat s modulem
(amplitudou) faktoru intenzity napéti K |a fazovym tihlem y :

K| = K/ +K,;” , w=arctan(K; /K;) . (11.31)

Chovéni trhliny lze také posuzovat podle rychlosti uvoliiovani energie G, coz je
skalar. Podobné i mérna lomova energie /~ je skalar. Hodnoty téchto veli¢in ovSem
obecn& zavisi na fazovém thlu w. Trhlina se bude §ifit ve sméru y °, ve kterém je
nejveétsi prebytek uvolnované energie G(w) proti spotiebovavané energii /{y).

V piipadé rozdilnych materialt 1 a 2 je exponent s ve vztahu (10.27) komplexni
Cislo. V disledku toho — podle teoretického feseni, zaloZené¢ho na linearni lomové
mechanice — jednotlivé slozky napéti (normalova a smykova) v okoli vrcholu
trhliny osciluji. Jejich vzajemny pomér se s pfiblizovanim k vrcholu méni tak, jako
kdyby vysledny vektor napéti rotoval stale vy$si rychlosti. Podobné osciluji i
teoretické hodnoty posunuti, a v blizkosti kofene by dokonce mélo dochazet
k vzajemnému pronikani boku trhliny, coz neni mozné. PfisluSna oblast je ale
extrémn¢ mald, srovnatelna se vzdalenosti atomt nebo jes$té¢ mensi, kde teoretické
modely, zalozené na predstavé kontinua, jiz stejné nejsou adekvatni. Kromé toho
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ve skutecnosti se vlastnosti na rozhrani nikdy neméni zcela skokem; vzdycky
existuje urcita prechodova vrstvicka, ve které se vlastnosti meéni viceméné plynule.
Navic, jakmile napéti dosahne jisté kritické velikosti, dochazi v materidlu
k nevratnému deformovani a Hookelv zdkon jiz neplati. Pii praktickém
posuzovani chovani trhlin v rozhrani lze proto pfijmout s urcitou opatrnosti obecné
zavery plynouci z linearni lomové mechaniky, vcetné faktord intenzity napéti K,
Ky K této problematice viz blize [2, 3].

Sifeni trhliny na rozhrani od okraje povlaku

Zde si vS§imneme moznosti §ifeni delaminace vychazejici z relativné dlouhé trhliny
pod povlakem, ve kterém pusobi tahové napéti oy (obr. 11.12). Faktor intenzity
napéti pro povrchovou trhlinu hloubky 4 je

Ki=1,12 oy \(7h) = 1,99 oy \h . (11.32)
Tomuto faktoru odpovidaji faktory intenzity napéti piisobicich v rozhrani [2, 3]:
Kio=Kio=0,702 oy Vb . (11.33)

Odpovidajici rychlost uvoliiovani energie je

2
Gy = 009 174 oo’h - (11.34)
E

Je-li Gy” vétsi nez mérna lomova energie rozhrani /5 pti fazovém thlu (w = arctg
(Kw/K;7) = 40°, vznikne na rozhrani trhlina schopna dalsiho rtstu. (Index Ou K a G
znaci, Ze se zatim jedna o trhlinu nulové délky.)

R
_ Obr. 11.12. Faktory intenzity

047 K, napéti pro Sireni trhliny na
h , .
10].
02} (——?_l'_l rozhrani od okraje povlaku [10]
0 5 10 a/h
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S rostouci délkou delaminacni trhliny faktory intenzity napéti pro ni klesaji (obr.
11.12) a blizi se k asymptotickym hodnotam (pro ,,nekonecné dlouhou* trhlinu):

Ki. =0434 oo\Nh , Ky =0,558 oo Vi, (11.35)

Odpovidajici rychlost uvoliiovani energie je

) 2
G.= 1 E,u (Kl,oo2 +KII,002):O,5 lEﬂ oy’h - (11.36)

Nachazi-li se mérna lomova energie rozhrani /; mezi hodnotami /" a /3,", zaCne
trhlina rtst, ale brzy se zastavi. Je-li vSak 77 < /., muze se $ifit bez omezeni a
dojde k vyraznému odlupovani povlaku.

Sifeni delaminace z mist vzdalenych od okraju — horka skvrna

Vsimneme si ptipadu, kdy v ur¢itém misté vzdaleném od okraji neni povlak pevné
spojen se substratem. Pro jednoduchost budeme ptredpokladat, Ze nespojena oblast
ma tvar kruhu o priméru 2a. V povlaku Casto pisobi dvojosé tlakové napéti oy,.
Muize se jednat o vlastni pnuti nebo o napéti vyvolané vyssi teplotou povlaku pii
ohfevu soucasti. Dokud je toto napéti nizké, zlistava povlak nad delaminaci rovny a
nic se ned¢je. Jakmile vSak o prekroci urCitou kritickou hodnotu, volnd cast
povlaku se vybouli (obr. 11.13). Kromé rovnomérne rozlozené¢ho napéti v ni ted’
pusobi i napéti ohybova, a na jejim okraji se objevi vysoka $picka napéti. Kritické
napéti pro vybouleni povlaku je dano obecnym vztahem [8, 9]

. E (nY. (11.37)
ek 12(1—;12)@

Za urcitych podminek se zacne delaminovana oblast zvétSovat. Pti tom se bude
uvoliiovat ze stlacené¢ho povlaku energie, ktera mize kryt jeji spotiebu pfi vzniku

e N

a. b.

Obr. 11.13. Delaminace v mistech vzdalenych od okrajii.
a — geometrie, b — situace po vybouleni poviaku.
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novych lomovych ploch. Jedna-li se o misto, které je ohfivano, v misté delaminace
je zhorSen odvod tepla do soucasti a teplota povlaku stoupne a tlakové napéti
vném se zvy$i. Tim je podporovano odlupovani povlaku a muze dojit k jeho
praskani.

Vice k bouleni povlakli nad delaminaci a k lomové mechanice pro tyto pfipady lze
najit napt. v [1, 2, 8, 9]. Zde uvedeme jenom jeden vztah. Pii ristu delaminace

kruhového tvaru se s rostoucim polomérem a rychlost uvoliiovani energie blizi
k asymptotické hodnot¢ pro velké hodnoty a:

Go=(0-Bhoy(1-uw/E . (11.38)

Je-li tato hodnota niz§i neZ mérna lomova energie rozhrani, nemize se ucinkem
napéti oy Sifit zddna delaminace, bez ohledu na rozméry. Pii navrhovani povlakt
by proto hodnoty 4, oy a E mély byt vzdy v takové relaci, aby platilo /5. > G..

Rast trhliny v povrchové vrstvé do Sifky

Jakmile povrchova trhlina v povlaku dorostla k rozhrani se substratem, mize zde
odbocit podél rozhrani (delaminace), zastavit se, nebo proniknout do substratu. Je-
li substrat dostate¢né houzevnaty, ¢elo trhliny se zde zastavi a otupi (obr. 11.14b).
Dalsi Sifeni trhliny probihd smérem do stran (obr. 11.14c). Jestlize hnaci silou ristu
trhliny je tahové napéti v povlaku oy, je rychlost uvoliiovani energie pii ristu do
hloubky v okamziku dosazeni substratu [3]

1—V2 2
Gy =3.94=—"—y’h - (11.39)

Rychlost uvoliiovani energie riistem této trhliny do stran je

1—V2 2

Tato hodnota je polovi¢ni nez rychlost uvoliiovani energie (11.39) odpovidajici
rastu trhliny do hloubky. To znamena, Ze trhlina, kterd ucinkem pusobicich napéti
pronikla povlakem az k rozhrani, ale nemtze vniknout do substratu, se bude
vzdycky Sifit do stran. Ze vztahu (11.40) dale plyne, Ze pro trhliny vzniklé
napiiklad lokalnim poSkozenim (a prostupujici celym povlakem) existuje urita

W
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je tim mensi, ¢im vétsi je vlastni pnuti v povlaku a ¢im mensi je jeho mérna
lomova energie /7.

of A&} -
6

o = 7= -

NS w— R

Obr. 11.14. Sifeni povrchové trhliny v povlaku na houZevnatém substrdtu. a —

6

pocatek rustu, b — trhlina dorostla k substratu, ¢ — trhlina se $iri do stran. Dle [2].

V kiehkém povlaku na houzevnatém materialu se nékdy vytvoii cela sit’ prasklin.
To je umoznéno tim, Ze jednotlivé trhliny se zastavuji na hranici se substratem,
takze pii zvySovani zatizeni mohou vznikat trhliny dalsi. Systém trhlin odpovida
charakteru ptsobicich napéti. Pii dvojosé izotropni napjatosti, jaka vznika napt. pti
nahlé zmené teploty, byva sit’ trhlin nepravidelnd, trhliny maji rizny smér (obr.
11.15a). Naopak pfi jednoosé napjatosti, napiiklad v télese zatizeném tahem, se
vytvori fada trhlin kolmych ke sméru maximalniho tahového napéti (obr. 11.15b).
Hustota trhlin souvisi s velikosti napéti. ProtoZe se ale sily ze substratu prenaseji do
povlaku prostfednictvim smykovych napéti, hraje vyznamnou roli také pevnost
adheze povlaku k substratu, popfipadé mez kluzu substratu, podobné jako pfi
prenosu sil mezi vldknem a matrici v kompozitnich materialech; viz kapitolu 12 a
prace tam citované.

11.8 Zjistovani mechanickych vlastnosti povlaku

U povlaki a riznych povrchovych vrstev se nejcastéji zjistuje modul pruznosti,
pevnost, tvrdost a odolnost proti otéru, vnitfni pnuti a parametry lomové
mechaniky, vcetné adhezni pevnosti. Zde se omezime jen na nékolik poznamek;
vice informaci lze najit napft. v [3].
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a. b.

Obr. 11.15. Sit trhlin v poviaku, zpiisobena: a — teplotnim napétim,
b —jednoosym tahem

Youngtiv modul

Obvykle se zjistuje z prithybu vzorku nebo indentaci. Pii zkousce ohybem se Casto
pouzije vzorek (s povlakem) obdélnikového prifezu, jehoZz jeden konec je vetknuty
a druhy je zatiZzen pfi¢nou silou; soucasné je méfen pruhyb v tomto misté. Vzorek
muize byt také polozen na dvou podporach a zatéZzovan uprostied. Je-li povlak
vytvoren z obou stran, lze uzit vztah [2]

3 3
£ | g _ Eabh 2 ;- Pr . (11.41a,b)
T 12 e -my) 48w

Sy je ohybova tuhost vzorku s povlaky, b je jeho Sitka a 4 = 24, + h, je celkova
tloustka (4, je tloustka jednoho povlaku, 4, je tloustka substratu), P je sila, / je
vzdalenost podpor, w je prihyb uprostied. (U Sirokého vzorku je nutno tuhost S,
vynasobit vyrazem (1 — 7). U vzorkd s povlakem na jednom povrchu je feseni

vvvvvv

Ke zjistovani Youngova modulu indentaci se uzivaji tzv. nanoindentory, které méfi
soucasné zatizeni indentoru a jeho drahu. Je nutno pfihlizet k tomu, ze dréha
indentoru je ovlivnéna tuhosti povlaku i substratu. Méfeni odezvy se provadi pro
vice hloubek (popf. kontinudln€) a namétené hodnoty se prolozi vhodnou funkci.
Pravy modul pruznosti povlaku pak odpovida nulové hloubce zaboteni indentoru.
Vice viz [3, 7].

Tvrdost

Pfi méfeni tvrdosti povlaku vtlaCovanim indentoru se opét musi pfihlizet
k vlastnostem substratu. UZivaji se rizné aproximacni modely, podle toho, jedna-li
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se o tvrdy povlak na tvrdém substratu, tvrdy povlak na tvarném substratu, nebo
poddajny povlak na tvrdém substratu. Blize viz napt. [3] a literaturu tam citovanou.

Rezidualni napéti

Zbytkova napéti v povrchovych vrstvach se zjiStuji rtiznymi metodami [3].
Destruktivni metody spocivaji vtom, Ze se postupné odbruSovanim nebo
odleptavanim odstranuji tenké vrstvy z povlaku nebo vzorku a méii se jeho prihyb.
Polodestruktivni metody méti délky trhlin vytvofenych vpichem indentoru.
Nedestruktivni metody s rentgenovou difrakci vyuZzivaji toho, ze mechanické
napéti méni vzdalenosti atomi v krystalové miizce. Také se uzivaji metody
zalozené na fotoelasticimetrii.

Lomova houZevnatost

Dtlezita je znalost lomové houzevnatosti nebo mérné lomové energie povlaku i
rozhrani, popfipadé substratu. Zjist'uje se na sendvi¢ovych nebo bimaterialovych
vzorcich, namahanych ohybem (obr. 11.16a, b), dale na vzorcich DBCB (double
bimaterial cantilever beam) nebo na dvouvrstvych ohybanych vzorcich UCSB
(University of California Santa Barbara, obr. 11.16c¢).

2 7
J Ly b

Obr. 11.16. Vzorky pro méreni parametrii lomové mechaniky poviakii a rozhrani.

Cc

a —sendvicovy vzorek, b —bimaterialovy vzorek, ¢ —vzorek UCSB.

Adhezni pevnost povlakll se zjiStuje rGznymi zkouSkami adheze, popfipad¢
indenta¢nimi zkouskami. Blize viz [2].
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12. Zaklady mechaniky kompozitnich materialu

12.1 Uvod

Za kompozitni materidly obvykle oznacujeme takové, které sestavaji ze dvou nebo
vice slozek odlisnych vlastnosti, pfiCemz vysledna vlastnost se od nich znacné lisi,
a neni ani jejich prostym primérem. Zpravidla jsou vysledné vlastnosti vyrazné
lepsi. Jako piiklady miZeme jmenovat sklolaminaty, rybafské pruty nebo casti
letadel zpevitované uhlikovymi vlakny, zelezobeton, vyztuzeny ocelovymi pruty,
ale 1 beton obycejny, ktery piedstavuje kompozit ¢asticovy (s Casticemi pisku a
Stérku v matrici cementové nebo polymerni). Také dfevo je v podstaté prirodni
kompozitni material. O kompozitnich materidlech vSeobecné se lze vice docist
napiiklad v [1 — 5]; zde jenom stru¢né shrneme jejich charakteristické rysy.

Zakladnim typem jsou kompozity dvouslozkové. Jednou slozkou je tzv. matrice,
ve které jsou rozptyleny vhodné c&astice nebo vlakna. Materidlem matrice je
napiiklad polymerni pryskyfice, ale mize to byt i kov, sklo, keramicky material,
sadra nebo beton. Casticové kompozity obsahuji v matrici téliska, u kterych zadny
rozmér neprevlada. Pridavaji se do kompozitu zpravidla z jinych divodd, nezZ je
zvySeni pevnosti; tu naopak nékdy zhorSuji. Uzivaji se pro snizeni ceny, pro
zlepseni tepelnych ¢i elektrickych vlastnosti, nebo odolnosti proti opotiebeni.
Mohou také ptispét ke zvySeni tuhosti.

Vlaknové kompozity obsahuji vlakna sklenéna, polymerni (napi. kevlarova),
uhlikova nebo kovova, v nékdy i pfirodni. Cilem je zpravidla dosazeni lepsich
mechanickych vlastnosti, zejména pevnosti nebo tuhosti, a to pfi niz§i hmotnosti.
Nékdy usilujeme i o vy$si houZzevnatost a popiipadé o nekatastroficky (tj. pomaly)
prabéh lomu a schopnost absorbovat pii ném energii.

V této kapitole se budeme vénovat vlaknovym kompozitim. Jejich vlastnosti zavisi
na vlastnostech matrice i vladken, na jejich podilech, ale i na geometrii a vzajemném
uspofadani a vlastnostech spojeni. Zde uvedeme zakladni vztahy. Dalsi
podrobnosti lze najit v literatuie, naptiklad [6 — 11].

Vlaknové kompozity mohou byt s dlouhymi nebo kratkymi vlakny. Dlouha
vlakna jsou takova, ktera maji délku mnohonasobné vétsi nez primér a ,,nekonci
uvnitt soucasti“. Vlastnosti kompozitii s dlouhymi vlakny jsou anizotropni. Délka
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kratkych vlaken je rovna pouze n€kolikanasobku primeéru a je mnohem mensi nez
rozmér soucasti v jejich sméru. Kratka vlakna jsou Casto orientovdna v soucésti
nahodné, a vysledné vlastnosti jsou pak spise izotropni.

12.2 Kompozity s dlouhymi vlakny

Zakladni mechanické vlastnosti, pevnost a tuhost, ukdzeme na piikladu kompozitu
s vlakny uspotfadanymi rovnobézn¢ ve sméru pusobiciho zatizeni (Obr. 12.1).
Ptedpokladame, Zze vladkna jsou pevné spojena s matrici. Pfi nizSich zatiZenich se
ob¢ slozky deformuji pruzn€. Pro charakterizovani odezvy jsou dulezité jejich
moduly pruznosti (£ a E,,) a relativni podil kazdé slozky (Vra Vy,). Index f prislusi
vlakniim, index m matrici. Vysledna vlastnost kompozitu ma index c. Pomér
objemovych podilt Vra V,, je stejny jako pomér prutezovych ploch S;a S, Plati

Vit V=1, Va=1-V;. (12.1a, b)

Obr. 12.1. Kompozit s dlouhymi
usporadanymi viakny. Podélny
a pricny smer [6].

Podélna pevnost a tuhost kompozitu

Pusobi-li sila F' ve sméru vlaken, je jeji cast Fypfenasena vlakny a ¢ast F,, matrici,
a plati

Ff: O'fo:EfSSf, Fm:UmSm:EmSSm 5 (122)

E; nebo E,, oznaCuje modul pruznosti v tahu pfislusné slozky a ¢ je pomérné
prodlouzeni. Celkova sila je

Fc:Ff+Fm- (123)

Prostiednictvim napéti to miizeme zapsat jako
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F.= 0.S. = 0:St+ O S - (12.4)

Po vydéleni celkovym prufezem a s ptihlédnutim, ze S;= Vra S, = Vi, dostaneme
pramérné napéti v kompozitu

o.= o Vet omVm . (12.5)
Pomérné prodlouzeni obou slozek je pfi jejich pevném spojeni stejné,

Ee= &= En=E. (12.6)
Index pro né tedy neni nutny a napéti v nich mizeme vyjadrit jako

or=Eie, on=FEne, (12.7)
Tato napéti jsou ve stejném poméru jako moduly pruznosti,

ot/ om = E{/Ey ,popt. or/o.=E¢/E. (12.8)

vys$si napéti pasobi ve slozce, ktera ma vyssi modul pruznosti. Vydélime-li rovnici
(12.5) pomérnym prodlouzenim, dostaneme modul pruznosti kompozitu:

E =EVit EnVin=EeVeit Eq(1-V5) . (12.9)

Obvykle se zmény vlastnosti kompozitu vyjadiuji jako funkce podilu vldken. To je
naznaceno v pravé casti vyrazu (12.9).

Pokud kompozit sestdva z vice (n) slozek, plati pro vysledné napéti a modul
pruznosti

o.=y0V;, E.=YEV; - (12.10 a,b)
i=1 i=1
Pro nazorngjsi predstavu zde uvedeme dva ptiklady podle [6].
Priklad 1. Vypoctéte podil zatizeni prenaseného vlakny ve dvou kompozitech
vyztuzenych sklenénymi vlakny v epoxidové matrici, z nichz jeden obsahuje 10%

objemového podilu vldken a druhy 50%. Modul pruznosti vlaken je E; = 72 GPa,
modul matrice £, = 3,6 GPa (plati E/E,,, = 72/3,6 = 20).

Pomeér sily prenasené vldkny k celkové sile v kompozitu je

i _ Gfo _ 1 . (12.11)
F'c O-fo +0me 1+E7mV7m
EpVy
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V ptipadé 10% vlaken je V,/Vi=0,9/0,1 =9, takze F;/F. = 0,690 = 69%. Pii 50%
vldken je V,/Vi=1, a F;/F. = 0,95; vlakna tedy ptfenaseji 95% celkového zatizeni.

Piiklad 2. Jak se zméni podil sily prenaSené vlakny, budou-li vldkna uhlikova o
modulu pruznosti £ =432 GPa?

Plati E/E,, = 432/3,6 = 120, takze pro 10% vlaken je F¢/F. = 0,930, tj. 93%. Pro
50% vlaken bude F/F, = 0,992, tj. 99%.

Vidime, Ze vlakna s vysokym modulem pfenaseji podstatnou cast zatizeni, i kdyz
jejich podil je pom&rné maly.

Nyni ukdZeme, jak se podélna pevnost kompozitu méni s rostoucim podilem
vlaken.

a) Vidkna i matrice maji stejnou pevnost i taznost, o;, = O, (index u zna¢i mezni
hodnotu pfislusné veli¢iny). Pro jednoduchost neuvazujeme rozptyl vlastnosti.

Kompozit se rozrusi pti kritickém napéti:

Oc,u= Ofu Vf+ Om,u Vu = Ofu Vf+ O-m,u(l - Vf) . (1212)

b) Vidkna maji vyssi pevnost, ale matrice je houzevnatéjsi a porusi se az pii vét§im
pretvofeni. Piikladem je kompozit s uhlikovymi vlakny v polymerni matrici.

Dokud se vlakna neporusi, je napéti v kompozitu
o =oVit on(1-7p). (12.13)

Vldkna se porusi pfi deformaci &, Jakmile pomérné prodlouzeni kompozitu
dosahne této hodnoty, vlakna se pietrhnou. (Opét neuvazujeme rozptyl vlastnosti).
Potom uz zatizeni mlize pfenaset pouze matrice, kterd se porusi pii napéti o, -
ProtoZe po pretrzenych vlaknech zistaly v matrici ,,diry®, je nosny prifez mensi
nez celkovy prifez kompozitu, takze mez pevnosti kompozitu bude nizsi:

Oen = Omu(1 =79 . (12.14)

S rostoucim podilem vldken tedy inosnost kompozitu klesa! Nastésti tato relace
plati jen pro velmi nizké podily vlaken, a jak uvidime dale, jiz pfi obsahu vlaken od
nekolika procent vySe bude vysledna pevnost kompozitu vyssi (obr. 12.2).
Objemovy podil vlaken, pii némz je pevnost kompozitu minimalni, je
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Gm,u _Gm,ef,cr , (1215)
O-f,u + O-m,u - O-m,éf,cr

V_f,min =

kde o(é&er) je napéti v matrici, odpovidajici kritické deformaci vlaken. Napitiklad
pro epoxidovou pryskyfici vyztuzenou uhlikovymi vlakny (o, = 0,07 GPa, o, =
3.2 GPa, E,, = 3,1 GPa, &, = 0,014) je on(&) = 0,0434 GPa. Po dosazeni téchto
hodnot do vztahu (12.15) dostaneme Vi, = 0,0088 =~ 0,9%. To znamena, ze jiz
vice nez jedno procento vlaken bude mit zpevnujici G¢inek. Situace je znazornéna
na obr. 12.2. Ale pozor, pfi podilu vldken Vi, je vyslednd pevnost kompozitu
niz§1 nez plvodni pevnost samotné matrice bez vlaken! Ma-li pouziti vlaken
skutecné zvysit pevnost kompozitu, musi byt vysledna pevnost vyssi nez o, a
podil vlaken musi byt vyssi nez kriticka hodnota (V. na obr. 12.2).

Vye = Omu ~ Omgfer | (11.16)

Ofu~"Omecr

Obr. 12.2. Pevnost vidknového kompozitu
Jjako funkce podilu vidken V; [6].

fﬁ'k'ﬁ'pm“'llf)
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Pfi¢na tuhost a pevnost kompozitu

V predchozim modelu byla vldkna fazena v matrici paralelné. Deformace vSech
slozek byla stejna a sily v nich se sec€italy. Pasobi-li zatizeni ve sméru kolmém
k vlaknim (obr. 12.1), jedna se o usporadani sériové, kdy naopak sila ve vSech
slozkach bude stejna a secitaji se deformace, a tedy i poddajnosti. Pfibliznou
hodnotu modulu pruznosti lze ziskat ze vztahu
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L I S Ul S0 I (12.17)
EC,T Ef,T Em Ef,T Em

index T oznacuje pficny (transverzalni) smér. Pii vice slozkach plati

1 i Vi (12.18)
EC,T i=l1 E'T

l?

vvvvvv

za sebou usporadany ploché vrstvy. Vldkna maji ve skutecnosti kruhovy prifez a
nejsou usporadana zcela pravideln€. Urcitou roli mohou hrat i rozdilné hodnoty
Poissonovych cisel jednotlivych slozek; zde jsme pro jednoduchost predpokladali
jejich rovnost, i = tiy,.

Obrazek 12.3 ukazuje, jak se méni pomér podélného (L), popi. pficného (T)
modulu pruznosti kompozitu a modulu pruznosti matrice, v zavislosti na
objemovém podilu vldken V. Obrazek odpovida ptipadu, kdy modul pruznosti
vlaken je desetindsobkem modulu matrice [6].

K poruseni kompozitu zatizeného kolmo k vlakntim dojde, jestlize napéti prekroci
pticnou pevnost jakékoliv slozky (0tyr1; Omur ). Pro pevnost v pficném sméru pak
plati

Ocur = MIN(OtyT5 Omut) - (12.19)

Dlouha usporadana vlakna jsou vhodnd vsude, kde sméry napéti v soucasti jsou
znamy a nemeéni se anebo se meéni jen zvolna, takze ukladani vlaken pii vytvareni

10
i | Obr. 12.3. Pomeér modulu pruznosti
£ L kompozitu (E.) a matrice (E,) v podélném
:,.:’ 6 (EL) a pricném (Er) sméru v zavislosti na
T objemovém podilu vidken V; [6].
4 |
¢ E; vztah
vzia
ol (23
02 04 06 08 10

A
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kompozitu je jednoduché. Tam, kde sméry napéti nejsou znamé, anebo se rychle
méni od mista k mistu, mohou byt vyhodné&jsi izotropni vlastnosti, a tedy
kompozity s kratkymi vlakny, o kterych pojedname pozdéji. U kompozitu
s dlouhymi vldkny je vrstva srovnobéznymi vlakny ortotropni. Anizotropie se
odstrani spojenim vice vrstev rizné orientovanych.

Jsou-li znamy smeéry sil a napéti pasobicich v soucasti z kompozitu, je mozno
optimalizovat orientaci vlaken a vytvofit tak vdhoveé efektivngjsi strukturu. Jako
priklad uvedeme laminovanou valcovou tlakovou nadobu [7, §].

Piiklad 3.

Urcete optimalni smér vlaken u valcové laminatové tlakové nadoby vyrobené
presnym navijenim.

Reseni. Ve stén¢ pusobi napéti obvodové o, a napéti osové a,. Je-li v nadobe
pretlak p, jsou tato napéeti

Gi=p "a=P§1’ (12.20)
kde R je polomér nadoby a / je tloustka stény. Obvodové napéti je tedy dvakrat
vys$si nez napéti osové. Pokud je nadoba vyrobena z izotropniho materidlu, musi
byt dimenzovéana podle nejvyssiho napéti, tj. obvodového. Jestlize ji ale zhotovime
metodou presného navijeni vlaken (tzv. filament winding), vyjde pfi jejich vhodné
orientaci leh¢i. Situace je zndzornéna na obr. 12.4. Vldkna sviraji s osou nadoby
uhel a. Ve vldknech plisobi ve sméru a sila Frn, kde Fje sila v jednom vldkné a n
je pocet vlaken pripadajicich na vySetfovanou (trojuhelnikovou) ¢ast plaste [7, 8].

Obr. 12.4. Tlakova vailcova nadoba z vidknového kompozitu zhotovend presnym
navijenim. o, o, — obvodové a osové napéti, o — optimalni uhel sklonu vidken.

142



Jaroslav Mencik: Aplikovand mechanika materidld

V obvodovém sméru (na obrazku vpravo ve svislém sméru) pusobi nasledujici
slozka této sily, ktera je v rovnovaze s obvodovou silou od ptetlaku v nddobé:

nFysina = PR xn - (12.21)
h
Slozka sily v osovém sméru (tj. ve vodorovném smeéru na obr. 12.4) je v rovnovaze
s vyslednici osového napéti,

p}f «tgaxh - (12.22)

an cosa =

Vyraz 1xh v pravé casti rovnice (12.21) predstavuje plochu casti stény nadoby,
ktera odpovida vodorovné odvésné trojuhelnika (obr. 12.4), a ve které pusobi
obvodové napéti. Podobné tga x £ v (12.22) piedstavuje plochu odpovidajici
svislé odvésne, kde plisobi osové napéti.

Po vydéleni rovnice (12.21) rovnici (12.22) a ptehozeni nékterych ¢lent dostaneme
po tpraveé

tg’ @ = 2, odkud vyplyva a=54,7°. (12.23)

To je zakladni uhel sklonu vldken u vinutych tlakovych nadob, ktery zajistuje, ze
pevnost v obvodovém sméru bude dvakrat vy$si nez ve sméru osovém. Bude-li
nadoba vicevrstva, budou vlakna v dalsi vrstvé mit opacny sklon (o =— 54,7°), atd.

12.3 Kompozity s kratkymi vlakny

Jestlize se sméry napéti v soucasti méni od mista k mistu relativné rychle (anebo
jsou rizné pii riznych zatézovacich stavech), popifipadé nejsou znamy, jsou
vyhodnéjsi kompozity s kratkymi vldkny. V tomto ptipad€, pfi ndhodné orientaci
vlaken v riznych mistech, jsou vysledné vlastnosti spiSe izotropni. U nékterych
vyrobnich technologii, jako je naptiklad vstfikovani, se vlakna pii toku formou
sama uspotadavaji ve sméru toku, coz mize byt vyhodné z hlediska namahani
hotové soucasti.

Cast kompozitu s usméménymi kratkymi vlakny je nakreslena na obr. 12.5.
Zatimco u kompoziti s dlouhymi vlakny jsou vlakna podél celé soucasti a vSude
v nich ptsobi sila Fy, v ptipadé kratkych vlaken existuji mista, kde sila ve sméru
vldken je pfenaSena pouze matrici. Proto je zde dllezita otazka prenosu sily
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Obr. 12.5. Kompozit s usporadanymi
= | kratkymi viakny (schematicky).
L - podélny smer, T - pricny smer.

TIHL
Hl

z matrice do vlaken a naopak. Situace pro jedno vlakno je znazorn¢€na na obr. 12.6.
Mezi vlaknem a matrici ptisobi smykové napéti z. Je-li zatizeni nizké, jsou
deformace pruzné, plati Hooketv zakon, a smykové napéti na rozhrani je rozloZeno
nerovnomérng; nejvyssi je v misté koncti vlakna [6 — 9]. Tento charakter rozloZeni
trva az do okamziku, kdy maximalni hodnota napéti dosadhne bud’ adhezni pevnosti
nebo meze kluzu ve smyku matrice z pruznoplastického materialu, podle toho,
ktera z obou hodnot je nizsi. Podle zjednodusené¢ho modelu budeme predpokladat,
ze pii posouvani vlakna vi¢i matrici je toto mezni smykové napéti konstantni,
rovno adhezni pevnosti 7,. Pro rovnici rovnovahy sil pisobicich na usek vlakna o
nekonecné malé délce dx v tomto ptipade plati

(rr)or+ Qrrdx)g, = (zr) o+ doy) , (12.24)
odkud vyplyva
doy _ 21, (12.25)
dx r

Integrujeme-li tento vyraz od konce vlakna (x = 0), kde se do jeho cela prenasi z
matrice napéti o, az do mista x, kde ve vlakn¢ pasobi napéti or (x), dostaneme

or(x)=opo T 27 (x/r). (12.26)

Vidime, Ze napéti ve vlakné nartsta linearn€ se vzdalenosti od Cela. Sila pfenasena
Celem je mala ve srovnani se silou pfenasenou dlouhym valcovym povrchem, a
zpravidla se zanedbava.

dx

._qw.q_-e—q—d—

r ‘G ) — b+ d6
) ) ) Obr. 12.6. Sily piisobici na vlakno v matrici.

-t—-ﬂ-«‘—-—-n—q—fl'
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V ptipadé€ naznaCeném na obr. 12.6 se matrice snazi vlakno natahovat, a sily, které
se zni do né prenaseji zleva i zprava, maji v kazdé poloviné opacné znaménko.
Napéti ve vlakné nardsta od kazdého konce, a maximalni hodnotu ma uprostied
vlakna. Pusobi-li v kompozitu napéti o,, mize napéti ve vlakné mit nanejvys
hodnotu stejnou jako u kompozitu s dlouhymi vlakny, tj.

O-f,rnax = O¢ (Ef/Ec) 5 (1227)

viz vztah (12.8). Tohoto napéti je dosazeno pfi tzv. pirenosové délce zatiZeni

I = d Opma _d O Ep (12.28)

2 T 2 7, E

a c
kde d (= 2r) je primér vlakna. Je-li vlakno delsi nez /,, napéti v ném jiz nestoupa
(Obr. 12.7), a zGistava na hodnot¢ (12.27).
G,
Iﬂf

l L> 1y

Obr. 12.7. Prenos sily nezi viadknem a matrici pri konstantnim smykovém napéti na
rozhrani. dy— prumér vilakna, o; — napéti ve viaknu, I, — kriticka délka viakna [6].

Délka vlakna pobliz konctl, kde je napéti nizsi, se nazyva neefektivni délka.

vvvvvv

Podivejme se nyni na pfipad, kdy jeden konec vldkna je v matrici a druhy konec
vycniva ven a za né& ho vytahujeme. Pokud je v matrici relativné kratka cast
vlakna, Ize pii prekonani adhezni pevnosti 7, vlakno vytahnout. Bude-li ale délka
vlakna v matrici hodné velka, spiSe je pietrhneme. Kriticka délka vlakna [ je
takova, u které existuje stejna pravdépodobnost, ze se vlakno pretrhne anebo bude
vytazeno z matrice. Z rovnovahy smykové sily na rozhrani, rovné 7 d Iz, a tahové
sily ve vlakné pti dosazeni jeho pevnosti (Srop,y) dostaneme

;4% (12.29)

cr
4 r,
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Pozndmka. Divodem pouziti kratkych vlaken je nékdy snaha zvysit spotiebu
energie pfi lomu jejich vytahovanim z matrice, kdy praci konaji tfeci sily na
rozhrani mezi vlaknem a matrici.

12.4 Rozptyl vlastnosti vlaken

V ptedchozich ivahach jsme piedpokladali, ze vSechna vlakna v kompozitu maji
stejnou pevnost ory. Ve skutecnosti jsou pevnosti jednotlivych vlaken rizné a
obvykle kolisaji v Sirokém rozmezi. Rozlozeni pevnosti 1ze dobie popsat pomoci
Weibullova rozdé€leni pravdépodobnosti (Obr. 12.8) s distribu¢ni funkci

a

b
(e —C
F(oyy)=1-exp _( I j . (12.30)

V tomto vyrazu je a tzv. parametr métitka, b je parametr tvaru rozdé€leni, a c je tzv.
prahova hodnota, coZ je nejniz$i hodnota, ktera by se mohla vyskytnout. Protoze
pevnost nemtze byt zaporna, predpokladd se nékdy ¢ = 0, ¢imZ se rozdéleni
zjednodusi na dvouparametrické. (Urovani parametrti je popsano napt. v [13].)

F(x)

Obr. 12.8. Rozdéleni hodnot nahodné veliciny x
(napr. pevnosti): a) normdlni, b) Weibullovo.

V kompozitu jsou vlakna obklopena matrici, takze i kdyz né&jaké vlakno praskne,
zatizeni muze byt z oblasti jeho konce pfeneseno smykem do matrice, a za
poruSenym mistem zpét do druhé ¢asti vlakna. To znamena, ze 1 vldkno porusené
v jednom mist¢ muze jest¢ dale pfenaset plné zatizeni s vyjimkou oblasti jeho
koncti, kde v ném napéti naristd od nuly na maximalni hodnotu Ogn.. V1dkna
v kompozitu tedy unesou vice a jsou Iépe vyuzita nez kdyby byla jenom jako volny
svazek jednotlivych vlaken. Blize k témto otazkam viz [6, 9].
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Disledky rozptylu pevnostnich vlastnosti materiala

Je vhodné uvést zde né€kolik pozndmek k rozptylu pevnosti nejen vléken, ale i
jakychkoliv materiali. Kazdy konstruktér by si mél uvédomit dvé véci. Veliciny
jako pevnost, mez kluzu i mez Unavy kolisaji. V materidlovych listech byva
uvedeno rozpéti, popi. minimalni hodnota ptislusné vlastnosti. OvSem z principu
neni mozné zjistit pfesné minimalni pevnost urcit¢ho materidlu. Pfesné zjistime
pevnost konkrétniho vzorku tim, ze jej pietrhneme nebo zlomime. Ale pak jej jiz
nemuizeme pouzit. Proto se vzdy zkousi nékolik vzorki a namétené hodnoty se
statisticky zpracuji. Jako minimalni hodnota se pak zpravidla uvadi takova
hodnota, Ze existuje 5% pravdépodobnost vyskytu jesté slabsiho kusu. Nejistota pii
dimenzovani se zmiriiuje prostfednictvim dovoleného napéti, které se dostane tak,
ze se hodnota meze pevnosti nebo kluzu vyde€li soucinitelem bezpecnosti. Ten se

vvvvv

Druhy dtsledek rozptylu pevnostnich vlastnosti je vliv velikosti zatizené oblasti na
pevnost. Poruseni vyjde vzdy z nejslabsiho mista (materialovy vmeéstek, prasklé
krystalické zrno apod.) A ¢im vétsi je zatizena oblast, tim vétsi pravdépodobnost
existuje, ze se tam vyskytne vétSi defekt, a tedy niz$i pevnost. V fadé piipad
priblizné plati nasledujici relace mezi pevnosti a objemem télesa:

on=CV™" . (12.31)

kde C a m jsou konstanty. Pokud lze pevnosti popsat Weibullovym rozdélenim
(12.30), souvisi konstanta m s parametrem tvaru rozdéleni b jako m = 1/b. O téchto
otazkach se lze dodist vice naptiklad v [14], kde jsou citovany i dalsi prace.

12.5 Poruseni kompoziti

Vlaknové kompozity s usporadanymi vlakny se mohou porusit riznymi zpasoby.
Pasobi-li tahové zatizeni ve sméru vlaken, bude se trhlina Sifit matrici kolmo k
tomuto sméru (obr. 12.9). Kratka vlakna, jejichz délka je krat$i nez [, budou
pfitom postupné vytahovéana z matrice. Dlouhd vlakna se budou postupné trhat.

1 Y

/

/ 11

/ 1 U

v

| g
” % Y ; Obr. 12.9. Typické zpiisoby porusovani
4 ? 1 vidknového kompozitu: trhani vidken
; ; ; E a vytahovani z matrice, a trhani matrice.
/ 1 |
/ ' 1 11
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Roli ptitom hraje nejen pevnost a taznost vlaken, ale i vlastnosti matrice, je-li
kiehkd nebo tvarna, a dale vlastnosti vlaken, jsou-li kiehkd nebo naopak maji
vysokou taznost. Také se uplatiiuje adheze mezi vlakny a matrici a jaké jsou
poméry moduli pruznosti obou slozek a poméry teplotnich roztaznosti.
V nejjednodussim piipadé vldkna postupné praskaji, kdyz k nim trhlina dorazi,
popiipad¢ kdyZ projde az za vlakno. Nékdy ale trhlina na rozhrani s vlaknem ma
snahu odbocit, poptipadé vldkno obkrouzit. Je to zejména tehdy, ma-li vlakno vyssi
modul pruznosti nez matrice, a pevnost rozhrani je nizka.

Postupné pretrhavani vlaken je zietelné i v pracovnim diagramu tahové zkousky
kompozitu (obr. 12.10). Nekdy se mtize kiehké matrice roztrhat na vice casti.

F F

a. b.

Obr. 12.10. Diagram tahové zkousky kompozitu (schematicky):
a) s jedinym vlaknem v matrici, b) s mnoha vlakny.

Vliv na charakter porusovani maji i rozdily teplotnich roztaznosti a zbytkova
napéti, kterd vznikaji v disledku zmeén teploty pii vyrobé. Maji-li vldkna veétsi
teplotni roztaznost nez matrice, smrstuji se béhem chladnuti po vytvrzovani vice.
Mezi vlaknem a matrici plisobi v radidlnim sméru tahové napéti, takze se vlakna
mohou od matrice odtrhavat. Naopak maji-li mensi roztaznost, jsou po vychladnuti
stlaCovana, a v matrici kolem nich pisobi tahové napéti v obvodovém sméru, coz
miiZze zpusobit jeji praskani.

Poruseni muze nastat i pii zatizeni tlakem. PuUsobi-li toto zatiZzeni kolmo
k vlaknim, mtize dojit k poruSeni matrice u¢inkem smykovych napéti (Obr. 12.11).
Lomova plocha je sklonéna, protoze maximalni smykové napéti svira se smérem
tlakového napéti thel 45°. Plsobi-li tlakova sila ve sméru vlaken, mize za urcitych
podminek dojit k jejich mikrovybocovani. Pfi ném mohou byt sousedni vlakna ve
fazi, anebo naopak v protifazi. U $tihlého kompozitniho dilu mize také dojit k jeho
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Obr. 12.11. Zatizeni kompozitu kolmo k viakniim
(poruseni matrice ucinkem smykovych napéti).

vyboceni jako celku. O porusovani kompozitnich materidld se lze vice docist
napiiklad v [6, 9].
12.6 Elasticka odezva p¥i viceosé napjatosti ortotropnich materiala

U izotropniho t€lesa s napétimi plsobicimi v roving x, y plati pro pruzné deformace
Hooketv zékon ve tvaru

&=E '(ox—uoy), §=E (o, o), &=-E '(oy+uc),  (12.32)

kde & je pomérné prodlouzeni a o je napé€ti v jednotlivych smérech. (Ve sméru z,
kolmém k roviné x, y, Zddné napéti nepiisobi; u€inkem oy a o, se ale v ném bude
menit tloustka.) Elastické konstanty jsou tfi: modul pruznosti v tahu FE, modul
pruznosti ve smyku G a soulinitel pricné kontrakce u (Poissonovo ¢islo). Tyto
konstanty jsou spolu vazany vztahem

E=21+1)G, (12.33)

takze pro analyzu napéti sta¢i znalost jakychkoliv dvou konstant, nejéastéji £ a g

vvvvvv

V ném mé Hooketv zakon (12.32) naptiklad pro hlavni sméry 1 a 2 tvar

& IVE —-ulE 0 oy '
obolowe e o |le b e lel=lslels o a234
Ve 0 0 1/G T

[¢] je matice (vektor) pretvofent, [S] je Ctvercova matice poddajnosti a [0'] je
matice napéti.

Dlouhovlaknové kompozity jsou ortotropni, a k popisu jejich pruzné odezvy je
zapotiebi pét konstant: modul pruznosti £; ve sméru vladken a £, ve sméru kolmém
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k vlakntim, modul pruznosti ve smyku G, a dveé Poissonova ¢isla, z, a t6,. Prvni
z nich, 45, je hlavni Poissonovo ¢islo, které vyjadiuje pomér pomérného zkraceni
ve sméru 2 vyvolaného pomérnym prodlouzenim ve sméru 1. Naopak z5; udava
pomérné zkraceni ve sméru 1 zptisobené pomérnym prodlouzenim ve sméru 2.

Vztah mezi pfetvofenim a napétim u tohoto kompozitu je [7, 8]

81 l/El _ILIZI/EZ 0 (o]
N2 0 0 1/Gyy | |71

Protoze smér 2, kolmy k vlakniim, ma obvykle mnohem mensi tuhost nez smér 1,
je ziejmé, Ze urcité pretvoreni ve sméru 1 vyvolda mnohem vétSi pietvoreni ve
sméru 2, nez by stejné velké pretvoreni ve smeru 2 vyvolalo ve sméru 1. Proto je
obvykle 14, > tn1. Ve vyrazu (12.35) jsou pouze Ctyii z konstant (£, E,, Gia, t2 @
1b1) nezavislé, a matice poddajnosti je symetricka; plati t51/E> = o/Ej.

Jednotlivé prvky v matici poddajnosti charakterizuji vztahy mezi napétimi a
pretvofenimi v jednotlivych smérech. Nuly v rovnici (12.35) odpovidaji ptipadu,
kdy nejsou zadné vazby mezi normalovymi a smykovymi slozkami. To je tehdy,
shoduji-li se soufadné osy s hlavnimi sméry materialu, coz je zde smér vldken a
smér k nim kolmy. Jsou-li osy orientovany do jinych sméra (Obr. 12.12), matice
poddajnosti se zméni. Naptiklad plsobi-li tahové zatiZzeni pod uréitym uhlem
k vlaknim, objevi se mezi vlakny i smykova napéti, protoze se vldkna budou chtit
uspotadat do sméru zatizeni. Vznika tedy vazba mezi normalovym napétim a
smykovym pfetvorenim, ktera u izotropnich materialti neexistuje.

Vztahy pro transformaci elastickych konstant do jinych smért 1ze najit napt. v [6].

T ¥
G
T,

4444 %y L Obr. 12.12. Ortotropni vrstva (lamina).
== Hiavni osy (totozné se sméry vidken) j
/ == G,y ocgzm O:S‘y (0’ ozné se’smery via en)]:vou

VUci souradnému systému x —y pootoceny

o uhel @.

i
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12.7 Vicevrstvé kompozity (laminaty)

Vztahy pro vypocet tuhosti a pevnosti kompozitu s uspotadanymi vlakny, uvedené
dfive, platily pro jednu vrstvu neboli laminu (obr. 12.12). Pro ziskani vhodnych
vlastnosti ve vice smérech se zpravidla kombinuje vice vrstev a celek se oznacuje
jako laminat. Pro jednodu$si vytvéieni vicevrstvych laminatd se pouzivaji tzv.
prepregy. Prepreg je samostatna vrstva, kde v matrici z ¢aste¢né zpolymerované
pryskyfice jsou uloZena jednosmérné uspofddand vldkna. Ne&kolik vhodné
orientovanych prepregli se polozi na sebe a za tepla se slisuji, pfiCemz dojde
k jejich konecnému zpolymerovani.

Existuji riizné orientace lamin. Nejjednodussi uspotradani je s navzijem kolmymi
vlakny, coz se oznacuje jako [0°/90°]. Mensi anizotropie se docili pfi ukladani
vlaken pod uhlem 45°, napt. [0/45/90/-45/0]; ¢isla oznacuji orientaci jednotlivych
vrstev (obr. 12.13). Pouzivaji se i orientace pod uhlem 60° a dalsi.

0° 45° 90° -45° 0°

Obr. 12.13. Vicevrstvy lamindt — priklad s usporadanim vrstev [0/45/90/-45/0].

Slabsim mistem laminati jsou okraje, kde pii skokové zméné vlastnosti na
prechodu z jedné vrstvy do druhé vznikd vysoka koncentrace napéti. Ta nékdy
vede k delaminaci, tj. k poruSovani spojeni vrstev. Choulostivym mistem jsou také
spoje riznych dild. Jakakoliv nahla zména prifezu znamena zvySené napéti.
Vyhodnéjsi jsou spoje s plynulym piechodem tvaru (Obr. 12.14), a popfipadé
zvysenou poddajnosti, napiiklad pouzitim pryskyfice s niz§im modulem pruznosti.
BliZe viz napft. [11].

Obr. 12.14. Priklad snizeni koncentrace napéti tvarovym resenim spoje.
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13. Mechanika elastomernich materialt
a velmi poddajnych téeles

V této kapitole si vSimneme nékterych zakonitosti deformovani elastomernich
materialii, kam patfi napiiklad pryze a nékteré polymery. Stru¢né zminime i
deformovani textilnich materiald a membran. Pro vSechny tyto pfipady jsou
typické velké deformace a pretvofeni, nelinedrni vztahy mezi napétim a
pretvotfenim, a Casto Casova zdvislost odezvy.

13.1 Struktura a vlastnosti elastomernich materialu

Elastomerni, resp. hyperelastické materialy, maji tyto charakteristické rysy: nizky
modul pruznosti v tahu (E = 1 — 10 MPa) a nelinearni pracovni diagram (obr. 13.1),
vysoky soucinitel pfi¢né kontrakce (¢ > 0,49), velké pretvoreni do poruseni
(n€kdy az nékolik set procent), schopnost docasn¢ absorbovat velké mnozstvi
energie, viskoelastické chovani (zpozdéné pruzné deformovani, relaxace napéti,
disipace energie pfi stfidavém zatéZzovani) a Unava pii statickém i dynamickém
zatéZovani.

Schopnost velkych deformaci elastomernich materiald se vysvétluje jejich
mikrostrukturou. Jedna se o trojrozmérnou sit’ velmi dlouhych fetézci molekul,
které jsou klikaté (ptipominaji klubko Spaget) a propojené navzajem na mnoha

FORCE (F)

Obr. 13.1. Nelinearni diagram pryze
,Stla F — Pomeér protazeni A* [1].

STRETCH RATIO (\)
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mistech pfi¢nymi vazbami (obr. 13.2). Vazby v fetézcich jsou pomérné pevné, ale
pficné vazby jsou slabé (podobné jako u Spaget). Pfi zatizeni tak dochézi spiSe
k rovnani fetézcti a posouvani po sobé€ nez k jejich natahovani.

Obr. 13.2. Typicky vzhled polymernich retézcii [1].

Charakterizovani velkych pretvofeni a napéti

Pii zatizeni pryze a dalSich poddajnych materiald dochazi k jejich velkym
pretvofenim. V takovém pftipad¢é tzv. smluvni pomérné prodlouzeni, definované
konvenénim zptisobem jako &= Al /[, neni dost vystizné. Vhodnéjsi je tzv. pomér
protaZeni (nebo kratce protaZeni, v anglické literatufe stretch ratio nebo stretch):

A=1llly= A+ Alll)=1+¢. (13.1)
Pozndmka. Pomér protazeni souvisi s tzv. skutenym pomérnym prodlouzenim
@ vztahem

p=1n (/) . (13.2)

Zde vsak budeme dale pracovat s protazenim A [1, 2]. To Ize definovat ve tfech
navzajem kolmych smérech. Hodnoty v konkrétnim ptipad¢ zavisi na orientaci
soufadného systému. Tfem hlavnim smériim odpovidaji hlavni protaZeni A;, 1,,
A;. Existuji také urcité funkce pomérii protazeni, které na orientaci soufadného
systému nezavisi. Tyto tzv. invarianty protaZeni jsou nasledujici:

L=+ + A, (13.3a)
L=+ A7+ A0, (13.3b)
L= 5. (13.3¢)
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Pro nestlacitelny material plati /5= 1.

Protoze velkému relativnimu prodlouzeni odpovida i velké pomérné zizeni, je
v takovych ptipadech vhodnéj$i misto konvencniho napéti o = F /S, obvyklého
v mechanice tuz§ich materiali, uzivat skute¢né (pravé) napéti,

Oskut :F/Sskut . (134)

Podobné misto konvencniho pracovniho diagram o — & podle je u elastomernich
materialti vhodné&j$i pouzivat diagram oy — A, poptipadé F — A (Obr. 13.1).

Pro charakterizovani napjatosti je krom¢ napéti vhodna také hustota energie
napjatosti A; pfislusné vztahy ukazeme dale. Krom¢ jiného plati, Ze jejim
derivovanim podle pietvoreni dostaneme napéti.

13.2 Modely odezvy elastomernich materiali

Pfi malych pietvofenich je dostacujici Hookeldv zakon, popfipadé né&jaky
viskoelasticky model. Pro popis odezvy hyperelastickych elastomernich materiala
na zatizeni pii velkém pietvofeni byla navrzena fada funkci. Ty zpravidla vychazeji
z hustoty energie napjatosti definované prostfednictvim invariantll pfetvoreni. Zde
uvedeme dva nejjednodussi modely [1, 2]:

Neo-Hookeovsky model:

A=Cy (i -3), (13.5)

kde Cj je konstanta. Tento model vykazuje dobrou shodu s experimentalnimi daty
az do pretvoreni 40% pfi jednoosém tahu a do 90% pfi prostém smyku.

Mooney-Rivlindv model:

A:Cm(llf 3)+ C01(12*3). (136)

Tento model vykazuje dobrou shodu s tahovymi zkouskami az do pretvoreni 100%.
Neni vSak pfili§ vhodny pro popis stlacovani nebo tuhnuti materialu pii velkych
pretvotenich.

Krom¢ uvedenych modeld existuji i dalsi (Ogden, Yeoh aj.), které jsou blize
popsany v [1, 2]. Nékteré modely byly implementovany do programi MKP.

Konstanty ve vypoc¢etnich modelech se ziskavaji riznymi zkouSkami specialnich
téles, zatizenych jednoosym tahem, dvouosym tahem a smykem (Obr.13.3).
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Obr. 13.3. Diagramy tahovych zkousek pro stanoveni Mooneyovych — Rivlinovych
konstant vulkanizované pryze [1, 7]. Simple tension - jednoosy tah, equibiaxial
tension - izotropni dvojosy tah, pure shear - Cisty smyk. Stretch A - protazeni.

Pryz a dalsi eclastomery jsou témétf nestlacitelné. Pii analytickém feSeni
jednoduchych uloh se u nich nékdy ptedpoklada dokonald nestlacitelnost, jiz
odpovida Poissonovo ¢islo g = 0,5. Pti numerickych postupech (MKP) ale idealni
nestlacitelnost Cini potize se stabilitou feSeni, a proto se zde zpravidla pracuje
s hodnotou z o néco nizsi, naptiklad g = 0,49.

Jedna teorie deformovani elastomerll vychazi z entropie, jakozto miry usporadani,
a z pravdépodobnosti dosazeni urCitého stavu. Narovnany polymerni fetézec je
velice malo pravdépodobny, zatimco rizné neuspofadané stavy jsou mnohem
pravdépodobnéjsi. Jestlize upevnime jeden konec pomysiného segmentu
clastomeru a vyjadiime pravdépodobnost vyskytu druhého konce v urcité
vzdalenosti od né&j naptiklad prostiednictvim trojrozmérného Gaussova rozdéleni, a
potom ve druhé vét€é termodynamické vyjadfime prirGstek vnitini energie,
dostaneme po tfadé uprav [1, 2] nasledujici vztah pro hustotu energie napjatosti
v idealnim elastomeru, odpovidajici protazenim Ay, Ay, 4;:

A=—TAS = i NkT (A0 + A0+ 2, =3) ; (13.7)

T je absolutni teplota, N je pocet segmentl fetézci na jednotku objemu, £ je
Boltzmannova konstanta (k = 1,38x10 > J/K), a AS je zména entropie jednoho
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segmentu. Tvar vyrazu (13.7) je totozny s tvarem vztahu (13.5) pro hustotu energie
napjatosti Neo-Hookeovského modelu.

13.3 Textilni vlakna a konstrukce

Chovani vlaken, niti a lan, a konstrukci z nich je ovlivnéno tim, Ze maji urcitou
tuhost v tahu 1 v ohybu. U textilnich materialti hraje dale roli vzajemné uspotradéani
a provazani niti, jejich vzdjemné tieni a hustota na jednotku plochy textilie.

Mechanické vlastnosti vldken i textilnich vyrobki se zjistuji tahovymi zkouskami.
Na obr. 13.4a je pracovni diagram pfize, na obr. 13.4b je pracovni diagram plo$né
textilie typu pletenina, v obou pfipadech v soufadnicich sila — prodlouzeni.
Pracovni diagramy se aproximuji vhodnymi funkcemi a reologickymi modely,
jejichz parametry charakterizuji pruzné, poptipade viskoelastické vlastnosti. Rlizné
viskoelastické modely byly popsany v kapitole 10.

40 — 071 F A
QIN;
o i 0
30 1 A 3454 B
25 —+- j O 44
20 +
I : | 0K
15— 1
" | B 0124
u=/ . et 04 I
L o o e B e 0 \ T T Al pepn |
0 0 20 0 ) 50 80 s 0 05 10 15 20 &
a b.

Obr. 13.4. Pracovni diagramy. a - tahova zkouska prize, b - pracovni cyklus
,,zatizeni - odlehceni ** vzorku pleteniny [3].

U jednorozmérnych textilii se ur¢uje Hookelv zdkon a moduly pruznosti pro tah a
pro smyk. Ohybové vlastnosti se vyjadiuji prostfednictvim ohybové tuhosti £J, kde
E je Youngiv modul pruznosti (N/m®) a J je moment setrva¢nosti (kvadraticky
moment) v ohybu (m*). Ohybova tuhost ma rozmér Nm’. Pii jejim urGovéni
z prihybu textilniho vzorku napftiklad vlastni tihou jsou ale deformace vétsi;
podobné¢ i pii pouziti textilnich materiald. Misto jednoduché diferencialni rovnice
prihybové ¢ary, w'” = —M/EJ, vhodné pro malé prihyby nosnikti z pomérn¢ tuhych
materialtl, je nyni nutno pouzivat jeji tplny tvar pro velké priuhyby [4]:
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w' _ M(>x) . (13.8)

[1 + (w’)z] Y

U vléken a niti se zjiStuje jejich pevnost vtahu P. Ve vlaknech, ktera jsou

vyraznéji ohnuta, plsobi navic napéti od ohnuti, které spolu s vn&jSim napétim
zpusobi pretrzeni pii niz§im zatiZzeni. Proto se také méfi tzv. pevnost ve smycce P,
kdy se najednom vldknu vytvoii smycka, tou se protahne druhé vlakno, a na
dynamometru se obé vldkna ptetrhnou. Podobn¢ se méti i pevnost v uzlu P,. Oba
postupy jsou normovany. Kromé nich se také uvadi relativni pevnost ve smycce P,
a v uzlu P,,, v obou pfipadech v procentech:
P =£x1oo; P, =£><100- (13.9)
’ P ’ P

Pfi modelovani chovani textilie pro technickou aplikaci je vyhodné nahradit ji
spojitym tenkym télesem se stejnymi mechanickymi vlastnostmi. Na obr. 13.5 je
znazornéna cast pravidelné vlakenné sité¢ s naznacenymi silami v nitich u jednoho
strukturniho prvku. Pro danou geometrii lze sestavit rovnice rovnovahy sil
v uzlech, a s pouzitim pracovniho diagramu pfize stanovit deformace a nalézt
tuhosti tohoto utvaru. Jiny pfistup vychazi z méfeni deformacnich vlastnosti
mens$iho vzorku uvazované textilie. V obou ptipadech je pfi navrhu ekvivalentniho
homogenniho télesa nutno pfihlizet k tomu, Ze se jedna o t€leso anizotropni. K této
problematice, véetné transformacnich rovnic a uziti tenzorového poctu, je mozno
doporudit skripta [3] a publikace v nich citované.

Obr. 13.5. Nahradni model
pleteniny [3].

13.4 Membranové konstrukce

Za membranu zde budeme povazovat takové tenkosténné téleso, jehoz rozmeéry ve
dvou smérech jsou mnohem vétsi nez jeho tloustka, a které je schopné pienaset
jenom sily plsobici ve smérech te¢nych k povrchu. Membrana ma zanedbatelnou
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ohybovou tuhost, takze neni schopna pienaset ohybové momenty. Pfikladem je
nafukovaci hala nebo balon.

Poznamka. Membranové napéti je rovnomerné rozlozené napiic tloustkou stény,
takze nejlépe vyuziva schopnost materidlu ptenaset sily. Kvuli tispofe materialu se
proto Casto snazime, aby i rizné zasobniky nebo nadrze zjinych materiald,
naptiklad kovové, mély takovy tvar, aby vnich byla pfedev§sim membranova
napjatost [4 — 6]. Ma-li konstrukce i nezanedbatelnou ohybovou tuhost, takze
krom¢& membranovych napéti ptisobi ve sténé i napéti ohybova, je pii vypocétech
nutno pouzit ohybovou teorii skofepin; viz napt. [4 — 6].

Membranova konstrukce je Casto zatizena tlakem kapalného nebo plynného média.
Tento tlak p vyvolava v membrané sily ve dvou navzajem kolmych smérech, které
jsou v daném bodé¢ te¢né k vySetfované plose. Z rovnovahy sil piisobicich na maly
element membrany (Obr. 13.6) ve sméru kolmém k tecné rovin€ vyplyva tzv.
Laplaceova rovnice membrany [5, 6]:

N, Mg

R Ry

a

p = (13.10)

Ny, resp. N je sila ve sméru o, resp. fna jednotku Sitky membrany (rozmér N/m)
a Ry, a R jsou poloméry kiivosti plochy membrany v pfislusnych smérech. o, S
jsou jakékoliv dva navzijem kolmé sméry. Poloméry R,, Rz se mohou ménit
v z&vislosti na orientaci téchto smérii. Existuji dva hlavni sméry, pro které jsou
tyto poloméry extrémni (jeden je maximalni, druhy minimalni); pak se oznacuji R,
R,. Vydélime-li sily Ny, Nig tlouStkou membrany, dostaneme normalova
membranova napéti.

Obr. 13.6. Membrana —
geometrie a napéti.
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Poznamka. Laplaceova rovnice (13.10) plati také pro kapaliny; v tomto pfipad¢ by
misto Ny,, Nig bylo povrchové napéti y, stejné ve vSech smérech. Ridi se ji
naptiklad i tvar kapek vody, nebo dokonce tvar sklenénych perlicek, které se
zakulacuji za vysokych teplot v peci.
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14. Optimalizace tvaru a rozmeéru
soucasti a konstrukci

Soucasti, konstrukce a stavby musi byt bezpecné a spolehlivé. Jejich zhotoveni by
mélo byt také hospodarné. Zde ukazeme nékolik pfistupt a pravidel pro zlepseni
diky optimalizaci tvaru.

14.1 Soucasti a konstrukce konstantnich napéti

Pti klasickém pfistupu k dimenzovani se kontroluje napéti v nejvice namahaném
misté soucasti nebo konstrukce a porovnava se s pfipustnou hodnotou. V jinych
mistech je napéti zpravidla nizsi, takze tam neni pln€ vyuZzita schopnost materialu
prendset sily a napéti, a navrh je méné hospodarny. U konstrukci konstantnich
napéti se snazime, aby napé€ti v kazdém misté bylo rovno dovolenému napéti.
Tento pfistup budeme ilustrovat na nékolika ulohach. Pro snaz$i pochopeni se
zaméfime na prosté tvary, kde feSeni vede na piehledné analytické vyrazy.

14.1.1 Dimenzovani a optimalizace pruiezu nosniku po délce

Na obr. 14.1 je nosnik, jehoz jeden konec je vetknuty a druhy je zatizen pfi¢nou
silou F. Obrazek ukazuje geometrii a rozlozeni ohybového momentu po délce.
Nejvyssi moment pasobi ve vetknuti. Bude-li prufez nosniku konstantni, musi byt
takovy, aby napéti v tomto misté nepiekrocilo dovolenou hodnotu:

Omax =F 1/ W < Gyov, (14.1)
kde W je modul prifezu v ohybu. Maximalni napéti v fezu ve vzdalenosti x je
Omax(X) =MXx)/ W=Fx/ W. (14.2)

S vyjimkou mista vetknuti jsou napéti vSude nizSi. Takovyto navrh je méné
hospodarny. Maximalniho vyuziti materidlu se dosdhne u tzv. soucasti
konstantnich napéti (n¢kdy se také tika soucast stalé pevnosti). Jeji prafez neni
konstantni, ale méni se po délce tak, aby maximalni napéti ve vSech mistech méelo
stejnou hodnotu, rovnou dovolenému napéti. Modul prifezu se urCuje podle
obecného vztahu:

W(x) = M(x) / Gy - (14.3)

161



Jaroslav Mencik: Aplikovand mechanika materidlt

Obr. 14.1. Nosnik konstantnich napéti. Geometrie
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a rozlozeni ohybového momentu a pricné sily.

Znaménko ,,vétsi nebo rovno* je zde uzito proto, Ze s ohledem na rtizna omezeni

nelze Casto dosdhnout pfesné vypoctené hodnoty modulu prifezu. Napiiklad v

nosniku, zatizeném osameélou silou F na konci, ptisobi ohybovy moment
M(x)=Fx , (14.4)

Prifezovy modul nosniku konstantnich napéti by se tedy mel ménit takto:
W(x) 2 F x /0oy (14.5)

Rozmeéry prifezu se mohou meénit riznymi zptisoby v zavislosti na jeho tvaru. Ma-
li nosnik obdélnikovy prifez b x h, kde b je Sitka a 4 tloustka ve sméru zatizeni,
bude W= bh’/6.

Nejjednodussi ptipad je s konstantni tloustkou a proménlivou Sitkou. Pii
konstantni Sifce a zadané tloust'ce 4 by potiebna sitka byla

6P!
by = . (14.6)
Gdovh

Pro ménici se optimalizovanou §itku b(x) musi platit v ideadlnim piipade

6Fx (14.7)

b(x) =
O dov h2

Sitka tedy poroste se vzdalenosti od zatizeného konce linearné; pii pohledu shora
se jedna o trojuhelnik (na obrazku naznacCeno Carkované). Vidime, ze stejnou
sluzbu jako nosnik konstantniho prifezu mize poskytnout nosnik konstantnich
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vvvvvv

vyvolava pfi¢na sila v nosniku i smykova napéti, kterd jsou po celé jeho délce
stejna, a to 1 v blizkosti plsobiste sily F, kde ohybova napéti jsou velmi mala. Zde
by prifez musel byt dimenzovan také s ohledem na smykova napéti. Vhodnéj$im
kritériem by proto bylo, Ze konstantni musi byt ekvivalentni napéti, uvazujici
souCasn¢ pusobeni normalovych a smykovych napéti. Pfi navrhu ale bude nutno
také ptihlédnout, Ze ohybové napéti je maximalni na povrchu, zatimco smykové
napéti je maximalni na neutralni ose (obr. 14.2). Navic, tuhost nosniku se zuzujici
se Sifkou je mensi nez u nosniku konstantni Sitky b, takze deformace budou vétsi.
Nékdy je rozhodujicim hlediskem pro dimenzovani spiSe piipustna velikost
deformaci nez maximalni napéti. Také by bylo nutno fesit otdzku pienosu sily F na
nosnik. Skute¢ny optimalni tvar tedy bude slozitéjsi.

‘|(F

€ =
Obr. 14.2. Rozlozeni napeti ohybového
I S& _g_ T (o)asmykového (7).

AR

Misto Sitky by se mohla ménit také vyska prurezu. Podobné by se optimalizoval i
pramér hiidele ulozeného ve dvou loziskach (obr. 14.3), podvozek otevieného
nakladniho Zelezni¢niho vozu nebo tvar hlavnich nosnikd mostu. Pfi spojité
optimalizaci podél soucasti mohou byt potiebné vztahy v jinych ptipadech
pozadavkid soucasné (a to nejen z hlediska pevnosti) vSak Casto nebyva spojita
optimalizace mozna, podobn¢ jako u naznaCeného htidele. Nékdy je vhodné&jsi
pouzit soucasti standardizovanych (odstupnovanych) rozmért s cilem snizit
celkové ndklady, sestdvajici zndkladi na materidl a praci. Obecné ale musi
ohybovy modul prifezu v libovolném misté spliovat vztah (14.3).

F

Obr. 14.3 Masivni hridel.

e T ®

o i

L |

Poznamka. Konstrukce konstantnich napéti skryvaji urCité nebezpeci. U bézné
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konstrukce existuje jenom jedno nebo n€kolik malo mist, kde je napéti nejvyssi, a
odkud by mohlo vyjit ptfipadné poruseni. U soucésti konstantnich napéti je napéti
vsude stejné, takze poruseni mize vyjit odkudkoliv. Kontrola naptiklad na tnavové
trhliny proto musi byt provadéna podrobn€ po celém povrchu.

14.1.2 Dimenzovani a optimalizace velikosti a tvaru pfiéného prarezu nosniku

Dosud jsme hovotili o optimalizaci prifezu nosniku ,po délce”. Lze také
optimalizovat tvar prufezu. Ohybové napéti je rozloZzeno napfi¢ vyskou tak, ze
nejvyssi hodnotu ma v mistech nejvice vzdalenych od neutralni osy, na které je
naopak rovno nule (obr. 14.2). Proto existuje snaha, aby u neutralni osy bylo
materidlu co nejméne, protoze zde témeér nepfispiva k pfenosu ohybového
momentu, a naopak aby jej bylo co nejvice ve vétsi vzdalenosti od osy. Prikladem
jsou profily duté nebo I-profily (obr. 14.4). Existuji vSak omezeni. Kdybychom
chtéli naptiklad optimalizovat rozméry jednoduchého plného obdélnikového
prifezu tak, aby mél nejvyssi modul prifezu v ohybu pti dané hmotnosti, resp.
plose, vyslo by nam, ze nejvyhodnéjsi bude priifez, ktery bude mit nejvetsi vysku,
a tloustku blizici se k nule. OvSem takovy nosnik by pfi sebemenSim zatizeni
vybocil a zhroutil se. Proto nosniky pro pfenaseni ptfi¢ného zatizeni (ve sméru
stojiny) maji obvykle profil I, kdy obé& ptiruby svou vyssi ohybovou tuhosti
v pficném sméru brani snadnému vyboceni. Podobné trubky uréené pro pienos
pricnych sil nebo krouticiho momentu nemohou mit pfili§ tenkou sténu, i kdyz by
teoreticky byl nejvhodnéjsi co nejvétsi primér pii co nejmensi tloust’ce stény. Tady
by zase hrozila lokalni ztrata stability jejim zvinénim.

|
~
1
1, . ._ Obr. 14.4. Vahové usporné profily.

|
R

Nékdy se tinosnost soucasti zvysuje pridanim Zeber. I zde je nutna uréita opatrnost,
aby se pridanim materialu na nevhodném mist¢ a v nevhodném rozsahu naopak
nezvysilo napéti, a tedy nesnizila bezpecnost. Budeme to ilustrovat na piikladu
nosniku obdélnikového prufezu, ktery je vyztuzen zebrem podle obr. 14.5.

Pro moment setrvacnosti a modul prufezu v ohybu k vodorovné ose plati [1]:
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:é(b—bl)}f +ib1hl3 : (14.8)
_ Lo 3 (14.9)
== g o~ |

U nosniku bez Zebra je hy = h a W, = bh*/6. Pomér moduli priifezu v ohybu
nosniku se Zebrem a bez zebra je znazornén pro rizné poméry vysek a sifek Zebra
na obr. 14.5b. Vidime, ze pti malych tloustkach i vyskach zebra mize byt vysledny
modul prifezu dokonce niz$i nez u nosniku nevyztuzeného. Ackoliv jsme ptidali
material, modul prifezu se snizil! Naproti tomu ohybova tuhost, charakterizovana
momentem setrvacnosti, se zvysi pti jakémkoliv zebru.

b N W, / -
b 16K 2b L0A®
. : i 1 b"’o‘//b:"o
Y \\“
P B \"“'--- . b=0
0
z

Obr. 14.5. Vliiv geometrie Zebra na vyztuzeni [1].

14.1.3 Optimalizace prufezu rotujici sou¢asti

Jinym ptipadem, kdy lze najit analyticky, jak by se mél ménit prifez soucasti
s konstantnim napétim, je tenky rotujici kotou¢ (obr. 14.6). V ném plisobi napéti ve
sméru obvodovém (o) i radidlnim ( ;). Pokud ma kotou¢ konstantni tloustku, plati
pro né nasledujici vztahy [1, 2]:

o, (r) :pwz(sz _ 1+3/4,,2j , (14.10)
8 8

o, (r)— pa) (R2 ) , (14.11)

kde p je hustota a u Poissonovo ¢islo materialu kotouce, @ = 2zf je thlova
rychlost, /= n/60 je frekvence a n je pocet otacek za minutu, R je vn&jsi polomer
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ds,
I
L_ r
(i
3
Obr. 14.6. Rotujici kotouc. o, — obvodove
B napeti, o, — radialni n., o, — napéti v ose
Bro* 620 LA
X

kotouCe a r je polomér mista, kde vySetiujeme napéti. Rozlozeni napéti je

znazornéno na obr. 14.6. Nejvyssi hodnoty jsou v ose kotouce, ptfiCemz plati

0,(0) = 6,(0) = 3+8”pw2R2 : (14.12)

S rostoucim polomérem obé napéti klesaji; radialni napéti az k nule v piipadé
nezatizené¢ho vnéjsiho obvodu.

Pozndmka. VSimnéme si, ze u tenkého kotouce nezavisi napéti na tloust'ce!
V osovém sméru nepusobi zadné napéti, nebot” povrchy jsou volné a nic nebrani
zménam tloustky. U Sirokého kotouce (napf. turbina s mnoha fadami lopatek) se
ale objevi i napéti ve sméru osy, protoze radialni i obvodové napéti se s » méni, ale
zmény Sitky v osovém smeru, zplisobované pti¢nou kontrakci, musi byt vsude
stejné.

Z obrazku 14.6 je ziejmé, ze ve vSech mistech tenkého kotouce s vyjimkou osy
jsou napéti niz8i. Neni zde tedy plné vyuzita Gnosnost materialu. Material bude
1épe wvyuzit, ud€lame-li tloustku kotouce klesajici s polomérem tak, aby
ekvivalentni napéti v kazdém misté bylo rovno dovolenému napéti oy,,. Uloha

ree
1

,rotujici kotou¢ konstantnich napéti“ je feSena v zakladnich uéebnicich pruznosti a

pevnosti [1, 2], takze zde uvedeme pouze vysledny vztah pro rozlozeni tloustky:

2
t(r)=toexp(—2pwr2J ; (14.13)

O dov

Prubéh, znazornény na obr. 14.7, ptipomina Gaussovo rozdéleni pravdépodobnosti.
tp je maximalni tloustka kotouce v ose rotace, ktera se stanovi zpétn¢ z tloustky v
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Obr. 14.7. Kotouc konstantnich napeti: jeden stupen turbiny s lopatkami [2].

misté prechodu do vénce s lopatkami. Pro toto misto, o poloméru rg, je znama
odstiediva sila F, vyvozena lopatkou o urcité hmotnosti a s tézistém na urcitém
poloméru rg, a je zndma i odpovidajici rozte¢ lopatek Lg. Potfebna tloustka se
dostane napf. z podminky, ze maximalni ekvivalentni napéti podle Trescovy
hypotézy nesmi piekrocit mez kluzu oy. S ohledem na to, Ze u tenkého kotouce je
hlavni napéti v axialnim sméru rovno nule, mé ekvivalentni napéti stejnou hodnotu
jako obvodové nebo radialni napéti, dana vztahy (14.12). S uzitim podminky oye, <

OTrescas TESP. Tuoy = Ov/s, dostaneme tloust’ku kotouce v misté prechodu do lopatek

Fy (14.14)

lyp =
LB O dov

Z ni se pak odvodi tloustky v jinych mistech.
Pozndmka. Tato uloha zde byla uvedena proto, aby ukazala moznost analytického

feSeni. Podobné soucasti se dnes fesi vhodnéji metodou konecnych prvki, ktera
muze lépe respektovat spojeni s hiidelem a upevnéni lopatek.

14.2 Optimalizace rozsahlych konstrukei

U rozsahlych konstrukei, naptiklad stavebnich, je dutlezitd znalost celkového
rozlozeni vnitinich sil. Obrazek 13.8 ukazuje dlouhy most jako spojity nosnik na
vice podporach. Je nakreslen podélny prubéh pti¢nych sil a ohybovych momentd,
zpusobenych spojitym zatizenim. Vidime, ze v urcité vzdalenosti od kazdé podpory
je ohybovy moment roven nule. Jestlize konstrukce bude vytvofena spojenim vice
¢asti, je vhodné umistovat spoje pravé do mist nulového momentu, nebot’ se v nich
budou prenaset pouze pficné sily, ale ne ohybové momenty. Podobny piistup se
uziva také pii spojovani vodorovnych nosnikti u ocelovych skeletl mrakodrapd, pii
podepirani Sirokého okraje previslé stfechy nad vlakovymi nastupisti i jinde.
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Obr. 14.8. Most jako dlouhy nosnik na mnoha podporach a priibéh ohybového
momentu po délce. V malych vzdalenostech od podpor je moment roven nule.

Poznamka. Pfi navrhovani velkych konstrukei a staveb je nutno uvazovat vSechna
zatizeni, kterd se mohou vyskytnout. Co by byly platné presné metody analyzy
napjatosti, kdyby nebyly pouzity vS§echny udaje o zatizeni. Opomenuti nékterého
zatézovaciho stavu muze byt fatilni. Napiiklad zacatkem dvacéatého stoleti doslo
v Kanadé¢ k havarii mostu Québec Bridge ptes feku Svatého Vaviince v prubéhu
stavby jenom proto, ze si projektant neuvédomil, Ze sily v rozestavéné ptihradové
konstrukci pisobi jinak nez pfi provoznim zatizeni, a pruty, namahané pii montazi
nikoliv tahem, ale tlakem, se zbortily [21]. Kolaps konstrukce zptisobil tenkrat smrt
75 osob! Takovych ptripadl by slo najit vice.

14.3 Optimalizace u slozZitéjSich tvari a zatiZeni

vvvvvv

zpusoby optimalizace tvaru. Nejslab§im mistem jakékoliv soucasti byvaji oblasti
koncentrace napéti, naptiklad pfi ndhlé zméné tvaru nebo velikosti prifezu, u
otvoru anebo ve vrubu. Obecné plati, Ze zvySeni napéti ve vrubu je tim vétsi, ¢im
vétsi je jeho hloubka (nebo ¢im vétsi je zména primeéru hridele), a ¢im mensi je
polomér zaobleni jeho kotfene nebo prechodu (Obr. 6.3). Pfi nadvrhu tvaru soucasti
bychom m¢li usilovat, aby tok sil v ni byl co nejplynulejsi. Za timto ucelem se
nékdy v blizkosti vrubu délaji také odleh¢ovaci vruby (Obr. 14.9). Ale i samotny
tvar vrubu je dulezity a mald zména tvaru miize znamenat velkou zménu napéti. Pti
navrhovani tvaru vrubl s cilem dosadhnout co nejnizs$i koncentraci napéti, se lze
priucit od pfirody. Z zivych organismi mohou piezivat jen takové, které maji
dostateCnou pevnost pro prenaSeni nejCastéji se vyskytujicich zatizeni, a to pfi
nejmensi hmotnosti. Jako pfiklad uved'me odbocovani vétvi z kmene stromu.
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Obr. 14.9. Priklady odlehcovacich vrubii
% % s naznacenymi silocarami [2].

Kdyby koncentrace napéti v misté napojeni vétvi byla pfili§ vysoka, vétve by se i
pfi malém zatizeni mohly ulamat, a strom by nakonec zahynul. To se ve
skutecnosti nedéje, a bylo zjisténo, Ze tvar napojeni vétvi do kmene byva takovy,
ze vném témef zadnd koncentrace napéti nevznika. Strom sam podporuje
optimalni pfibyvani dievni hmoty v kritickych mistech. Podobny tvar piechodt lze
najit také u trnd na rznych kefich nebo dokonce u rozvidlenych srncich parohii.
Jiz v roce 1937 uveiejnil R. Baud praci, ve které ukazal na zakladé experimentt
s celuloidovymi vzorky, Ze i mald zména tvaru odboceni miize pfinést vyrazné
zlepSeni [3]. Pro optimalni tvar (bez koncentrace napéti) se pouziva oznaceni
Baudova kiivka (obr. 14.10). Porovnani pomért pii béZném napojeni a u tvaru
optimalizované¢ho metodou konecnych prvki (viz dale) je na obr. 14.11.

Ptiroda si béhem dlouhé evoluce vyvinula mechanismy, jak u riznych pfirodnich
druhti utvaret tvar, ktery bude optimalni z hlediska mechanického namahani. Tuto
problematiku zkoumal profesor Mattheck z Karlsruhe, ktery vyvinul dva postupy
optimalizace tvaru soucasti, zalozené na zpusobech uzivanych ptirodou [4 — 7].
Prvni postup, tzv. metoda adaptivniho ristu, pfiddva postupné material v mistech
s vy$8im namahanim, podobné jako se to d&€je u stromi. Pro soucast, kterd ma byt

optimalizovana, se metodou konec¢nych prvki zjisti rozloZeni napéti. V mistech se

Obr.14.10. Baudovy kiivky pro tah
(tensile curve) a pro ohyb (bending

curve). Prevzato z [3].

tensile curve

bending curve -~
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Obr. 14.11. Optimalizace tvaru odbocujici casti postupnym pridavanim materialu.
Dole vievo: tvar neoptimalizovany (nicht optimiert) a optimalizovany (optimiert),
dole vpravo porovnani napéti v obou pripadech [8, 9].

zvySenym napétim se v dal$im kroku zvétsi tloustky prvkd v povrchové vrstve,
podobné, jako se pfi ristu stromu ve vice namahanych mistech prirozené zveétsuji
tloustky tzv. kambia, coz je mékka vrstva pod kirou. Tento vypocet MKP se
opakuje. Po né¢kolika krocich je dosazeno rozlozeni napéti s podstatné menSimi
koncentracemi. Blize viz napft. [4 — 8]. Druha metoda uziva postupné odstraiiovani

ree
1

materialu z nezatizenych mist (,,odumirani). Podobné je uspotadana spongioza v
kosti (obr. 14.12), jejiz struktura je takova, aby material byl maximaln¢ vyuzit
podle zasady konstantniho napéti. (Pfipomenime i odvapnovani kosti kosmonautd
pii dlouhodobém pobytu v beztizném stavu — pfiroda zde svym zplsobem
odstranuje material, ktery neni zatéZzovan.) Pii tomto zpusobu optimalizace s
vypoCty metodou koneénych prvkli se v mistech snejniz§im napétim
v nasledujicim kroku snizi modul pruznosti pfislusnych prvki. Postup se n€kolikrat
opakuje, az nakonec tam, kde modul pruznosti velmi vyrazné klesl, se dané prvky
odstrani. Tento optimalizacni algoritmus byl v [9] oznacen jako Soft Kill Option
(SKO). Na obr. 14.13 je nosnik na dvou podporach, zatiZzeny uprostied osamélou
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Obr. 14.12. Podélny rez kosti,
ukazujici kloub se spongiozou.

silou, ktery byl optimalizovan touto metodou [8, 9]. V tomto ptipad€ se vychazelo
z plného polotovaru obdélnikového tvaru a postupné se odebiral material
znejméné zatizenych mist. Muselo se samoziejmé piihlizet i k tomu, aby
nedochdzelo k borceni ¢asti namahanych tlakovymi silami. Podobné vypada i
optimalizace v pfirod¢.

Q Q

Obr. 14.13. Vychozi a konecny tvar soucasti zatizené pricnou silou. Optimalizace
metodou SKO pro dosazeni minimdlni hmotnosti. [8, 9].

Dalsi optimalizaéni postupy

Existuje mnoho optimalizacnich postupi zaloZzenych na matematice. V podstaté jde
o to, najit extrém né&jaké ucelové funkce (velikost napéti v soucasti, hmotnost,
naklady apod.), ktera zavisi na tad¢ veliCin a omezeni. Jednodussi prakticky
pouzitelné metody jsou popsany v kapitolach 11 — 14 v knize [11] a v kapitole 19 v
[16]. Obé knihy jsou dostupné na webu, staci napsat nazev do Google. Podrobné
jsou optimalizaci vénovany knihy [12 — 15]; posledné jmenovana je také dostupna
na webu. K optimalizaci lze téz pouzit nastroje v Matlabu (Optimization Toolbox)
nebo Mathcadu; vysvétlivky jsou v jejich manualech. Nekteré ulohy zvladne i
Excel. U ngj je v menu Data tzv. Resitel, ktery ma také optimalizaéni algoritmus a
umoziuje piihlizet i k riznym omezenim jednotlivych velicin.
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14.4 Stanoveni potiebnych toleranci

Pti konstrukci soucasti, stroje, stavby nebo néjakého zatizeni musime vzdy pocitat
s nejistotami, které se mohou vyskytnout pii navrhu, vyrobé nebo stavbé, a pfi
provozu. Proto by kazdy spravny konstrukéni ndvrh méel mit tii etapy:

1. navrh koncepce,
2. stanoveni parametru,
3. stanoveni toleranci.

Po navrzeni koncepce daného uzlu nebo soucasti (napt. spalovaci tfivalcovy motor
se Ctyfmi ventily ve valci, Sroubovitd pruzina apod.) je nutno stanovit vSechny
dilezité rozmeéry (vrtani valce, zdvih, primér pruziny a dratu a pocet zavitt, atd.).
Vstupni veli¢iny ale ¢asto kolisaji anebo mohou mit hodnoty liSici se od hodnot
predpokladanych pfi navrhu. Dobry navrh musi zarucit, ze vystupni hodnoty budou
vzdy v pripustnych mezich. Toho lze dosdhnout vhodnou volbou jmenovitych
hodnot vstupnich veli¢in a pfedepsanim jejich toleranci.

Jmenovité hodnoty vstupnich veli¢in spolu tvoii pracovni bod. Jeho poloha by
mela zajistit nizkou citlivost vystupnich parametrii na odchylky vstupnich veli¢in
od jejich jmenovitych hodnot [16]. Tomu se fika robustni navrh (robust design).
Obrazek 14.14 ilustruje tento princip na piikladu s jednou vstupni veli¢inou x.
Pracovni bod 1 je s vysokou citlivosti, a bod 2 snizkou citlivosti. Vidime, ze
zmeény vystupni veliciny y kolem bodu 2 pii urcité zmén€ x jsou mnohem mensi
nez kolem bodu 1 — v obou piipadech pfi stejnych zménach x. To na druhou stranu
znamena, Ze piijatelné kolisani vystupni veliCiny 1ze n¢kdy docilit s mensimi naroky

Ayz

Ay,

Obr. 14.14. Robustni design. Je videt viiv polohy pracovniho
bodu (1, 2) na citlivost vystupu na kolisani vstupni veliciny.
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na presnost vstupnich velic¢in! Spolehlivost tedy zavisi nejen na kolisani vstupnich
hodnot, ale i na poloze pracovniho bodu. Pro nalezeni optimélni polohy existuji
ruzné metody. Nékteré z nich jsou popsany v [17 — 19].

Jakmile byl nalezen pracovni bod, tj. hlavni rozméry a dal$i parametry, je tieba
zjistit citlivost vystupu na jejich kolisani. Vysledky se potom pouziji pro stanoveni
rozmérovych toleranci. Postupy jsou popsany naptiklad v [16].

Dutlezitost stanoveni odchylek, které se mohou vyskytnout, a jim odpovidajicich
potfebnych toleranci budeme ilustrovat na dvou piikladech.

Priklad 1. Ocelové kolo ma byt pevné spojeno s ocelovym hiidelem, aby mohlo
prenaset kroutici moment. Spojeni bude zajisténo nalisovanim, kdy primér otvoru
v kole bude o néco mensi nez pramér hiidele (obr. 14.15). Stanovte potiebny
presah, tj. o kolik ma byt vétsi primér hiidele nez otvoru. Zkontrolujte ekvivalentni
napéti na vnitinim obvodu kola a porovnejte s mezi kluzu. Uréete silu potifebnou k
nalisovani kola na hiidel. Stanovte také, jak se zmensi tlak ve sty¢né plose, bude-li
skute¢ny primér otvoru vétsi o 0,01 mm neZ pivodné stanovena hodnota, a jak by
se naopak zvétsila vSechna napéti, kdyby primér kola byl mensi o 0,01 mm.

¢a’|m

— oy
— ———
— ---P
p—— o

Obr. 14.15. Nalisovany spoj.

Zakladni parametry spoje jsou: Vng&jsi prumér kola D = 2b = 200 mm, jmenovity
pramér hridele, stejny jako primér otvoru v kole, je d = 2a = 30 mm. Tloustka

NE

@

L

kola 2 =20 mm. PfenaSeny moment M = 200 Nm. Soucinitel tfeni mezi kolem a
hridelem f= 0,1. E, = E, = 210000 MPa, 1 = 1, = 0,3. Mez kluzu oy = 400 MPa.

Reseni. Pfi nalisovani se otvor v kole zvétsi a pramér hiidele zmensi. Mezi nimi
pak pisobi tlak, a diky tfeni miiZe tento spoj pienaset kroutici moment M. Potiebny
tlak p Ize vypocitat podle [1] jako:
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_ M (14.15)
P 2
md"hf
Odpovidajici pfesah (tj. rozdil priméru otvoru a htidele) je dan vztahem
sd=dxp| L2 e o) |- (14.16)

Potiebny ptfesah bude v fadu setin mm, tedy zanedbatelny ve srovnani s primérem
jmenovitym. Ve vzorci proto miizeme pracovat se jmenovitym prumérem d.

Po dosazeni vstupnich hodnot do obou vztahii dostaneme, ze potfebny tlak je p =
70,74 MPa, a odpovidajici pottebny ptesah Ad = 0,02068 mm.

Ekvivalentni Trescovo napéti v tenké vrstvé na povrchu otvoru kola je rovno

Ouv (@) = oi(a) — ola) =2 (4 - o) , (14.17)
kde o;=-p,a
2
— a . 14.18
A - pa b2 _a2 ( )

Po dosazeni p = 70,74 MPa, a = 15 mm, » = 100 mm dostaneme 4 = 1,6283 MPa a
Owv = 144,74 MPa. Bezpecnost vici dosazeni meze kluzu je

ky = oy /| 0wy =400/ 144,74 = 2,76.

Sila potfebna k zalisovani hidele do kola je
F=nrndhfp=nx30x20x0,1x70,74 = 13334 N..

Pouzity lis by mé€l mit dostatecnou silovou rezervu proti této hodnoté (viz dale).

Spojeni by také §lo docilit i bez pouziti lisu, jestlize kolo ohfejeme tak, aby se jeho
otvor dostatecné zvétsil, a nasuneme je na hiidel. Po ochladnuti vznikne pevné
sevieni. Z vyrazu pro zvétSeni primeéru otvoru teplem, Ad = daAT, dostaneme
potiebné zvyseni teploty

AT = Ad / (da) = 0,02068/(30x12x10" %) = 57,4 K.

I v tomto piipadé bychom uzili ohfev o néco vyssi, protoze mezi ohtatim kola a
nasunutim na hiidel uplyne urcita doba, po kterou dochazi k chladnuti kola.
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Kdyby skutecny primér otvoru (pfi nezménéném primeru hiidele) byl napt. kvuli
vyrobni nepiesnosti vétsi o 0,01 mm, bude piesah mensi, roven Ad” = 0,01068 mm.
To je témét 52% z pozadované hodnoty presahu 0,02068 mm. Tlak ve sty¢né plose
tedy klesne na 52 % (tj. o 48%), a podobné se sniZi i kroutici moment, ktery by
spoj byl schopen pienést. S ohledem na minimalni pozadovany moment bude nutno
vypocitat odpovidajici tolerance prumeéru hiidele i otvoru. Ty budou v x#m. Naopak
pokud by ptesah byl o 0,01 mm vétsi, spoj udrzi zhruba o 48% vy$§i moment, ale
napéti v kotouci v oblasti styku se vice priblizi k mezi kluzu. Ekvivalentni napéti
bude 214,7 MPa a bezpecnost vii¢i mezi kluzu bude iy = 1,86.

Dalsi priklad podle [20] ukaze, jak je dilezité prihlizet ke vSem moznym
odchylkam od idealniho tvaru a jmenovitych rozméra.

Priklad 2. Je tfeba zkontrolovat napéti ve sklenénych trubicich svazkového
vyméniku tepla podle obr. 13.16. Trubice ze skla Simax® maji svétlost d = 14 mm,
tloustku stény # = 1 mm a délku / = 2 mm. Na koncich jsou upevnény
v trubkovnicich s moznosti dilataci v axialnim sméru, uprostred délky prochazeji
dérovanou piepazkou. Trubicemi proudi kapalina o teploté 7, = 95 °C a pietlaku
0,1 Mpa, vné proudi voda o teploté 7., = 15 °C. Soucinitel piestupu tepla na
vnitfnim povrchu trubic je x; = 2000 Wm K™, na vng&j§im povrchu je x> = 600
Wm ™K™', Vyménik pracuje ve stacionarnim rezimu a teploty jsou konstantni.

Reseni. V trubicich budou pisobit napéti vyvozena 1) vnitinim pietlakem a 2)
rozdilem teplot vnitfniho a vnéjSitho povrchu. Kromé nich mohou vzniknout i

napéti v dusledku tvarovych a rozmérovych neptesnosti trubic. Nebezpecna pro
sklo jsou predevsim napéti tahova. Dale probereme jednotlivé slozky napéti.

B8 4§

Obr. 14.16. Sklenény vymenik tepla. (Podle [20].)
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1. Napéti vyvozena vnitinim pretlakem
Vnitini pretlak p vyvolé v trubici napéti v obvodovém sméru

d
2h

: (14.19)

Opt =P

které je rozlozené napfi¢ tloustkou rovnomérné. Osova napéti pfi daném
uspotradani vymeéniku v trubici nevzniknou. Po dosazeni (p = 0,1 Mpa, d = 14 mm,
h =1 mm) dostaneme o, = 0,70 Mpa.

2. Teplotni napéti

Protoze se jedna o tenkosténné trubice, budou poméry podobné jako u rovinné
stény, s ptiblizné linedrnim pribéhem teplot i napéti. Teplotni napéti budou plsobit
v obvodovém i osovém sméru a budou mit v obou smérech stejnou velikost.
Maximalni tahové napéti bude na vnéj$im povrchu a bude mit hodnotu [20]:

Ea(T, T, hj A . (14.20)
2(1 — p) 1k, + hjA+1/x,

JT,a = O-T,t =
Dosadime-li sem konstanty skla Simax (£ = 63 000 MPa, x = 0,18, 4 = 1,16
Wm 'K, a=3,2x10"° Kﬁl), tloustku stény 2 = 1,0 mm a soucCinitele prestupu
tepla k3 = 2000 Wm K ' a =600 Wm K ', dostaneme Ot = o7y = 2,80 MPa.
Vysledné maximalni tahové napéti bude v dosud uvazovaném idealnim piipadé
pusobit na vnéjsim povrchu trubice v obvodovém sméru a bude mit velikost

Omax = Opy + 01 = 2,80 + 0,70 = 3,50 MPa.

U skute¢ného vyméniku se vSak prakticky vzdy objevi jesté napéti dalsi:

3. Napéti zpusobena nepiesnosti tvaru a rozméru trubic

V uvazovaném piipad€ se uplatni nasledujici rozmérové a tvarové odchylky:
a) kolisani primeéru trubice (£ 0,5 mm),

b) kolisani tloustky stény (£ 0,2 mm),

c) ovalita prufezu (+ 0,5 mm),

d) podélné prohnuti trubice (2 mm/m délky).

Vlivu jednotlivych odchylek si v§imneme blize.
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a) Vliv kolisani priméru trubice

Teplotni napéti na priiméru prakticky nezavisi, napéti vyvolana rozdilem tlakii v§ak
rostou pfimo umérné s praimérem trubice. ZveEtsi-li se svétlost trubice d z 14,0 na
14,5 mm, vzroste podle (14.19) obvodové napéti na hodnotu o, = 0,725 MPa.

b) Vliv kolisani tloustky sten

Tloustka stény ovliviiuje oba druhy napéti, pficemz napéti od vnitiniho pietlaku
s jejim zvétSovanim klesaji, zatimco napéti teplotni stoupaji, nebot’ se zvétSuje
tepelny odpor stény a rozdil povrchovych teplot. Pti zvét§eni tloustky stény o 0,2
mm na 1,2 mm se jednotliva napéti zméni v souladu se vztahy (14.19) a (14.20)
takto:

Or, = ory (h=1,2 mm) = 3,18 MPa,
oy (h=1,2 mm) = 0,58 MPa ;

pti zmensSeni tloustky na 0,8 mm budou

o1, = o1y (h=0,8 mm) =2,37 MPa,
oy (h= 0,8 mm) = 0,88 MPa.

24

pomerech tepelnych a tlakovych se miize zména tloustky projevit jinak.
c) Vliv ovality prirezu

Odchylka prifezu trubice od pfesné kruhového tvaru nebude mit zadny vliv na
teplotni napéti, mize vSak podstatné€ ovlivnit napéti vznikajici rozdilem tlakd. Pfi
ovalném prurezu (Obr. 14.17) se totiz navic objevi napéti ohybova, protoZze se
prifez trubice snazi ucinkem vnitfniho pfetlaku nabyt kruhovy tvar. Maximalni
tahové napéti vyvolané timto ohybem bude v nasem piipad¢ pisobit v obvodovém
sméru na vnéjSim povrchu trubice v misté kratsi osy eliptického prifezu, a také na
vnitinim povrchu v mistech delsi osy. Podle [20] je toto napéti piiblizné rovno

d 3e
Cor=p (14.20)

kde e je maximalni odchylka skute¢ného tvaru prifezu od kruhového (tzn. nejvétsi
svétly rozmér je d + e, nejmensi je d — e). Zaroven vzniknou i ohybova napéti
v osovém sméru, a to o velikosti

G = 11 O (14.22)
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Dosadime-li do téchto vztahi d = 14 mm, 2 = 1 mm, e = 0,5 mm a u = 0,18,
dostaneme

O..t= 1,305 MPa, o, ,=0,19 MPa.

)

—
¢d d+e
a b

Obr. 14.17. RozlozZeni napeti v trubici s prirezem: a — kruhovym, b — ovalnym.

Napéti o, se bude pficitat k napéti membranovému podle vztahu (14.19). U trubice
s ovalnym prufezem tak maximalni napéti vyvolané rozdilem tlaki mize byt az
nékolikanasobné vyssi nez v pripad¢ idealné kruhového prifezu.

V disledku kolisani tloustky stény trubice se mohou uvedena ohybova napéti
pohybovat v nasledujicim rozmezi:

Oy (h=1,2mm)=0,73 MPa, o, (h=1,2mm)=0,13 MPa,
Ot (h=0,8 mm) = 1,64 MPa, o, (4= 0,8 mm)= 0,30 MPa .

d) Viiv pocatecniho prohnuti trubice

Pritomnost stfedni pfepazky ve vymeéniku, jejimizZ otvory prochézeji trubice jen
s malou vili, znamena narovnani trubic, prohnutych z vyroby (obr. 14.18). Tim se
v nich objevi dal$i ohybova napéti, ptisobici v osovém sméru. Tato napéti uréime
stejné¢ jako u nosniku voln€¢ podepieného na koncich a uprostied zatizeného
osamélou pti¢nou silou. Podle [1] je prihyb uprostied y = FI*/(48EJ) a maximalni
tahové napéti na povrchu zde o= M/W = FID/(8J); F je pri¢na sila, / — vzdalenost
podpér, J a W je moment setrvacnosti a modul prifezu v ohybu, D je tloustka
nosniku ve sméru prihybu. Slou¢enim obou vztahli dostaneme nasledujici vyraz
pro maximalni tahové (ohybové) napéti, vyvolané eliminaci po¢ate¢niho prohnuti y:

D (14.23)

Oy ax = 6F 2
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Obr. 14.18. Sklenena trubice do vyméniku — pocatecni prohnuti z vyroby.

Po dosazeni hodnot z naseho ptikladu (/= 2000 mm, y =2x2 =4 mm, D=d + 2h =
16 mm) vyjde oy,= 6,14 MPa .

Toto napéti, ze zdanlivé nevinného pruhybu, je zdaleka nejvétsi ze vSech
pusobicich napéti. (VSimneéme si jeste, Ze nezdvisi na tloust’ce stény, ale pouze na
vnéjsim prameéru trubice.)

Nyni jesté uréime celkové napéti, pficemz budeme predpokladat, Zze se soucasne
muze vyskytnout maximalni mozné prohnuti trubice, maximalni odchylka tloustky
stény a maximalni ovalita. (Vliv zmény priméru neuvazujeme, mimo jiné€ proto, zZe
maximalni moznd odchylka priméru byla v naSem pfipadé chapana jako souhrn
zmény primeéru a ovality.) Vyslednd napéti v osovém a obvodovém smeéru jsou
v tomto pripad¢ dana vztahy

C.= Orat Ceat Oya (14.24)
O = Ot O+ Ouy. (14.25)

Dosadime-li sem hodnoty odpovidajici vSem vySetfovanym ptipadiim, dostaneme,
7ze maximalni tahové napéti bude ptisobit na vnéjSim povrchu trubice v osovém
sméru, pfi¢emz vibec nejveétsi hodnoty dosahne pii tloustce stény 1,2 mm:

o, (h=12mm)=3,18+0,13 + 6,14 = 9,45 MPa.
Obvodové napéti bude rovno
o (h=12mm)=3,18 + 0,58 + 0,73 = 4,49 MPa.

(P1i tloust'ce stény 4 = 1,0 mm bude o, = 9,13 MPa, ¢, =4,55 MPa, pti 2 = 0,8 mm
bude o, = 8,81 MPa, g, = 4,89 MPa.) Vidime, Ze maximalni napéti mize byt ve
skutecnosti n¢kolikrat vyssi nez v idealnim ptipade.

V dalsim kroku by v pfipad¢é potieby nasledovalo stanoveni toleranci pro sniZeni
napéti, napf. zmenSenim prohnuti trubic z vyroby, které nejvice pfispiva
k parazitnim napétim.
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15. Uziti rozmeérové analyzy a teorie
podobnosti v mechanice materiali

Pfi navrhu riznych soucasti, stroji a staveb je uZziteCné pouzivat rozmérovou
analyzu a teorii podobnosti, nebot’ umoziuji zjednodusit experimenty i pocitaCové
modelovani, zmenSit jejich rozsah, ucinit vysledky obecnéjSimi, a také prebirat
vysledky ziskané u podobnych zatfizeni. V této kapitole, kterd vychazi z praci [1 —
5], jsou ukazany riizné druhy podobnosti a ptiklady bezrozmérovych veli¢in a
uvedeny pokyny pro jejich vytvareni.

15.1 Rozmérova analyza

Kazda fyzikalni veli¢ina je popsana &iselnou hodnotou a jednotkou. Ciselna
hodnota ik, kolikrat je vySetfovana velic¢ina vétsi nez jeji jednotka. Priklad délky
je 5,3 m, ptiklad sily je 25 N, ptiklad ¢asu je 15,6 ms. Kromé zakladnich jednotek
(metr, kilogram, sekunda...), definovanych v systému SI, se uzivaji i rGzné
odvozené jednotky a piedpony (p, m, k, M...), které oznacuji fad.

Kazda rovnice, ktera popisuje fyzikalni jev, musi byt rozmérové homogenni: jeji
leva strana musi mit stejny rozmér jako prava strana. Kontrola homogenity
rozméri by se méla d€lat vzdy pti odvozovani a pred pouzitim nového, jesté
neovéteného vztahu. Vysetiujme naptiklad vzorec pro vypocet prihybu y pruzného
nosniku zatizeného pii¢nou silou F. Je znamo, ze prihyb bude pfimo umérny F a
nepfimo umérny ohybové tuhosti nosniku, definované jako ExJ, kde E je modul
pruznosti materialu a J je moment setrvacnosti prifezu. Pruhyb bude také umérny
ur¢ité mocniné s délky nosniku L. Pfedstavme si nyni, Ze nezname exponent s. V
takovém pfipad¢ mizeme napsat zakladni tvar vzorce:

y=CxFXL/(EXJ) ; (15.1)

C je bezrozmérova konstanta (Cislo). Nahradime-li jednotlivé veliCiny ve vztahu
(15.1) jejich jednotkami, dostaneme

m=1xN x m*%(N/m* x m*) .

Rozmér pravé strany musi byt stejny jako rozmér levé strany, tj. metr. Soucin
viech ¢Glenti vpravo, obsahujicich m, je m®xm*xm™ = m*?™* = m®2 Tento

exponent musi byt stejny jako exponent vlevo. Jejich porovnani da 1 =5 - 2. Z
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toho vyplyva s = 3, takze y = CxFXL*/(EJ), coZ je vztah dobfe znamy z pruznosti a
pevnosti. Podminka homogenity rozmért tedy pomohla najit spravny tvar vzorce.

Je-1i jedna strana rovnice tvofena souctem nekolika ¢lent, musi mit v§echny stejny
rozmér. Napiiklad svisla draha y télesa padajiciho v gravitaénim poli je obecné

y=yo+tvt+Yagt. (15.2)

t je ¢as, yy a v jsou poloha a rychlost télesa v case ¢ = 0, a g je tithové zrychleni.
Podminka rozmérové homogenity fika, Zze jednotlivé veli¢iny nemohou existovat
ve fyzikalni rovnici nezavisle, ale pouze ve skupinach se stejnym rozmérem.
Vydélime-li rovnici (15.2) jednim z ¢lend, napt. y,, zméni se na bezrozmérovy tvar

Vo =1+ vtlye + V2 gt*lye (15.3)
s normalizovanymi veli¢inami y/yq, vot/yo and gt*/y,.

Témet kazdou fyzikalni rovnici lze pretransformovat na bezrozmérovy tvar. Pouziti
normovanych veli¢in ma fadu vyhod. Fyzikalni rovnice, vyjadfené prostfednictvim
bezrozmérovych veli¢in jsou obecnéjsi. Relativni posunuti ¢i draha, y/y,, nezavisi
jednotlivé na vy, ¢ a yy, ale na jejich uréitych kombinacich, uvedenych v rovnici
(15.3). Bezrozmérové velic¢iny tedy umozinuji kombinovat vysledky experimentl
vykonanych se vzorky o rizné pocatecni rychlosti a poloze, kdy jedinou
podminkou je jejich spravna kombinace. Pro formulovani urcité zavislosti je pak
mozno vyuzit vice dat a Sir§i rozmezi parametri. Vysledky vyjadiené v
bezrozmérové formé jsou také univerzalngjsi, pouzitelné pro celou tfidu podobnych
objektd, s podobnou geometrii nebo fyzikalnimi vlastnostmi. Kromé toho, pouziti
bezrozmérovych veli¢in mize usetfit experimentalni praci, protoze obvykle plati:

Vztah N velicin, jejichi rozméry lze vyjadiit pomoci D zdkladnich rozméru, je
moZno nahradit vitahem mezi
P=N-D (15.4)

bezrozmérovymi parametry.

Podle tohoto Buckinghamova pravidla je pro stanoveni mensiho poctu regresnich
konstant zapotfebi méné experimentll. Redukce experimentalni prace je vyznamna
zejména pokud vySetfovany vztah obsahuje mnoho veli¢in a pocet proménnych N
je blizky poétu zakladnich rozmért D. To lze ilustrovat na piredchozim prikladu
padajiciho télesa. Rovnice (15.2) ptedstavuje vztah 5 veli¢in: y, yo, vo, g, a £; tj. N=
5. Tyto veli¢iny lze vyjadfit pomoci dvou zékladnich rozmérli: metr a sekunda;
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tedy D = 2. Podle rovnice (15.4) by pocet bezrozmérovych parametri mé¢l byt P =
N—-D=5-2=3. A skutecng, rovnice (15.3) je vztahem pouze tii bezrozmérovych
parametrii: y/yo, votlyo and gf*/y,. Jestd vyhodngjsi bude bezrozmérové vyjadieni
v nésledujicim ptipadé€. Je-li tieba vysettit vliv Sesti faktord, z nichz kazdy bude na
dvou trovnich (nizkd a vysokd), potom pocet nezbytnych pokusi bude 2° = 64.
Pokud by pocet bezrozmérovych parametrii byl pouze 4, pocet nutnych pokust
klesne na 2* = 16, tj. na jednu &tvrtinu!

Uvedené vyvody plati i pro modelovani pocitacové! I jeho rozsah lze zmensit,
jestlize na zac¢atku provedeme obecnou analyzu a formulujeme, co na ¢em zavisi.

15. 2 Podobnost

Pouziti bezrozmérovych veli¢in je uzite¢né i pii studiu chovani realnych objektt
pomoci modeld. Stavba velkého zafizeni nebo konstrukce byva provdzena mnoha
nejistotami, a mozné ztraty v disledku chybného navrhu by byly velmi vysoké.
Proto se nejprve zpravidla vytvoii a testuje mensi model. Pokud vSak ma adekvatné
odpovidat chovani skutecného objektu, musi mezi nimi existovat podobnost.
Existuji rizné druhy podobnosti, naptiklad:

Geometrickd podobnost, tj. shodnost tvaru vcetné odpovidajicich thli a umérnost
odpovidajicich rozmért (tzv. métitko). Plati nasledujici relace:

Rozmér modelu = Mé¥itko x Rozmér skuteCného objektu

Napiiklad model budovy v méfitku 1:20 ma dvacetkrat mens$i rozméry nez
skute¢ny dim.

Staticka podobnost: deformace modelu pfi konstantnim zatizeni jsou ve stejném

poméru jako odpovidajici deformace objektu (dila).

Kinematickd podobnost: existuje pomér ¢asové tumeérnosti mezi odpovidajicimi

jevy pro model a pro objekt.

Dynamicka podobnost: sily, pusobici v odpovidajicich ¢asech a mistech na modelu

a objektu jsou ve stejném pomeru.

Teorie podobnosti pracuje stakzvanymi podobnostnimi &isly. Ctenaii, kteii
absolvovali stfedoskolskou vyuku fyziky, znaji napt. Reynoldsovo ¢islo (Re), které
pomaha posoudit, jestli proudéni kapaliny je laminarni nebo turbulentni.
Podobnostni ¢isla jsou bezrozmérova; vlastné kazda bezrozmérova veli¢ina mize
slouzit jako podobnostni ¢islo.
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Bezrozmérové proménné Ize vytvaret riznymi zpisoby. Nejjednodussi je pomér
urcité veliCiny a jeji charakteristické hodnoty, napt. x/xo nebo Ax/x, pro vzdalenost
nebo posunuti. V pruznosti a pevnosti je dobie zndmé pomérné prodlouzeni (& =
AL/L), Poissonovo ¢Cislo p (pomér relativniho zkrdceni v pficném sméru
k relativnimu prodlouZzeni ve sméru zatizeni), nebo koeficient tfeni f, definovany
jako pomér sily, potiebné k posouvani télesa po jiném télese, a normalové sily,
kterd obé telesa pfitlacuje k sobé. Jinym ptikladem je bezrozmérova poloha bodu
v télese, napriklad

52 (x - xmin)/(xmax - xmin) 5 (155)

Xmax @ Xmin predstavuji krajni hodnoty soufadnic. Podobné lze vyjadiit i Cas.
Bezrozmérova teplota, 8 = (T’ — T.,)/(To — T.), se uzivd pro univerzalni popis
prenosu tepla (7, je pocatecni teplota a 7., je koneCna teplota). Postupy pro
vytvareni bezrozmérovych parametrd lze najit naptiklad v [1 — 5].

Bezrozmérové musi byt i argumenty v matematickych funkcich typu sin, cos, log
nebo exp. V opacném piipadé by jakakoliv zména jednotek (napf. metry misto
mm) zmeénila numerickou hodnotu vysledku. Bezrozmérové jsou také argumenty v
rozdélenich pravdépodobnosti. Naptiklad normalni (Gaussovo) rozdéleni uziva
argument {%[(x — 4)/0]’}, kde u a o jsou stfedni hodnota a smérodatna odchylka.
Vyraz v hranaté zavorce ale neni nic jiného, nez standardizovana (bezrozmérova)
proménna, kterd vyjadiuje vzdalenost x od stiedni hodnoty x jako nasobek
smérodatné odchylky o

15. 3 Dalsi doporuceni pro tvorbu bezrozmérovych velicin

1) Tvar bezrozmérového parametru nékdy neodpovida nasim zadmérim nebo
experimentalnim moZnostem. VSeobecné lze vytvaret nové parametry nebo
podobnostni ¢isla jako soucin nebo pomér ptivodnich bezrozmérovych parametrd,
¢i pouzit jejich prevracenou hodnotu nebo mocninu. Protoze plivodni parametry
byly bezrozmérové, jsou i takto vzniklé nové veliCiny bezrozmérové. Nekdy je
vhodné zkusit vytvofit vice bezrozmérnych parametrt a vybrat z nich nejvhodnéjsi,
zejména takové, které maji urcity fyzikalni smysl.

2) Vyskytuje-li se vuloze n€kolik veli¢in se stejnym rozmérem, lze vytvaret
bezrozmérové parametry piimo jako jejich poméry a snizit tak pocet argumentd.
Ilustrovat to 1ze na prikladu prithybu nosniku y s obdélnikovym prifezem (b X k) a
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délkou L, zatizeného osamélou silou F. Modul pruznosti materialu je £. Proménné
a jejich rozméry jsou: y(m), w(m), A(m), L(m), F(N), E(Nm ). To je 6 proménnych
se dvéma rozméry. Pocet bezrozmérovych parametrii, potiebnych pro popis
problému, je P =N — D = 6 — 2 = 4. Okamzit¢ mizeme vytvorit tfi parametry 77, =
ylh, I, = blh a I'l, = L/h. Zbyvaji dvé veli¢iny (P a E), které musi byt obsazeny ve
¢tvrtém parametru. S piihlédnutim k jejich rozmériim a k podmince bezrozmérnosti
musi byt do 77, zahrnuta také jedna geometricka veliCina, naptiklad 4 nebo jeho
mocnina. Tak dostaneme tento parametr jako /7, = P/(Eh?). VySetfovany vztah lze
tedy zapsat v nasledujicim bezrozmérovém tvaru:

yih = f[PIER?), L/h, blh] . (15.6)

Vidime, Ze pro zkoumani relativniho prihybu y/A jsou dilezité nikoliv jednotlivé
veli¢iny L nebo P, atd., ale jejich poméry.

3) U néekterych tuloh se vzdy vyskytuji bezrozmérové veliciny. Piiklady jsou
soucinitel tfeni, Poissonovo ¢islo g nebo thel ¢ (rad). Tyto veli¢iny se automaticky
stavaji argumenty v bezrozmérovych vztazich.

4) Vytvatime-li bezrozmérové parametry, snazime se vyuzit existujici znalosti o
vySetfovaném problému nebo podobnych tlohach. Vime naptiklad, ze pruhyb
pruzného nosniku je piimo umérny zatizeni a nepiimo umérny modulu pruznosti.
Nékdy zname analytické feSeni ulohy pro velmi malé nebo velmi vysoké hodnoty
urcité promeénné. 1 silné zjednoduSené feseni miize pomoci pii hledani tvaru
argumentd. Nékdy je znamo, ze nékteré veliCiny musi vystupovat v urcité
kombinaci. Tuto kombinaci pak miizeme uvazovat jako novou proménnou, ¢imz se
snizi celkovy pocet proménnych. VySetfujeme-li napiiklad tfeni mezi dvéma
télesy, je mozno piitlatnou silu F (N) a kontaktni plochu S (m?) nahradit
kontaktnim tlakem p = F/S (N/m?).

5) Pfipravujeme-li urcity experiment, je nutné uvazovat vsechny veli¢iny, které by
mohly hrat roli. Jinak bychom mohli dostat nespravné a zavad&jici vysledky. Je
méné nebezpecné zahrnout veliinu, jejiz duleZitost je nejista, a pozd€ji se muze
ukazat, ze ji lze pominout, neZ vynechat veliinu, ktera se pozdé&ji ukaze jako
dilezitd. Pouziti rozmérové analyzy n€kdy odhali zdvazné nedostatky. Naptiklad
objevi-li se wurCity rozmér jenom u jedné veliCiny, potom tato veli¢ina
z bezrozmérové rovnice vypadne a nebude zahrnuta do zadného bezrozmeérového
parametru. Je-li vSak zfejmé nezbytna pro popis vySetfovaného jevu, je nutné
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pridat jeSté dalsi veli¢inu, kterda bude mit stejny rozmér. Lze to ilustrovat na
prikladu vySetfovani intenzity opotfebeni brzdové desticky. Veli€iny, které hraji
roli, jsou: rychlost opotiebeni w (m/s), rychlost vzajemného pohybu v (m/s) a tlak
v kontaktni plose p (N/m?). Bezrozmérovy parametr Ize hledat v obecném tvaru

IT=w" x2 p* . (15.7)
Tento vyraz lze prepsat prostiednictvim rozmért jednotlivych veli¢in m, s, N jako
[m]° [s]° [N]° = [mxs'T*" x [mxs '] x [Nxm]* . (15.8)

Levé strana odpovida bezrozmérovému vyjadieni. Z podminky rovnosti exponentii
u stejného zakladu (exponent u urcité veli¢iny na levé strané¢ musi byt stejny jako
exponent u stejné veli¢iny vpravo) vyplyva N’ = N*, takZe x; = 0. Z experimentil
je ale znamo, Ze rychlost opotiebeni zavisi na kontaktnim tlaku p, takze x; nemtize
byt rovno 0. Je tedy nutné pridat jesté né€jakou dalsi veli¢inu, ktera bude mit také
rozmér Nm >, MiZe to byt naptiklad tvrdost H (Nm ), ktera charakterizuje odpor
materialu. Obecny tvar bezrozmérového parametru pak bude

I7=w' v p* g™ (15.9)

Z tohoto vyrazu mizeme snadno formulovat vhodny vztah bezrozmérovych
parametrd jako w/v = fip/H), a provést fadu experimentl pro nalezeni vhodného
tvaru funkce f.

15. 4 Omezeni principu podobnosti

Pti dimenzovani soucasti vychazime z materialovych vlastnosti, které¢ byly zjistény
experimentalné na standardizovanych anebo specialné ptipravenych vzorcich.
Obecné plati, ze testovany vzorek musi byt reprezentativni. To znamena, Ze
vlastnosti zjisténé na ném by mély byt stejné jako u soucasti, kterou chceme
vyrobit. To souvisi i s rozméry. Vzorek mize byt homogenni nebo nehomogenni,
kromé jiného v zavislosti na jeho rozmérech. Napiiklad beton obsahuje cement,
pisek, stérk a poéry. Zrna pisku maji riznou velikost, a jesté vetsi rozdily existuji u
velikosti Stérku. Chceme-li naptiklad posoudit jakost betonu jiz existujici stavby,
zpravidla z ni odebereme vzorek, odfiznutim nebo pomoci trepanac¢niho vrtaku.
Tento vzorek musi byt dostate¢né velky, aby v ném byly zastoupeny vSechny
strukturni slozky. Jeho primér nebo tloustka tedy musi byt o dost vEtsi, nez
napiiklad nejvétsi oCekavana velikost $térku. Jinak neziskame modul pruznosti
vysledného betonu, ale hodnotu, blizici se vice nebo méné k modulu pruznosti
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Stérku. Podobna situace je u kovovych materiald s polykrystalickou strukturou.
Jednotliva zrna jsou anizotropni, takze v prifezu zkuSebni tyCinky pro tahovou
zkousku jich musi byt tolik, abychom dostali vlastnost zprimérovanou,
neovlivnénou riznou orientaci zrn. Jiny pfiklad: Je dobfe znamo, Ze pevnost
sklenénych vldken je mnohem vyS$$i nez pevnost masivniho skla, kromé jiného
praveé proto, ze maly pramér vlakna omezuje maximalni velikost vad, které jsou
odpovédné za nizkou pevnost.

Tam, kde mtze dojit k poruSeni soucasti s trhlinou, nas zajima odolnost materialu
vacéi rlstu trhlin. Dilezitou materidlovou charakteristikou je tzv. lomova
houZevnatost, coz je hodnota faktoru intenzity napéti K;, pfi které prechazi Sifeni
trhliny do rychlé, nestabilni faze. Vysoka napéti pied vrcholem trhliny zpiisobuji u
kovovych materiala plastické teceni v malé oblasti v okoli tohoto vrcholu. A zde se
muze projevit i rozdil mezi rovinnou napjatosti na okrajich vzorku a rovinnou
deformaci v oblasti vzdalené od povrchu. Polomér oblasti s plastickym teCenim je
v mistech s rovinnou napjatosti mnohem vét§i nez v mistech s rovinnou deformaci
(obr. 8.7). Chceme-li ziskat hodnotu standardni lomové houzevnatosti Kjc, musi
zkuSebni vzorek mit ur¢itou minimalni tloustku, kterd byva predepsana ptislusnou
normou. U vzorkli mensi tloustky namétime vys$si hodnoty, a pouziti téchto hodnot
pro konstrukce s vétsi tloustkou stény by mohlo byt nebezpecné, nebot’ trhlina by
zacala ruist o dost dfive, nez jsme piedpokladali. Pti pouziti hodnot z materidlovych
listd se proto musime vzdy ujistit o podminkach pro jejich pouziti.

Princip podobnosti, umoziujici pfenos naméienych hodnot ze vzorku na dilo, plati
jenom za urcitych podminek, a mimo n€ ztraci svoji platnost. Piikladem je ptechod
od deformaci pruznych k plastickym u kovovych materialt. Jsou-li napéti niz$i nez
mez kluzu, plati pfiméa tmérnost mezi napétimi a pretvorenimi, a lze uzivat princip
superpozice, kdy deformace a napéti od nékolika zatizeni pusobicich sou¢asné
pocitame jako soucet deformaci nebo napéti od jednotlivych zatizeni. Je-li ale
nc¢kde piekrocena mez kluzu, je nutno vychazet ze zakonl pruZznoplastického
deformovani. Ty jsou ale nelinearni, takze situace musi byt feSena pro rlizna
zatizeni individualn€. Jinym piipadem je zavislost pevnosti soucasti z kiehkych
materiald na velikosti zatizené plochy nebo objemu. Kiehky lom obvykle zacne na
nejslabsim misté, s néjakou vadou. Mensi velikost zatizené oblasti znamena mensi
pravdépodobnost vyskytu vétsi vady. Mensi defekt mtize slouzit jako vychodisko

w T

poruchy pouze pii vy$Sim napéti. Velmi malé predméty jsou proto pevnéjsi.
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Podobné zavisi na velikosti i mez inavy kovovych soucasti. Ve vzorci pro vypocet
meze Unavy soucasti se obvykle uziva soucinitel, ktery zohlediuje jeji velikost.

Nékdy se ve vySetfovaném problému mohou soucasné vyskytnout veli¢iny, které
zavisi na riznych mocninach jiné veli€iny. Naptiklad energie, spotfebovavana pii
lomu, je amérna lomové plode (m?), zatimco energie napjatosti akumulovana
vtélese je umérma jeho objemu, a tedy m’. Chceme-li napiiklad konstruovat
zafizeni pro tlumeni naraz a zkoumat jeho chovani experimentalné na modelu o
jinych rozmérech, musime uvazit, co je hlavnim mechanismem disipace energie,
resp. jsou-li ob¢ slozky energii stejné dulezité, a popiipad¢ jednu z nich zanedbat.

Procesy pfi rychlém plastickém deformovani materialu nékdy zavisi na rychlosti
pretvareni (strain-rate). Chceme-li zkoumat UcCinky razového zatizeni na modelu,
ktery ma mensi rozméry (L,,) nez skutecny objekt (L,), nesmime zapomenout, ze
pro dosazeni stejné rychlosti pretvaieni by méla byt rozdilna i rychlost narazu vy,
aby platilo

VoudVop = Luf/Lp ; (15.10)

indexy m a p oznacuji model a prototyp.

Je také nutno mit na paméti, ze n€kdy se vySetfovana veli¢ina meéni se zménami
ur¢itého parametru pomérné pomalu, ale pfi dosazeni jeho jisté urovné se muze
zménit velmi rychle. Vztah, popisujici jisté chovani nebo proces, Casto plati jenom
v uritém rozmezi parametrd. Pokud je pfislusny proces popsan prostfednictvim
bezrozmérovych veli¢in, jsou podminky pro pfechod z jednoho rezimu do druhého
charakterizovany tzv. kritickou hodnotou takovéto veli¢iny. Znamym ptipadem je
pfechod od laminarniho proudéni k turbulentnimu pti dosazeni kritické hodnoty
Reynoldsova ¢isla. Je tedy nutno vzdy nejprve uvazovat vSechny mozné vlivy, a
pocet faktort snizit az po dikladné analyze; popfipadé¢ stanovit, pro jaké rozmezi
parametr bude na§ model platit.

Priklad.

Vyjadieni v bezrozmérovém tvaru umoziiuje pochopit zakladni souvislosti a
trendy, a mize ptispét k hospodarnéjsimu navrhu. Budeme to ilustrovat na ptikladu
zelezobetonového sloupku zatizeného tahovou silou (obr. 15.1). Tuto silu pfenasi
armovani (slozka a) a beton (slozka b), takze plati

F=F,+F, (15.11)
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Obe slozky se budou deformovat jako jeden celek, takze pro zménu piivodni délky
[ plati Al, = Al,. Vyjadiime-li v této rovnici prodlouzeni podle Hookeova zakona,
dostaneme

F Lo Byl (15.12)
EaSa EbSb

S prihlédnutim k rovnici (15.11) obdrzime po fad€ Upravé vztah pro relativni
velikost sily ve slozce a a b:

Fo _q /14 B ). Bo _q /[y EaSa ). (15.13)
F ES,) F E,S,

rovnici vpravo jsme dostali z levé rovnice zaménou indext a, b. Vztahy (15.11) —
(15.13) plati nejen pro zelezobeton, ale pro jakykoliv dvouslozkovy dil, véetné

vldknovych kompoziti.

Vidime, ze relativni velikosti sil v jednotlivych slozkach nezavisi na konkrétnich
hodnotdch modulu pruznosti nebo konkrétni velikosti prifezu, ale pouze na
poméru modulit pruznosti a na poméru prifezi. Takovéto vyjadfeni je vyhodné
zejména pii navrhu, kdy jesté nezndme konecné rozméry prafezd a popfipadé
mizZeme vybirat z riznych materialt. Tuto ulohu lze optimalizovat: jsou znamy
napiiklad kilogramové ceny jednotlivych materialti, a hledame takové usporadani
konstruk¢niho dilu, kterému bude odpovidat nejnizsi cena. Skute¢né velikosti
prifezu se potom stanovi s ohledem na konkrétni zatiZzeni F.
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15. 5 Priklady bezrozmérovych velicin

Materialové viastnosti

E\/E,, H\/H, pomér modulil pruznosti nebo tvrdosti; indexy znaci
soucasti nebo faze,

E(x)/Eo, H(x)/Hy veli¢iny viz vySe; index 0 znaci charakteristickou hodnotu,

H/Y, E/Y, E/lH pomer tvrdosti a meze kluzu nebo modulu pruznosti,

ol oy, ol oy, pomér napéti k mezi kluzu oy nebo pevnosti o,

Geometrie

x/d x — vzdalenost, d — charakteristicky rozmér (kontaktni

polomér, délka vzorku, Sitka, vyska, tloustka povlaku,
rozmér plastické zony...),

Al/lL pomérné posunuti nebo prodlouzeni, L — zakladni délka,

h/R, hit, pomeér vniknuti indentoru k tloust'ce zkoumané vrstvy

Sily a napéti

F/F, pomér zatizeni F' a charakteristické sily,

oo pomgér napéti ok jmenovitému ¢i stfednimu napéti o,

Cas

t/ty to — charakteristicky ¢as (narustu zatizeni, relaxacni Cas...).
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RejStl'lk (Cislo v zavorce znadi kapitolu)

analyza rozmérova

bezrozmérovy parametr
bimateridl, Dundursovy parametry
creep

cyklicka deformacni kiivka
cyklické zmékceni a zpevnéni
Cinitel vrubovy S

¢islo podobnostni

deformace pruzné (elastické)
deformace velké, prihyb
deformovani pruznoplastické
délka vlakna kriticka (pro prenos sil)
diagram pracovni materidlu
diagram pracovni télesa

doba relaxaéni, retarda¢ni
elastomery

energie napjatosti

faktor intenzity napéti

Haightiv diagram

hlavni napéti, hlavni sméry
homogenita rozmért

Hooketiv zékon

houzevnatost lomova

hustota energie napjatosti
hypotézy poruseni a plastického deformovani
hystereze

intenzita napéti, pretvoreni
invariant protazeni

kloub plasticky

kompozity, mechanika

kompozity ortotropni

kompozity s dlouhymi (nebo kratkymi) vlakny

192

182 (15)
183,185 (15)
124 (11)

100 (10)

75 (7)

75 (7)

79 (7)

184 (15)

18 (1)

157 (13)

120 (11)

145 (12)

36 (4), 156 (13)
41 (4

102,104 (10)
153 (13)

20 (1)

82,84 (8),125 (11)
78 (7)

12,16 (1), 159 (13)
182 (15)

18 (1), 148,149 (12)
83, 86 (8)

21 (1), 155 (13)
31,32,33 (3)
111 (10)

51 (4)

154 (13)

46 (4)

136 (12)

149 (12)
137,138 (12)
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kompozity, pevnost

kompozity, poruseni

kotou¢ konstantnich napéti

kritérium poruseni a plastického teceni
kruznice Mohrova

ktivka unavy univerzalni

kiivka Wohlerova, S— N

ktivky Baudovy (bez koncentrace napéti)
kumulace poskozeni

lamina, laminaty

lom kiehky

lom Gnavovy

lomova mechanika

lomy, analyza

Manson — Coffin (kiivka)

material elasticky (hookeovsky)
material pruznoplasticky

material viskézni (newtonsky)
materialy hyperelastické

materialy kompozitni (vlaknové, Casticove)
materialy ortotropni

materialy viskoelastické, odezva
matice tuhosti, matice pietvoreni
membrana, rovnice Laplaceova
metoda adaptivniho ristu

metoda kone¢nych prvki (MKP), software
metoda odumirani (SKO)

metoda Ritzova

metody analytické a numerické

mez kluzu, mez pevnosti

mez inavy

mezni stav

model materidlovy: Mooney-Rivlin
model materialovy: neo-hookeovsky
modul: komplexni, okamzity, ztratovy
modul prifezu plasticky
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137, 138, 139, 140 (12)

147 (12)
166, 167 (14)

31,32,33 (3),51 (4)

10,12, 14,19 (1)
77 (7)
74,77 (7)
169 (14)
79 (7)
150 (12)
31 (3)

93 (9)

81 (8), 124 (11)
93,95 (9)
77 (7)

98 (10)
37 (4)

99 (10)
153 (13)
136 (12)
148 (12)
107,107 (10)
25 (2)
159 (13)
169 (14)
23,26 (2)
170 (14)
24 (2)

26 (2)

19 (1)
74,77 (7)
50 (4)
155 (13)
155 (13)
110 (10
46 (4)
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modul pruznosti (v tahu, ve smyku)
moment mezni

mysleny fez, metoda

napéti (normaloveé, smykove)
napéti ekvivalentni (redukované)
napéti hlavni

napéti kontaktni

napéti membranové

napéti pred trhlinou

napéti teplotni

napéti v soucasti s povlakem

napéti zbytkové (rezidudlni)

napéti, koncentrace

napjatost rovinna, trojosa (prostorova)
odolnost vici §iteni trhlin

ohyb pruzny a pruznoplasticky
optimalizace

Palmgren — Miner (hypotéza)
parametr bezrozmérovy

plasticita

plasticka zona pted vrcholem trhliny
pletenina (textilie)

podil vldken v kompozitu
podobnost

Poissonovo ¢islo

pomérné prodlouzeni

poskozeni pomérné D

povlaky, méteni mechanickych vlastnosti
prace deformacni

pracovni (navrhovy) bod

pravidlo Buckinghamovo

princip Lagrangetv

protazeni, pomér protazeni
prenosova délka zatiZeni

pietvoreni

relaxace napéti, sil

194

18 (1)

45 (4)

9 (D

9 (1)
31,32,33 (2)
12,16 (1)

70 (6)

116 (11)
82,87, 88 (8), 124 (11)
54 (5)
113116 (11)
47 (4)

64,65 (6)
10,16 (1)

84 (7)

44 (4)

161, 164, 167, 168 (14)
79 (7)

183 (15)

35 (4)

82, 87,91 (8)
157 (13)

137 (12)

184 (15)

18 (1)

17 (1)

79 (7)

134 (11)
2,21 (1), 66 (6)
172 (14)

183 (15)

23 (2)

154 (13)

145 (12)
17,19 (1)
102 (10)
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rezidudlni (zbytkové) sily, napéti, deformace
robustni navrh (robust design)

rovnice membrany (Laplaceova)
rozdéleni ndhodné veli¢iny, Weibullovo
rozevirani trhliny

rozptyl vlastnosti

rychlost uvoliiovani energie

smykova napéti sdruzena

soucast konstantnich napéti (stalé pevnosti)
soucasti bez koncentrace napéti
soucinitel bezpecnosti

téleso Burgersovo

téleso Kelvinovo-Voigtovo

téleso Maxwellovo

téleso SLS (Standard Linear Solid)
teorie podobnosti

trhlina, Sifeni

trhlina navova, vznik

trhlina v povlaku, Sifeni

trhlina v rozhrani, Sifeni

tuhost

tvrzeni skla

unava (vysokocyklova a nizkocyklova)
unavova kiivka univerzalni, parametry
unavova trhlina, vznik, rychlost Sifeni
veli¢ina bezrozmérova

viskoelasticita

vlakna textilni

vruby

vzorek Compact Tension (CT)

vzorek: sendvicovy, UCSB

zatizeni mezni

zkos y

zpeviovani
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43 (4)

172 (14)

118 (11)

146 (12)

83 (8)

146, 147 (12)
85 (8)

11 (1)
161,162 (14)
169,170 (14)
34 (3)

106 (10)

103 (10)

100 (10)
105,106 (10)
184 (15)

69 (6)

76 (7)
131,132 (11)

126,127,129 (11)

24 (2)
59 (5)

76,77 (7)
77,78 (7)

76 (7)

191 (15)

99 (10)

157 (13)

65 (6), 169 (14)
84 (8)

134 (11)

41 (4

17 (1)

58, 61,62 (5)
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