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Abstract

The aim of this article is to estimate the probability of incidences of the most serious two
oncological diseases in the three selected five-year age groups in the Czech Republic by using
Bayesian theory of credibility, specifically binomial/beta model. These diseases are occurred
in early childhood. During the lifetime, these incidences grow rapidly. The next aim of this
article is to determine the parameters of a priori beta distribution, specifically in the case
that the priory information on estimated parameter of binomial distribution is known. These
parameters of beta distribution are determined by using basic characteristics of beta
distribution. Possibilities of permanent update of estimates can be used in commercial
and health insurance companies. Data on cancer incidences are obtained from database
of UZIS.
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1 Uvod

Rakovina tlustého stfeva a konec¢niku a rakovina pridusnice, prudusek a plic patii
mezi nejéastéji se vyskytujici zdvazna onkologicka onemocnéni v Ceské republice. Vyskyt
téchto onkologickych onemocnéni je zaznamenan u déti jiz v jejichraném veku
a s pfibyvajicim vékem nartista.

Komeréni a zdravotni pojiStovny nabizeji mnozZstvi produktl tykajicich se pojisténi
zévaznych onemocnéni, které chrani klienta ptfed finan¢nimi disledky zptisobenymi vyskytem
téchto onemocnéni. Kazda pojisStovna musi umét spravné odhadnout rizika, aby byla
V budoucnu schopna plnit své zivazky, a to aplikovanim vhodnych metod odhadu
pravdépodobnosti. Bayesovska teorie kredibility se jevi jako vhodnid metoda stanovovani
a permanentni aktualizace téchto odhadii, protoze se pojiStovny zamétuji na data z vlastnich
I cizich pojistoven, a to za minula obdobi. (Jindrova a Kopecka, 2017; Pacakova, Soltés
a Soltésova, 2009)

Cilem tohoto clanku je odhad pravdépodobnosti vyskytu dvou vySe uvedenych
nejcastejSich onkologickych onemocnéni, a to vzdy ve tfech vybranych pétiletych vékovych
skupinach 20-24, 40-44 a 60-64 let vramci Ceské republiky. Odhady pravdépodobnosti
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vyskytu téchto onemocnéni jsou konstruovany pomoci bayesovského modelu binomické/beta.
Dale je vénovana pozornost stanoveni parametrti apriorniho rozdéleni beta za pomoci
zakladnich charakteristik (stfedni hodnoty a rozptylu) beta rozdéleni, tj. v ptipad€, ze apriorni
informace o0 odhadovaném parametru binomického rozdéleni je znama, podle (Kotlebova,
2009).

2 Data a metodologie

Jak jiz bylo vySe zminéno, jednim z cilii tohoto ¢lanku je odhadnout pravdépodobnosti
vyskytu rakoviny tlustého stieva a konecniku a rakoviny pridusnice, prudusek a plic
ve vybranych pétiletych vékovych kategoriich v ramci Ceské republiky. Data o incidencich
téchto onkologickych onemocnéni pochazeji ze stranek UZIS CR, konkrétné jsou ¢erpana
ze stranek Epidemiologie zhoubnych nador v Ceské republice. Tato databaze poskytuje tdaje
o incidencich onkologickych onemocnéni od roku 1977 do roku 2014 za jednotlivé vékové
kategorie. Dale data o poctu obyvatel byla ¢erpana vzdy k 1. ¢ervenci daného roku ze stranek
UNITED NATIONS. Tato data jsou kdispozici od roku 1950 do roku 2015 a také
za jednotlivé veékové kategorie. OECD databaze poskytuje data o incidencich rakoviny
tlustého stfeva a plic pro jednotlivé ¢lenské staty, avSak bez ohledu na ¢lenéni dle vékovych
kategorii. Jako apriorni informace je povazovana informace o pravdépodobnostech téchto
incidenci v jednotlivych evropskych statech, ktera jsou piepoctena na jednoho obyvatele.

Pro vypocet odhadli pravdépodobnosti vyskytu dvou vySe zminénych onkologickych
onemocnéni byla zvolena bayesovska teorie kredibility, konkrétné model binomické/beta.

2.1 Bayesovska teorie kredibility

Zakladem bayesovké teorie kredibility je bayesovska teorie odhadu. Bayesovska teorie
odhadu nezahrnuje pouze udaje z vlastniho vybéru, jako je tomu u klasickych metod odhadu,
ale zahrnuje také jiné dostupné porovnatelné informace, které byvaji ¢asto k dispozici, jak
zminuje (Pacakova, 2004; Kotlebova, 2009).

Dalsim rozdilem mezi klasickou a bayesovskou statistikou je neznamy parametr 8, ktery je
Vv ptipadé bayesovskeé statistiky povazovan za ndhodnou proménnou, a to na rozdil od klasické
statistiky, kde je tento parametr povazovan za neznamou konstantu. V ptipadé bayesovskeé
statistiky ma tedy parametr € (ndhodna proménnd) rozdéleni pravdépodobnosti f(@). Toto

rozdéleni pravdépodobnosti se nazyva apriorni, protoze poskytuje prvni informaci
0 odhadované parametru € a tato informace zatim nepochdzi z vlastniho vybérového souboru
podle literatury (Pacakova, 2004).

| v ptipad¢, Ze apriorni informace o odhadovaném parametru 6 neni nejlepsi, je mozné ji
zlepsit pomoci informace aposteriorni, tedy z vlastniho vybérového zjistovani. Aposteriorni
rozdéleni odhadovaného parametru € vyuZziva informaci jak jeho apriorniho rozdéleni, tak
vysledek vlastniho vybérového zjistovani a znaci se f(6’/ X). Jestlize X je ndhodny vybér
Z rozde¢leni pravdépodobnosti f(X/ 0) a neznamy parametr  ma apriorni rozdéleni f(@),
pak pro aposteriorni rozdéleni podle spojité verze bayesovské véty plati vztah:

_ f(x/6)f(9)
"= T ) 1(6) a0 @

0
Vyraz ve jmenovateli ve vztahu (1) bude oznaCen jako marginalni hustota f(x),

ktera nezavisi na parametru €@ a predstavuje konstantu, jenz bude pro zjednoduSeni
vynechdna. Aposteriorni rozd¢leni je mozné nyni zapsat vztahem:
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D4 se fici, ze aposteriorni rozdéleni odhadovaného parametru & je proporcionalni
se soucinem funkce vérohodnosti a apriornim rozdélenim, jak uvadi (Pacakova, 2004).

V ptipadé€, Ze apriorni a aposteriorni rozd¢€leni je stejného typu, ale riiznych parametrti, jsou
tato rozdéleni oznafena jako konjugovana, a to k rozdéleni, ze kterého pochazi nahodny
vybér. Model binomické/beta patii ke konjugovanym rozdéleni vyuzivanych zejména
V pojistovnictvi, jak uvadi (Kotlebova, 2009; Pacédkova a Kotlebova, 2014).

2.1.1 Model binomické/beta

V modelu binomické/beta je rozdéleni beta konjugovanym apriornim rozd€lenim
pro rozdéleni binomické s nezndmym parametrem €. Ndhodna veli¢ina X mé binomické
rozdé€leni s parametrem . Podminéna funkce pravdépodobnosti ma tedy tvar:

f(x/@):(ijm(l—e)“‘*, x=1...,N ®3)

Apriorni rozd€leni parametru 6 je vySe zminéné beta, a to s parametry « a £ . Pro hustotu

tohoto rozdéleni na intervalu (0,1) plati pro @ € (0,1) vztah:
f(0)= Ta+p) 0t .1-6)" o - (1-0)" (4)
I(a)+1(8)

Po dosazeni do vztahu (2) dostaneme hustotu aposteriorniho rozdéleni vyjadienou vztahem
(5), ktera vyjadfuje hustotu rozdéleni beta sparametry o =a+xa S =f+n—X:
(Kotlebova, 2009; Pacakova, 2004; Pacakova a Kotlebova, 2014)

f(@/x)c 0 (1-6)" -0 (1-6) = 0" (1-0) /" (%)

Bayesovskym odhadem 6, parametru 6 bude v tomto pfipadé vzhledem na kvadratickou

ztratu stfedni hodnota aposteriorniho beta rozdéleni, ktera je vyjadiena vztahem:
a—+X

O =—— 6
® a+pB+n ©)
Vztah (6) je mozné piepsat do tvaru:
g,-— N X, et @ ;X 0 7)., @)
a+pf+n n a+p+n a+p n

kde Z vyjadiuje faktor kredibility, X maximaln¢ vérohodny odhad parametru € binomického
n

rozdéleni a 1 znazornuje stfedni hodnotu beta rozdéleni. (Gogola, 2013; Pacakova, 2004).

3 Modelovani odhadi pravdépodobnosti vyskytu onkologickych
onemocnéni ve vybranych vékovych kategoriich

V ramci této kapitoly je jiz pozornost vénovana praktickému vyuziti bayesovskych odhadu,
konkrétné modelu binomické/beta, ktery se jevi pro odhady pravdépodobnosti vyskytu
onkologickych onemocnéni a tim i pro potieby pojistoven jako vhodny. Data ziskana
ze stranek UZIS CR a UNITED NATIONS jsou ¢erpana za obdobi 15 let, a to od roku 2000
do roku 2014.

Ditlezitou soucasti bayesovkych odhadl je stanoveni parametri apriorniho rozdéleni
Vv tomto piipad¢ beta, coz vyzaduje znalost apriorni informaci o odhadovaném parametru 6
binomického rozdéleni. V piipadé, Ze tato informace neni zndmd, coz v praxi nebyva Casté,
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vyuziva se rovnomérného beta rozd€leni, pro néhoz jsou parametry « a £ rovny 1 pro prvni
rok podle (Kotlebova, 2009). Jde o ptipad, kdy bayesovky odhad vyskytu onkologického
onemocnéni pro prvni rok je roven 50 %. Predstava, ze pravdépodobnost vyskytu
onkologického onemocnéni byla v roce 2000 takto vysoka, vSak neni realna.

Z pravdépodobnosti vyskytu urcitého onkologického onemocnéni (rakoviny tlustého stieva
nebo plic), které byly odhadnuty na zékladé dat OECD pro rok 2012 popsanych vyse, je
mozné ziskat pfedstavu o apriornim rozdéleni, a to vypoétem stiedni hodnoty

arozptylu (o~ )?téchto pravdépodobnosti. Parametry apriorniho rozdéleni beta pro rok 2000

jsou stanoveny pomoci dvou zékladnich charakteristik beta rozdé€leni, a to stfedni hodnoty

a rozptylu, které jsou vyjadieny vztahy podle (Kotlebova, 2009):
* a

:a+ﬂ

*\2 a- ﬁ
o) = (9)
( ) (a+p) -(a+p+1)
V nasledujicich dvou podkapitolach jsou jiz konstruovany odhady pravdépodobnosti
vyskytu dvou nejcastéjSich onkologickych onemocnéni v CR ve tfech vybranych pétiletych
vékovych kategoriich pomoci modelu binomické/beta, a to pro rok 2015.

(8)

3.1 Odhady pravdépodobnosti vyskytu rakoviny tlustého stireva a kone¢niku

Nyni jiz jsou odhadovany pravdépodobnosti vyskytu rakoviny tlustého stieva a konecniku
pro rok 2015 pomoci modelu binomické/beta. Postup vypoctu bayesovskych odhada
pii vyuziti modelu binomické/beta je popsan Vv podkapitole 2.1.1 a stanovovani parametrl
apriorniho rozdéleni beta pomoci zékladnich charakteristik beta rozdéleni je popsano
na zacatku kapitoly 3. Za apriorni informaci je brana ptedstava o vyskytu rakoviny tlustého
stteva V jednotlivych evropskych statech v poslednim znamém roce 2012. V nasledujici
tabulce 1 je uveden postup konstrukce téchto odhadi, a to pro vékovou kategorii 20-24 let.

Tabulka 1: Odhady pravdépodobnosti vyskytu rakoviny tlustého stieva a konecniku vékové kategorie 20-24 let

Roky n X x/n a p 0,

2000 895 278 7 0,0000078 23 71541 0,0003205
2001 869 335 1 0,0000012 30 966 812 0,0000310
2002 826 445 3 0,0000036 31 1836146 0,0000168
2003 775 603 3 0,0000039 34 2 662 588 0,0000127
2004 730 159 5 0,0000068 37 3438 188 0,0000107
2005 698 010 7 0,0000100 42 4168 342 0,0000101
2006 682 500 5 0,0000073 49 4 866 345 0,0000101
2007 680 367 1 0,0000015 54 5548 840 0,0000097
2008 686 301 0 0,0000000 55 6 229 206 0,0000088
2009 691 891 3 0,0000043 55 6 915 507 0,0000079
2010 691 582 4 0,0000058 58 7 607 395 0,0000076
2011 683 265 13 0,0000190 62 8298 973 0,0000075
2012 672 760 9 0,0000134 75 8982 225 0,0000083
2013 658 672 4 0,0000061 84 9654 976 0,0000087
2014 639 439 7 0,0000109 88 10313 644 | 0,0000085
2015 95 10953 076 | 0,0000087
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V tabulce 1 oznacuje sloupec n pocet obyvatel k 1. ¢ervenci daného roku ve vékové
skupin¢ 20-24 let a sloupec x znazornuje pocet vyskyti rakoviny tlustého stfeva a kone¢niku
V této vékové skuping. Ctvrty sloupec x/n vyjadiuje maximalné vérohodny odhad parametru
6 binomického rozdéleni, ktery je mozné konstruovat pouze pro roky, pro ktera jsou znama
data. Sloupce o a f znazornuji parametry beta rozdéleni. Posledni sloupec 6, vyjadiuje

hledany bayesovsky odhad pravdépodobnosti vyskytu rakoviny tlustého stfeva a koneéniku.
Tento odhad ma dvé hlavni vyhody oproti maximalné vérohodnému odhadu. Prvni z nich je
vySe zminované zachyceni apriorni informace, coz v ptipadé maximaln¢ vérohodného odhadu
neni mozné. Druhou podstatnou vyhodou je ovSem moznost konstrukce odhadu
pravdépodobnosti pro rok ndsledujici po poslednim zndmém roce, tzn. v tomto piipadé
pro rok 2015. Parametry beta rozdéleni jsou pro rok 2000 a v€kovou kategorii 20-24 let
stanoveny feSenim soustavy rovnic (8) a (9). V tomto ptipadé parametr o =23 a § =71541.

Pfi téchto parametrech je 5 = 0,0003205 pro rok 2000. Bayesovsky odhad pravdépodobnosti

vyskytu rakoviny tlustého stfeva a konec¢niku ve vekové kategorii 20-24 let klesa do roku
2011, avsak od tohoto roku za¢ina nartstat a pro rok 2015 tento odhad ¢ini 0,0000087.

Vypocty bayesovskych odhadii pomoci modelu binomické/beta pro ostatni uvedené vékové
kategorie jsou provadény analogicky. Na nasledujicich dvou obrazcich 1 a 2 jsou graficky
znazornény odhady pravdépodobnosti vyskytu rakoviny tlustého stfeva a konecniku, a to
nejprve ve vékové kategorii 40-44 let a nasledné ve vékové kategorii 60-64 let.

Obrazek 1: Odhady pravdépodobnosti vyskytu rakoviny tlustého stieva a konecniku vékové kategorie 40-44 let
0,00035
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Obrazek 2: Odhady pravdépodobnosti vyskytu rakoviny tlustého stireva a konecniku vékové kategorie 60-64 let
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Na obrazku 1 a obrazku 2 je mozné porovnat bayesovsky odhad 6; S maximalné

vérohodnym odhadem Xx/n. Bayesovsky odhad ma tendenci pfiblizovat se k maximalné
vérohodnému odhadu v pribéhu let, protoze apriorni informace (z cizich porovnatelnych
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rizik) je postupem Casu vylepSovana informacemi aposteriornimi (z vlastniho vybérového
zjisStovani). Bayesovsky odhad ma také hladsi pribéh na rozdil od maximalné vérohodného
odhadu, coz mtize byt povazovano za jeho dalsi vyhodu. Na zaklad¢ bayesovského odhadu ma
pravdépodobnost vyskytu rakoviny tlustého stfeva a kone¢niku ve vékovych kategoriich 40-44
let a 60-64 let mirn¢ klesajici tendenci v prubéhu poslednich let.

Pro obé tyto vé€kové kategorie nabyvaji parametry beta rozdéleni pro rok 2000 stejnych
hodnot jako v piipadé vékové kategorie 20-24 let. V piipadé veékové kategorie 40-44 je
bayesovsky odhad pravdépodobnosti pro rok 2015 roven 0,0001473. Dale pak pro vékovou
kategorii 60-64 let bayesovsky odhad pravdépodobnosti pro rok 2015 ¢ini 0,0017555.

3.2 Odhady pravdépodobnosti vyskytu rakoviny pridusnice, prudusek a plic

Dal$im zavaznym onkologickym onemocnénim, které se vyskytuje jiz v brzkém véku, je
rakovina prudusnice, priduSek a plic. VeSkeré vypocty tykajici se bayesovskych odhadi
pravdépodobnosti vyskytu pro jednotlivé vékové kategorie pomoci modelu binomické/beta
jsou provadény analogicky jako v piedchozi podkapitole. V tabulce 2 jsou konstruovany
odhady pravdépodobnosti vyskytu rakoviny priidusnice, pradusek a plic ve v€kové kategorii
20-24 let.

Tabulka 2: Odhady pravdépodobnosti vyskytu rakoviny priidusnice, pridusek a plic vékové kategorie 20-24 let

Roky n X x/n a p 0,

2000 895278 1 0,0000011 20 65 215 0,0003038
2001 869 335 2 0,0000023 21 960 492 0,0000217
2002 826 445 1 0,0000012 23 1829825 | 0,0000125
2003 775 603 1 0,0000013 24 2656269 | 0,0000090
2004 730159 1 0,0000014 25 3431871 | 0,0000072
2005 698 010 3 0,0000043 26 4162 029 | 0,0000062
2006 682 500 2 0,0000029 29 4 860 036 | 0,0000059
2007 680 367 1 0,0000015 31 5542534 | 0,0000056
2008 686 301 0 0,0000000 32 6222900 | 0,0000051
2009 691 891 4 0,0000058 32 6909 201 | 0,0000046
2010 691 582 1 0,0000014 36 7 601088 | 0,0000047
2011 683 265 0 0,0000000 37 8292669 | 0,0000044
2012 672760 4 0,0000059 37 8975934 | 0,0000041
2013 658 672 0 0,0000000 41 9648 690 | 0,0000042
2014 639 439 3 0,0000047 41 10307 362 | 0,0000040
2015 44 10946 798 | 0,0000040

V tabulce 2 je mozné vidét klesajici trend bayesovskych odhadt pravdépodobnosti vyskytu
rakoviny prudusnice, pradusek a plic pro vékovou kategorii 20-24 let. Pro tuto vékovou
kategorii nabyvaji parametry beta rozdéleni pro rok 2000 fesenim soustavy rovnic (8) a (9)
hodnot o =20 a £ =65215. Pii téchto parametrech je pro tento rok 6, =0,0003038, coz

plati i pro nasledujici dvé vékové kategorie. Bayesovsky odhad pro rok 2015 pro tento ptipad
¢ini 0,0000040. Na obrazku 3 a 4 jsou graficky znazornény opét maximaln¢ vérohodné
I bayesovské odhady pravdépodobnosti vyskytu rakoviny pradusnice, pridusek a plic pro 2
veékové kategorie: 40-44 let a 60-64 let.
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Obrdazek 3: Odhady pravdépodobnosti vyskytu rakoviny priudusnice, pridusek a plic vékové kategorie 40-44 let
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Obrdazek 4: Odhady pravdépodobnosti vyskytu rakoviny pridusnice, pridusek a plic vékové kategorie 60-64 let
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Na obrazku 3 lze pozorovat klesajici trend bayesovskych odhadi pravdépodobnosti
ve vékové kategorii 40-44 let. Bayesovsky odhad pro rok 2015 ¢ini 0,0000736. V posledni
vekoveé kategorii 60-64 let, pro které jsou odhady pravdépodobnosti znazornény na obrazku 4,
je mozné vidét také klesajici trend bayesovskych odhadi, ale az od roku 2008. Bayesovsky
odhad pravdépodobnosti pro rok 2015 ¢ini 0,0018003.

4 Zavér

Cilem tohoto ¢lanku bylo stanovit odhady pravdépodobnosti vyskytu rakoviny tlustého
stteva a konecniku a rakoviny pradusnice, pridusek a plic, a to vzdy ve tfech vybranych
pétiletych vékovych skupindch 20-24, 40-44 a 60-64 let vramci CR. Pro odhady
pravdépodobnosti vyskytu téchto onemocnéni byl pouzit bayesovsky model binomické/beta.
Dale byla vénovana pozornost stanoveni parametrti apriorniho rozdéleni beta za pomoci
sttedni hodnoty a rozptylu tohoto rozdéleni, a to v pfipad€, Ze apriorni informace
0 odhadovaném parametru binomického rozdéleni je zndma. Data byla Cerpana ze stranek
UZIS CR, UNITED NATIONS a OECD.

Bayesovské odhady maji 3 hlavni vyhody oproti maximalné vérohodnym odhadim, jak jiz
bylo uvedeno vysSe. Za prvni z nich je povazovana schopnost zahrnout kromé aposteriorni
informace (z vlastniho vybérového souboru) i informaci apriorni (z cizich porovnatelnych
rizik). Stanoveni vhodné apriorni informace je tedy dilezitym krokem pro presné;si
konstrukci téchto odhadt. Mezi dalsi vyhody patii to, ze bayesovské odhady jsou
konstruovany pro rok nasledujici po poslednim znamém roce v naSem ptipad¢ pro rok 2015.
Posledni zde zminénou vyhodou je hladky pribéh téchto odhadii oproti maximalné
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vérohodnym odhadiim, coz je zjevné z obrazkli 1-4. Ve svétle téchto vyhod se jevi bayesovské
odhady vhodnymi pfedev§im pro vyuziti v oblasti pojistovnictvi, konkrétné pii pojisténi
zavaznych onemocnéni.

V piipad€ rakoviny tlustého stieva a konecniku byl zjistén v poslednich letech rostouci
trend bayesovskych odhadii ve vékové kategorii 20-24 let. Naopak ve vékovych kategoriich
40-44 let a 60-64 let byl tento trend v poslednich letech mirné klesajici. U rakoviny
pradusnice, prudusek a plic jsou ve vSech vékovych kategoriich zaznamenany klesajici trendy
bayesovskych odhadl v poslednich letech. U obou vybranych onkologickych onemocnéni
bylo zjisténo, ze dochazi k rapidnimu nartistu pravdépodobnosti vyskytu téchto onemocnéni
mezi jednotlivymi vékovymi kategoriemi, a to pro odhadovany rok 2015.

Podékovani

Tento c¢lanek byl zpracovan s podporou projektu SGS Univerzity Pardubice, Fakulty
ekonomicko-spravni: SGS 2017 022, ,Ekonomicky a socidlni rozvoj v soukromém
a vefejném sektoru®.
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