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UvVOD

Zivotni pojisténi je v dneSni dob¢ velmi konkurenéni byznys s nékolika desitkami pojis-
toven na tuzemském trhu. Rada pojistoven v tak obrovské konkurenci vyuziva rizné moznosti,

jak na trhu ziskat vyhodu a pfilakat vice pojisténych.

Bé&hem mého studia na navazujicim magisterském studiu, ve kterém jsem se specializoval
na obor management finan¢nich rizik, jsem ziskal mnoho zajimavych poznatkt k oblasti pojis-
tovnictvi. Zejména v predmétech, jako fizeni rizik v pojistovnictvi, statistické metody v pojis-
tovnictvi, nezivotni pojiSténi, zivotni pojisténi, aktuarskd demografie, pojistnd matematika,
modelovani finan¢nich tokii a v mnoha dalSich. Pfedméty z této oblasti mé motivovali k ziskani
staze v jedné z piednich Zivotnich pojistoven a to vedlo k tomu abych se ponofil do zivotniho
pojisténi hloubéji a proto jsem si zvolil jako téma diplomové prace ,,Markiiv proces v zZivotnim
pojisteni.

V prvni ¢asti diplomové prace si vyjasnime nékteré pojmy, které jsou Gizce spjaty s Zivot-
nim pojisténim. Dale se zam&ime na historii Zivotniho pojisténi, jak ve svété, tak v Ceské re-
publice.

r~r

V dalsi Casti si charakterizujeme zivotni pojisténi a priblizime jeho tradi¢ni produkty,
které se dnes na trhu vyskytuji, bud’ jako samostatny produkt nebo v riiznych uz dnes i sloZitych

modifikacich, rozsitené o rizné doplitkové Grazové piipojisténi.

V nasledujici ¢asti predstavime stochasticky procesy a dale se zaméfim prave na odvozeni
rovnic pravdépodobnosti pfechodu a vypocet netto pojistného pro rizné druhy vice stavovych

modell pojistnych smluv.

V praktické ¢asti, kde za vyuZiti teoretickych znalosti budeme modelovat netto pojistné
riznych druhli modell pojistnych smluv. Nejprve se zamétime na nejednodusi model se speci-
fickym pojisténim smrti a na tom Si porovname rozdily vypocti netto pojistného u klasického
vice stavovych modelll se uz zamétime pouze na vypocet netto pojistného pomoci Markova

procesu.
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1 TEORETICKE POJMY

vvvvvv

nim pojisténim uzivané.
1.1 Zakladni pojmy Zivotniho pojisténi

V této podkapitole si definujeme nekteré zakladni pojmy, které jsou s zivotnim pojisté-

nim spjaté.

1.1.1Pojistny trh

Pojistny trh predstavuje stfet nabidky a poptavky po specifické penézni sluzbé, kterou
nazyvame pojisténi. Diveéryhodny a solidni trh se odviji od zdravé prosperujici ekonomiky
a vyspélé finan¢ni sféry na daném tzemi. [5] Na jedné strané se na tomto trhu prezentuji jed-
notlivé pojistovny, které prodavaji pojistné produkty a dosahuji ziskl. Na stran¢ druhé se kli-
enti (spotiebitelé) snazi vyjednat co nejvyhodné€js$i podminky a ceny pro jednotlivé produkty.
Na pojistném trhu maji vyznamnou roli také zprosttedkovatelé pojisténi (makléfi, poradci atd.),
ktefi umoznuji rychlejsi a lepsi fungovani mezi nabidkou a poptavkou na pojistném trhu. Po-
jistny trh v dnes$ni dob€ ve znacné mite ovliviiuje velké mnozstvi konkurenénich pojistoven

a rychle se ménici trendy v rostouci digitalizaci. [17]

1.1.2Pojem pojistné riziko

»Pojem riziko je chapan jako moZnost vzniku udalosti s vysledkem odchylnym od cile

s urCitou objektivni pravdépodobnosti®. [8]

Jde tedy o miru pravdépodobnosti vzniku pojistné udalosti vyvolané pojistnym nebezpecim.
Tato definice nam fika, ze nelze s jistotou pojistit udalost, ktera nastane. Pojistné riziko je hlavni
duvod toho, pro¢ se klienti pojistuji. ProtoZe se chtéji ochranit pfed moznym budoucim vzni-
kem daného rizika, pfenaseji tedy pojistné riziko na jiny subjekt (pojistovnu). V piipad¢ zivot-
niho pojisténi miizeme mluvit o preneseni dvou zakladnich rizik:

e riziko umrti,

e riziko doziti. [4]
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1.1.3Subjekty v sektoru pojist'ovnictvi

V sektoru pojistovnictvi se mensi ¢i vési mirou objevuji nasledujici osoby a instituce:

Pojist'ovny a zajistovny

Pojistovna je pravnickd osoba, kterd ziskala opravnéni poskytovat na tzemi CR
pojistovaci ¢innost a uzavira s pojistnikem pojistnou smlouvu. Povoleni pro pojistovaci

¢innost ziska bud’ v odvétvi zivotniho nebo nezivotniho pojisténi.

ZajisStovna je pravnicka osoba, jejiz ¢innost spociva v zajisténi pojistoven v pii-

pad¢ vybranych pojistnych rizik. [17]
Zakaznici

Pojistnik je fyzicka nebo pravnicka osoba, ktera uzavie smlouvu s pojistovnou
a tim se za pfedem stanovenych podminek zavaze platit sjednanou vysi pojistného, které

pokryvé sjednand rizika.

Pojisténym je osoba, na jejiz zivot a zdravi se pojisténi vztahuje. Pojistény a po-
jistnik miize nebo nemusi byt tataz 0soba. RozliSovat pojmy pojistnik a pojistény ma vy-
znam pouze tehdy, bude-li sjednano pojisténi ciziho pojistného nebezpeci. Pojistén tedy
bude Zivot a zdravi jiné 0soby nez té, ktera sjednala pojistnou smlouvu a je platcem
pojistného. Nejcastéji se tyto pojmy rozlisuji v ptipadé pojisténi ditéte. Osoby mladsi
18 let nesmi byt vlastniky pojistné smlouvy, proto je smlouva vedena na jejich rodice

nebo prarodice.

Obmyslena osoba nebo osoba opravnéna K pojistnému plnéni je osoba, které bude
vyplaceno pojistné plnéni v piipadé pojistné udalosti. [17]
Pojistovaci zprostiredkovatelé a samostatni likvidatori pojistnych udalosti
Pojistovaci zprostiedkovatel je pravnickd nebo fyzicka osoba, kterd za predem
sjednané prémie provozuje zprostiedkovatelskou ¢innost v pojistovnictvi. Zprosttedko-

vatel je osoba, kterd vystupuje na trhu jako prostfednik mezi nabidkou a poptavkou,

tedy mezi pojistovnou a pojistnikem.

Samostatny likvidator pojistnych udalosti je podnikatel, ktery provadi na zaklade

smlouvy s pojistovnou Setfeni ke zjisténi rozsahu jeji povinnosti plnit.
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V Ceské republice se vyskytuje nékolik asociaci, které sdruzuji zprostfedkovatele a li-

kvidatory pojistnych udalosti. Témi jsou:
o Asociace eskych pojistovacich makléit (ACPM)

o Asociace finanénich zprostiedkovateli a finanénich poradcti Ceské republiky

(AFI1Z)
o Unie spolec¢nosti finan¢niho zprostiedkovani a poradenstvi (USF)

o Ceska komora samostatnych likvidatorii pojistnych udalosti [17]

1.1.4Pojistna doba

Pojistna doba je obdobi, na které se pojistna smlouva sjednava. Pojistna doba se dale déli

na pojistna obdobi, kterd maji sva specifika:

- Docasné pojisténi — pojiStovna kryje rizika pouze po omezenou dobu, kterd je ptredem

smluvné omezena.

- Trvalé pojisténi — pojistna doba je bez smluvniho omezeni, napt. pojisténi dozivotniho

dichodu, kde probihé vyplata az do smrti pojisténého bez jakéhokoli omezeni.

- Pojisténi s odkladem — pojistovna nehradi pojistné plnéni po dobu odkladu. [8]

1.1.5Pojistné

Pojistné predstavuje predem zaplacenou uplatu za preneseni negativnich finan¢nich di-
sledkt nahodilosti z podnikatelskych a ostatnich ekonomickych subjekti na pojistovnu. Uva-
Zujeme-li na makro urovni, pak jde o preneseni pojistnych rizik v ekonomice na specifické od-

vétvi narodniho hospodatstvi — pojistovnictvi.
Podle zptisobu platby Ize pojistné rozdélit na dvé kategorie:

- Jednorazové placené — pojistné je placené hned na pocatku pojistného obdobi,

a to za celou dobu jeho trvani.

- BéZné pojistné — pojistné je placené opakované, a to za piedem urcené obdobi. Obdobi

je na bazi mési¢né, Ctvrtletng, pololetné nebo ro¢né placeného pojistného. [5]
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Dalsi mozné ¢lenéni pojistného:
- Netto pojistné — vysSe tohoto pojistného je rovno rizikovému pojistnému a musi pokryt

mozné budouci plnéni.

- Brutto pojistné — vySe tohoto pojistného obsahuje netto pojistné spolu se spravnimi
naklady a bezpec¢nostni ptirazku pro ptipadné neptiznivé skodni vychylky. Mezi spravni

naklady fadime pocatecni, bézné, spravni a inkasni naklady.

- Valorizované pojistné — Je pojistné v zivotnim pojisténi, které je sjednavano na delsi
Casové obdobi a reaguje na vyvoj inflace. Toto pojistné musi byt odsouhlaseno pojist-

nikem. [5]

1.1.6 Pojistné pInéni

Pojistna udélost je nahodil4 skute¢nost oznacend ve smlouvé, se kterou je spojen vznik
povinnosti pojisStovny poskytnout pojistné plnéni. V ptipadé zivotniho pojisténi nelze urcit vysi
pojistného plnéni na zaklad¢ vyse skody, jelikoz $koda je v tomto pojisténi obtizn¢ ohodnoti-
telnd. Pojistna Castka se tedy sjednava pfedem a je uvedena v pojistné smlouvé. Jedna se tedy
0 obnosové pojisténi.

Pojistné plnéni mize vyplaceno dvéma zpiisoby:

- Jednorazové vyplacena pojistna ¢astka — v nedichodovém zivotnim pojisténi,
jako je napt. pojisténi smrti na 500 000 K¢, kde v ptipadé umrti bude tato ¢astka vypla-
cena.

- Diichod — v dichodovém pojisténi nebo v ptipadé neékterych pojistnych produktech pii
rozloZeni jednorazové pojistné ¢astky do anuity umoznéné opci klienta. Duchod Ize dé-
lit na:

o Jisty dichod — diichod vyplacen po pfedem urc¢enou dobu.
o Zivotni ditchod — diichod se vyplaci po celou dobu Zivota pojisténého.

- Zprosténi od placeni pojistného — Vv piipadé splnéni pfedem uréenych podminek,
je umoznéno zprostit pojistnika od placeni pojistného. Napiiklad pii invalidité dospélé
osoby vznika narok na zprosténi od placeni pojistného za predpokladu, Ze si klient toto
pfipojisténi sjednal. V ptipadé, Ze tato situace nastane, piebira na sebe pojistovna po-

vinnost platit pojistné. [5]
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1.1.7Technicka urokova mira

Technicka urokova mira se pouziva pro vypocet pojistného rizikového a Zivotniho pojis-
téni. Je obvykle stanovena v pojistné smlouvé. Ceska narodni banka pravidelné uréuje horni
limit technické trokové miry, kterou poté ceské pojistovny maji uplatiiovat. Technické urokova
mira, kterd je platna pfi uzavieni smlouvy, je u¢inna po celou dobu trvani smlouvy. Zména

urokové miry nema vliv na stavajici podminky. [4]
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2 HISTORICKY VYVOJ POJISTENI
2.1 Vyvoj pojisténi ve svété

2.1.1100 let pied nasim letopoctem

Pocatky pojeti Zivotniho pojisténi, jak ho zname, Ize vysledovat do starého Rima. Caius
Marius, fimsky vojensky vidce, mezi jeho vojaky vytvotil pohiebni klub (v org. Burial club).
V piipadé, Ze nékdo z jeho armady zemfel, ostatni ¢lenové pohiebniho klubu platili vSechny

naklady spojené s pohibem. [20]

V této dobé vzniklo mnoho podobnych klubi. Rimané totiz véfili tomu, Ze kazdy ne-
spravné pohibeny ¢lovek se stane nestastnym duchem. Pravé proto byly kluby pfijaty vladou
a armadou z diivodu hlubokého piesvédéeni o naprosté nezbytnosti spravného pohibeni kaz-
dého ¢loveéka bez ohledu na jejich socidlni postaveni. Kluby se pozd¢ji vyvijely tak, aby posky-

tovaly i stipendium poztstalym po zemftelych.

Koncept tohoto pojisténi zanikl spolu s padem Rise ¥fimské kolem roku 450 naseho leto-

poctu. [1] [2]

2.1.20bdobi od roku 1688

Edward Lloyd’s Coffee House, maly obchod na London‘s Tower Street, ktery byl obli-
benym mistem pro shromazd’ovani lodnich kapitand, majitelti lodi a obchodnik, se stal mistem

pro piedavani zprav a ¢asem 1 pro sjednavani namoiniho pojisténi.

V roce 1769 se skupina profesionalnich pojistiteld (v org. underwritters) piestéhovala do
spolecnosti New Lloyd’s Coffe House, ktera nakonec vyrostla do dnesni podoby. Tuto spolec-

nost zname pod nazvem Lloyd’s of London. [10]

2.1.30bdobi od roku 1759
Presbyterian Synod ve Philadelphii sponzorovala prvni zivotni pojisténi v Americe for-
mou benefitl pro Presbyterianské ministry a jejich rodinné ptislusniky. Episcopalian ministii
zorganizovali podobny fond o 10 let pozdé&ji.
V roce 1735 vznikla prvni pojistovna v Americkych koloniich v Charlestonu. Az do roku
1760 ale nabizela pouze protipozarni pojisténi. V této dob¢ své portfolio rozsitili a zacali nabi-

zet i zivotni pojisténi. [1] [21]
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2.1.40bdobi od roku 1837

Vznikla panika z roku 1837 a nasledna finan¢ni krize vedly Kk posunu smérem k vzajem-
nému propojeni mezi Zivotnimi pojistovnami. V obdobi od roku 1838 do roku 1849 zvysila
pouze jedna zivotni pojistovna kapital na zaklad¢ zasob. Béhem stejného obdobi bylo nakou-

peno 17 vzajemnych spolecnosti, vyzadujici maly pocatecni kapital.

Rozsifovani vzajemnych vztaht, stejné jako dalsi vyvoj, jako jsou pravni zmény umoz-
nujici zenam zakoupit zivotni pojisténi a kulturni posun od kazateli, ktefi démonizovali Zivotni
pojisténi jako "hazard", vytvofilo obdobi boomu pro zivotni pojisStovny. V tomto obdobi
vznikla fada soucasnych nejvétsich zivotnich pojistoven, véetné New York Life, MassMutual,

John Hancock a MetLife. [1] [21]

2.1.50bdobi od roku 1875

Béhem obdobi deprese v letech 1871 az 1874 ukoncilo svou ¢innost 46 zivotnich pojis-

toven, z nichz 32 selhalo. Disledkem toho byla ztrata pojistnikd ve vysi 35 miliont dolard.

V roce 1875 vznikla v Newarku vznikla spole¢nost pro vdovy a sirotky Friendly Society
s jedinym produktem: pojisténi pohibu. Byla to prvni spole¢nost ve Spojenych statech, ktera
poskytla zivotni pojisténi délnické tiide. Tato spole¢nost existuje dodnes pod nazvem Pruden-

tial. [1] [21]

2.1.60bdobi od roku 1911

Skupinové zivotni pojisténi vzniklo v dobé, kdy spole¢nost Equitable Life Assurance So-
ciety (nyni AXA Equitable) uzaviela pojistné¢ smlouvy pro vSech 125 zaméstnancti spole¢nosti
Pantasote Leather Company, aniZz by vyZadovala individudlni zadosti nebo lékaiské vySet-
feni. V roce 1912 spole¢nost Equitable zorganizovala oddéleni pro podporu skupinového po-

kryti a brzy zacala pojistovat zaméstnance spolecnosti Montgomery Ward. [1] [21]

2.1.70bdobi od roku 1930

Po skonceni prvni svétové valky se prodeje zivotniho pojisSténi dramaticky zvysSily. Do
roku 1920 bylo ve Spojenych statech k dispozici vice nez 120 milioni pojistnych smluv zivot-
niho pojisténi a v roce 1930 platné Zivotni pojisSténi dosahlo rekordni vySe 117 miliard dolart.
V té dob¢ to odpovidalo ptiblizné jedné pojistce pro kazdou dospélou osobu v USA Jeden z péti

pojisténych byl pojistén spolecnosti MetLife. [1] [21]
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2.1.80bdobi od roku 1965

Servisni pojistovna poskytujici Zivotni pojisténi byla pfijata do zédkona, aby poskytla Zi-
votni pojisténi ¢lentim ozbrojenych sil na aktivni sluzbu. Pojisténi je pojisténo skupinou ko-
mercénich pojistitelti a federalni vlada plati spravni naklady a dodate¢né naklady vyplyvajici

ze zvyseného rizika vojenské povinnosti. [1] [21]

2.1.90bdobi od roku 1976

Konec druhé svétové valky a ekonomicky boom mély za pti¢inu naslednou podporu pro-
deje zivotniho pojisténi ve Spojenych statech. Do poloviny 70. let vlastnilo 72 procent dospélé
populace ve Spojenych statech a vice nez 90 procent vSech rodin uré¢itou formu zivotniho po-

jisteni. [1] [21]
2.1.10 Obdobi od roku 2010

Od roku 2010 se odhaduje, ze pouze 44 procent domacnosti v USA ma individualni zi-
votni pojisténi. Jedna se o 50leté minimum, ale Zivotni pojisténi zlistdva dulezitym stfediskem
finan¢niho planovani rodiny.

Odhaduje se, ze napiiklad 9.zafi, kdy byly spachany utoky v New Yorku, Washingtonu
a Pensylvanii, kde zahynulo 2876 lidi, bylo vyplaceno na zivotnim poji$téni vice nez 1,2 mili-
ardy dolard.

Mnoho studii pfipisuje pokles prodeje zivotniho pojisténi v USA zanedbani stiedni
tfidy. Zivotni pojistovny se zaméfuji na bohaty, seniorsky trh, ktery hleda velké trzby, a zane-
dbavaji primérné obyvatele stfedni tfidy, kteti potiebuji zivotni pojisténi k ochrané svych rodin

v ptipadé necekané smrti. [1]
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2.2 Vyvoj Zivotniho pojisténi v Ceské republice

2.2.1Vyvoj zivotniho pojistsni v Ceskych zemich do roku 1918

Stale narustajici krize feudalismu a silici projevy kapitalistického zptsobu vyroby vnesly
zasadni zmény do zpisobu zivota lidi, a to zejména do zplisobu zabezpecovani rodin v piipade
predCasného umrti zivitele nebo v ptipad¢€ jeho invalidity. O pozustalé se po predCasné zemie-
lych zivitelich rodin, pfipadné o invalidy, v minulosti vétSinou starali blizci piibuzni. N¢-
kdy se vsak nizsi Slechta dostavala do t€zké situace, jelikoz smrti Zivitele zlstavaly jejich ro-
diny bez prostiedktl. Ve snaze tomu zabranit byl v roce 1771 za vlady Marie Terezie a Josefa
II. vydan penzijni ptedpis, ktery zarucoval dichody vdovam a sirotkim po byrokratech,
kteti vérné slouzili. O deset let pozdé&ji, roku 1781, byl vydan piedpis o dichodu pro vSechny
prislusniky byrokratického aparatu, kteti se po alespon desetileté uspokojivé sluzbé¢ stali prace

neschopnymi. Oba tyto pfepisy jsou znamy jako tzv. normdly.

Velkym socialnim problémem byly nezaopatiené vdovy a sirotci. Koncem 18. stoleti tedy
zacCaly vznikat vdovské a sirot¢i penzijni ustavy. NejstarSim z nich byl Olomoucky vSeobecny
vdovsky a sirotéi penzijni stav. Clenové byli povinni zaplatit vklad 200 zlatych a platit ro¢né
ptispévky ve vysi 16 zlatych. Vsem ¢leniim Olomouckého ustavu bylo zaruceno, ze vdova v

ptipadé smrti manzela dostane penzi 200 az 300 zlatych ro¢né. Dal§imi istavy tohoto typu byly:
e Uhersky tstav
e Prazsky ustav pro obCany provozujici zivnosti

e Prazsky zabezpecovaci ustav pro muze, které bez jejich zavinéni postihlo nestésti,

a pro vdovy a sirotky,
e Videinisky v§eobecny vdovsky a sirotci penzijni ustav,
e Lvovsky Ustav.
Z4dny z téchto tstavil nebyl piistupny délnikiim, drobnym rolnikéim a socialné slabym
vrstvam spolecnosti.

Do roku 1869 ovladaly pojistny trh ¢eskych zemi v Zivotnim pojisténi pojistovny, které

vvvvvv

bylo v§eobecny zaopatiovaci tstav pro poddané rakouského cisatského statu
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Prvni ¢eské pojistovny ziskavaly méné vyhodnéjsi pojisténi oproti zahrani¢nim pojistov-
nam. V roce 1879 ziskaly obé& ceské pojistovny pouze 2,58 % brutto-pojistného zivotniho po-
jisténi z celého piedlitavského trhu Zivotniho pojisténi (v ¢eskych zemich zilo 37,72 % obyvatel
,,Piedlitavska®).

Prvni Ceska pojistovna ,,Slavie* zahajila svou ¢innost jako ryze zivotni pojistovna. Poz-
déji se stala pojistovnou provozujici jak zivotni pojisténi, tak pojisténi majetku a odpoveédnosti
za Skody. Na rozdil od toho druhé ceska pojistovna ,,Praha“ ziistala stale ryze zivotni pojistov-
nou. Koncem 19. stoleti ob¢ ceské pojistovny postupné zvysovaly sviij podil na pojistném trhu
&eskych zemi. Zivotni poji§téni piedstihlo pozarni pojisténi — doposud nejsilngjsi druh pojisténi
majetku.

Na ptelomu 19. a 20. stoleti se stalo zivotni pojisténi nejvyznamnéj$im druhem pojisténi.

Kli¢ovou tlohu v ném hrélo pojisténi pro ptipad umrti, dale pojisténi na doziti a az v po-
zadi bylo diichodové pojisténi. Na rozvoj zivotniho pojisténi mélo vliv také uzakonéni penzij-
niho pojisténi soukromych tfednikd a obchodnich zastupct. Pocatkem prvni svétové valky zi-
votni pojisténi v Ceskych zemich stagnovalo, avSak vSechny vétsi Zivotni pojistovny byly
pojisténi (pozarni, irazové a zivotni pojisténi) byly trvale vydelecné i pies kolisajici zisky. [12]
[14] [15] [16]

2.2.2Vyvoj zivotniho pojisteni v Ceskoslovensku v obdobi mezi dvéma sv&—

tovymi valkami 1918-1938

Soukromé pojistovnictvi v Ceskych zemich vstoupilo do povaleéného obdobi s jednou
akciovou pojistovnou ,,Koruna“ a péti narodnostné ¢eskymi vzajemnymi pojistovnami provo-

zujicimi Zivotni pojisténi. Situace se viak zménila vznikem samostatného Ceskoslovenska.

Po celou dobu trvani Ceskoslovenska se rozligovaly étyti zékladni ,,klasické™ druhy Zivot-
niho pojisténi:

e pojiSténi na pouhé umrti,

e pojisténi na doziti,

e pojisténi na doziti a tmrti (tzv. smiSené pojisténi),

e diichodové pojisténi.
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Vedle ,klasického* Zivotniho pojisténi, u kterého musel klient absolvovat 1ékaiskou pro-
hlidku, nabizely nekteré pojistovny tzv. ,,lidové“ pojisténi, u n¢hoz lé¢karska prohlidka nebyla
nutna. Zvlastni kapitolou bylo také pojisténi tzv. anormdlnich Zivoti, tj. 0S0b s vaznymi zdra-
votnimi obtizemi

V roce 1921 byl zalozen Ceskoslovensky Svaz pro pojistovani Zivott. Béhem obdobi hos-
podatské konjunktury, v letech 1924-1929, prestalo byt zivotni pojisténi pouze prostiedkem
zaopatteni pozistalych v ptripadé umrti zivitele, ale ziskavalo stale vice prvka spotivosti. Do-
chazelo ke stalému rozvoji zivotnich pojistoven u primého normalniho kapitalového pojisténi

Trh Zivotniho pojisténi ovladalo v Ceskoslovensku jedenact domécich a zahrani¢nich pojisto-

ven, a to:
e Fénix-Zivot, e Zemska zivotni pojistovna,
e Slavia, e Praha,
e Viktoria, e (Cechoslavia,
e Assicurazioni, e Kotva,
e Réunione, e Dunaj.

e Slovanska pojistovna,

V letech 1930 az 1938, béhem hospodaiské krize a ozdravovani ekonomiky, se obchod
se zivotnim pojisténim zhorsil predev§im v poklesu nové produkce a zvySené lapsovosti
(tj. stornem do t¥i let), odkupy, redukcemi a ostatnimi zpGsoby snizeni. V této dobé piekona-
vani hospodarské krize se nekteti pojistnici rozhodli spachat sebevrazdu tak, aby vypadala
jako nestastna nahoda ¢i vrazda, ¢imz by financneé zabezpecili svou rodinu. Tim zacaly vzni-
kat prvni pojistovaci podvody. Do normalniho stavu se obchodni ¢innost Zivotnich pojistoven
dostala az v roce 1937. Od t¢ doby se Uspésné rozvijela az do okupace c¢eskych zemi nacistic-

kym Nemeckem a do oddéleni Slovenského statu. [12] [14] [15] [16]
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2.2.3Vyvoj Zivotniho pojisténi v Ceskoslovensku za druhé svitové valky
1939-1945

V oblasti Zivotniho pojisténi se vyrazné projevovaly vlivy pokracujici inflace. Roku 1940

bylo vydano vladni nafizeni, podle néhoz byly pojistovny povinny pievzit ruceni ze vSech Zzi-

votnich pojisténi az do 200 000 K¢ pojistné ¢astky na jednoho pojistnika. Pojistovny tedy za-

vedly pii uzavirani smluv srazky pii vyplatach pojistného plnéni, které mély slouzit na uhradu

nakladu pojistovny. [16]

2.2.4Vyvoj zivotniho pojisténi od roku 1945

Ve 20. stoleti se stalo zivotni pojisténi nejdilezitéjSim odvétvim celého soukromého po-
jisteni. Zacalo se dale ¢lenit na rizikova zivotni pojisténi, smiSena zivotni pojisténi, dichodova

pojisténi a rodinna pojisténi. Postupné se vyvijelo az do podoby, jak ho zname dnes. [16]
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3 ZIVOTNI POJISTENI

3.1 Charakteristika Zivotniho pojisténi

Zivotni pojisténi obsahuje spousty pojistnych produktti. Tradiénimi produkty jsou pojis-
téni pro piipad smrti, pojisténi pro pfipad doziti, kombinace pojisténi pro ptipad smrti nebo
doziti a dichodové pojisténi.

V pocatcich zivotniho pojisténi bylo pouze pojisténi na zivot. To znamena, Ze se jednalo
pouze o pojisténi pro ptipad smrti. Od druhé poloviny 19. stoleti se na trhu zacaly objevovat
tradicni Cesky pojistovny, které dnes maji vyznamné postaveni na trhu. V dnesni dob¢ uz se po-
jisténi na zivot fadi mezi bézné pojistné produkty, jehoz hlavni pfednost spoc¢ivad v moznosti
kombinovat spofeni a pojisténi. V soucasnosti, kdy na trh pfichazi inovace, digitalizace, po-
jistné produkty se vyviji, vznikaji nové produkty a konkurence je vysoka, se zivotni pojisténi
stalo Sirokym pojmem. K tradi¢nim pojistnym produktim lze sjednat i rizna piipojisténi, které
si klient voli sam. I pfesto se na pojistném trhu vyskytuji samostatna pojisténi pro ptipad smrti,
pro piipad doziti, ale samoziejmé i pojisténi pro ptipad kombinace téchto dvou variant spolu
S moznosti spofeni. V posledni zminéné kombinaci ma pojistény jistotu, Ze pokud zemie bude
obmyslend osoba zabezpe€ena a pokud se pojistény dozije sjednaného véku, ziskd vlozené po-
jistné o navySeny Urok zpét.

Jak uZ bylo uvedeno dfive, tyto kombinace je moZné rozsifit 1 o dal$i mozné doplikové
formy (pfipojisténi), jako napiiklad pojisténi zivota, kde Ize sjednat pojisténi pro ptipad smrti
z jakykoliv pfi¢in, pfipadné smrt nasledkem trazu. Dal§imi formou pfipojiSténi je pojiSténi in-
validity 1. II. a IIl. stupné a pojiSténi velmi vaznych onemocnéni. Dale pojisténi urazu,
kde lze pojistit pojisténi trvalych nasledkti nebo denni odSkodné. Nékteré pojistovny hradi
I pobyt v nemocnici pomoci ptipojisténi hospitalizace pfipadné vyplaceji pti pracovni neschop-
nosti pfedem sjednanou ¢astku za kazdy den. V dnesni dobé lze dokonce Zivotni pojisténi vyuzit
I jako moznost investice svych penéznich prostfedkt, kde 1ze investovat do riznych piedem
danych fondd, jako jsou naptiklad skupina akciovych fondi, penézni fondy, dluhopisové fondy,
smiSené fondy a také garantované fondy. Kazda pojiStovna ma své pfedem dané fondy a klient

si muze vybrat do jakych investuje a v pritbéhu pojisténi miize své rozhodnuti meénit.

Jednotlivé ptipojiSténi zivotniho pojiSténi se 1i8i rozsahem pojistné ochrany, pojistnymi

podminkami, vysi pojistného. Pojistovny mizou mit tyto aspekty i rozdilné. PojiSténim nelze
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zamezit nahodilé udalosti, ale vyplacené pojistné plnéni mize tuto udalost zmirnit a ¢astecné
vyfesit, nebo jen zmirnit nékteré nasledky.
3.2 Zakladni podoby Zivotniho pojiSténi

V této podkapitole si pfiblizime zakladni rizika Zivotniho pojisténi. Zivotni poji§téni ob-
sahuje kryti dvou rizik, které jsou kombinovany v raznych podobach, proto se vyskytuje mnoz-

stvi druhti a podob zivotniho pojisténi.

Zakladni rozd€leni zivotniho pojis$téni:

- Pojisteni pro pripad smrti
- Pojisteni pro pripad doziti
- SmiSené pojisténi pro pripad smrti nebo dozZiti
3.2.1Pojisténi pro pripad smrti
U pojisténi pro piipad smrti nebo také rizikového zivotniho pojisténi se sjednava vyse
pojistné ¢astky na riziko iimrti, které je jediné v ptipad¢ smrti. Tato pojistnd ¢astka se v ptipadé
smrti vyplaci osobé (muze byt také vice osob) uvedené v pojistné smlouvé jako obmyslena

osoba. Uelem tohoto druhu pojisténi je zejména zabezpedeni poziistalych osob po pojisténé

osobé, dale to muze byt uhrada zavazku, thrada nakladt v souvislosti s timrtim a pohibem atd.

Pojisténi pro ptipad smrti 1ze rozdélit do nekolika druht pojisténi. Mezi zdkladni rozdéleni

pojisténi pro piipad smrti patii clenéni podle zpisobu sjednéni pojistné doby, a to na:

- docasné pojisteni pro pripad smrti,
- casové neomezené pojisténi pro pripad smrti.

Docasné pojisteni pro pripad smrti, nebo také rizikové pojisténi kryje riziko imrti vyhradné
V ramci sjednané, pfedem pevné dané doby. Z toho lze odvodit, Ze ptipadné plnéni se vztahuje
pouze na pfedem dané obdobi. Po uplynuti obdobi, na které bylo pojisténi pro ptipad smrti
sjednano tak pojistné plnéni nebude vyplaceno. Tento typ Zivotniho pojiSténi se pouziva jako
kryti dluzné ¢astky aveéru, ptjcky, hypotéky (zde to banky ptfimo vyzaduji) apod. Velikost
dluzné ¢astky odpovida vysi daného zavazku vici dané instituci. Jelikoz se uvery splaceji a je-
jich ¢astka tedy Casem klesa, tak se docasné pojisténi pro ptipad smrti nesjednava pouze jako
pevna Castka, ale 1ze ho sjednat 1 jako klesajici pojistna ¢astka, kde simuluje vyvoj klesajici

dluzné ¢astky. Klesajici pojistna ¢astka mlze klesat bud’ linearné nebo anuitné podle pfedem
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stanovené¢ho procenta klesani. Podle véku a dalSich vstupnich parametri je klientovi vypocitané

pojistné, které bude hradit.

Soucasné je toto pojisténi limitovano maximalni spodni hranici pro sjednéni pojisténi
(naptiklad 70 let) a od urcitého veéku (napiiklad od 70 let do 80 let) lze pojisténi pro piipad

smrti sjednat pouze na 5 let a na pojistnou ¢astku ve vysi 10 000k¢.

Casové neomezené pojisténi pro piipad smrti je pojisténi, kdy za piedpokladu, Zze zadny
¢lovek neni nesmrtelny, je vzdy vyplaceno pojistné plnéni. Dané pojistovny ani pojistény nevi,
kdy k okamziku vyplaty dojde. Bohuzel v praxi to byva upraveno a smyslem ¢asové neomeze-
ného pojisténi pro piipad smrti je stanovena horni hranice véku pojisténého do kdy je mozna

vyplata pojistného plnéni (naptiklad do 85 let). [5] [8] [24]

3.2.2Pojisténi pro piipad doziti

Pojisténi pro ptipad doziti se vyskytuje v n€kolika formach. Jeho zakladni podoba je,
ze pojistnik plati bézné nebo jednorazové pojistné na predem sjednanou pojistnou ¢astku
a v ptedem sjednanou dobu obdrzi pojistné plnéni ve vysi pojistné ¢astky navySené o pfedem
stanoveny garantovany urok (nebo pfi investici do rizikovych fondd, podle jejich zhodnocenti).
Nékdo by mohl tvrdit, Ze je to obdobou spofeni, kde jde pouze o vytvéieni tspor. Hlavni rozdily
pojisténi pro piipad doziti a spofenim jsou takové, Ze pojiStovna ruci za vklady pojistniki
ne vyskou skute¢ného vkladu, ale vyskou pfedem sjednané pojistné ¢astky. PferuSeni placeni
bézného pojistného je spojeno s ur€itymi pokutami. To je divod, proc¢ je v klasické podobée
pojisténi pro piipad doziti moc nevyuziva a je od néj odvozeno vice pouzivané pojisténi,
a to diichodové pojisténi a venové pojisteni.

Diichodové pojisteni je pojisténi na doziti se sjednanym vékem, ale s frekvenci vyplaty

vEtsi nez jedna vyplata. Od predem daného véku bude v urcité frekvenci vyplacen dichod.
Dtchody rozliSujeme podle po¢atku jeho vyplaty:

- Pojisteni ihned splatného diichod 1ze uplatnit pouze pti jednorazové placeném pojist-
ném. PojiStovna v pfedem sjednanych podminkach zaciné ihned v dalsi frekvenci vy-

placet sjednanou diichodovou ¢astku, a to po celou dobu sjednaného pojisténi.

- Pojisténi odlozeného diichodu je vice vyuzivana forma, ve které je obvykle po pfredem
sjednané obdobi placeno béZné pojistné az do okamziku, kdy nastane predem sjednany

okamzik pro vyplatu diichodu.
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Pojisténi dichodu lze sjednat na urcitou dobu (vétSinou do urcitého véku pojisténého)
nebo az do smrti pojisténé osoby.

Podoba pojisténi dichodu byva dopliiovana o dalsi piipojisténi, zejména o pojiSténi smirti,
invalidity, ale 1 jinych pfipojisténich. Pokud ale mame pojisténi diichodu rozsitené o dalsi pii-
pojisténi je lepsi toto pojisténi nazyvat smiSenym pojisténim.

Vedle zékladniho dichodu je mozné sjednat i dalsi formy dichodu:

- Pozustalostni diichod, ktery je splatny v piipadé imrti pojisténé osobé uvedené v po-

jistné smlouve.

- Docasny diichod, ktery se vyplaci pojisténé osob¢ v pripade plné invalidity.

Venové pojistent je pojisténi pro dité, kde se sjednava doziti uréitého veéku ditéte (naptiklad
plnoletost, k datu ukonéeni stiedni $koly, zacatek studia vysoké skoly). Pojistné plnéni probiha
Vv pfedem stanoveném véku bud’ formou jednorazového plnéni, nebo po nékolik nasledujicich
obdobi formou podilu z pojistného plnéni. Vénové pojisténi bylo vymysleno za ucelem zajis-

téni ditéte, a proto u se Casto sjednava s pojisténim na smrt rodicu. [5] [8] [24]

3.2.3SmiSené Zivotni pojiSténi

Jak Ize odvodit z nazvu, smisené zivotni pojisténi je pojisténi dvou slozek, pojisténi smrti

a doziti. U tohoto pojisténi bude pojisténé osob&€ nebo obmyslené osobé vzdy vyplacena po-

jistna Castka. Pokud se poji§téna osoba dozije sjednané doby pojisténi, bude ji vyplaceno sjed-

nané pojistné plnéni. Pokud pojiSténd osoba zemfie v priibéhu pojisténi, pojistné plnéni dostane
obmyslend osoba uvedena ve smlouvé (pozn. téchto osob miize byt vice).

V dnesni dobé¢ v rychle se rozvijejici oblasti pojistovnictvi smiSend forma Zivotniho pojis-

téni funguje v nékolika podobach. Smisené Zivotni pojisténi mize mit rozdilné pojistné Castky

pro pojisténi smrti a pojisténi doZiti, nebo také mize mit pojiSténi smrti sjednané s klesajici

pojistnou ¢astkou a pojisténi doziti na pevné danou ¢astku. [5] [8] [24]
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4 UvoD DO STOCHASTICKEHO MODELOVANI

Stochastické procesy jsou zpusoby kvantifikace dynamickych vztahti sekvenci nahodnych
udalosti. Stochastické modely hraji dalezitou roli pfi objasfovani mnoha oblasti pfirodnich
a inzenyrskych véd. Mohou byt pouzity k analyze variability v biologickych a 1ékatskych pro-
cesech, k feSeni nejisto ovliviiujicich manazerska rozhodnuti a slozitosti psychologickych a so-
cialnich interakci a k poskytnuti novych perspektiv, metodologie, modell a intuice k pomoci

Vv jinych matematickych a statistickych studii. [3]

Cilem této kapitoly je seznamit se se standartnimi pojmy a metodami stochastického mo-

delovani a predstavit, jak jsou stochastické procesy rozsifené do riiznych védnich oborii

4.1 Stochastické modelovani

Kvantitativni popis pfirodniho jevu se nazyva matematicky model tohoto jevu. Piiklady
se vyskytuji od jednoduché rovnice S = % gt?, ktera popisuje vzdalenost padajiciho objektu
Vv Case t, ktery zacinal v klidu, az po slozité pocitacové programy, které simuluji biologickou

populaci nebo velké primyslové systémy. [22]

Nékteré stochastické modely jsou uzite¢né jako podrobné kvantitativni piedpisy chovani,
jakym je naptiklad model, ktery urCuje optimalni pocet jednotek na skladu. Jiny model zase
muze byt pouzit v jiném kontextu a bude poskytovat pouze obecné kvantitativni informace
0 vztazich a relativnim vyznamu n€kolika faktorti ovliviiujicich udalost. Takovy model je stejné
dilezity jako prvni pfiklad modelu, ale zcela odlisSnym zpiisobem Existuje spousta riznych typi
stochastickych modelti vyuzivajicich se v praxi. Spousta novych modeli se ale vytvari a vytva-

fet bude. [3]

Spousta uvedenych atributl jako realismus (v org. realism), elegance (v org. elegance),
platnost (v org. validity) a reprodukovatelnost (v org. reproducibility) jsou dilezité pro hodno-
ceni modelu pouze tehdy, maji-li vliv na kone¢ny stav modelovani. Naptiklad je nerealistické
a nevyrazné vidét rozlehlé mesto Praha jako geometricky bod, matematické objekt, ktery nema
zadnou velikost ani rozmér. Pfesto je velmi uZite¢né toto pouzit, pokud modelujeme sférickou

geometrii, abychom odvodili minimalni vzdalenost vzdusnou cestou z Prahy do Brna.

Neexistuje takova véc jako nejlepsi model pro dany jev. Pragmatické kritérium uzitec-
nosti ¢asto umoznuje existenci dvou nebo vice modelii pro stejnou udalost, ale slouzi k riznym

ucelim. Uvazujme svétlo. Model vinové formy, ve kterém je svétlo povazovano za kontinudlni
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proudéni, je zcela primétené pro konstrukci brylovych cocek a ¢ocek pro dalekohledy. Na-
proti tomu, pro pochopeni vlivu svétla na sitnici oka, je upfednostiiovan fotonovy model, ktery
vidi svétlo jako malé diskrétni svazky energie. Zadny z modelt nenahradi druhy. Oba jsou re-

levantni a uzite¢né. [7] [9]

Slovo ,,stochastic* pochdzi z cilené chamtivosti (k tomu, Zze se uchylujeme k hadani)
a v prekladu znamena ,,ndhodny*, nebo ,rizikovy®. ,,Stochastic* mtize byt jisty, determinis-
ticky nebo urcity. Deterministicky model piredpovida jediny vysledek z daného souboru okol-
nosti. Stochasticky model ptedpovida soubor moznych vysledka vazenych jejich pravdépo-
dobnosti. Minci, kterou vyhodime do vzduchu, s jistotou dopadne né¢kdy v budoucnu na zem.
At uz dopadne rubem, nebo licem nahoru, ptijde o ndhodny jev. Pro spravedlivou minci uva-

Zujeme, ze ob¢ alternativy mohou nastat se stejnou pravdépodobnosti 0,5. [18]

Nastalé jevy vSak nejsou samy o sob& pouze stochastické nebo deterministické. Modelo-
vani stochastického nebo deterministického jevu je volbou pozorovatele. Volba zavisi na tcelu
daného modelovani. Kritéria pro posouzeni vybéru je uzite¢nost daného modelovani. Ve vét-
Sin¢ piipadl je spravna volba zcela jasnd, ale nastavaji i sporné situace. Napiiklad pokud
je mince, ktera kdysi padla, rychle zakryta dlani a vysledek zlstava neznamy, dva soutézici
mohou jesté uzite¢né vyuzit pravdépodobnostni koncepce k vyhodnoceni toho, co je mezi nimi
spravedliva sadzka. To znamend, Ze mohou minci vidét jako ndhodnou, pfestoze by vétsina lidi
mohla povazovat vysledek za fixni nebo deterministicky. Jako méné obycejny piiklad kontro-
verzni situace jsou zmény urovné pocetné populace ¢asto ucelné¢ modelovany deterministicky,
a to navzdory vSeobecné shodé mezi pozorovateli, ze mnoho vyskytti udalosti pfispiva k jejich

vykyvum. [18]

Védecké modelovani ma tfi slozky: 1) zkouma se pfirozeny jev, 2) logicky systém pro
odvozeni disledkti tohoto jevu, a 3) spojeni, které spojuje prvky ptirodniho systému ve studiu
s logickym systémem. Pokud se zamyslime nad témito tfemi sloZzkami z hlediska problému
s velkymi kruhovymi vzduSnymi trasami, pfirozenym systémem je zem¢ s letisti v Praze a Ber-
ling€. Logicky systém je matematickym pfedmeétem sférické geometrie a oba jsou spojeny pro-

hlizenim letist’ ve fyzickém systému jako body v logickém obvodé. [7] [9] [18]

Moderni ptistup ke stochastickému modelovani je v podobném duchu. Ptiroda nedefinuje
jedine¢nou definici ,,pravdépodobnosti, stejn¢ jako neexistuje zadna definice ,,bodu® v geo-
metrii. ,,Pravdépodobnost a bod* jsou vyznamy v Cist¢ matematice, které jsou definovany

pouze prostiednictvim vlastnosti, které¢ jsou vysvétlovany pomoci ptislusSnych mnozin axiomd.
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Existuji vSak tfi obecné principy, které jsou Casto uzite¢né ve vztahu k abstraktnim prvkim
nebo propojeni abstraktnich prvki teorie matematické pravdépodobnosti s realnym nebo piiro-

zenym jevem, ktery ma byt modelovan. Jedna se o
1) zasadu stejn¢ pravdépodobnych vysledku,
2) princip dlouhodobé proménné frekvence a

3) princip rozdilného slozeni nebo subjektivni pravdépodobnosti. Z historického hle-
diska tyto tii pojmy vznikly z velmi neuspesnych pokusii definovat pravdépodobnost
Z hlediska fyzickych zkuSenosti. Dnes jsou relevantni jako pokyny pro piidélovani
hodnot pravdépodobnosti v modelu a pro interpretaci zavérda modelu ve smyslu stu-
dovaného jevu. [7] [18]

Rozdily mezi témito principy jsou podloZeny dlouhodobym experimentem. Budeme
ptedstirat, Ze jsme soucasti skupiny lidi, kteti se rozhodnou hodit si minci a pozorovat udélost,
ze mince padne licem nahoru. Tuto udalost ozna¢ime H a opacnou stranu mince oznac¢ime T.

[18]

Zpocatku vSichni ve skupiné souhlasi s tim, ze Pr{H} = 0,5. Kdyz se zeptame lidi pro¢,
odpovidaji dvémi moznostmi. Prvni je, Ze pfi kontrole stavby minci jsou presvédceni,
Ze oba mozné stavy, rub a lic, mohou nastat se stejnou pravdépodobnosti. Druhou moznosti
jsou minulé zkuSenosti. VEfi také, Ze pokud se mince hodi mnohokrat, tak pocet pokusi, kdy

padne lic, bude téméf jedna polovina. [18]

Stejné pravdépodobna interpretace pravdépodobnosti se objevila v dilech Laplacea v roce
1812, kdy byl ucinén pokus definovat pravdépodobnost udalosti A k poméru celkového poctu
zpusobi, jakym by se jev A mohl vyskytnout k celkovému poctu vSech moznych vysledki ex-
perimentu. Stejny piistup pravdépodobnosti se dnes ¢asto pouziva k ureni pravdépodobnosti,
které odrazeji urcity pojem Uplného nedostatku znalosti o vysledku nahodného jevu. Zasada
vyzaduje rozumné vyuziti, pokud ma byt uzite¢na. Naptiklad v naSem experimentu s mincemi,
budeme uvaZovat, ze mince muize pristat na rubem, licem, ale také na jeji hrané. Udélost,

kdy mince prfistane na hrad¢, ozna¢ime E, pak muzeme nasani pravdépodobnosti popsat,

jako Pr(H) = Pr{T} = Pr{E} = § [18]
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Nasledujici princip, dlouhodobé relativni frekvenéni interpretace pravdépodobnosti,
je zakladnim stavebnim kamenem moderniho stochastického modelovani, ktery je v axioma-
tické struktute pfesné¢ odivodnény pravem velkych cisel (v org. law of large numbers).
Tento zakon velkych ¢isel tvrdi, Ze relativni zlomek ¢asu, ve kterych udalost nastane v sekvenci
nezéavislych podobnych experimentd, se v limitu pfiblizuje pravdépodobnosti vyskytu udalosti

na jakémkoli jednotlivém pokusu. [3] [18]

Tato zasada vSak neni relevantni ve vSech situacich. Kdyz chirurg fekne pacientovi, ze ma
Sanci na pieziti 80 — 20, pro chirurga to znamend, ze 80 procent jeho pacientii s podobnym
priznakem chirurgicky zakrok ptezije. Pacienta ale nezajima, jakou pravdépodobnost ma chi-
rurg dlouhodobg, ale v dany okamzik. Je pro néj zivotné diilezity pouze vysledek chirurgického

zakroku, ktery bude vykonan na ném. [18]

Kdyz se vratime ke skupinovému experimentu, ptedpokladdme, Ze mince bude pfevra-
cena do vzduchu a po pfistani je rychle pokryta, aby nikdo nevidél vysledek. Jaka je ted’ prav-
dépodobnost Pr{H} ? Nyni n¢kolik lidi ze skupiny tvrdi, Ze vysledek mince jiz neni nahodny,
7e Pr{H} je bud’ 0 nebo 1 a ze i kdyz nevime, co to bude, teorie pravdépodobnosti se na to

nevztahuje. [18]

Jini vyjadfuji odli$ny nazor. Rozdil mezi ,,ndhodnym*® a ,,nedostatkem znalosti* je v nej-
menSim ptipad€ nejasny a ze ¢lovek s dostateéné vykonnym pocitacem a dostate¢nymi infor-
macemi o takovych faktorech, jako je energie, rychlost a smér poZity pii hodu minci muize

predvidat vysledek, rub nebo lic, s jistotou pfed hodem.

V souvisejicich ptipadech je nékolik lidi ve skupiné ochotno sédzet mezi sebou, s vyrov-
nanymi pravdépodobnostmi, na vysledek shody. To znamena, Ze jsou ochotni pouzit pravdépo-
dobnost, aby ur¢ili, co je spravedliva sdzka, aniz by zvazili, zda je studovana udalost ndhodna

nebo ne. Zde se pouzilo kritérium uzitku pro posouzeni modelu.

Xee

Zatimco zbytek davu debatoval ,,ndhodné* versus ,,nedostatek znalosti, jeden ¢lovek si
prohlidl minci. Jeji pravdépodobnost pro rub se nyni lisi od vSech ostatnich. Kdyz drzi minci
zakrytou, oznamuje vysledek lic, nyni vSichni mentalné pfidéluji hodnotu Pr{T} = 0.

Dalsi scénar vysvétluje, pro€ pii dostizich jini lidé ptifazuji stejné udalosti riizné pravdeé-
podobnosti. Z tohoto divodu se pravdépodobnosti, které se pouzivaji pfi tvorbé kurzi, ¢asto
nazyvaji subjektivni pravdépodobnosti. Pak kurzy vytvareji teti princip ur¢ovani hodnot prav-

dépodobnosti v modelech a jejich interpretaci v realném svété. [18]
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Moderni piistup k stochastickému modelovani je rozvést definici pravdépodobnosti z ja-
kéhokoli konkrétniho typu aplikace. Teorie pravdépodobnosti je axiomatickd struktura,
ktera je soucasti Cisté matematiky. To je pouzité v modelovani stochastickych jevi je to také
soucasti jevu Sirsi sféry védy a také pfi vyuzivani v oborech matematiky pii modelovani deter-
ministickych jevi.

Aby byl stochasticky model uzite¢ny, musi odrazet vSechny aspekty studovaného jevu,
které jsou relevantni pro danou oblast. Navic model musi byt pfizplisoben vypoctu a musi

umoznovat odpocet dulezitych piedpovédi nebo dusledki tohoto jevu. [18]

4.2 Stochasticky proces

Stochasticky proces je mnozina ndhodnych proménnych X kde t je parametr, ktery bézi
ptes vhodnou mnozinu indext T'(1ze zapsat také jako X (t)). V bézné situaci index t odpovida
diskrétni jednotce ¢asu a mnozina indext je T = {0, 1,2, ...}. V tomto pfipadé X muize pied-
stavovat vysledky pfi opakovaném hodu mince. Stochastické procesy, u kterych T = [0, ¢) jsou
obzvlasté dulezité v aplikacich. Zde t Casto ptedstavuje Cas, ale také vznikaji rizné jiné situace.
Napriklad t miize znamenat vzdalenost od libovolného bodu a X muze pocitat pocet defektu

v intervalu (0, t) podél zavitu nebo pocet vozi v intervalu (0, t) na dalnici. [7] [9]

Stochastické procesy se lisi podle jejich stavajiciho prostoru nebo rozsahu moznych hod-
not pro ndhodné proménné X podle jejich indexové mnozZiny T a zavislosti mezi nahodnymi
proménnymi X. Stochastické procesy budou vyuZity v nasledujicich kapitolach kde pomoci
Markovova procesu bude vypocitano netto pojistné v riznych podobach Zivotniho pojisténi. [7]

[9]
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5 VICE STAVOVE MODELY

V této kapitole si pomoci vice stavovych modeld predstavime model preziti. Dale si uve-
deme n¢kolik dalSich vice stavovych modeld, které jsou uzitecné pro rGzné typy pojistnych
smluv. Muzeme uvést ptiklad, kdy pojistné plnéni zavisi na zdravi pojistnika, na pieziti nebo

je pojistné plnéni poskytovano v ptipad¢ smrti.

Obecné definice modelu vicenasobného stavu spolu s jeho piedpoklady a notacemi si od-

vodime v podkapitole 5.2.

V podkapitole 5.4 budeme diskutovat o odvozeni vzorct pro pravdépodobnosti a v nasle-
dujici podkapitole 5.5 si vyhodnotime tyto pravdépodobnosti pomoci numerického vypocétu

pravdépodobnosti. To si v podkapitole 5.6 rozsifime o vzorce pro vypocty pojistného.

3

V podkapitole 5.7 se budeme vénovat ,,mnohondsobné vymirajicim modelim*
(v org. multiple dekrement models) a sestaveni tabulky pro dany model, ktera bude vyuzita
v praktickém vypoctu. V podkapitole 5.8 se budeme vénovat Markovu vice troviiovému mo-

delu (v org. Markov multiple state models) v diskrétnim Case.

5.1 Priklady vice stavovych modelii

Modely s vice stavy jsou jednou z nejvice vzrusujicich oblasti vyvoje v pojistné-matema-
tickych védach v poslednich letech. Jsou intuitivni a snadno pracuji s pouzitim jednoduchych,
ale 1 slozitych numerickych technik. Rovnéz zjednodusuji a poskytuji dobry zéklad pro stano-
veni cen a ocenéni nékterych slozitych pojistnych smluv. V této podkapitole si na jednoduchych
ptikladech pfedstavime nékteré vyuziti vice stavovych modeld, které jsou béZzné vyuzivany

v aktudlni pojistné-matematické praxi.

5.1.1Model zZivy-mrtvy

Zivy Mrtvy
0 1

Obrazek 1: Model zZivy-mrtvy
Zdroj: viastni zpracovani podle [6]

Ptedpoklddame, ze budeme modelovat nejistotu ohledné trvani budouciho Zivota jednotlivce
tim, ze budeme povazovat budouci Zivotnost za nahodnou proménnou, T,, pro jedince
ve véku x, sdanou kumulativni distribuéni funkci F.(t)(= Pr[T, <t]), a funkci pfeziti,

S,(t) =1 — FE.(t). Jedna se o pravdépodobnostni model v tom smyslu, Ze pro jednotlivce ve
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veéku x madme jednu ndhodnou proménnou, Ty, jejiz distribu¢ni hodnota a vSechny souvisejici

pravdépodobnosti jsou pfedem znamy.

Tento model mizeme reprezentovat schématicky, jak jsme znazornili na obrazku 1. Jedi-
nec se zde ocita v jednom ze dvou stavi, ,,zivy* nebo ,,mrtvy*. Pro lepsi piehlednost budeme
tyto stavy oznacovat jako 0 a 1. Pfechod mezi stavy 0 a 1 je mozny pouze ze stavu 0 do stavu
1, ale pfechod v opacném sméru nemize nastat. Dany model mé dva stavy a proto ho mizeme

oznacit jako vice stavovy model se dvéma stavy.

Tento vice stavovy model mizeme pouzit k pfeformulovani nasledujicim zptisobem. Pied-
pokladejme, ze mame zivot ve véku x = 0 v ¢ase t = 0. Pro kazdé t > 0 definujeme ndhodnou
proménnou Y (t), ktera ma jednou ze dvou hodnot stavii 0 a 1. Pokud Y (t) = 0, znamena to,
Ze nas jedinec je nazivu ve véku x + t. Pokud Y (t) = 1, znamena to, ze nas jedinec zemiel
pted vékem x + t. Souhrn nahodnych proménnych {Y (¢)};s, je piiklad stochastického procesu
ve spojitém case. Spojity stochasticky proces je souhrn ndhodnych proménnych indexovanych
plynulou ¢asovou proménnou. Pro vSechny t, Y (t) mtze nastat bud’ 0 nebo 1 a T, je k tomuto

modelu pfipojen jako ¢as, ve kterém Y (t) skace z hodnoty 0 na 1, to je
T, = max{t : Y(t) = 0}

Model zZivy-mrtvy znazornén na obrazku 1 zachycuje vSechny zivotné podminéné infor-
mace, které jsou nezbytné pro vypocet pojistného a pojistnych hodnot smlouvy, kde jsou platby
(pojistné, odmény a ndklady) zavislé pouze na tom, zda je jedinec zivy nebo mrtvy v daném
veku. Prikladem takového pojiSténi v praxi je terminové pojiSténi, pojiSténi smrti. Existuji vSak
dalsi ptiklady vice stavovych modelt. VSechny tyto modely se skladaji z kone¢né sady stavi
se Sipkami, které oznacuji mozné pohyby mezi nékterymi stavy, ale neni podminkou, Ze budou

mezi viemi stavy. [6]
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5.1.2Model terminované pojisténi s pojisténim smrti irazem

Mrivy - Urazem
1
Zivy
0
\ e
2

Obrazek 2: Model nahodné smrti
Zdroj: viastni zpracovani podle [6]
Ptedpokladame, ze mame na pojistné smlouvé sjednané dvé pojistné ¢astky pro dva druhy
umrti. Nejprve méme sjednané pojisténi pro ptipad imrti na 100 000 K¢. Pokud bude ale timrti
zpusobené Urazem, pojistna ¢astka bude 200 000 K¢&. Zde, jak uz je vidét, nelze pouzit model
zivy-mrtvy z obrazku 1. V pfipad¢ tmrti musime rozliSit, zda ¢loveék zemie nasledkem trazu

nebo jinym zplsobem. Z tohoto diivodu neni dostacujici model se stavy zivy-mrtvy.

Vhodny model téchto stavii je uveden na obrazku 2. Tento model ma tii stavy a mizeme
definovat prubéh stochastického procesu {Y(t)};s9, kde kazda nahodna proménna Y (t)
ma jednu z hodnot 0,1 a 2. Tedy napiiklad Y (t) = 1 oznacuje, Ze jedinec, ktery v ¢ase t = 0
zemfel Urazem pied vékem x + t.

Model na obrazku 2 jsme proto rozsitili o dalsi stav a nyni Ize rozliSit pfi¢inu smrti a tim
1 pojistna Castka, ktera bude vyplacena. Model na obrazku 2 zacina stejn¢ jako model na ob-

razku 1 ve stavu zivy a v budoucnu pojistény zemie. Rozdil je v ale tom, Ze nyni rozliSujeme

mezi umrtim zpisobenym tGrazem nebo umrtim z jiné pficiny. [6]
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5.1.3Model trvalé invalidity

Zivy . Trvale invalidni
0 1
Mrtvy
2

Obrdazek 3: Model trvalé invalidity
Zdroj: viastni zpracovani podle [6]

Obrazek 3 ukazuje model trvalé invalidity, ktery poskytuje nekteré nebo vSechny z nésle-
dujicich vyhod:

a) Anuita pii trvalém zdravotnim postizeni.

b) Pausalni ¢astka v ptipad¢ trvalé invalidity.

¢) Pausalni ¢astka v ptipadé amrti.

Tento model uvazuje vyplatu pojistného, pokud je pojistény zdravy. Dullezitou vlastnosti

tohoto modelu je fakt, Ze invalidita je trvala, neexistuje zadna moznost vratit se ze stavu 1 do

stavu 0. [6]

5.1.4Model s do¢asnou invaliditou (nemoci)

Zivy # Doéasné invalidni (nemocny)
0 ] 1
Mrtvy
2

Obrdzek 4: Model docasné invalidity(nemoci)
Zdroj: viastni zpracovani podle [6]

V tomto modelu uvazujeme pojisténi dichodového pojisténi s vyplacenim davky v dobé
invalidity (nemoci). Obrazek 4 ukazuje model vhodny pro poskytnuti anuity, zatimco osoba
je invalidni (nemocna), s pojistnym splatnym, zatimco je pojisténa osoba zdrava. Model zna-
zornény na obrazku 4 se 1i$i od modelu na obrazku 3 pouze v jednom ohledu, a tim je moznost
dostat se ze stavu 1 opét do stavu 0, tzn. Ze uz nadale nebude invalidni nebo nemocny a opé&t

bude zdravy.
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vvvvvv

modelech k dispozici. Touto diileZitou vlastnosti je moznost zadat jeden nebo vice stavii mno-
hokrat. Pokud jde o danou interpretaci modelu znamena to, Ze pied smrti muze dojit k nékolika
pirechodiim mezi stavy zdravy a nemocny. Pouze ze stavu mrtvy neni moznost navratu na pied-

chozi stavy. [6]

5.2 Pfredpoklady a notace

Vice stavové modely uvedené v piedchozi podkapitole jsou mimotadné uzite¢né v pojist-

ném svété. Neékteré z téchto modelu si podrobné piiblizime v praktické casti a predstavime

vvvvvv

V této sekci budeme uvazovat obecny model s vice stavy. Mdme konecnou mnoZinu
n + 1 stavli oznaenych 0, 1, ..., n, pfiCemZ mezi vybranymi stavy je mozny okamzity pfechod.
Tyto stavy piedstavuji rizné podminky. Pro vSechna t > 0, mame nahodnou proménou Y (¢t),
ktera nabyva jednu z hodnot 0, 1, ..., n interpretujeme udalost Y (t) = i, ktera pak znamena,
Ze pojisténa osoba je ve stavu i a ve veéku x + t. Soubor nahodnych proménnych {Y(t)}s0

je pak stochasticky proces s kontinualnim ¢asem.

Model vice stavli bude vhodnym modelem pro pojistnou politiku, pokud bude vyplaceni
davek nebo pojistného zavislé na daném stavu nebo pohybu mezi danou dvojici stavli v daném
okamziku, jak bylo ukazano v ptedchozi podkapitole. Za ptipominku stoji ukézat, ze vSechny

stavy jsou na pocatku 0, neboli vstupuji pouze zdravé osoby.

Predpoklad 1: Predpokladame, ze pro vsechny stavy i a j a kdykoliv v case t az t + s,
kde s >0, bude podminénda pravdépodobnost Pr[Y(t + s) = j|Y(t) = i] definovin vtom

smyslu, Ze jeho hodnota nezavisi na Zadné informaci o procesu pred casem t. [6]

Intuitivng, to znamena ze pravdépodobnost udalosti pro hodnoty v ¢ase t + h je zcela
ur¢ena znalosti aktudlniho stavu procesu. Zejména pravdépodobnosti nezavisi na tom, jak pro-
ces dosahl soucasného stavu nebo jak dlouho byl v souc¢asném stavu v minulosti. Tato vlastnost,
ktera udava pravdépodobnosti budoucich udalosti zavisi na piitomnosti, je znama jako Markiv

proces. Pfi pouziti jazyka pravdépodobnosti pfedpokladame, ze {Y (t)};»¢ je Markav proces.

Predpokiad I nebyl vyslovné uveden pro modely zndzornéné na obrazku 1 a obrazku 2,
protoze to zde nebylo nutné, vzhledem k nasi interpretaci téchto modell. V kazdém z téchto
dvou pfipadi, pokud uvazujeme, ze proces je ve stavu 0 v ¢ase x (tak, ze jedinec zije ve véku x),

zname minulost procesu (jedinec byl nazivu ve vSech vékovych kategoriich pred vékem x).

36



Predpoklad 1 je mnohem zajimavéjsi pro modely na obrazku 3 a obrazku 4. Predpokladejme
naptiklad, ze v modelu na obrazku 4 vime, ze Y (t) = 1, coz znamena, ze jedinec je invalidni
(nemocny) v ¢ase t. Potom podle predpokladu 1 muzeme tvrdit, Ze pravdépodobnost jakého-
koliv budouciho pohybu po Case t (bud’ zotaveni, nebo umrti) nezavisi na dalSich informacich,
jako naptiklad po jak dlouhou dobu zivota byl jedinec nemocny nebo kolik béhem zivota utrpél

nemoci do doby t.

Piedpoklad 2: Predpokladame, ze pro jakykoliv pozitivni interval v ¢ase h,
Pr[Dva nebo vice prechodi v casovém Useku délky h] = o(h). [6]
Ptipomenme si, Ze jakoukoli funkci h, nazveme g(h), mizeme oznacit o(h), kdyz

I g(h)
im——- =

h—0 h 0.

Intuitivné funkce je o(h), jestlize h konverguje k 0, tak konverguje k nule rychleji nez h.

Predpoklad 2 nam tiké, Ze pro maly ¢asovy interval délky h je pravdépodobnost dvou
nebo vice prechodil v tomto intervalu tak mal4, Ze mlze byt ignorovana. Tento pfedpoklad
nelze uvazovat u modelu na obrazku 1 a obrazku 2, jelikoz v obou piipadech mize dojit k jedi-
nému piechodu. Je to vSak predpoklad, ktery musime z technickych divodu pouzit u modela

na obrazku 3 a obrazku 4. Pro vice stavové modely si musime definovat flexibilni notace pro

tPxr tqx a Uy Tyto notace budou vyuZity v praktické ¢asti a v naslednych podkapitolach.

Notace pro stavy i a j v modelu s vice stavy a pro x, t > 0, definujeme

P =PriY(x+3)=jY(x) =], (5.1)

P =Pr[Y(x+s) =iforallse[0,t]|Y(x) =1i], (5-2)

takze tp,icj je pravdépodobnost, Ze zivot se blizi x ve stavu i a ve stavu j ve véku x + t, kde j

muze byt rovno i, zatimco pje pravdépodobnost, ze zivot ve véku x Ve stavu i ziistane ve

stavu i po celou dobu od véku x do véku x + t.
Proi # j definujeme

ij
ij _ 1. hPx . ,
“a Ty JortES (53)
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Piedpoklad 3: Pro vsechny stavy i a j a pro vSechny veékové skupiny x > 0, predpokla-
dame ze tp,?je diferencovatelna funkce pomoci t. [6]

Predpoklad 3 je technicky pfedpoklad potiebny k tomu, aby byl umoznén hladky pfechod
mezi stavy. Dusledky tohoto pfedpokladu spociva v tom, ze limit ve vymezeni ,u,icj vzdy existuje
a ze pravdépodobnost pfechodu uskuteciiovaného v ¢asovém intervalu délky t se ptiblizuje k 0
jako t konvergujici k 0. Pfedpokladame také, ze ,u;j je ohranicena a integra¢ni funkce x. Tyto

predpoklady nejsou v praxi pfili§ omezujici.

Z hlediska modelu zivy-mrtvy zndzornéného na obrazku 1 miizeme uvést nasledujici po-

znatky:
020 je to samé jako ,p, a po! je to saméjako ,q, .
L0 = 0 jelikoz v tomto modelu nejsou piipustné piechody, mrtvy — Zivy.
Op,icj se rovnd 1, pokud i = j.
191 je to samé jako pi,, sila umrtnosti ve véku x.

Ve vSeobecném piipad¢, se stavy 0,1, ..., n, odkazujeme uy jako silu pfechodu nebo in-

tenzitu prechodu mezi stavy i a j ve véku x.

Dal$im vyjadienim vzorce (8.3) jeproh > 0

WPy =h* ! +o(h) (5.4)

Z této formulace mizeme tvrdit, Ze pro malé pozitivni hodnoty h

by & hox ! (5.5)

5.3 Odvozeni m, podle Gomperz-Makehama ziakona

Nejprve si ptiblizime vypocet pu, podle Gompertz-Makehama zakona. Vysledné hodnoty
jsme pocitali pouze pro hodnoty vétsi nez x let, kde bylo potieba spocitat koeficienty pro G-M

rovnici, ktera je dana vzorcem

my = a+bc**% kdea>0,b>0ac>1
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nebo se také vyuziva vzorec
m, =a+ be“* kdea>0,b>0ac>0

nejprve zvolime x, a délku libovolnou délku k, kterou potom budeme upravovat. Nyni si napi-
Seme vzorec pro koeficienty a, b, ¢
Gy —bK, G- Gy ,C—W k|G3 — Gy

N . G, — Gy

jak mizeme vidét, tak koeficienty a, b, c ndm pfiinesly dalsi neznamé, které si musime odvodit.

Proto si nyni ur¢ime soucty hrubych mér umrtnosti m,, v jednotlivych intervalech

x0+k—1 x0+k—1

G, = Z m, = Z (a + bc*t05),

X=Xg X=Xg

x0+2k—1 x0+2k—1

G, = Z m, = Z (a + bc*t05),
x=xo+k x=xo+k
XO+3k—1 X'O+k3—1

G; = Z m, = Z (a + bc*t0%),
x=xo+2k x=x9+2k

, , v G3—G Y )

upravach u ucht =—= u

Po upravach ur¢ime hodnu ck 63 GZ a odsud dostaneme nas koeficient
27— U1

kG3_GZ

k
— k —
GZ_GI

Dale si ur¢ime hodnotu proménné K,

k
c—1
K. = ¢t (1 + ¢+ c? + - 4 k1) = ¢¥o*05 T
C —

Nyni uz mame vse potiebné abychom urcili zbyvajici dva koeficienty b, a

GZ - Gl Gl - bKC
b= ,a =
K.(ck—1) k

Hodnotu koeficientu k dohledame pomoci metody nejmensich ¢tverca

minZ(J’i — F(x))?.[19]

39



5.4 Vzorce pro pravdépodobnosti

V této Casti si uvedeme, jak odvodit vzorce pro vSechny pravdépodobnosti z hlediska in-
tenzity prechodu, o kterych ptedpokladame, ze jsou znamy. Skutecnost, ze 1ze vysvétlit vSechny
pravdépodobnosti z hlediska intenzity prechodu, je diilezita. Rika ndm, Ze intenzity pfechodu
{ug ;2007 =0,..,n,i # j} jsou zdkladnimi veli¢inami, které urcuji vSe, co potiebujeme védét o

vice stavovém modelu.

Prvni zobecnény vzorec je platny pro jakykoli model s vice stavy. Dava vzorec pro tp,l;‘ve
smyslu vSech intenzit pfechodu ze stavu i, ,u,icj . Pro jakykoliv stav i ve vice stavovém modelu s
n + 1 stavy, spliyjici v§echny predpoklady definujeme pravdépodobnost pieziti

t n

n_ _ ij
tPx exp f Z ,le ds (. (56)

0 jZ0;j=i

Tento vzorec miizeme odvodit nasledujicim zpiisobem. Pro jakoukoli h > 0 zvazme prav-

dépodobnosti ., ,p¥. To je pravdépodobnost, Ze proces (nebo pojistény) ziistane ve stavu i bé-
hem ¢asového obdobi [0, t + h], vzhledem k tomu, Ze proces byl ve stavu i ve véku x. Miizeme

tuto udalost rozdélit na dvé dil¢i udalosti:

a) Proces zistava ve stavu i od véku x do véku x + t, vzhledem k tomu, Ze byl ve stavu

i ve véku x.

b) Proces zistava ve stavu i od véku x + t do véku x + t + h, vzhledem k tomu, Ze byl ve

stavu i ve véku x + t.

Pravd&podobnost téchto dvou dil¢ich udalosti je p¥ a pL, a podle pravidel pro podmi-

néné pravdépodobnosti mame

i _ 7 7
t+hPx = tPx * nDx-
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To lze ptepsat jako

n

Py = PX|1—h z Mg+o(h) .

J=0;j#1
Upravou této rovnice, ziskame
— — n
24 24
t+hPx — tPx _ i ij o(h)
h - = tpx .ux +

e h'
J=0j#1

apokud h —» 0 dostavame

n

d _ _ )
at tPx = — Px z 1 +o(h),

Jj=0;j#i
aby

n

d )
Zlog( i) == >l +o(h).

Jj=0;j#i

Integrace ptes (0,t) dava

g o)~ log( ) = | S

Jj=0;j=#i
Na obé¢ strany rovnice pouZijeme exponent, a vidime ze feSeni rovnice je

t n

o_ 0 i
tPx = oPx * €Xp _J Z M,{ ds .
0 j=0;j=i

Protoze opY = 1, tak to dokazuje rovnici (5.6) uvedenou na za¢atku této podkapitoly. [6]
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5.4.1Kolmogorova diferencialni rovnice

Necht’ i a j jsou néjaké dva, ne nutné odlisné, stavy v modelu vice stavil, ktery ma celkem
n + 1 stava. Pro x, t, h = 0, odvodime tyto vzorce

n

cenPy = Py —h z ( Dy * lli]:.t — (p¥ u,’?;t)
k=0;k#j (5.7)
A proto ukazuji hlavni vysledky, ze
d n
dt tpylc] = z ( tpaick * #];{H - tpylc] * H{Cﬁt)- (5.8)
k=0;k+]j

Rovnice (5.8) udava soustavu rovnic pro Marktv proces znaimou jako Kolmogorova diferenci-

alni rovnice (v org. Kolmogorov’s forward equations).

K odvozeni Kolmogorovy rovnice postupujeme stejné jako v odvozeni rovnice pravdé-
podobnosti pro vice stavové vzorce. Zvazujeme pravdépodobnost, ze budeme v poZzadovaném
stavu, j, a ve véku x + t + h, a podminkou stavu procesu ve véku x + t. Bud’ je jiz ve stavu j,
nebo je v n&jakém jiném stavu, feknéme k, a prechod k j je nutny pied vékem x + t + h.

Tak, dostavame
ij _ ij ji ik kj
t+hPx = tPx * nPx+t z tPx * nPxyt
k=0;k#j
Vyuzitim pfedchozich znalosti tato rovnice miize byt pfepsana jako

n n
bl = I T—he Y wE —o) | ke > il +o(h)
k=0;k+j k=0;k+j
Pieskupenim pravé strany rovnice ziskame rovnici(5.7). Dalsi mozné rozd¢€leni je déleni podle

h, kde nechame h — 0, potom dostaneme rovnici (5.8). [6]
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5.5 Odvozeni numerického integrovani

V této casti si odvodime metodu numerické integrace zvanou ,,repeated Simpson’s rule®,

ktera neni Upln¢€ jednoducha, ale byva velmi piesna.

K dané metod¢ si uvedeme 1 pfiklad, kde numericky vyhodnotime

a
I = f f(x)dx
b
pro n¢které funkce f.
5.5.1Repeated Simpson’s rule
Toto pravidlo je zaloZeno na pravidlu Simpsona, ktery ddva nasledujici aproximaci:

g (f(a) + 4f(a + h) + f(a + 2h)).

ja+2hf(x) o

Tato aproximace vzniké pfiblizenim funkce f kvadratickou funkei, kterd prochazi tremi body
(a,f(a)), (a + h, f(a+ h)) a (a + 2h, f(a + Zh)). Opakovani tohoto vysledku vede k opa-

kovanému pravidlu Simpsona, jmenovité

h

Q

b n n—1
f FOx) dx (@) +4Zf(a+ 2j - 1)h+22f(a+2jh) + £ (b)
a j=1 j=1

kde h = (b — a)/2n.
Priklad:

Ptedpokladame rovnici
20
I* = f e~ 005y,
0
Tento integral byl zvolen, protoZe 1ze snadno spocitat a tim miZeme ovétit piesnost vysledki

I =

ooz (1= e700%%%) = 12,6424112

Hodnotu I* = 12,6424112 jsme uvedly na sedm desetinnych mist pro ptedstavu chyby.
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Nyni si v nasledujici tabulce ukazeme vysledky podle Simpsonova pravidla, kdyz zvo-

lime ruzné velké n

n numerické integrovani chyba
f:;“;:z:‘: 12,6424111766 0,0000000000
10 12,6424116154 0,0000004388
20 12,6424112040 0,0000000274
80 12,6424111783 0,0000000017
480 12,6424111766 0,0000000000

Tabulka 1: Hodnoty numerického integrovani podle Simpsonova pravidla

Zdroj: vlastni zpracovani podle [6]

Z tabulky 1 miZeme vidét porovnani skute¢né hodnoty integralu s vypoctem Simpsonova
pravidla, kde je patrné, ze pokud se zvoli dostatecn¢ velké n, tak mizeme tvrdit, ze vypocet
je totozny s vypoétem pomoci integrovani.

5.6 Vypocet netto pojistného

Zatim jsme se vénovali riznym druhiim vice stavovych modelt a také si ukazali, jak vy-
hodnotit pravdépodobnosti u takovych modelti vzhledem k pfechodnym intenzitdm mezi dvo-
jicemi stavi. Dal§im krokem, kterym se budeme zabyvat v této kapitole, je vypocet pojistného

vzhledem k ur¢itému modelu.

K tomu vyuZijeme definice anuitnich funkci, ktery vede pfimo k intuitivnim vzorctim pro
ocekavané soucasné hodnoty. Neexistuje standartni notace pro anuitni a pojiStovaci funkce

V ramci vice stavovych modeld.

Piedpokladejme, ze mame Zivot ve véku x a nachdzi se ve stavu i ve vice stavovém mo-
delu. Chceme ocenit anuitu za 1 rok placenou pravidelng, zatimco Zivot je ve stavu j (ale miize

se nachazet i ve stavu i).

EPV polhtitni anuity, ktera je v platnosti § za rok, je

al =F Uwe-& (Y () = j|Y(0) = d)dt
0
- fwe-& 1Y () = jIY(0) = D)dt
0

_ f =0t pU gt (5.9)
0
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Kde I je funkce indikatoru.

Podobné, pokud je anuita splatnd na zac¢atku kazdého roku, od soucasného ¢asu, podmi-
néného zivotnim stavem ve stavu j, vzhledem k tomu, Ze zivot je v souc¢asné dob¢ v stavu i,

je EPV

iy = Z v (5.10)

Déavky anuity, které jsou placeny ¢astéji 1ze ocenit podobné.

U pojistnych plnéni je platba zpravidla podminéna intenzitou piechodu. Prispévek
na umrti je splatny pii prechodu do stavu ,,mrtvy*. Pojistnd smlouva, kterd se tykéa pojisténi
kritické nemoci a smrti, bude vyplacet pojistnou ¢astku za umrti nebo pojistnou ¢astku za diive

diagnostikovanou jednu ze specifickych skupin vaznych onemocnéni.
Predpokladejme, ze vyhoda jednotky, ktera je splatna okamzité pii kazdém budoucim
ptevodu do stavu k, protoze zivot je v souCasné dobé ve stavu i (coz muize byt rovno k).

Pak je EPV pro pojistné kalkulovano jako

AV = J Ze—dt Y W dt. (5.11)
0 k=0

Abychom to odvodily, uvazujeme platbu placenou v intervalech (t, t + dt):

a) Castka platby je 1.

b) Diskontni faktor (pro dostateéné malé dt) je e ~%¢.

c) Pravdépodobnost, ze pojiStén osoba onemocni tzn. zménu stavu do k v intervalu
(t, t + dt), tak musi byt ve stavu zdravy tzn. ve stavu j Vv Case t, pokud neni ve stavu
k bezprosttedné predtim, nez uplyne doba t + h, tak pravdépodobnost dvou piechodt
vV nekone¢n€ malém cCase zanedbavame. Pravdépodobnost pieziti ur¢ime jako tp,icj
a prechod ze stavu j do stavu k béhem intervalu (t,t + dt), s pravdépodobnosti mirou

umrtnosti /¥, dt.
Soucet (neboli integrace) ve vSech moznych ¢asovych intervalech déva rovnici (5.11).

Obecné Ize tvrdit, Ze pojistné je pocitano za pouziti zasady ekvivalence a pfedpokladame,

ze 7ivoty jsou ve stavu 0 vV dob¢€ vzniku pojistné smlouvy.

45



5.7 Vice stavové dekrementni modely

Zivy 01 Vystup
0 1
0z
&5\‘ Vystup
2
0n
£
Vystup
n

Obrazek 5: Vice stavovy dekrementni model
Zdroj: viastni zpracovani podle [6]
V origindle ,,Multiple decrement models* jsou specidlni typy vicecetnych modeli,
které se Casto vyskytuji v pojistné-matematickych aplikacich. Model s vicendsobnym dekre-
mentem je charakterizovan tim, ze ma jeden vychozi stav a nékolik vystupnich stavli s moznym

ptechodem od vychoziho stavu k nékterému z vystupnich stavi.

Pravdépodobnost vypoctu pro model s vicenasobnym dekrementem je pomérné snadna,

protoze miizeme provést pouze jeden piechod. Pro takovy model mame i = 1,2, ...,naj =

Sn (G #i),

i=1
tpx fz D2’ #x+s )
opy =1
oppicj = 0.

Za ptedpokladu, Ze zname intenzity pfechodu jako funkce x, miZeme vypocitat

% ppomoci numerického integrovani. [6]
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5.8 Vytvareni vice stavové dekrementni umrtnostni tabulky

Ne¢kdy je vhodné vyjadiit model s vicenasobnym dekrementem v imrtnostni tabulce, po-
dobné jako pouziti funkci imrtnostni tabulky [, a d, pro model Zivy-mrtvy. Umrtnostni ta-
bulka s vice dekrementnimi Stavy muze byt pouzita pii vypoctu pravdépodobnosti pieZiti
a pravdépodobnosti smrti, s pouzitim modelu vice vystupii zndzornéném v piedchozi podkapi-
tole. Pii predpokladu celo¢iselného veéku pro poklesy mezi celymi vékovymi skupinami, lze

pouzit umrtnostni tabulku s vicenasobnym dekrementem.

X, L e d? a®
50 100000 64 5000 50
51 94885 63 4791 56
52 89973 59 4588 62
53 85262 74 4391 68
54 80729 75 4197 72
55 76383 78 4010 76

Tabulka 2: Tabulka L, s vice dekretnimi stavy

Zdroj: vlastni zpracovani podle [6]

Pokud L, je kofen umrtnostni tabulky (libovolné kladné ¢&islo) v poc¢atecnim v&ku X,. Definujeme

_ 00
Leve = lyo ePx0

Aproj= 1,2,..,nax = x,
a9 =1, Y.

Vzhledem k celo¢iselnym hodnotam [, a d,(cj ) pro dany vek, lze vypocitat vSechny prav-
dépodobnosti celoc¢iselného véku. Mizeme interpretovat [, kde x > x,, jako pfedpokladany

pocet zivych ve vychozim stavu 0 ve véku x mimo [,,ve stavu 0 a ve véku x, < x, ackoli

je L libovolnou vychozi hodnotou, nemusi to byt celé ¢islo. Stejné tak d,(cj )miize byt interpre-
tovan jako oc¢ekavany pocet 0sob vystupujicich z tabulky a to podle zptisobu snizovani ve véku

x az do véku x + t. [6]
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5.8.1Predpoklady zlomového véku pro dekrement

Ptredpokladejme, ze jediné informace, které mame o modelu s vicenasobnym dekremen-

tem, jsou celocCiselné vékové hodnoty [, a dfc] ). Pro vypocet ne celo¢iselného véku nebo prav-
dépodobnosti trvani musime predpokladat snizeni pravdépodobnosti nebo sily mezi celymi

veky.
UDD v umrtnostni tabulce s vice dekrementy

Zde UDD znamend jednotné rozdéleni dekrementii. Pro 0 <t < 1, a celé Cislo x,
a pro kazdy vystup j, ptredpokladejme, ze

i i 5.12
tpgj =t pgj- ( )

Piedpoklad UDD v modelu s vice nasobnym dekrementem lze interpretovat tak, Ze predpokla-

dame, Ze pro kazdy tbytek jsou vychody z vychoziho stavu jednorazové rozdéleny kazdy rok.
Konstantni prechodové sily

Pro 0 <t <1, acelé ¢islo x predpokladame, ze pro kazdy vystupni stav j, ug{rt je kon-
stanta pro kazdy vék x, rovnajici se u% (x). Nechme

n

e = ) a0

k=1

tak, ze u”(x) predstavuje celkovou silu prechodti ze stavu 0 ve véku x +t pro 0 < t < 1.
To je vhodné oznacit za celkovou pravdépodobnost vystupu ze stavu 0 pro vSechny roky

ve véku od x do véku x + 1 jako p2. To Ize definovat jako
n
k=1

tak ze pd° = e '@ 74 ptedpokladu konstantnich piechodovych sil mezi celymi Cisly pro

vSechny dekrementy

0j
i P 5.13
Y =7 (= ") (5.13)

X
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Dokazeme to nasledovné:

tpgj = J.t Pr’ uﬁ’;r dr (6.14)
0
= Ot e~" W@ 10 (x) dr konstantnim predpokladem sily
-8 e)
= L8 1 - i) 515
Nyni nechame t — 1, a pfeuspofadame proménné
W) _py (5.16)

W) py
kde levou stranu nam udava pomér miry vystupu stavu j k celkové sile vystupu a prava strana

je pomér pravdépodobnosti vystupu stavu j proti celkové pravdépodobnosti vystupu.  Na-

hrad’me rovnici (5.16) zpét do rovnice (5.15) pro dokonceni dikazu.

Ptedpoklad zde spociva v tom, Zze podminka 1 — (p2°)t reprezentuje celkovou pravdépo-

0j
dobnosti vystupu za piedpokladu konstantni pfechodové miry a pojem % rozde€luje tuto prav-
X

dépodobnost vystupu na rtizn¢ bytky v poméru k tiplnému jednoro¢nimu vystupu pravdépo-

dobnosti. [6]

5.8.20dvozeni nezavislych sazeb od zavislych sazeb
1. UDD v amrtnostni tabulce s vice dekrementy

Predpokladejme, ze kazdy dekrement je rovnomérné distribuovan v modelu s vicenasob-

nym dekrementem. Pak vime, Ze celé Cislox apro0 <t < 1,

ok _ (5.17)

00 , 0j
tPx /

0k 00 — 0- _ 0
tpx, Px =1—tpy, a px Ky = Px
kde si v§imnéte, ze prava strana posledni rovnice nezavisi na t. Potom z rovnice (5.17)

0j
0j _ pxj
x+t 1_tp2
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a integrace obou stran nam dava
1 pOJ' pOJ'
1 X . X
| whcae =2 1081 - pg) =B (~logpt).
0 Px Px
Vsimnéte si, ze pravdépodobnost pieziti nezavislého dekrementu j je
p;(j) = e_fo1 “21: dt

a pomoci substituce exponentu dostaneme

0j
*() 00 <%> (.18)
Py = (Px \F

Takze vzhledem k tabulce 2 miizeme pouzit rovnici (5.18) pro vypocet ptfidruzenych nezavis-
Iych sazeb, za predpokladu UDD v imrtnostni tabulce pii vicendsobném dekrementu.

2. Konstantni sily v imrtnostni tabulce s vice dekrementy

Je zajimavé, ze vztah mezi zavislymi a nezavislymi sazbami za ptedpokladu stalého zlomu

veéku sily je pfesné stejny jako v rovnici (5.18). Z rovnice (5.16) odvodime

0j

WCx) = u () + X
X

takze

< oo o
py =m0 = (em ) = )\, [g]

5.8.30dvozeni zavislych sazeb od nezavislych sazeb
1. UDD v amrtnostni tabulce s vice dekrementy nebo konstantni miry pirechodu

Mizeme predpokladat rovnici (5.18), kterd se vztahuje jak na predpokladany zlomek véku,

tak na
oj _logp? (5.19)
¥ logp®
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Abychom to mohli pouzit, pouzivime skutec¢nost, ze produkt nezavislych pravdépodobnosti
preziti nam dava pravdépodobnost zavislého preziti jako

n n

[ = [Jo(- [ ) =on =[S tar)= o

j:l ]:1
2. UDD vV nezavislych modelech

Pokud ptedpokladame jednotné rozdeleni dekrementli v kazdém z nezavislych modeld,
bude vysledek mirn¢ odlisny od piedpokladu UDD v umrtnostni tabulce s vice dekrementy. To
znamena, ze pokud budeme piedpokladat UDD v nezavislych modelech, pak piechody v mo-

delu s vicenasobném dekrementem nebudou UDD.

Ptedpoklad UDD v nezavislych modelech znamena, Ze pro kazdy dekrement j, a pro celé

Cislox,0 <t <1,

tq;(J) — ¢ q;(J) - px(J) 2,+t — q;(f)_

Potom

1 1 .

0j *(1 *(2 * 0j

px] = j tpag Moty dt = j px( ) tpx( ) tpx(n) By dt.
0 0

Vytkneme p.9 p¥ = ¢:% a dostaneme

x+t

n

Z (1 —t q;(")) dt.

k=1k=j

n
- . 1
= q;(”J > wPde= Qx(])J
0 =Tk 0

Integral je zde jako polynom v t, takZe naptiklad pokud madme dva dekrementy, dostaneme

1 1
*(1 2 * *
0 2

a obdobné pro p22.

Je jednoduché ukazat, ze se tremi dekrementy, za predpokladu UDD v kazdém modelu

S jednam dekremente mame

et = ;" (1 (@ +42) + 34, qu)-

Obdobné pro p2% a p23. [6]
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6 PRAKTICKE PRIKLADY VICE STAVOVYCH MODELU

V této kapitole si ukdaZzeme praktické priklady modeld, které jsme si znazornili v pfedchozi

vvvvvv

ttebné proménné, abychom mohly spocitat netto pojistné.

6.1 Model Zivy-mrtvy

Zivy Mrtvy
0 1

Obrazek 6: Model Zivy-mrtvy

Zdroj: viastni zpracovani podle [6]
Zadani:

Tento model je popsan na obrazku 1. Jde o klasicky produkt Zivotniho pojisténi, kde se
pojisténa osoba pojisti na pojistnou ¢astku 1 000 000 K¢ v ptipad¢ smrti. Pojisténad osoba se
pojisti ve véku 50 let, a to na dobu 15 let. Predpokladejme, Ze koeficient § je 2,5% ro¢né a ne-
existuji zadné dalsi néklady.

a) Nasim ukolem bude spocitat ro¢ni netto pojistné. K tomu vyuZzijeme potiebné vzorce,

které jsme si odvodili v ptedchozi kapitole 5. Pro vypocet vyuZzijeme hodnoty z timrt-

nosti tabulky, ndhled potfebného useku imrtnostni tabulky je pfiloZen v ptiloze A.

b) Hodnoty ro¢niho netto pojistné spo¢itame podle komutaénich ¢isel a porovname vy-

sledky se zadanim a).

Nejprve si spo¢itame hodnoty a, b, ¢, pomoci kterych si ur¢ime intenzity ptechodu. K vy-

poctu potiebnych hodnot pouzijeme vzorce z podkapitoly 5.2.

X0 k G1 G2 G3 ck c K, b a

50 10 |0,06621( 0,1841 | 0,516 | 2,813 | 1,108972 | 3087,78 | 0,0000211 | 0,000115
Tabulka 3:Koeficienty potiebné k vypoctu G-M funkce

Zdroj: vlastni zpracovani
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Pro ptedstavu si ukazeme graf 1, jak vypadaly hodnoty pied vyhlazenim a po vyhlazeni za
vyuziti Gompertz-makehamova zdkona. Tento zadkon lze pouzit pouze na data, kde uvazujeme

hodnoty x, alespon 50 a vyssi.

Vyhlazeni pomoci Gompertz-Makehama

0,02
0,018
0,016
0,014

< 0,012

0,01

0,008

0,006

0,004

0,002

— ux_G M

Hodnot

— X

50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64 65

vék
Graf 1: porovnani ux a ux_GM
Zdroj: viastni zpracovani

V tabulce 3 mizeme vidét potiebné proménné, které jsme spocitaly pomoci vzorcd z pod-
kapitoly 5.2.1. Pomoci proménnych jsme spocitali hodnoty , sy znazornéné v grafu 1, kte-
rou dale vyuzijeme pii vypoctu netto pojistného.
Reseni a)

Nez zacneme pocitat pojistné, musime nejprve spocitat pravdépodobnost, ze v nasleduji-

cim roce bude pojistény ve stavu 0. To spocitdme jako

t t
8 == [ (84, )ief = exp [ 4+ 5e 00,
0 0
Pojistné spocitame jako
A5

—00
Qso:15

NP = PCoppyi *
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Nejprve musime pomoci Simpsonova pravidla s krokem h = 1/12 si spocitat EPV s po-

lhiitni anuitou podle vzorce (5.9) a EPV pro smrt podle vzorce (5.11).

15
an = f e=25%t 00 4t 119426647,
0

Abas = f Ze‘Z’S%*t P20 1y, dt = 0,1010601.
0 k=0

Roc¢ni netto pojistné potom spocitadme jako

NP = 1000000 » 200916 _ o 162 11 ke
= ¥ — =
11,5020506 P RC

Nebo jednorazové pojistné spocitame jako
NP = 1000000 * 0,1005916 = 101 060,09 K¢
ReSeni b)
Pro vypocet ro¢niho netto pojistného pomoci komutacnich ¢isel musime nejprve spocitat
docasné pojisténi pro ptipad smrti
M, —

M
X X 0,104717,4,
D,

)

JPe = Agas =
a k tomu prelhtitni pojisténi doc¢astného dichodu

N, —N
JP, = {isp.15 = ———" = 12,55586.
Dx

Potom ro¢ni netto pojistna sazba se vypocita jako

0,104717,4 .
NP iisia = 1 000 000 = 1255586 = 8 340 K¢.

A jednordzova netto pojistna sazba se vypocita jako

NP omisia = 1000 000 * 0,104717,4 = 104 717, 4 K.

Pokud porovname ro¢ni NP vypoctené pomoci vztahti v kapitole 5. tak dostaneme
8462,11 K¢ oproti tomu ro¢ni NP vypocitané pomoci komutacnich cisel je 8340 K¢.
Proto rozdil 122 K¢ ro¢né (tj. 0,33 korun denn€) miizeme brat jako zanedbatelny rozdil, ktery

je zpasoben metodikou vypoctu.
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6.2 Model Zivy-mrtvy-storno

Mrtwy
1
Ziwy
0
Storno
2

Obrazek 7: Model zivy-mrtvy-storno

Zdroj: viastni zpracovani podle [6]

Zadani:

Tento model je obdobny modelu Zivy-mrtvy, jen je rozsifeny o moznost vystupu,
a to storno smlouvy a vystoupeni z ni bez moznosti pojistného plnéni. Jde o klasicky produkt
zivotniho pojisténi, kde se pojisténa osoba pojisti na pojistnou ¢astku 1 000 000 K¢ v pripade
smrti. Pojisténa osoba se pojisti ve véku 50 let, a to na dobu 15 let. Pfedpokladejme, ze koefi-
cient § je 2,5% ro¢né, moznost storna uvazujeme 5 % pro kazdy rok a neexistuji zadné dalsi
naklady.

Kolik bude ro¢ni netto pojistna sazba?
ReSeni:

Nez zaneme pocitat pojistné, musime nejprve spocitat pravdépodobnost, Ze v nasleduji-

cim roce bude pojistény ve stavu 0. To spocitdme jako

t t
(D80 = exp {— j (u, + k)dx} = exp {— f ((A+k) + B+ Cx”)dx}.
0 0

Potom pojistné spocitame jako

701
Aso.15
—00
Qso.15

NP = PCspmpyi *
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Nejprve musime pomoci Simpsonova pravidla s krokem h = 1/12 si spocitat EPV s polhiitni

anuitou podle vzorce (5.9) a EPV pro smrt podle vzorce (5.11).

15
a0 = f 2%t p00 4y — 8 662195,
0

Aas = f Ze‘Z’S%*t P30 ey, dt = 0,066739.
0

k=0
Roc¢ni netto pojistné potom spocitadme jako

NP = 1000 000 —0’0715951 =7704,63 K¢
*
8,7757091 ’ .

Pokud hodnotu NP =7704,63 K¢ pifi uvazovani 5% storna porovname
s NP = 462,11 K¢z modelu Zivy-mrtvy, kde storno neni uvazovano. Mazeme tvrdit, ze ro¢ni
netto pojistna sazba je niz§i. Zptsobeno to je tim, ze se mi do konce smlouvy nedozije cely
pojistny kmen, tim i n¢ktefi pojisténi, kteti stornuji a ndsledné zemtou, nebudou mit narok na
pojistné pInéni. Proto nemusime tvofit tak velké rezervy a miazeme si dovolil vybirat nizsi po-

jistné.
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6.3 Model Zivy-nemocny-mrtvy

Zivy #| Docasné invalidni (nemocny)
0 | 1
Mrtvy
2

Obrazek 8: Model Zivy-nemocny-mrtvy

Zdroj: vlastni zpracovani dle [6]
Zadani:

Tento model uz neuvazuje pouze presun ze stavu 0 do vystupniho stavu, ale je zde moz-
nost, ze klient onemocni stav 1 a po néjaké dob¢ se miize opét vratit do stavu zdravy 0, ale také

muze zemfit a tim se dostane do stavu 2. Ze stavu 2 uz logicky neni navratu.
Jde o produkt zivotniho pojisténi, kde se pojisténd osoba pojisti na pojistnou ¢astku
1 000 000 K¢ v pripad¢ smrti, a na 100 000 K¢ ro¢né v ptipad¢ nemoci. Pojisténa osoba se
pojisti ve véku 50 let, a to na dobu 15 let. Predpokladejme, Ze koeficient § je 2,5% ro¢né a ne-
existuji zadné dalsi naklady.
a) Kolik bude ro¢ni netto pojistna sazba, pokud uvazujeme polhttni EPV?
b) Kolik bude ro¢ni netto pojistna sazba, pokud uvazujeme piedlhitni EPV?
ReSeni:
Nejprve si musime urcit zptisob vypoctu ,u,icj proi=0,1aj=0,1,2.
ug' = a; + by exp{c; x},
ue’ = 0,1u2",
uo? = a, + b, exp{c, x}
X 2 2 2 )
W =t
kde koeficientiim a4, by, ¢4, a;, by, ¢, pritadime hodnoty
a, =4+107% b, = 3,4674 x107%,¢; = 0,138155,

a, = 5%107% b, = 7,5858 * 1075, ¢, = 0,087498.
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Nyni spoéitime pooa plak tomu vyuzijeme rovnici (5.7) s krokem h = 1/12, vyuzi-
jeme mesicni kroky, protoze nasledujici proménné budeme potiebovat spocitat pomoci Sim-
psonovi formule, které ddva piesnéjsi vysledky pii vysim poétu n. Vysledky ,p2a p23

nam udava nasledujici graf.

Vyvoj hodnott p 00 50t p 01 50v caset

1,00
0,90
0,80 \
0,70

0,60
0,50
0,40
0,30
0,20
0,10
0,00

50 51 52 53 54 55 5 57 58 59 60 61 62 63 64 65
=t p 00 _50 ===t p 01 50

Graf 2: vyvoj pravdeépodobnosti preziti
Zdroj: viastni zpracovani
Reseni a)
Roc¢ni netto pojistné pii polhlitnim EPV spocitame jako

—01 102
PCnemoc * As50:15 + PCsmrti * A50:15

_OO )
Qs5p.15

NP =

nejprve si spocitame EPV pro pfijem z pojistného jako
15
NP5 = NP [ et plf de
0

a pomoci numerického integrovani dostaneme agf.;s = 11,0895267.

Dalsi hodnotu EPV pro nemoc vyjadiime jako

15
100 000 @2k, = 100 000] e 3%t pds dt
0

opé&t pomoci numerického integrovani dostaneme hodnotu a23.;s = 0,5996129.

Posledni EPV hodnotu pro smrt spocitame jako

58



15

1000 000 A% .. =1000000 f e 2%t ( pQ0ud2. + p5uit,,)dt
0

pomoci numerického integrovéani dostaneme hodnotu A%2.,5 = 0,1430339.
Nyni uz dosazenim do vzorce pro netto pojistné ziskdme

_ 100 000 * @5 + 1 000 000 * A%,

—00
aso:15

=18 305 K¢

Reseni b)
Roc¢ni netto pojistné pii predlhiitnim EPV spocitame jako

12)01
NP = PCremoc 5(-,0 25 + PComyrti * ASO 15

(12)01
50:15

Prvni si spoc¢itame EPV pro ptijem z pojistného jako

14=—

.(12)00 _ 00 . 00 .2 00 1411
Gegrs = (1+ 1pP5oVI2+ 2p5o V12 + -+  11D50V = 10,7850848,
12 12 12

a EPV pro nemoc spocitdme jako
aloie’ = (ipé’évlz + 2 PR VIZ + o+ 5PV 15) = 0,5340939.

EPV pro smrt je stejné jako polhtitni A%2 . = 0,14303309.

Nyni uZ dosazenim do vzorce pro netto pojistné ziskame
~ 100 000 * aSoHs" + 1000 000 * A%,

..(12)00
50:15

=18 232 K¢
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6.4 Model s vice stavy dekrementt

Zivy 1§01 Mrtvy
0 1
02
K Odstoupeni
2

Kriticky nemocny
3

Obrazek 9: Model s vice stavy dekrementii

Zdroj: viastni zpracovani dle [6]

Na obrazku 9 je popsan model s vice dekrementy v tomto modelu budeme pracovat s
Lad® kdei=1,23.

Pojistnd smlouva je sjednand na 15let, se vstupnim vékem 50let a koten [, = 100 000,
tzn. Ze pojistnou smlouvu si sjedna 100 000 osob. V pojistné smlouvé je sjednana pojistna
¢astka smrti na 200 000 K¢, potom pojistna ¢astka v ptipad¢ odstoupeni na 500k¢ a pojistna

¢astka v ptipadé kritického onemocnéni na 500 000 K¢.

Budeme uvazovat nasledujici imrtnostni tabulku s vice dekrementy

X L a® a? a®
50 100000 64 5000 50
51 94886 64 4792 57
52 89973 59 4589 63
53 85263 74 4391 68
54 80729 75 4198 73
55 76384 79 4010 76
56 72218 85 3828 79
57 68226 93 3650 82
58 64401 99 3478 84
59 60741 109 3310 85
60 57237 114 3148 86
61 53889 113 2991 86
62 50698 123 2839 86
63 47649 121 2692 86
64 44750 131 2551 85
65 41984 149 2414 84

Obrazek 10: Umrtostni tabulka s vice dekrementy

Zdroj: zpracovano dle [6]
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Nejprve si z tabulky spoc¢itame tp,‘c’i, i =0,1,2,3, zde vyuzijeme vzorce (5.13) az (5.18)
dané vysledky si interpretujeme pomoci grafu 3, kde na levé stran¢ mame pravdépodobnost

prechodu (p2°, px* anapravé ', x>

vyvojt_p x_Oi

1,00 0,06

0,90
- 0,05
S 0,80
S
2 0,70 0,04
= 0,60
3 et p X _00
£ 050 0,03

t x_02

§ 0,40 P
. 0,30 002 =——tpx0l
S t_ p_x 03
3 0,20 _p_x_
20 0,01
o ’

0,10 —

-
0,00 0,00

5051515252535454555556565758585959606161626263636465

vyvoj v daném véku

Graf 3: pravdépodobnosti preziti v urcitych stavech
Zdroj: vlastni zpracovani
Pokud uz zndme hodnoty ,p2',i = 0,1, 2,3 miizeme pomoci Simpsonova vzorce spocitat po-

ttebné EPV pro vypocet netto pojistného.
Roc¢ni netto pojistné pii polhtitnim EPV spocitame jako

=01 =02 =03
NP = PCsmrt * As50:15 + PCodstoupeni * dg5o:15 + PCkrit.nemocny * ds5o:15
- =00 !

Qsp.15

nejprve si spocitame EPV pro piijem z pojistného jako
15

NPas = NP [ et pf e
0

a pomoci numerického integrovani dostaneme agj.;s = 7,3805421.

Dalsi hodnotu EPV pro smrt spocitdme jako

15
200 000 @l = 200 ooof e 3%t pds dt
0

opét pomoci numerického integrovani dostaneme hodnotu a23.;s = 0,1748355.
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Ptedposledni EPV hodnotu pro odstoupeni od smlouvy spoc¢itame jako
15
500 45 =500 [ 2 ¢ p% de
0

pomoci numerického integrovéani dostaneme hodnotu @23, = 4,8239210.

Posledni EPV hodnotu pro kritické nemoci spoc¢itame jako
15

500 000 @35 = 500000 [ e pl3 de
0

pomoci numerického integrovéani dostaneme hodnotu @23, = 0,1291301.

Nyni uz dosazenim do vzorce pro netto pojistné ziskame

p _ 200000+ a%l.,c + 500 * a2, + 500 000 = @23,

—00
As0:15
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6.5 Model Zdravy-nemocny-vazné nemocny-mrtvy

Uvazujme nasledujici model pojistné smlouvy, ktera kombinuje davky dichodového po-

jisténi a kritické nemoci.

Memocny
] 1

I |

Vainé nemocny
3

Obrazek 11: Model Zdravy-nemocny-vazné_nemocny-mrtvy

Zdroj: zpracovano dle [6]

Ptedpokladame, ze do pojisténi vstoupi osoba ve véku 30 let a bude pojisténa po dobu
35 letech. Osoba je pojisténa na pojistnou ¢astku 100 000 K¢ pro ptipad smrti, dale na

75 000 K¢ pro piipad nemoci a na 100 000 K¢ pro velmi vazné nemoci.
Intenzitu pfechodu uvazujeme nasledujici:
uet = a; + by exp{c; x},
w’ = 0,1p3,
V=a;+b
Hx a 2 exp{c; x},
'’ = PR’
wet =121
puz® = 0,054,

13 _ ,,03
Hx™ = Hx™-

Kde koeficientim a4, b4, ¢4, @y, by, ¢, ptitadime hodnoty

a, =4*10"% b, =3,5%107%¢, = 0,14,

a,=5x10"%b, =76 *107>,c, = 0,09.
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Za ptedpokladu, ze pojistény vstoupi do pojisSténi jako zdravy, zndme hodnoty pro
00 _ 01 _ 02 _ 03 _
30P50 = 1,30P50 = 0, 30P50 = 0, 30P50 = 0.
i : X 00 01 02 03 :
Nyni si musime urcit hodnoty ;1 Pso, t+nPs0> t+1P50, t+nPso pomoci vzorce (5.7).

Pro predstavu si odvodime ,,,p20

t+hpgg = tpgg — hx tpgg (W' + 2+ u) + h* tpg% 1P,

c+nP30 = t4nPS0 — R * onpss (2° + we® +13°) + hx 3o pet
Reseni:
Ro¢ni netto pojistné pii polhiitnim EPV spocitdme jako

=01 —03 7102
NP = PCremoc * 030:35 T PCrrit nemoci * @30:35 + PCsmrei * A36:35
- =00 ’
a30:35

nejprve si spocitime EPV pro piijem z pojistného jako
35

NP5 = NP [ e pf de
0

a pomoci numerického integrovani dostaneme agj.;s = 15,5766448.

Dalsi hodnotu EPV pro nemoc vyjadiime jako
35

75000 @%%.55 = 75 000 f e H879%x L pds dt
0

opé&t pomoci numerického integrovani dostaneme hodnotu a2j.;s = 0,0395479.

Dalsi hodnotu EPV pro kritickou nemoc vyjadiime jako
35

100 000 @%3..c = 100 000 f e HB7% b p9% dt
0

opé&t pomoci numerického integrovani dostaneme hodnotu a2j.;s = 0,002878026.

Posledni EPV hodnotu pro smrt spocitdme jako

35
100 000 @92, = 100 ooof e H879%t p%Z dt
0
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pomoci numerického integrovani dostaneme hodnotu A% .. = 0,086835.
Nyni uz dosazenim do vzorce pro ro¢ni netto pojistné ziskame

,_ 75000 a% .. + 100 000 G%..c + 100 000 a2,

—o0 = 2480,14 K¢
A30:35
Kdybychom uvazovali mési¢ni netto pojistné ziskdme
75 000 @355 + 100 000 ad3.- + 100 000 ad.
p— 30:35 30:35 3035 _ 906,68 K¢

—00
a3g:35 * 12
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ZAVER

Markovy procesy maji Siroké vyuziti ve spousté odvétvi a védnich oborech. Mezi ty,
na které jsem se zaméfil, patfilo uziti pii modelovani raznych jevi v pojistovnictvi, v mém
ptipad¢ hlavné modelovani v oblasti zivotniho pojisténi pti vypoctu netto pojistného. Cilem mé
diplomové¢ prace bylo vénovat se Markovo procesu a jeho upravam pro modelovani vypoctu
netto pojistného od jednoduchych modelt s dvéma stavy az po modely, které mély vice stava
a vice prechodt mezi jednotlivymi stavy.

Pti vyuzivani vice zdrojli jsem se Casto stietaval s rozdilnym zna¢enim proménnych. Prefe-
roval jsem proto podle svého uvazeni nejednodusi a nejvice srozumitelné znaceni, zejména pro
lepsi pochopeni osoby, ktera by si diplomovou praci mohla Cist.

V prvnich &astech jsem se zaméfil na historii pojistovnictvi jak ve svété, tak i v Ceské re-
publice. Dale jsem se zaméfil na priblizeni tradi¢nich produkti v zivotnim pojisténi, kde jsem
nejprve popsal charakteristiku zivotniho pojisténi a zékladni podoby Zivotniho pojisténi.

V praktické ¢asti diplomové prace jsem fesil otazku véku pojisténého a doby, na kterou se
pojisténi sjednava. Tyto hodnoty jsem sjednotil u v§ech ptikladd. Po vyfeseni sjednoceni vstup-
nich dat jsem se zaméfil na Sest rozdilnych modelovych smluv od toho zakladniho az po slozité
modely, ve kterych se vyplaci pojistné plnéni v riznych stavech. Jelikoz pojistovny neposky-
tuji tabulky pravdépodobnosti piechodlii mezi jednotlivymi stavy, musel jsem vyuZit cizoja-
zy¢né literatury, ktera se zabyva umrtnostnimi tabulkami. Na zékladé¢ proménnych a vzorca
odvozenych v kapitole 5 jsem provedl vypoCty ro¢ni netto pojistné sazby v programu Microsoft
Office Excel. Pi vypoctu jsem se zamétil prevazné na starSi osoby, které maji zajimavéjsi pra-
béh vyvoje pravdépodobnosti pfechodu mezi stavy, napiiklad pti pravdépodobnosti doziti dal-

$iho roku.

Cilem diplomové prace bylo porovnat vypocet netto pojistné sazby u klasického pojisténi
smrti pii vypoc¢tu pomoci komutacnich ¢isel a vypoctu, pii kterém jsem pouzil Markliv proces
a jeho vlastnosti. Pojistna smlouva méla nastavené parametry na 50 letou osobu pii sjednanym
pojisténi na 15 let a na pojistnou ¢astku smrti 1 000 000 K¢. Jednoradzova netto pojistna sazba
pti vypoctu pomoci komutacnich ¢isel vysla NPy o cisia = 104 717,4 K¢ a pomoci metody, pfi
ktera byl vyuzit Marklv proces byla vypocitana sazba NP = 101 060,09 K¢. Z téchto hodnot
jsem zjistil, ze vypocty za vyuziti Markova procesu by byly vyhodnéjsi vice pro pojistovnu nez
pro pojisténého, protoze by pojistény platil vyssi netto pojistnou sazbu nezZ pfi vypoctu pomoci

komutacnich ¢&isel.
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V dalsi praktické ¢asti jsem pomoci znalosti Markova procesu simuloval vypocty netto po-
jistné sazby pii uvazovani vice vstupnich ptipojisténi nebo vlivu jinych faktort. Nejprve jsem
modeloval vypocet ro¢ni netto pojistné sazby pro model popsany v kapitole 6.2, kde jsem uva-
zoval moznost strojovosti. Pfi uvazovani, ze nékteii klienti smlouvu po ¢ase stornuji, jsem zjis-
til, Ze netto pojistna sazba vychazi nizsi.

vvvvv

mohl sjednat dalsi riizna ptipojisténi, jako naptiklad nemoci nebo ptipojisténi vaznych onemoc-
néni. V téchto modelech, pokud bych uvazoval stejné parametry jako v modelu 6.1, netto po-

jistné sazba vychdazela drazsi, zejména vlivem dalSich ptipojisténi.

Diplomova prace se zabyvala alternativni moznosti vypoctu netto pojistné sazby, nez jsou

dnes ¢asto vyuzivané klasické metody pomoci komuta¢nich ¢isel nebo pravdépodobnosti imrti.
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PRILOHY
PRILOHA A - VYREZ UMRTNOSTI TABULKY

Vytez z imrtnostni tabulky pro vypoéet netto pojistného v modelu Zivy-mrtvy.

X Dx Px m_x q_x pP_x T

50 1652 386187 0,00428 0,00427 0,99573 0,00428
51 1728 406141 0,00425 0,00425 0,99575 0,00425
52 1970 433533 0,00454 0,00453 0,99547 0,00454
53 2296 402861 0,00570 0,00568 0,99432 0,00570
54 2063 356748 0,00578 0,00577 0,99423 0,00578
55 2302 350568 0,00657 0,00654 0,99346 0,00657
Lo 2633 340186 0,00774 0,00771 0,99229 0,00774
57 2672 316639 0,00344 0,00840 0,39160 0,00344
53 2607 290425 0,00898 0,00854 0,99106 0,00898
59 2346 286637 0,00993 0,003988 0,99012 0,00993
60 3334 292287 0,01141 0,01134 0,988660 0,01141
61 3671 291179 0,01261 0,01253 0,98747 0,01261
62 3916 285808 0,01370 0,01361 0,98639 0,01370
63 4193 277140 0,01513 0,01502 0,98498 0,01513
64 4383 268182 0,01634 0,01621 0,98379 0,01634
65 4817 257972 0,01867 0,01850 0,98150 0,01867
66 3136 249605 0,02058 0,02037 0,97963 0,02058
67 5554 247222 0,02247 0,02222 0,97778 0,02247
63 8137 244981 0,02505 0,02474 0,97526 0,02505
] 6729 238507 0,02821 0,02782 0,97218 0,02821
70 7115 228395 0,03115 0,03067 0,96933 0,03115
71 7551 217793 0,03467 0,03408 0,96592 0,03467
72 8104 209781 0,03863 0,03790 0,96210 0,03264
73 8303 203539 0,04325 0,04233 0,95767 0,04326
74 9553 193674 0,04933 0,04814 0,95186 0,04534
75 9608 182330 0,05270 0,05134 0,54866 0,05271
76 9895 171976 0,05754 0,05593 0,34407 0,05755
77 10356 165154 0,06269 0,06078 0,93322 0,06271
78 11211 160484 0,06986 0,06750 0,93250 0,06989
79 11656 152957 0,07620 0,07341 0,92659 0,07624
80 11737 115263 0,10183 0,09689 0,90311 0,10192
81 8407 83179 0,09534 0,09100 0,30300 0,09541
82 7919 79452 0,09367 0,05454 0,90506 0,09975
83 8492 79749 0,10648 0,10110 0,89890 0,10659
84 8794 71338 0,12327 0,11612 0,88388 0,12343
a5 8776 64165 0,13677 0,12802 0,87198 0,13699

Tabulka 4: Umrtnosini tabulka muzi USA 2000
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PRILOHA B — UKAZKA VYPOCTU PROMENYCH V MO-
DELU SE CTYRMI STAVY

Ukazka vypoétu v Excelu vice stavového modelu Zivy-nemocny-kriticky nemocny-mrtvy.

t mu 01 30+ mu 02 304 mu 12 30+ |mu 3230+ mu 10 30+ mu 03 304 mu_13 304 |ip 00 30 tp 01 30
0 30,00 1 0,000533 0,00153 0,00153 0,00155 0,00006 0,00003 0,00003 1 [

112 30,08 4 0,000536 0,00154 0,00154 0,00187 0,00006 0,00003 0,00003 0,22081 0,00005
16 30,17 2 0,000538 0,00185 0,00185 0,00158 0,00006 0,00003 0,00003 0,35852 0,00011
14 30,25 4 0,000542 0,00155 0,00155 0,00188 0,00005 0,00003 0,00003 0,25842 0,00015
13 30,33 2 0,000845 0,00157 0,00157 0,00200 0,00006 0,00003 0,00003 0,22023 0,00021
5/12 30,42 4 0,000547 0,00157 0,00157 0,00201 0,00006 0,00003 0,00003 0,55203 0,00027
12 30,50 2 0,000550 0,00158 0,00158 0,00202 0,00007 0,00003 0,00003 0,22884 0,00032
712 30,58 4 0,000853 0,00152 0,00152 0,00203 0,00007 0,00003 0,00003 0,22854 0,00037
2/3 30,67 2 0,000556 0,00170 0,00170 0,00204 0,00007 0,00003 0,00003 0,53544 0,00043
Y 30,75 4 0,000552 0,00171 0,00171 0,00205 0,00007 0,00003 0,00003 0,22824 0,00048
5/6 30,83 2 0,000862 0,00172 0,00172 0,00206 0,00007 0,00003 0,00003 0,22804 0,00054
11/12 30,32 4 0,000585 0,00173 0,00173 0,00207 0,00007 0,00003 0,00003 0,33784 0,00052

1 31,00 2 0,000558 0,00174 0,00174 0,00208 0,00007 0,00003 0,00003 0,28754 0,00085
1112 31,08 4 0,000572 0,00175 0,00175 0,00210 0,00007 0,00003 0,00003 0,58744 0,00070
11/ 31,17 2 0,000575 0,00175 0,00175 0,00211 0,00007 0,00003 0,00003 0,33724 0,00076
1144 31,25 4 0,000578 0,00177 0,00177 0,00212 0,00007 0,00003 0,00003 0,22703 0,00081
1143 31,33 2 0,000561 0,00178 0,00178 0,00213 0,00007 0,00003 0,00003 0,58682 0,00087
1 512 sL42 4 0,000585 0,00178 0,00178 0,00214 0,00007 0,00003 0,00003 o,78652 0,00093
112 31,50 2 0,000588 0,00172 0,00172 0,00215 0,00007 0,00003 0,00003 0,22641 0,00028
1 712 31,58 4 0,000591 0,00180 0,00180 0,00215 0,00007 0,00003 0,00003 0,58620 0,00104
123 31,67 2 0,000555 0,00151 0,00151 0,00218 0,00007 0,00003 0,00003 0,58558 0,00110
1 34 31,75 4 0,000528 0,00182 0,00182 0,00212 0,00007 0,00003 0,00003 0,22578 0,00115
1 5/6 31,83 2 0,000702 0,00153 0,00153 0,00220 0,00007 0,00004 0,00004 0,58557 0,00121
111/12 382 4 0,000705 0,00154 0,00154 0,00221 0,00007 0,00004 0,00004 0,58535 0,00127
2 32,00 2 0,000702 0,00185 0,00185 0,00222 0,00007 0,00004 0,00004 0,22514 0,00133
2 112 32,08 4 0,000712 0,00185 0,00185 0,00224 0,00007 0,00004 0,00004 0,548 0,00138
2 ous 32,17 2 0,000716 0,00187 0,00187 0,00225 0,00007 0,00004 0,00004 0,53471 0,00145
2 14 32,25 4 0,000720 0,00188 0,00188 0,00225 0,00007 0,00004 0,00004 0,20449 0,00151
2 13 32,33 2 0,000724 0,00150 0,00150 0,00227 0,00007 0,00004 0,00004 0,53427 0,00157
2 o512 32,42 4 0,000727 0,00151 0,0015L 0,00228 0,00007 0,00004 0,00004 0,53405 0,00153
212 32,50 2 0,000731 0,00192 0,00192 0,00230 0,00007 0,00004 0,00004 0,22383 0,00162
2 Tz 32,58 4 0,000735 0,00153 0,00153 0,00231 0,00007 0,00004 0,00004 0,53351 0,00175
223 32,57 2 0,000738 0,00154 0,00154 0,00233 0,00007 0,00004 0,00004 0,28338 0,00151
2 3/a 32,75 4 0,000743 0,00195 0,00195 0,00234 0,00007 0,00004 0,00004 0,28315 0,00157
2 5/s 32,53 2 0,000747 0,00195 0,00135 0,00235 0,00007 0,00004 0,00004 0,53253 0,00153
211/12 32,82 4 0,000751 0,00157 0,00187 0,00235 0,00008 0,00004 0,00004 0,28271 0,0015%
3 33,00 2 0,000755 0,00198 0,00128 0,00238 0,00008 0,00004 0,00004 0,22248 0,00205
3 112 33,08 4 0,0007528 0,001528 0,00158 0,00238 0,00008 0,00004 0,00004 0,33225 0,00211
3 1s 33,17 2 0,000754 0,00200 0,00200 0,00240 0,00008 0,00004 0,00004 0,22202 0,00218
3 14 33,25 4 0,000758 0,00202 0,00202 0,00242 0,00008 0,00004 0,00004 o,22179 0,00224
3 13 33,33 2 0,000772 0,00203 0,00203 0,00243 0,00008 0,00004 0,00004 0,53155 0,00230
3 512 33,42 4 0,000777 0,00204 0,00204 0,00245 0,00008 0,00004 0,00004 o,28132 0,00237
3 12 33,50 2 0,000751 0,00205 0,00205 0,00245 0,00008 0,00004 0,00004 0,52108 0,00243
3 712 33,58 4 0,000785 0,00205 0,00205 0,00247 0,00008 0,00004 0,00004 0,53085 0,00242
3 33 33,67 2 0,000720 0,00207 0,00207 0,00242 0,00008 0,00004 0,00004 0,22061 0,00255
3 34 33,75 4 0,000785 0,00208 0,00208 0,00250 0,00008 0,00004 0,00004 0,52037 0,00252
3 5/6 33,83 z 0,000752 0,00210 0,00210 0,00252 0,00008 0,00004 0,00004 0,55013 0,00288
31112 33,82 4 0,000804 0,00211 0,00211 0,00253 0,00008 0,00004 0,00004 0,282828 0,00275
4 34,00 2 0,0008028 0,00212 0,00212 0,00255 0,00008 0,00004 0,00004 0,35854 0,00282
4 112 34,08 4 0,0008513 0,00213 0,00213 0,00255 0,00008 0,00004 0,00004 0,35340 0,00288
4 15 34,17 2 0,000818 0,00215 0,00215 0,00257 0,00008 0,00004 0,00004 0,28815 0,00225
a 14 34,25 4 0,000823 0,00215 0,00215 0,00258 0,00008 0,00004 0,00004 0,25850 0,00302
4 43 34,33 2 0,000528 0,00217 0,00217 0,00250 0,00008 0,00004 0,00004 0,38855 0,00308
A Bf7 A7 A M NNNRIR nnnR NN R N NNIRY N R Ll N onnnnAa NOoRRAN NN s

Obrazek 12: Ukazka vypoctu pravdépodobnosti prechodu
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duchaod duchad MPEMHaE kriticka nemac =mirt
i_00_30:35 |a_0D_30:35 a_01_30:35 a_03_30:35 a_02_30:35
1, D000, 1 1 o 0| 0,00003157 0, 000032 0,00163085 0,00163086
0,95957519| 0,985751856 3, 963007424 5,256593E-05 O,DD0Z102E 0, 000032 0,0D0127] D0,001632455 0, 0DE529979)
0, 9915208 0,921520E1E 1, 983041636 0,000104521 | D, DDD20SES 0, 03032 0, DDODES 0,00163415 0, 032663
0, 9673065 0, 367306813 3,845227251 0000157057 | 0,00DE2E2S 0, 0DR032 0,000127] 0,001635825 0, pDESA33
0,2831059E 0,28310575E 1,956218536 0,00020E5E | 0, D0D4172E) 0,000032 0, 00D0ES 0,00163752 0,00327504
0, 97ES25E| 0, 976529512 3,91571E44R 0,0D02E0653 0,00104277 0, 000032 0,0D0127] D0,001635235 1D, DDE55654
0, 9747663 0, 974766273 1,848532545 0,000312197 0,00DE2430 0, 0DD032 1D, DDODES 0, 00164087 0,D032E154
0, 9705197 0, 970519578 3,BEZ4TET1S 0, 000363457 0,00145355 0, 0DR032 0,000127] 0001842725 0, DESTOESD|
0, 25684858 0, 26645575E 1,932975515 0,000414552 0,000E2S1E 0,000032 0,000063| 0,001644459% 0,003 2ERSED)
0, 2523764 0,5623 7544 3,B45950576) 0,0DE54EE  0,001B6195 0, 000032 0,0D0127] O,00164620 0, 0DE5E51 76|
0, 95E2797| 0,95E2T0554 1,8916555300 0,0D0516164 0,00103237 0, 0DD032 0,DDDDE3] O,D00164E10E 0,003206217|
0,9541953 0,554159933 3,B16797322 0, 000566685 000226674 0, 03032 0,000127] 0001649543 0, 0DE5E5TT1
0,2501354 0,250135328 1,200 70TeE 0,00D516922 0,00123359E8 0,000032 0,000064] 0,001651797 0,003303554
0, 218087E 0, 2480E7TET 3,7E4351148 0,00DEET102 | 0,00266843 0, 000032 0,000127| 0,001653571 0, 005514683
0,0420554]  o©ca2058428)  1,BR4112R57| 0,000TiTO36  0,00143407 0,000032 0,000054] ©0,001655565 )  0,003311120
0, 9350413 0,538041253 3, 7532165011 0,0pD0FEETTT | 0,00305711 0, 03032 0,000127] O0,0D165747E 0, 0DE529513
0,9340423 | 0,534042191 1, BEROE4IEL 0,00ELE33S 0,00163267 0, 0D0032 0,000 0,001859412 0,033 1EEZ24
0,2300552 0,230055174 3, 720236624 0,000BE571 | 0,D03452E4 0, 000032 0,000127| 0,001661365 0,005545451
0, 9260521| 0,526052133 1, E521B4266 0,000214507 0,001E22E1 0, 000032 0,0DDDEY] O,00166333E 0,003326677|
0,5221410| 0,522141001 3, 6EB564D03 0,0pDI3E3527 0,00385571 0, 03032 0,0D012E] O,0D1665331 0, 0DEEE1325|
0, 91E2057| 0, 918205709 1,B3641141E 0001012772 0,00202554 0, 0D0032 0,000 0,001667344 0,00333166E|
0,2142852 0,21428619 3,85714475 0,001051445  0,0042457E 0,000032 0,00012E| 0,001685377 0,005577507|
0, 9103824 0,910382376 1, B20764752 0,001105245 0, 00221599 0, 000032 0,DD0DEY] O,001671429 0,00334265E|
0, 2054543 0, 206454201 3,625576803 0001158385 0,00463314 0, 03032 0,0D012E] O,001673501 0, PDEESAD0S|
0, 2026216 0, 202621357 1,B05243153 0001206456 0,00241291 0, 0DR032 0,005 0001675553 0,003351156)
0,BESETE45 0, BSETE4ET 3,5850579B9 0,001254485 0,D00501785 0,000032 0,00012E| 0,001677705 10,0057 10819
0, BRA52 2R 0, B0 2R36 1, 7E2E15673 0,001302313 | 0,00260463 0, 000032 0,DDDDEY] O,001679E36 0,0033559672|
0, BD10DES| 0, BD10DE54E 3, 564386102 0,001350003 0,00540001 0, 0DD032 0,DD012E] O,D0D1EE1DET 0, 005727240
0, BET2ES6| 0,BBT2B5566 1,774571132 0,001387536 0,002TS50E 0, 0DR032 0,005 0,0015B415E 0, 003356316
0,EE34E3E 0,BEE3AEEE25 3,533855301 0,001444912  0,0057735E 0,000032 0,000125| 0,0016B634% 0,005745385
0, E7oT0es 0,B7or0e26 1, 758418521 0,001452149 0, 0029645 0, 000032 0,DDDDEY] O,0D16EES5S 0,00337711E|
0, E75843E| 0,E75043B0DE 3,503775224 0,001538231  0,0DE15652 0, 0DD032 0,0D0129] O,0D1ED07ED 0,0DETE3157|
0, E721534 0,B7215335E 1, 744386785 0,0015E6166 | 0,00317233 0, 03032 0,0D0DE5] O,001553035 0, 0033B607E|
0, BERASED 0,BEB45TITL 3,473E31BES 0,0016329538  0,00553183 0,000032 0,000125| 0,001655309 0,0D57EL234
0,BE4TITE 0,BE4ATIT4AE2 1, 728474524 0,001672807 0,00335521 0, 000032 0,000DE5| 0,00165755E 0,003385196)
0,8610316| 0651031806  3,444127273] 0001725117 0,00580447] 0,000032 0,000130| 0001590007 0,0D67SREIT
0, B573405| 0,B57340538 1,7145B1E7E 0,001772451 0,0035445E 0, 03032 0,0D00E5] O,001702235 0, D033044 7
0, 336645 0,B33604 790 3,4145655185 0,001E1ET29 000727452 0, 0D0032 0,000130] 0001704563 0, pDEELESI
0,ES0D033 0, ES0D03321 1, 7DDODESL2 0,001B584E35  0,003728657 0, 000033 0,000DES| 0,0017DE251 0,003413503
0, B463564 0, B46356443 3,365425774 0,00191081 | 0,00761324 0, 000033 0,000130] O,001705338 0, 0DEE3ITI56|
0, B427241 0,B42724103 1,EB544E20E 0,0p01356658  0,00391332 0, 00033 0,0DDDES] O,001711746 0,003423453
0, 5391062 0,B39106237 3,356842454E 0,00200238 | 0, 00EDIE52) 10, 00033 0,000131] 0001714173 0, pDEESEE93
0,E355028 0,E355027E3 1 671005557 0,002047578  0,D0402595 0, 000033 0, 00DDES 0,00171662 0,003433239|
0,5319137| 0,6319136E 3,327654722 0,002053456  0,00E37362 0, 000033 0,000131] O,00171S0RE 0,0DEET7E343
0, E2E3389| 0,B2E33EBEE 1656677732 0,002138E1S | 000427763 0, 00033 0,0DDDEE] O,001721572 0,003443143
0, BZ4TTES 0,BZATTEITE 3,299113117 0,0021E4057 | 0,00BTIE23 0, D053 0,000131] 0,001724077 0, DEERE30E
0,B212319 0,B21231558 1842463716 0,0022259185 0,D00445837 0, 000033 0,000DEE] 0,001726802 0,003453204
0, 176555 0,B17650542 3,270TSE16E 0,002274201 0, DIraIoEE| 0, 000033 0,000132] 0,001729147 0, 005916587
0,E141R13 0,B141E127 1,62836254 0,002312107 0,00463E21 10, 000033 0,DDDDEE] O,001731711 0,003463423
0, EL0E7T0| 0, 5105762562 3,24270782F 0,0023563206  0,005453562 0, D053 0,000132] 0,001734295 0,DDES3TLE
0,B071BEE 0, B0T1BEELT 1,614373234 0,0024086 0,004B172) 0, 000033 0,00DDEE| 0,001736B59E 0,003473757|
0, B037101| 0,B03710115 3, 214E404.62 0,00245319 0,005E1276| 0, 000033 0,000133] 0,001739521 0, 0DES5E0ES|
0,8002474]  ©,B00247417|  1,600404E35 0,00240768  0,00400536| 0,000033 0,000055| ©,001742164 |  ©,0034B432E

Obrazek 13: Ukdzka vypoctu predlhitniho a polhiitniho koeficientu pomoci Simpsonova vzorce
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