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Razy a vibrace

Kniha se zabyva mechanikou razl a vibraci a zmiriovanim jejich ucinkd. Nejprve
uvadi zékladni vztahy pro razy a déale pro rychlosti, drahy a sily pfi riiznych
zpusobech zastavovani a brzdéni. VSima si i toho, ze silové impulsy v télesech se
$ifi pouze omezenou rychlosti. Ukazuje, jak se pii zatizeni chovaji rizné typy
materialii, jak mohou pohlcovat energii a jak dochazi k jejich porusovani. V dalsi
kapitole se popisuji konstrukéni prvky pro absorbovani energie pii narazech: od
ohybanych dilt ptes skofepiny az po kompozity, vzduchové polstate a hydraulické
tlumice s konstantnim zpomalenim, jez zajiSt'uje nejucinnéjsi brzdéni. Samostatna
kapitola je vénovana vibracim a zmirniovani jejich G¢inkt. Jsou uvedeny vztahy pro
volné i vynucené kmitani, tlumené i netlumené. Pozornost je vénovéna i ptenosu sil
do zéakladd a kinematickému buzeni, vyskytujicimu se napfiiklad pii jizd¢ vozidla
po nerovné vozovce. Je také vysvétlen dynamicky absorbér vibraci a situace pii
postupy, jako je metoda koneCnych prvki. Posledni kapitola je vénovana teorii
podobnosti a rozmerové analyze, které mohou usetfit praci pii vyvoji zafizeni pro
tlumeni razi a vibraci. Kniha obsahuje fadu vysvétlujicich ptikladi, cetné obrazky
a odkazy na literaturu.

Kniha je volné ptistupna na http://hdl.handle.net/10195/70531.
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Je autorovou milou povinnosti podékovat upfimné obéma recenzentiim této knizky
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Impacts and vibrations

This book deals with the mechanics of impacts and vibrations and mitigation of
their effects. It brings the expressions for impacts and for velocity, displacement
and force in various cases of braking or stopping, and pays attention to the fact that
force impulses propagate in bodies only with limited velocity. Then, it shows how
various materials respond to load, how they absorb energy and how they can fail.
Further it describes technical means for impact energy absorption, such as bend
parts, compressed shells, composites, air cushions and hydraulic shock dampers
with constant deceleration. One chapter is devoted to vibrations and mitigation of
their effects. Formulae are presented for free and forced vibrations, without or with
damping, and attention is also paid to the transmission of forces into foundations
and to kinematic exciting, appearing during a vehicle’s ride on a wavy road. Also a
dynamic absorber of vibrations is described and vibrations of a system of several
bodies. More complex analysis needs numerical methods, such as the finite
element method. The last chapter is devoted to the dimensional analysis and theory
of similarity, which can spare work during the development of appliances for the
damping of impacts and vibrations. The book contains explanatory examples,
numerous figures and references.

The book can be downloaded on http://hdl.handle.net/10195/70531.
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1. Uvod

Vsude, kde se néco pohybuje, vznikaji dynamické sily. Ty jsou Casto neptiznivé,
napftiklad pii srazkach vozidel nebo téles pfi manipulaci, u strojnich soucasti, pti
narazu na pevnou piekdzku, ale také pfi rychlém tuderu tvrdym télesem o velmi
malé hmotnosti. Vyskytuji se v doprave i pii riznych technologickych procesech.
Pti vétSich razovych silach mutze dojit k poskozeni nebo piimo k destrukci
doty¢nych téles. Jiné problémy se vyskytuji u zafizeni srotaénim nebo
periodickym pohybem, jako jsou naptiklad rizné motory nebo stroje. Pokud nejsou
dostatecné vyvazené, vznikaji ptidavné sily a vibrace, které zpisobuji hluk, zvysuji
opotiebeni lozisek i namahani télesa samotného nebo okolnich zafizeni a nékdy
vedou dokonce az k havarii, zejména pfi rezonanci.

Abychom témto nepiiznivym jeviim mohli celit a zmirmovat jejich nasledky,
musime znat jejich zakladni rysy. Tato znalost pfinaSi ovoce. Automobily i dalsi
dopravni prostiedky jiz prakticky od pocatku mély odpruzené podvozky. Kvuli
rostoucim ndrokiim na bezpecnost se u automobilt i vlaki nyni bézn€ pouzivaji
tzv. deformacni zény, které se pii kolizi fizen¢ deformuji a pohlcuji velkou c¢ast
energie narazu tak, aby prostor pro cestujici i posadku byl uchranén. Vhodné
hospodarngjsi provoz a delsi zivotnost. Dynamické absorbéry kmitd, které
minimalizuji chvéni zvlastnim zplsobem, pifidanim dal$i kmitajici hmoty, se
uzivaji u predmétii velmi malych, jako je vibracni holici strojek, tak i u velikych
staveb, naptiklad mrakodrapt.

V prubéhu doby byly znaén€ prohloubeny znalosti dynamiky, véetné nauky
o kmitani. Existuje bohata literatura a byly vyvinuty rizné pocitacové programy,
které mohou fesit velice slozité problémy z téchto oblasti. Dilezitym problémem se
tak stava schopnost spravné formulovat feSeny problém, navrhnout smér feseni
a popfipadé vhodny software. Tato knizka chce slouzit jako stru¢ny uvod
do problematiky razl a vibraci a jejich zmiriovani. Kromé vysvétleni zakladnich
pojmu a teorie pro ziskani vSeobecné predstavy jsou v ni uvedeny jednoduché
vzorce pro elementarni vypoCty. Zminéna jsou také nckterd konstrukcni feSeni.
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Jednotlivé kapitoly jsou doplnény feSenymi ulohami a soupisem literatury
k dal$imu studiu.

Clenéni knihy je nasledujici. Kapitola 2 probira zaklady mechaniky srazek téles:
raz pruzny, nepruzny a casteCné pruzny. Jsou uvedeny vztahy pro rychlosti
a energie a je vysvétlen zpiisob pfiblizného stanoveni maximalni sily pfi ndrazu na
pruzné téleso. Kapitola tfeti si v§ima toho, Ze silové impulsy se v télesech mohou
Sifit pouze omezenou rychlosti, a ukazuje, jak se to projevuje a kdy je k tomu nutno
prihlizet. Ctvrta kapitola je vénovana ¢asovym pribéhiim rychlosti, dréhy a sily pfi
riznych zptisobech brzdéni. Pozornost je vénovana i otazkam energii. Pata kapitola
ukazuje, jak se pii zatizeni chovaji rizné materidly: pruzné, pruznoplastické
a viskoelastické. Vysvétluje, jak se méni rozlozeni napéti, nartstaji deformace
a pohlcuje se energie pii pruznoplastickém ohybu. VS§ima si i ztraty stability pii
bouleni stihlych a tenkosténnych prvkti namahanych tlakovou silou, které se ¢asto
pouzivaji pro zmirmovani narazi. Ukazuje, jakou roli hraji koncentratory napéti
a jak se chovaji télesa s trhlinami, i jakym zplGsobem dochézi k poruSeni téles
z kiehkych material. V dalsi kapitole se popisuji konstrukéni prvky uzivané pro
pohlcovani energie pfi narazech: ohybané prstence, stlaované skofepiny a dalsi
dily, materidly s bunécnou strukturou, jako jsou napf. vostiny nebo tvrdé pény,
kompozity véetné typu uzivanych pii balistické ochrané, a vzduchové polstaie
(airbagy aj.). Je zde téz vysvétlena konstrukce hydraulickych tlumict pracujicich
s konstantnim zpomalenim, které zajistuje nejucinngjsi brzdéni. Sedma kapitola je
vénovana vibracim a zmirfiovani jejich ucinkd, zejména pienosu sil do lozisek,
zakladl nebo okolnich konstrukei. Jsou zde uvedeny vztahy pro volné kmitani bez
tlumeni i1 stlumenim a pro vynucené kmitdni. Pozornost je ve€novana téz
kinematickému buzeni, vznikajicimu napiiklad pfi jizdé vozidla po nerovné
vozovce. Je zde popsan i tzv. dynamicky absorbér vibraci, coz je hmota pfipevnéna
pruzné ke kmitajicimu télesu. Pfi spravném naladéni kmita pouze tato piidavna
hmota, zatimco hlavni téleso, které je buzené, ziistava v klidu. Stru¢n€ je zminéna
situace pii kmitani soustavy vice hmot. Ve slozitéjSich pripadech razového zatizeni
nebo kmitani je nutno uZzivat numerické postupy, jako je napfiklad metoda
kone¢nych prvki. K tomu jsou jiz nutné vhodné pocitatové programy, jez jsou
v knize také struéné zminény. Posledni kapitola je vénovana rozmérové analyze
a teorii podobnosti, které umoziuji snizeni rozsahu vypoctd i experimentl
a zobeciiovani vysledkd, a tim i Gsporu praci pfi vyzkumu a vyvoji nejriznéjSich
zafizeni pro tlumeni razl a vibraci.
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2. Razy a narazy

2.1 Uvod

Razy dvou nebo vice téles se vyskytuji velice casto. Muze jit o srazku dvou téles
srovnatelné hmotnosti, o naraz télesa na pevnou piekazku, anebo o uder t€lesem
o velké nebo naopak velmi malé hmotnosti. Vyskytuji se v dopravé i pfi riznych
technologickych procesech. Jako ptiklady miizeme uvést:

Srazky dopravnich prostiedki (automobily, vlaky, lod¢, letadla) nebo

jejich narazy do stavebnich konstrukci nebo riznych prekazek.

- Pad predméti z vysky (napi. vozidlo, pad vyrobku pifi manipulaci, pad
kameni na cestu, na vozidlo nebo na dopravni pas).

- Uder leticim pfedmétem (stiela, kroupy, proud pisku nebo kulidek pii
otryské&vani riznych soucasti pro jejich ¢isténi nebo zpeviiovani povrchu).

- Uder kladiva nebo bucharu pii kovéani, prace sbijetky, pneumatického
kladiva ¢i ptiklepové vrtacky.

- Zarazeni pilot do zem¢, ale i zatloukani hiebiki.

- Cinnost stroji a mechanismi pfi vratném nebo opakovaném pohybu

(tkalcovské stavy, manipulace s formami ve slévarnach nebo u sklarskych

stroji, dopravniky, manipulatory a roboty, hoblovky, mosty jefabt, ventily

spalovacich motord, dvefe v dopravnich prostedcich a dalsi).

Casto je také nutno zabrzdit pohyb na velice kratké draze, napiiklad aby vlak,
kterému selhaly brzdy, nevyjel na konci nastupiste z koleji.

Existuji 1 ptiklady z oblasti zabavy: srazky kouli pii kule¢niku nebo odraz mice pfti
kopané ¢i tenisu. Nékteti si mozna vzpomenou na predstaveni v cirkuse, kde muzi,
leZicimu na zemi, polozili na hrud’ veliky kdmen a druhy muz do né&j vsi silou
udeftil perlikem. VétSina divakil pii tom zatrnula hrizou. Ale ti, kdo znali zaklady
mechaniky, sed¢li klidnég, protoze védéli, Ze se nic nemtZe stat.

Zvlastnim ptipadem je tzv. hydraulicky raz v zafizenich pracujicich s tekutinami,
ke kterému dochazi pfi nahlém zastaveni proudu. Tohoto jevu vSimneme na konci
nasledujici kapitoly.
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Ve vSech uvedenych piipadech vznikaji mensi ¢i vétsi sily. Nékdy muze dojit
k destrukci téles v kontaktu nebo ke zvySenému opotiebeni a hluku. Cilem této
kapitoly je poskytnout ¢tenafi vSeobecnou predstavu, aby se umél orientovat pii
feSeni problémt, kde cilem je bud’ minimalizovat sily a poSkozeni, anebo naopak
ucelné vyuzit energii razu. Nejprve zde pfipomeneme zakladni pojmy a vztahy
z ptisluSnych oblasti mechaniky a ukazeme jejich aplikaci na jednoduchych
ulohach. Podrobnéjsi materialy lze najit v uebnicich dynamiky pro vysoké skoly
a dalsi literatute, naptiklad [1 — 6].

Zakladem pro feseni uloh o razu jsou pohybové rovnice a Newtonovy zakony, dale
zakon zachovani hybnosti, zdkon zachovani energie a vztahy pro vypocet kinetické
energie a deformaéni prace. Uloha je velmi jednoducha, jestlize stadi uréit jenom
rychlosti téles po razu. Zde se zaméfime na rychlosti, zpomaleni, brzdné drahy
a trvani razu v nékolika zakladnich ptipadech. Sil pfi rdzu si v§imneme jenom
velmi struéng, nebot’ jim bude pozdéji vénovana samostatna kapitola.

2.2 Piimy raz hmotnych bodu

Situaci budeme ilustrovat na dvou pruznych koulich o hmotnostech m;, m,, které se
pohybuji ve vodorovném sméru po téze piimce (obr. 2.1 vlevo). Rychlost prvé
koule je obecné vyssi nez rychlost koule druhé, viy > vy, a v uréitém okamziku se ji
dotkne. Mezi nimi pak ptisobi kontaktni tlakova sila N, obé koule se stlacuji

Vv v

a vzajemna vzdalenost jejich t€zist’ se zmensuje. To je efapa stlaceni, kterad konci
v Case t., kdy je vzdalenost t€ziSt' nejmensi a kontaktni sila nejvétsi (obr. 2.1 stied).
V tomto kratickém okamziku je rychlost obou téles rovna v.. Pak nasleduje etapa
odpruzeni (restituce). Pokud byly deformace jenom pruzné, zménila se v prvé etapé
cast kinetické energie v potencialni energii elastickych napéti. Tato energie se
v etapé odpruzeni uvoliluje a deformace se zmenSuji, az po urcité chvili se ob¢
télesa oddéli a pokracuji v pohybu riznymi rychlostmi vy, vo¢ (obr. 2.1 vpravo).

my my mq+mo my my
V1o Voo Ve Vif Vot
pred razem pfi razu po razu

Obr. 2.1. Raz dvou téles

10
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Toto je raz pruzny. Nékdy ale nedojde k Zadnému odpruzeni a obé télesa pokracuji
jako jeden celek rychlosti v.. To je raz nepruzny. Zpravidla ale dojde k ¢astecnému
odpruzeni a potom hovofime o rdzu polopruzném. Jednotlivych ptipadd si
v§imneme bliZze. Za¢neme s rychlosti v, na konci prvé etapy, kterd je spole¢na
vSem pripadiim. Tuto rychlost dostaneme ze zakona zachovani hybnosti. Plati

mvig + myva = (my + my) ve , (2.1)
odkud vyplyva
Ve = (mvip + mavag) / (my + my) . (2.2)

2.3 Raz pruzny

Pokud byl raz zcela pruzny, zadna energie se béhem néj nespotifebovala. Rychlosti
téles po odpruzeni proto miizeme urCit s pouZzitim zdkona zachovani energie,
ktery tika, ze soucet kinetickych energii po razu bude stejny jako pred rdzem:

Evino= Exing = Vamvio" + Yamavag® = Yamvii® + Y2 myvoi® (2.3)
Také plati zakon zachovani hybnosti této soustavy dvou téles:
myvip + myvae = mvie T mavor (2.4)

Vyjadiime-li z této rovnice rychlost v,r a dosadime ji do rovnice (2.3), dostaneme
po upraveé konecnou rychlost télesa 1:

N (my — my)v + 2myv, (2.5)
1/ my + m, ’

Podobnym zptisobem obdrzime rychlost druhého télesa:

(my —m)vy +2myv; (2.6)
my + %)

V2f =

Podivame se nyni na nékteré piipady. Ctenafi doporudujeme, aby se je pokusil
vyfesit sdm s uzitim vztahi (2.2), (2.5) a (2.6).

Ptipad A. Obé¢ koule maji stejnou hmotnost (m; = m,) a pohybuji se proti sob&
stejnymi rychlostmi (v,9 = — vjo; znaménko minus znaci, Ze smér v je opaény nez
smér vyp). Dosazenim do rovnic (2.2), (2.5) a (2.6) dostaneme v, = 0, vy = —vip a vy¢
= —vy9 = vy0. Koule se od sebe odrazi a kazda se vraci zpét svoji pivodni rychlosti.

11
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Ptipad B. Ob¢ koule maji stejnou hmotnost, koule 1 se pohybuje rychlosti vy,
koule 2 je v klidu. Z rovnic (2.2), (2.5) a (2.6) vyplyne v, = %2 vio, vir = 0, vor = vy.
Prvni koule se zastavi, zatimco druhd koule se zacne pohybovat rychlosti vy ve
sméru pohybu prvé koule. Koule 1 predala svoji hybnost kouli 2. Ob¢é koule si
vlastn€ vymeénily své rychlosti.

Ptipad C. Druh4 koule ma mnohem vétsi hmotnost nez koule prvni, my >> my, a je
v klidu (v;o = 0). Proto i spolecna rychlost na konci faze stlaceni je v. = 0.
Rychlosti po narazu jsou: vi¢ = — vy, vor = 0. Druha koule se prakticky ani nepohne
(je mnohem vétsi nez koule prvni), a koule 1 odsko¢i zpét stejnou rychlosti, jakou
dopadla na druhou kouli.

Ptipad D. Druh4 koule md mnohem vé&tSi hmotnost nez koule prvni a stejnou
rychlost, ale opany smér pohybu, m, >> my, vy = — v1o. Spolecna rychlost na konci
faze stlaceni je v. = — vy a rychlosti po narazu budou: vir = — 3vyg, vor = — vyo.
Druha koule prakticky nezménila svoji rychlost (je mnohem vétsi nez koule prvni),
ale koule ¢.1 odskoc¢i zpatky vyssi rychlosti, nez jakou narazila na druhou kouli.
Neéco podobného se stdva i na silnici, kdyZ se jedoucimu automobilu uvolni kolo,
pokracuje ve svém sméru a narazi do protijedouciho automobilu, ktery je mnohem
téz$i. Je odmrsténo velikou rychlosti zpatky a mlze i narazit do jiného vozidla
a poskodit je.

Ve vsech piipadech byl rozdil rychlosti obou bodil po razu roven zaporné vzatému
rozdilu jejich rychlosti pfed razem. To plati pro pruzny réz zcela obecné. Také lze
fici, ze absolutni hodnota rozdilu rychlosti obou pruznych téles po razu je stejna
jako pred razem.

I ptes silné zjednoduseni nam uvedené priklady ukazuji ndzorné, Ze pii Celni srazce
dvou automobilii bude leh¢i vozidlo v nevyhodé, zejména pokud je druhé vozidlo
mnohem t&€z8i. Lehké vozidlo mize byt zdemolovano a odmrsténo a pro osadku

mize byt stiet fatalni, zatimco fidi¢ velmi tézkého vozidla uciti pouze slabsi naraz
a jeho rychlost se zméni jen malo.

Idealné pruzny raz je extrémni pfipad. Nyni si v§imneme druhého extrému.
2.4 Raz nepruzny

Pokud by raz byl zcela nepruzny, kdyby naptiklad obé¢ télesa byla z plasteliny a pti
sraZzce se pevné spojila tak, Ze by vytvorila jeden celek, pohybovala by se obé
nakonec rychlosti v, danou vztahem (2.2). Kineticka energie této soustavy bude
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Eing= Y2 (mitmy) ve© . (2.7)

Je mens$i nez pocatecni energie Exino ve vztahu (2.3), nebot” doslo k jeji castecné
ztraté pfemeénou v deformacni praci, obecné k jeji disipaci. Ubytek energie je

AEg= Yammig* + Vs mavag = Vs (mytmy)v = 1 MM (Mo =Vao) - (2.8)
2 m+m,

Ve skutecnosti neni zadny rdz ani zcela pruzny ani nepruzny, a miizeme jej oznacit
jako polopruzny.

2.5 Raz polopruzny

V prvé etapé razu se ¢ast kinetické energie akumuluje v télesech jako potencialni
energie pruznych napéti (£.) a Cast energie (W) se spotfebovala na plastické
deformovani jednoho nebo obou téles, na vytvofeni lomovych ploch pfi poruseni
téles, a poptipadé na tfeni a dalsi procesy, kromé jiného na zvuk vznikly pfi razu.
W oznacuje praci vykonanou pii rdzu, resp. obecn¢ disipovanou energii. Pfi
odpruzeni se uvolni pouze elasticka energie. Zakon zachovani hybnosti (2.4) plati
stejné jako u pruzného razu, ale zakon zachovani energie (2.3) se zméni na

Ya WZ]V]OZ + % m2v202 =1 m1v1f2 + % m2v2f2 +W. (29)

Rychlosti po razu dostaneme fesenim rovnic (2.4) a (2.9). Rovnici (2.4) umocnime
na druhou, u rovnice (2.9) ptevedeme Cleny (2 mvié + Y% mzvzfz) na levou stranu,
pak ji vynasobime Cinitelem [-2(m; + m,)] a oba vyrazy secteme. Dostaneme tak

mmy (2.10)

(Vlf - Vz_f)2 =(vo — "20)2 -2
my my

Po vyjadteni v,¢ z rovnice (2.4) a uprave ziskame konecnou rychlost télesa 1:

m ) my +m 2.11
Vig = Ve~ 2\/("10_"20) —2 =2 21D
m1+m2 mym,

kde v, je spole¢na rychlost obou téles na konci faze stlaceni, definovana vztahem
(2.2). Podobnym zptisobem obdrzime kone¢nou rychlost druhého télesa:

Var =Ve A (Vlo_vzo)z—ziml-i_sz : (2.12)
ml +m2 m1 m2
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Tyto vztahy plati i pro rychlosti béhem razu. V takovém piipadé W vyjadiuje praci
spotiebovanou az do vySetfovaného okamziku. Pro W = 0, coz znamena Zadna
spotiebovana energie béhem razu, piejdou vyrazy (2.11) a (2.12) ve vztahy (2.5)
a (2.6) pro pruzny raz.

Pro jednodussi posuzovani razti rGznych téles zavedl Newton tzv. soufinitel
restituce & a to jako pomér rozdilti rychlosti obou téles po razu k rozdilu jejich
rychlosti pfed razem,

Vif “Var

6= . (2.13)

V1o = V20

Pruznému razu odpovida soucinitel restituce £ = 1, nepruznému odpovida & = 0.
U razu ¢astecné pruzného se ¢ pohybuje mezi 0 a 1; je tim blize k 1, ¢im vétsi je
odpruZzeni.

Soucinitel restituce lze zjistovat pokusné, naptiklad z vysky 4¢ odskoku koule ze
zkoumaného materialu, ktera dopadla na masivni podlozku z vysky 4y V tomto
piipadé zname hy a Ay, a tedy i rychlost dopadu vio = V(2ghe) a rychlost odrazu v, =
\/(2ghf), a pro masivni podlozku plati v, = vo¢ = 0. Po dosazeni téchto hodnot do
rovnice (2.13) dostaneme

by (2.14)

Potencialni polohova energie v gravitatnim poli je dana vztahem

Upt=mgh, (2.15)

kde g je tihové zrychleni, m je hmotnost t¢lesa a 4 je vyska padu. Vztah (2.14) tedy
také tika, ze koeficient restituce je roven odmocnin¢ z poméru potencialnich
energii télesa po razu a pred nim.

POZNAMKA. Diive se piedpokladalo, 7e koeficient restituce je materidlova
konstanta. V Tabulce 1 je né€kolik hodnot pro rizné materialové dvojice. Situace je

vvvvvv

(napf. drsnosti), ale i rychlosti narazu a dal$imi Ciniteli. Uvedena tabulka proto
mize slouzit jen pro orientacni piedstavu.
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Tabulka 1. Soucinitele restituce ruznych latek [5, 7]

latka (dvojice latek) druh télesa &

kalena ocel — kalena ocel lozZiskové kulicky 0,98
sklo — sklo koule a masivni deska 0,94
konstrukcni ocel koule a masivni deska 0,93
slonovina kulecnikové koule 0,82
pryz — mramor pryzova koule, masivni deska 0,82
litina koule 0,68
drevo (jilm) koule 0,60
zvonovina koule 0,59
olovo koule 0,20
Jil koule 0,17

Nyni si ukazeme, jak souvisi soucinitel restituce s energii spotfebovanou v prubchu
razu. Ze vztahu (2.9) plyne, Ze spotiebovana energie je rovna rozdilu energii obou
téles pred razem a po razu,

=1/zm102+‘/2m202 —1/2m1f2—1/2m2f2, (216)

Vyjadiime-li v rovnici (2.13) rychlosti po razu prostfednictvim vyrazi (2.11)
a (2.12), dostaneme po Uprave

my +m
\/(VIO Vzo) -2 2w
o= iy 1y , (2.17)
Vio ~ V20
W = ;mm(vlo V20)2(1_g2). (2.18)
my

Pro vy = 0 a my >> m; (tj. naraz télesa 1 na masivni téleso 2 v klidu) ziskame
nasledujici jednoduchy vztah mezi souCinitelem restituce a pomérem prace
zmatené pfi razu a pocatecni kinetické energie:

£=1=(W/E ,0) »1ep. W/Eijing =1-¢ . (2.19)

Pii znalosti koeficientu restituce & a rychlosti v, na konci faze stlaCovani, dané
vztahem (2.2), mGizeme vztahy pro konecné rychlosti zapsat takto:
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m
Vif = Ve~ P +2m (Vlo ~ V2o )5 ’ (2.20)
1 2
m )
Vop = Ve t 71("10 — Vo )‘9 ’ (2.21)

m; +m,

od vyrazi (2.5) a (2.6) se lisi pouze koeficientem restituce &.

2.6 Sikmy raz

Situace pfi realnych razech se obvykle lisi od idealniho pfipadu razu dvou kouli
pohybujicich se po stejné primce. Napiiklad takzvany Sikmy rdz nastava, jestlize
vektory rychlosti obou téles nelezi na stejné pfimce, ale protinaji se. V takovém
pripadé maji rychlosti a sily pfi kontaktu obecny smér, ktery ma slozku ve sméru
normaly ke sty¢né ploSe a slozku ve sméru te¢ny k této plose. Pro slozky rychlosti
ve sméru normaly plati vSe, co bylo feceno vyse. Tecné slozky rychlosti zlstavaji
pii rdzu beze zmény. Podobna situace je i v pfipad¢€, kdy vektory rychlosti obou
téles sice lezi na stejné pfimce, ale tecna rovina k povrchiim téles v misté jejich
kontaktu neni k této piimce kolmé. U¢inkd kontaktnich sil v normalovém sméru si
vSimneme v nasledujici kapitole. Te¢na slozka sily ptisobi v urcité vzdalenosti od

N 2

mnohem slozitéjsi. Vice k tomuto tématu lze najit naptiklad v [1].
Nyni ukazeme pouziti odvozenych vztahil na tfech praktickych ulohach podle [1].

Uloha 1. U&innost kovéni

Kladivo o hmotnosti m; dopadne rychlosti vy na kovany ptedmét na kovadling,
jejichz spole¢na hmotnost je m, a rychlost v,o = 0 (obr. 2.2a). Pro jednoduchost
budeme predpokladat, ze naraz je zcela nepruzny, takze kladivo neodskoci zpét.

Ma-li byt kovani co nejucinnéjsi, mélo by se pii narazu predat do kovaného
pfedmétu co nejvice energie; to znamena, ze ztrata energie kladiva pfi razu by méla
byt co nejveétsi. Vztah (2.8) piejde pro v,o =0 na

1 m m

AE,. =—mypat——2 g2 (2.22)

kin 110 kin,1,0
2 m] +m2 ml + m2

Ma-li byt tato ztrata nejveétsi, musi byt co nejveétsi zlomek my/(m; + my). To bude
pii my>>m;. Aby kovani bylo co nejucinngjsi, musi byt hmotnost kovaného dilu a
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kovadliny co nejvétsi ve srovnani s hmotnosti kladiva.

Velmi podobny piipad je uder kladivem na balvan lezici na hrudi cirkusového
artisty. Velkd hmotnost kamene G¢inek narazu prakticky utlumi.

m
\llle -I ho

mz

Obr. 2.2. Kovani (a) a zardzeni piloty (b)

my

Uloha 2. U&innost zaraZeni pilot

Nékteré stavby na malo unosné pudé spocivaji na sloupech zarazenych do zemé,
tzv. pilotach. Pii zaraZeni dopada na pilotu beran o hmotnosti m; a peda ji Cast své
pohybové energie (obr. 2.2b). Tento naraz je polopruzny a diky pfedané energii
vnika pilota do pidy hloub¢ji. Aby pilota dostala co nejvétsi Cast energie beranu,
musi byt ztrdta pohybové energie beranu pfi rdzu co nejmensi. Opacné neZ pfti
kovani musi byt tedy vztah (2.22) co nejmensi. Toho se doséhne, je-li hmotnost
beranu co nejveétsi v porovnani s hmotnosti piloty, m>>m,.

POZNAMKA. Rychlost dopadu beranu se obvykle poéita ze vztahu

kde A je vySka padu beranu, uvazovana obvykle jako vzdalenost beranu a piloty
pred razem. Ve skuteCnosti se v priibéhu razu uvolni také polohova energie beranu
jeho pohybem pii vnikéni piloty do zemé. Tato slozka je ve srovnani s vySkou padu
ho zpravidla mala.

Uloha 3. Ur&eni rychlosti stfely pomoci balistického kyvadla

Schéma experimentu je na obr. 2.3. Stfela vnikne do télesa kyvadla (napt. bedny
s piskem), a zptsobi jeho vykyvnuti. Rychlost stiely se pak urci z vysky tohoto

17



Jaroslav Mencik: Rdzy a vibrace

vykyvnuti. Ulohu budeme fesit pro nasledujici hodnoty: hmotnost stiely m; = 0,01
kg, hmotnost kyvadla m, = 10 kg, rameno kyvadla R = 3 m, vyska vykyvnuti

N 2

Iz

Obr. 2.3. Balistické kyvadlo.

Reseni. Stiela vnikne do kyvadla a pfedd mu svoji energii. Jedna se o raz, ktery
mizeme povazovat za nepruzny. Cast kinetické energie stiely se zmafi jeji
plastickou deformaci a vzajemnym tfenim a drcenim zrn pisku, a ¢ast se zméni na
kinetickou energii balistického kyvadla a postupné v jeho polohovou energii.
Mnozstvi zmafené energie zatim nezndme. Zakon zachovéni energie ve tvaru
»kineticka energie stfely se zméni na potencialni energii kyvadla“ tedy nelze
pouzit. Pii feSeni proto vyjdeme ze zakona zachovani hybnosti: ,,hybnost stfely se
rovna hybnosti soustavy stiela + kyvadlo v okamziku vniknuti stiely*,

my vig = (my+my) ve, (2.24)

kde v, je rychlost kyvadla té€sné€ po vniknuti stfely. V tomto okamziku ma soustava
“kyvadlo plus stfela” kinetickou energii Ein = Y (m; + my) v.’, kterd se zméni
v potencialni energii soustavy E,o = (m; + my)gh, kde g je tihové zrychleni (9,81

vyskou. Z rovnosti obou energii dostaneme po uprave
my + my
Vo= - [20h (2.25)
1

Po dosazeni hodnot ze zadani vyjde pocatecni rychlost strely vio = 313,5 m/s.

Vv

a dale, Ze se kyvadlo pfi vykyvnuti nemohlo pootacet, takze nebylo nutno uvazovat
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jeho moment setrvacnosti. Protoze velmi malé vysky vykyvnuti se méfi obtizné,
zjistuje se nékdy posunuti kyvadla ve vodorovném sméru d = V[R* — (R — h)*],
takze v naSem pfipade je d = 173 mm. JeSté je nutno ovéfit, jestli vypoctend doba
zabrzdéni stiely #, byla znaéné krat$i nez doba kmitu kyvadla 7 = 2n\(R/g). Pohyb
sttely v kyvadle lze pfiblizné povazovat za rovnomérné zpozdeény, takze doba
zabrzdéni na draze d je t, = 2d/vip = 2%0,173/300 = 0,001153 s. To je mnohem
méné nez T=2mV (3,0/9,81) = 3,475 s, takze dal$i korekce neni nutna.

Poznamka 2. Kinetickd energie stiely pfed vniknutim do balistického kyvadla byla
Ein = Y5 mvy® = 450,0 I. Potencialni energie kyvadla se stfelou po vykyvnuti je
Epot = (mitmy)gh = (0,01+10) x9,81x0,005 = 0,491 J. To je jen o malo vice nez
jedna tisicina puvodni energie (449,509 J). To znamend, ze témét 99,9 % bylo
pohlceno nevratnymi procesy. Kdyby se tato energie nepohltila, kyvadlo by
vykyvlo az do vysky 4,58 m (kdyby to konstrukce dovolila), anebo by stiela
napachala odpovidajici §kodu. To ukazuje na veliky vyznam disipace energie pro
zmiriiovani u¢inkd razu.

2.7 Sily pFi razech — zjednodusSené reSeni

Pro urovani sil potfebujeme znat vztah mezi deformaci a silou. Detailim kontaktu
se budeme vénovat pozdéji. Zde se omezime na ptipad, kdy tuhé t€leso o hmotnosti
m a rychlosti vy narazi na pruzinu (o zanedbatelné hmotnosti), upevnénou k tuhému
zékladu. (Vyraz ,,pruzina“ zde miize oznacovat jakékoliv pruzné téleso.)

Jakmile se téleso dotkne pruziny, stlacuje ji silou
F=kx, (2.26)

kde kje tuhost pruziny a x jeji stladeni, totozné s drahou t€lesa od pocatku
kontaktu.

Ulohu bychom mohli feit podrobné metodami dynamiky pomoci zékladni
pohybové rovnice F' = ma, a ziskat tak casovy prub¢h drahy télesa a sily. To bude
ukazano v kapitole 5. Jestlize nas zajima pouze maximdlni sila, miizeme ji dostat
okamzité ze zakona zachovani energie. Pohybujici se téleso ma kinetickou energii

Ekin =Y mv2 . (227)

Jak postupné stlacuje pruzinu, jeho kinetickd energie se méni v deformacni energii
stlacené pruziny. S ohledem na vztah (2.26) lze tuto energii vyjadfit jako
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Epot = Y2 Fx =Y Flk =" kx* (2.28)

V okamziku dosazeni maximalniho stlaceni je téleso v klidu a jeho kineticka
energie se zcela zménila v potencialni energii pruziny,

Evin=Epu =" Flk , (2.29)

Z tohoto vztahu dostaneme ihned maximalni silu

Fmax = 2Wkink = Vy mk (230)

Vidime, Ze maximalni sila pfi narazu bude pfimo umeérna rychlosti narazu v, a také
tim vetsi, ¢im vetsi je tuhost pruziny nebo narazniku, a ¢im vétsi bude hmotnost
pohybujiciho se télesa; v obou ptipadech roste s jejich odmocninou.

Nékdy je dilezitd i znalost maximalniho zpomaleni. (ReSena uloha je totiz
vzdalené¢ podobna narazu dopravniho prostfedku (automobilu nebo zelezni¢niho
vozu) na prekdzku, a otdzkou je, co to udéla s osadkou nebo nékladem a jakou
pevnost musi mit jejich upevnéni. Ze zakladni dynamické rovnice

F=ma (2.31)

dostaneme, Ze maximalni zpomaleni bude

Amax = Fmax/m =vok/m (232)

POZNAMKA. Ve viech piipadech jsme uvazovali pohyb téles ve vodorovném
sméru. Pohybuji-li se ve sméru svislém, musime pfi pohybu v gravitanim poli
prihlédnout i ke zménam jejich polohové energie. Pii padu z vysky 4 se uvolni
energie E,, = mgh. Ta se musi pricist ke kinetické energii pohybujiciho se télesa.

Pozor — ke draze / je obecné nutno piipocitat i drahu téziste télesa 1 pii stlaCovani
téles 11 2. U poddajnych téles nékdy nejsou tyto hodnoty zanedbatelné.

Vyznam poddajnosti pruziny budeme ilustrovat na nésledujici tloze.

Priklad.

Vozidlo s elastickym naraznikem narazi rychlosti v = 10 km/h na masivni zed’.
Jaka bude maximalni sila pfi narazu, a jaké bude trvani doby do zastaveni
a maximalni zpomaleni? Pfedpokladdme hmotnost vozidla m = 1000 kg a tuhost
narazniku £ = 500 N/mm = 500000 N/m.

Reseni. Maximalni silu pfi narazu dostaneme snadno ze zdkona zachovani energie.
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Vozidlo ma na pocatku kinetickou energii, kterda se zméni na potencidlni energii
pruziny narazniku, Ey, = Upe. Rychlost je v = 10000/3600 = 2,78 m/s a kineticka
energie je Ey, = 3865 J. Ze vztahu (2.30) pak dostaneme

Fopax = VAJmk = 2,78,/1000 x 500000 = 62163 N .

Této sile odpovida draha do zastaveni x, = F./k = 62163/500000 = 0,1243 m.
Maximalni zpomaleni dostaneme ze zakladni pohybové rovnice F = ma. Bude tedy
Amax = Fmax/m = 62163/1000 = 62,16 m/s>. To je vice nez Sestinasobek tihového
zrychleni g ! Doba do zastaveni bude #, = 0,070 s; pfislusny vzorec (4.18) je
uveden v kapitole 4.

Jednalo se o naraz pomérné nizkou rychlosti, 10 km/h. Pfi rychlosti 50 km/h by
byla sila i zpomaleni 5-krat vyssi (tzn. 30g !); viz vztahy (2.30) a (2.32). Energie
narazu je umérnd Ctverci rychlosti; bude tedy 25-krat vyssi. K tomu by bylo nutno
prihliZet i pii konstrukei tlumice nebo absorbéru energie.

Podivejme se nyni, jak se situace zméni, jestlize pruzina narazniku bude mit
desetkrat vétsi poddajnost, takze tuhost bude £ = £/10 = 50000 N/m. Rychlost
narazu je opét 10 km/h. Odpovidajici maximalni sila bude Fiux
2,78\/(1000><50000) = 19657,6 N, tj. 3,16-krat niz§i. Maximalni zpomaleni, které
pfi pouziti pruzného dorazu je vzdy na konci zastaveni, bude ay.x = 19657,6/1000
= 19,66 m/s%, tj. zhruba 2g. Brzdna draha bude x, = 19657,6/50000 = 0,3932 m =
39,3 cm. Doba do zastaveni bude 0,222 s. Velice zhruba lze fici, ze desetinasobné
zvySeni poddajnosti pruziny vedlo k trojnasobnému snizeni maximalni sily
i zpomaleni, a k trojndsobnému prodlouzeni doby do zastaveni a brzdné drahy
(4. k trojnasobnému zvétSeni deformace brzdiciho elementu.)

POZNAMKA. V ptikladu jsme uvazovali naraz tuhého télesa na pruzinu. Casto se
pfi ndrazu deformuje i zastavované téleso, naptiklad automobil. Tim se u€inky razu
zmiriuji, nebot’ ob¢ télesa jsou z hlediska mechaniky zafazena v sérii (viz kapitolu
4.2, podkapitolu Nekolik pruzin v sérii). AvSak pouziti Cisté elastickych prvkil pro
zastaveni pohybujiciho se télesa by mélo dva nedostatky. Ve srovnani s brzdicim
elementem pracujicim s konstantnim zpomalenim je maximalni sila pfi pouziti
pouhé pruziny vzdycky nejméné dvakrat vyssi (viz kapitolu 4). Navic, diky pouhé
akumulaci energie bude mit zastavené téleso tendenci odpruzit zpatky. Vhodné;jsi
jsou proto prvky, které energii absorbuji, resp. rozptyli, naptiklad plastickym
deformovanim. O nékterych moznostech pojedname v kapitole 6.
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3. VInovy charakter narustu napéti

Pti vySetfovani GCinkt zatizeni zpravidla zanedbavame skutec¢nost, ze jakykoliv
silovy impuls se mulze §ifit télesem jenom urcitou rychlosti, a sily a deformace
pocitame podle teorie, kterd vychazi ze zavislosti mezi napétim a pretvorenim pfi
statickém zatizeni. Pti srazkach téles i v dalsich pfipadech razového zatizeni je ale
nékdy nutno ptihlédnout ke konecné rychlosti Sifeni silovych impulst v pruznych
latkach. Na pocatku jsou totiz vSechny Castice télesa v klidu a deformace, vyvolané
silou, se §ifi od mista rozruchu v podob¢ elastickych vin. Rychlost jejich Sifeni je
velmi vysokd, ale jsou-li rozméry télesa velké, roste i doba priichodu vin télesem
a je nutno k tomuto jevu piihlizet [1 — 3]. Situaci budeme ilustrovat na jednoduché
uloze, kdy na dlouhou ty¢ z elastického materidlu narazi masivni tuhé téleso
pohybujici se ve sméru jeji osy (obr. 3.1). Na konci kapitoly si vSimneme
1 hydraulického razu v kapalinach.

3.1 Podélné viny v prizmatické tyci

Predpokladame, ze tyC€ je z izotropniho materidlu o hustoté p a modulu pruznosti £
(nezaménovat s energii) a ma délku L a prufez S. Levy konec tyCe je volny a pravy
se opird o tuhou sténu. Pro jednoduchost budeme uvaZovat pouze pohyb
a deformace materialu v osovém, tj. podélném sméru, avsak neptedpokladame, ze
by tlakové zatizeni mohlo zptsobit vyboceni, resp. prohnuti tyce. Pohybujici se
téleso ma rychlost v a zna¢n¢ velkou hmotnost m proti hmotnosti tyce.

E
m_1% r_:::'f_'s-/ u, utdd
l
x=c-t ’ $6 ’ S(6+d6)
V,
I f &
— C v _}___'___,____________‘Z_

Obr. 3.1 Naraz masivniho télesa na tyc a Sireni napétovych vin.

AANAANNNNY

Prava cast obrazku: sily pusobici na element tyce.
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Situace je zndzornéna v pravé Casti obr. 3.1. Dvéma myslenymi fezy vyjmeme
z ty€e ve vzdalenosti x od udefené¢ho konce element o nekonecné malé tloust’ce dx
a sestavime rovnici rovnovahy sil, které na néj pisobi. Jejich uinkem se levy
prufez posune o u a pravy se posune o u + du, resp. o u + (du/ox) dx. VySetiovany
element se tedy zkrati o (ou/ox)dx. [POZNAMKA. Protoze posunuti u zavisi

souCasné na poloze x i na Case ¢, jsou zde na pfislusnych mistech pouzivany
parcialni derivace (symbol 0) misto obycejnych derivaci (symbol d), obvyklych
u funkci jedné proménné.] Relativni prodlouzeni je & = — Ou/Ox a odpovidd mu
napéti o = Eg, kde E je modul pruznosti materialu tyce. Obecné se toto napéti
i deformace podél tyCe plynule méni. V levém prifezu elementu ptisobi napéti
o(x), v pravém fezu pisobi napéti o(x+dx) = o(x) + do. Odpovidajici sily, rovné
soucinu napéti a plochy prifezu, jsou F(x) a F(x) + dF. Rozdil obou sil je dF = S
do [=SEde = SE(du/éx)dx] a udéluje tomuto elementu zrychleni i = 6°u/of =
dF/dm, kde dm je jeho hmotnost, pro kterou plati dm = p Sdx; p je hustota
materidlu tyce. S témito veli¢inami muzeme napsat rovnici rovnovahy sil,
pusobicich na nekonecné maly element, jako

2 2
Sda=dma“=dexa”=SEa(a”jdx. 3.1)
ot ot ax\ ox

Po tpravé dostaneme zakladni rovnici pro Sifeni vin ty¢i ve sméru jeji osy:

Qulor = ¢ (0°ulox’) (3.2)
kde
(3.3)

C =

ﬁ

E
Po,

je rychlost Sifeni podélnych (longitudinalnich) elastickych vin v jednorozmérném
prostiedi, tzv. fazova rychlost. Naptiklad pro ocel (E = 210 GPa, p = 7850 kg/m”)
je ¢ = 5172 m/s, pro beton (E = 44,0 GPa, p = 1950 kg/m’) je ¢ = 4750 m/s.
Rychlost v = 0u/0t pohybu ¢astic, dana feSenim rovnice (3.2), je v = — c(0u/0x).

Jakmile na levy konec ty¢e udefi masivni tuhé téleso rychlosti vy, zacne se odsud
sifit rychlosti ¢ tlakové napéti o velikosti

UOZEVTOZVO [Ep - (3.4)
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Za dobu t dorazi elastickd vlna do vzdalenosti x = ct. V celé zasazené oblasti
pusobi tlakové napéti o velikosti dané vztahem (3.4); vpravo od ni zatim zadné
napéti nepisobi (obr. 3.1 vlevo). Uginkem tlakového napéti se zatizena &ast tyce
zkrati o Ax = x op/E = vox/c. Toto zkraceni je shodné s posunutim pohybujiciho se
télesa za dobu ¢, které ¢ini u = vot = vox/c.

Déle budeme ptedpokladat, ze napéti je v prufezu rozdéleno rovnomérné a je nizsi
nez mez kluzu materialu tyce. (Ptipadu, kdy je vyssi, si vS§imneme pozdégji.) Oblast,
ve které oy pusobi, se stale rozsitfuje rychlosti ¢ az do okamziku, kdy ¢elo viny
narazi na tuhou sténu. To je za Cas

At=1Lc. (3.5)

Od tuhé stény se tlakova napet'ova vina odrazi opét jako tlakova (o stejné velikosti)
a pohybuje se zpét (obr. 3.1 vlevo dole). Vysledné napéti v ovlivnéné oblasti je
rovno souctu puvodni a odrazené viny, tzn. o> = 20y. T¢€leso, jehoZ hmotnost m je
znaéné velika, se pohybuje dale nezmensenou rychlosti. Kdyz odrazena vina dorazi
za Cas 2Atna levy konec tyCe, odrazi se opét od masivniho télesa zde a pohybuje se
zase jako tlakova vlna vpravo. Vysledné napéti v zasazené oblasti je o3 = 3 0.
Takto cely proces pokracuje dale, s napétim nardstajicim v ¢asovych intervalech
2/t po skocich 20y (obr. 3.2).

o 2At

- -

20'0 ‘
f

t
Obr. 3.2. Postupny narust napéti na konci tyce.

Pro predstavu uved’'me, Ze doba potiebna, aby impuls probéhl ocelovou tyci délky
jeden metr, ¢ini A¢r = 0,000193 s. Zpatky na levy konec dorazi v Case 24t =
0,000387 s. To jsou velice kratké Casy, a u menS$ich téles o charakteristickych
rozmérech fadoveé centimetry jsou jeSté mnohem kratsi.

Je-li konec ty¢e volny, napétova vina se od n¢j také odrazi, ale §ifi se zpatky jako
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tahova. To ma zajimavy disledek. U tyCe z kiechkého materidlu mize toto napéti
prekonat mez pevnosti v tahu a kousek tyce u volného konce se odtrhne a odleti.
Podobny jev mlzeme pozorovat nazorn€¢ na tzv. Newtonové houpacce [4, 5],
znazornéné na obr. 3.3. Jestlize u fady ocelovych kuli¢ek, zavésenych za sebou na
tenkych vlaknech vychylime levou krajni kulicku a pustime ji, narazi na sousedni
kulicku a preda ji svlij impuls. Ten se dale §ifi nepozorované celou fadou. Kdyz
dorazi k posledni kuli¢ce vpravo, ta viditeln¢ odskoci a po chvilce dopadne zpét.
Tento novy impuls se pak §iii zpatky k prvni kulicce, kterd také odskoci (o trochu
méng), atd. Po chvili cely proces ustane v disledku ztrat energie.

Obr. 3.3. Newtonova houpacka

Vratme se nyni k nasi dlouhé ty¢i, na kterou udefilo masivni téleso rychlosti v.
V case t; pasobi v celé ty¢i tlakové napéti oy = E v/c. Jeho G¢inkem se ty¢ zkrati
0 AL = L oy/E = Lvy/c. Toto zkraceni je shodné s posunutim masivniho télesa za
dobu #, které ¢ini u; = vit; = vy L/c. Podobné relace plati i v dal§im pribéhu
stlacovani tyCe. Masivni téleso na levém konci tyCe se pohybuje stile konstantni
rychlosti, ale napéti zde nartistd po malych skocich o velikosti 20y v intervalech
24¢, jak je znazornéno na obr. 3.2. Na tomto obrazku je krom¢ schodovité cary
odpovidajici vinové teorii také naznaden pribéh narlstu napéti pfimo tmérné
s Casem, jak odpovidad kvazistatické teorii. Je vidét, ze pii dobach razu, delSich
zhruba nez pétindsobek doby na probéhnuti napét'ové viny télesem a zpét, je rozdil
mezi piibliznym a pfesnym feSenim jiz zanedbatelny.

3.2 Elastické viny v ty¢i pri uderu télesem konec¢né velikosti

vvvvvv

M. Plsobenim reak¢ni sily se proto zacne zpomalovat. Zde ukazeme feSeni podle
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TimosSenka [3]. Oznac¢ime-li hmotnost télesa pfipadajici na jednotku priifezu tyce
(=M/S) jako m;, proménné tlakové napéti na konci ty¢e o, a okamzitou rychlost
télesa v, dostaneme pro toto téleso pohybovou rovnici

md +5=0, (3.6)
dt

S pouzitim vztahu mezi rychlosti a napétim,
o0 =vo WEp) (3.7)
muzeme vyraz (3.6) zapsat jako

m do . (3.8)

JEp dt

To je diferencialni rovnice prvniho fadu. Provedeme-li separaci proménnych oa ¢,

dostaneme po integrovani a upraveé

oo p[ Esz , (3.9)
m

kde op je velikost napéti v prvnim okamziku kontaktu, dana vzorcem (3.4) pro v =
vo. Napéti podél napétové viny tedy neni konstantni, ale klesa exponencidlnim
zptusobem. Podobné jako v predchozim piipadé se tato vina odrazi od tuhé stény
jako tlakova a vrati se zpét k levému konci, zde se opé€t odrazi, atd. Po urcité dob&
se téleso zastavi a poptipadé odpruzi zpét. Podrobngjsi feSeni je napft. v knize [3].

3.3 Elastické viny v trojrozmérném télese

Existuji 1 dalsi vlivy. Jestlize lokalni silovy impuls zaplsobi v ur¢itém misté
masivniho trojrozmérného elastického télesa, zatnou se od tohoto mista Sifit
napétové viny vSemi sméry. Pokud impuls vySel zvnittku télesa, z mist
vzdalenych od povrchl, mé ¢elo viny zpocatku kulovy tvar; ve velké vzdalenosti
od centra vzruchu jiz ale bude mozno pohlizet na vinu jako na rovinnou. Napjatost

vvvvvv

viny podobny vztah jako (3.3), ale uplatiuje se v ném i Poissonovo ¢islo 2

61:\/ E(1— p) (3.10)
(I+)(d-2w)p
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Rychlost ¢; je vyssi nez rychlost ¢ vtenké ty¢i. To je proto, Ze v masivnim
trojrozmérném telese jsou posunuti v pficném smeéru potlacena, zatimco u tyce se
predpokladalo, Ze podélnéa deformace je doprovazena pti¢nou kontrakci. Pomér c,/c
z4visi na velikosti Poissonova cisla. Pro x= 0,2 je ¢i/c = 1,054, pro 1= 0,3 je ci/c
= 1,160, a pro u = 0,45 je ci/c = 1,948. Pro u blizici se k 0,5 (nestlacitelny
material) by se rychlost Sifeni vln blizila k nekone¢nu.

Kromé podélnych vin existuji i viny pficné (transverzalni), kdy se Castice télesa
pohybuji kolmo ke sméru §ifeni vin. Jejich rychlost je

S L (3.11)

Yo,
G je modul pruznosti ve smyku. Existuji i viny povrchové (Rayleighovy) a dalsi.
Podrobnéji se Ize o téchto tématech docist napiiklad v [1 — 3, 6,7].

3.4 Plastické viny

Jestlize napéti, zpsobené dynamickym zatizenim, dosdhne nebo piekro¢i mez
kluzu materialu, zacne se kromée elastické viny $ifit od mista zatizeni také plasticka
vlna. Pokud materidl vykazuje linearni zpevnéni, bude rychlost podéIné plastické
viny

—n (3.12)
Y2

kde E je modul zpevnéni materidlu (viz obr. 5.2a a vzorec 5.2b v kapitole 5). Pro
konstruk¢ni kovové materidly je £, obvykle o dva az tfi fady niz8i neZ Younglv
modul, takze rychlost Sifeni plastickych vIn je minimalné o fad nizsi nez rychlost
vin elastickych. Pro materidly s nelinearnim zpeviovanim je nutno ve vztahu
(3.12) misto Ej uzit te€nu do/de ke kiivece o — ¢ v konkrétnim misté. Jestlize tecny
modul do/de srostoucim pietvofenim klesd, bude se podélnd vlna Sifit nizsi
rychlosti. V materidlu, ktery se naopak s pfetvofenim zpevnuje, se bude plasticka
vlna §itit vyssi rychlosti. Vice k tomuto tématu Ize najit napt. v [ 1, 6, 8].

3.5 Hydraulicky raz

Pti ndhlém zastaveni proudu kapaliny v potrubi zde dochazi k ndhlému zvyseni
tlaku, které oznaCujeme jako hydraulicky raz. Podobna tlakova Spicka vznika,
jestlize je kapalina uvedena nahle do pohybu, napiiklad pii narazu télesa na
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hydraulicky tlumic¢ razt, o kterém pojednédme blize v kapitole 6. To je zptisobeno
tim, Zze podobné jako v pevnych latkach se i v kapalindch nebo plynech mize
jakykoliv tlakovy vzruch $ifit pouze konecnou rychlosti, rovnou rychlosti zvuku.
V kapaling tato rychlost ¢, zavisi na jeji stlacitelnosti a plati [9]:

LI (3.13)
Yol

Cp =

kde p je hustota kapaliny a K je modul jeji objemové pruznosti. (Ciselné je roven
tlaku, potfebnému ke zméné objemu o 100%.) Odpovidajici velikost tlakové Spicky
je (porovnej se vztahem 3.4)

P =volPK - (3.14)

Tento tlak pisobi v prvém okamziku, a v nasledujicich okamzicich se postupné
vyviji k hodnotam odpovidajicim kvazistatickému fesSeni. Je-1i pracovni tlak vyssi
nez py, tvoii stoupnuti tlaku v disledku hydraulického razu pouze ¢ast celkového
narastu tlaku a ptili§ se neprojevi.

vvvvvv

i presnéjSimi. Z hlediska nutnosti pfihlizet k vinové teorii Sifeni napéti je vhodné
nejprve urit podle kvazistatické teorie dobu trvani razu, a porovnat ji s dobou
pruchodu elastické viny télesem. Také lze porovnat maximalni napéti podle
kvazistatické teorie (které stanovime napiiklad s pouzitim zakona zachovani
energie, viz kap. 2.7) s hodnotou napéti vypoctenou pro prvni okamzik narazu
podle vinové teorie, vztah (3.4). Jsou-li hodnoty podle kvazistatické teorie fadove
vy$$i nez podle vinové teorie, neni nutno vinové efekty uvazovat a feSeni podle
kvazistatické teorie bude pfijatelné. V opacném ptipad¢ je tfeba vliv vinového
charakteru nartistu napéti uvazovat.
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4. Prubéhy brzdéni pfi riznych odporech

V této kapitole ukazeme vztahy mezi rychlosti, drdhou, zpomalenim a silami,
a zmarenou nebo akumulovanou energii pii zadkladnich zplisobech brzdéni, jako je
brzdéni s konstantni odporovou silou, brzdéni narazem na pruzinu s linearni
charakteristikou (bez disipace energie), naraz na pruzinu s linearni charakteristikou
a s tlumenim smykovym tfenim, naraz na pruzinu s linedrni charakteristikou
a tlumenim tmérnym rychlosti a s tlumenim umérnym ctverci rychlosti. Vice je
mozno najit v literatutre [1 — 6].

4.1 Brzdéni s konstantni odporovou silou

Konstantni brzdnou silu lze docilit nékolika zpisoby. Je to naptiklad tfeni smykové
pii konstantnim souciniteli tfeni, nebo fizena deformace specialné tvarovaného dilu
napiiklad z kovu anebo postupna destrukce vostinové struktury. Stalou silu lze také
vyvodit vhodné konstruovanym hydraulickym tlumic¢em, ktery bude blize popsan
v kapitole 6.7.

Situace pfi narazu je znazornéna schematicky na obr. 4.1. T¢€leso o hmotnosti m
narazi v ¢ase ¢t = 0 rychlosti v, napiiklad na néraznik s tfecim tlumi¢em. Pii
stlacovani narazniku vznika reakc¢ni sila o velikosti F; = konst, jejiz velikost lze
nastavit sefizenim tlumice. Pohybova rovnice télesa je

mi+F =0, 4.1)

kde # je zrychleni télesa; dvé te¢ky znaci druhou derivaci, d*x/d#. Tuto rovnici

X

o ﬂjf
m,vL Ft |

- ]

//////’/////////E E /;-A

Obr. 4.1. Brzdeni s konstantni odporovou silou. F,— treci sila, f— koeficient treni

31



Jaroslav Mencik: Rdzy a vibrace

muzeme pirepsat na tvar
i=-F/m . (4.2)

Postupnym integrovanim tohoto vyrazu dostaneme rychlost (% = v) a drahu (x):

i=—(F/m)t+C, , (4.3)
x=—(F2m)+ Cit+ Cy ; (4.4)

C) a C, jsou integracni konstanty, které se ur¢i z pocatecnich podminek. V nasem
ptipadé jsou nasledujici: x(+=0) = 0 a v(t=0) = vy, takze z rovnic (4.3 a 4.4) vyplyne
Cy =vya C, =0, a mizeme napsat

V() =vo— (F/m) t (4.5)

x(f)= vot — (F/2m) £ . (4.6)
Rychlost tedy v pribéhu brzdéni klesa s ¢asem linearné od v, k nule (¢arkované na
obr. 4.2a). Odpovidajici doba do zastaveni je podle vyrazu (4.5) pro v(#,) = 0:

t, = vy m/F, 4.7)

Draha nartsta s ¢asem stale pomaleji podle kvadratické paraboly (plna ¢ara na obr.
4.2). Brzdnou drahu dostaneme ze vztahu (4.6). Pro ¢as ¢ = #,, vyjadfeny z rovnice
(4.7), obdrzime:

Xy, =% v02 m/F, (4.8)
Vi |
T X X
. V)
0 | ' ot

Obr. 4.2. Brzdeni konstantni odporovou silou. Rychlost v a draha x jako
funkce Casu t. vy — pocatecni rychlost, x, a t,— brzdnd draha a doba.
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Zpomaleni je podle rovnice (4.2) v prubéhu brzdéni konstantni, a rovné
a=-F/m . (4.9)
a brzdna sila, rovnéz konstantni, je rovna F.

Rychlost brzdéného télesa klesa s drahou x podle vztahu

V= 1/(v02 - 2ax) , (4.10)

ktery dostaneme, jestlize vyjadiime zrychleni vyrazem # = d(#)/(2dx)

a integrujeme je. Priibéh je znazornén na obr. 4.3.

0 | ' X, X

Obr. 4.3. Brzdeni konstantni odporovou silou. Rychlost v jako funkce drahy x.

Pii navrhu zafizeni pro zastavovani pohybujiciho se télesa, poptipadé pro tlumeni
narazu, mizeme ze vztahu (4.9) urcit pro zadanou ptipustnou silu F; zpomaleni a,
anebo naopak pro pfedepsané zpomaleni uréit potfebnou brzdnou silu Fy. Ze vztahu
(4.8) mizeme vypocitat brzdnou drahu, nebo pro maximalni pfipustnou drahu
stanovit brzdnou silu. Zastavovani s konstantnim zpomalenim je s nejnizsi
brzdnou silou a zpomalenim, a tedy nejucinnéjsi ! Nazorn¢ to je vidét na obr.
4.4, kde jsou porovnany priabchy brzdné sily pii riznych zptsobech brzdéni.
S vyjimkou brzdéni s konstantnim zpomalenim (¢ara ,,a“) ma jakykoliv jiny zpisob
brzdéni vy$si hodnotu brzdné sily bud’ na za¢atku nebo na konci brzdéni. Uginnost
ur¢itého zatizeni pro zastavovani je mozno hodnotit podle poméru brzdné sily pfi
konstantnim zpomaleni a maximalni sily pfi pouziti konkrétniho tlumice,

Fstfedm’ / Fmax =1r (41 1)

V konstrukci absorbérii energie narazu se tato charakteristika (77r) oznacuje CFE,
Crash Force Efficiency [2], coz ptiblizné znamena G¢innost narazové sily.
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Obr. 4.4. Pribéh sil pri riiznych zpisobech brzdeéni.
a - konstantni odporova sila, b — sila klesajici linedrné s drahou,
¢ — pruzina s linedrni charakteristikou, d — sila rostouci se ¢tvercem drahy

4.2 Naraz na pruZinu s linearni charakteristikou

Uspotadani je schematicky zndzornéno na obr. 4.5. Téleso o hmotnosti m narazi
v ¢ase ¢t = 0 rychlosti vy na pruzinu o tuhosti &, kterou predpokladame konstantni.
Jejim stlacovanim vznika reak¢ni sila o velikosti

F=kx, (4.12)
kde x je draha télesa, totozna se stlatenim pruziny (ktivka ,,c* na obr. 4.4).

Pohybova rovnice télesa je

mithkx=0, (4.13)
kde # je zrychleni télesa. Rovnici (4.13) miizeme piepsat na tvar

i+ (kim)x=0. (4.14)

Tato diferencidlni rovnice druhého fadu je stejna jako zndma rovnice volného

Obr. 4.5. Brzdeni pruzinou s linedrni charakteristikou
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kmitani hmotného bodu na pruzing, ktera se ¢ast&ji zapisuje ve tvaru

it atx=0; (4.15)

@ ma vyznam kruhové frekvence, pfi¢emz plati @ = (k/m). Obecné feseni rovnice
(4.15) je
x(¢t) = A sin(ax) + B cos(ax) = Csin(at + @) . (4.16)

A a B, resp. C a ¢ jsou konstanty, které¢ se ur¢i z pocateCnich podminek. Pro
rychlost v(¢) a zrychleni a(z) plati

v(f)y=dx/dt=w Ccos(wt+ @) = vycos(wt +¢), (4.17)
a(t) = dv/dt = d*x/df =-& Csin(wt + @) = v sin(wt +¢) . (4.18)

V nasem ptipadé je na pocatku (¢ = 0) draha x = 0 a rychlost v(0) = vy. Pro tyto
podminky dostaneme ¢ =0 a C = vy/w. V pribéhu brzdéni tedy klesa rychlost
s Casem podle funkce kosinus a drdha a zpomaleni rostou podle funkce sinus (obr.
4.6). Protoze vySetiujeme zastaveni pohybujiciho se télesa, budeme zde uvazovat
pouze prvni ¢tvrtperiodu kmitavého pohybu. Rychlost klesne na nulu pro @t = 7/2,
tj. v Case

T _Zn (4.19)

¢emuz odpovida draha
Xmax(v=0)=xp = v/ = vo\/(m/k) . (4.20)

Jak vyplyva ze vztahu (4.12), sila pfi brzdéni roste s brzdnou drahou linearné (Cara
c na obr. 4.4).

Maximalni zpomaleni a maximalni sila budou dosazeny pravé na konci brzdéni (¢ =
ty, X = Xp) a budou mit hodnoty

e = VoN(k/m) (4.21)
Fmax =M Amax = Vo\/(Mk) (422)
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Vol-...
] Tel V(1)
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1 x(1) Xo
D t t t t‘t: t |

Obr. 4.6. Naraz na pruzinu s linedarni charakteristikou

Maximalni sila i zpomaleni budou tim vétsi, ¢im vétsi je poCatecni rychlost a tuhost
pruziny k (pfesnéji odmocnina z tuhosti,Vk); viz téz p¥iklad na konci kapitoly 2.

Podivejme se jeste na vliv hmotnosti m brzdéného télesa. Ten je dvoji: maximalni
zpomaleni kles4d s druhou odmocninou z m, zatimco maximalni sila roste piimo

mérng s Vm. Ctyfikrat t873i téleso znamena poloviéni zpomaleni a dvakrat vétsi
maximalni silu pfi jeho zastaveni.

Je také uziteCné veédét, jak jednotlivé veliCiny souvisi s energii, kterou je potfeba
zmafit. Kineticka energie se zastavenim zméni v potencidlni energii stlacené
pruziny a plati:

Ekin = 1/2 WZVO2 = 1/2 Enax Xmax — 1/2 kxmaxz = 1/2 Fmaxz/ k (423)

Z téchto vztahl lze pfi dané energii narazu najit maximalni silu nebo drahu
brzdéni, popiipadé potiebnou tuhost brzdici pruziny. Je zde ale jeden problém. Po
dosazeni maximalniho stlaCeni ma pruzina tendenci vracet se do ptivodniho stavu
a po chvili by odmrstila zabrzdéné téleso zpatky plivodni rychlosti v opacném
sméru. V piipadé pevného spojeni s pruzinou by doslo k trvalému kmitavému
pohybu telesa s kruhovou frekvenci @ uvedenou vyse. Ma-li dojit k jeho zastaveni
pfi dosazeni maximalniho stlaceni, musi zde byt zabudovan vhodny mechanismus,
ktery to zajisti. Je ale také mozné vyuzit disipaci energie v pribé¢hu brzdéni,
napiiklad s pomoci tfeni, jak je popsano v kapitole 4.3.

Nékolik pruzin v sérii

Prozatim jsme pfedpokléadali, ze téleso narazi na jednu pruzinu, a ta je stlaCovana.
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Casto se ale jednd o kolizi dvou téles, z nichz kazdé je vice ¢i méné poddajné.
Prikladem je srazka dvou automobild nebo naraz automobilu do poddajné

v

materialu; pfitom samo chranéné téleso ma urcitou poddajnost i bez této vrstvy.
Situace je znazornéna na obr. 4.7a, kde jsou dvé€ pruziny v sérii.

k
k2

a. b.

Obr. 4.7. Pruziny spojené v sérii (a) a paralelné (b)

Obecn¢ by mohlo byt pruzin v sérii vice. V takovém ptipadé plsobi v kazdé
pruzing (obecné v kazdém prvku v sérii) stejna sila a jejich deformace se scitaji.
Protoze deformace je dana jako soucin sily a poddajnosti, je vysledna poddajnost
pruzin v sérii rovna souctu poddajnosti jednotlivych pruzin. Plati tedy

n 1

C=>C;, k=1/C= ; (4.24)
=1 D1/ k;

C zna¢i poddajnost (podle slova compliance), k znaci tuhost; j-t4 pruzina je

oznacena indexem j. Pro dv€ pruziny v sérii plati

C=C+GC,, k:ﬂ . (4.25)
ki + k,

Pokud Zadna z pruzin nema omezeny zdvih, je vysledna tuhost &k systému v celém
rozsahu deformovani popsana vztahem (4.25). Nékdy ale mé& jedna pruzina
omezeny zdvih, naptiklad je kratsi, a situace je slozitéjsi, jak ukazeme dale.

Stlaceni jednotlivych pruzin oznacime x, x, a vysledné stlaceni bude x = x; + x,.
Maximalni mozné stlaceni pruziny 1 je 6. V prvni etapé stlacovani jsou vysledna
poddajnost i tuhost dany vztahy (4.25). Jakmile pruzina 1 dosahne maximalni
mozny zdvih ¢, ¢emuz odpovida sila
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F,;] = k1 51 (426)
a celkovy zdvih
5=Fjs/C, (4.27)

je pruzina 1 vyfazena z Cinnosti a dal$i zvySovani sily zachycuje pouze pruzina 2
a celkova poddajnost soustavy odpovida pouze této pruzin€. Doslo tedy ke zvySeni
tuhosti z hodnoty &, dané vztahem (4.25), na hodnotu k,. Situace je znazornéna na
obr. 4.8. Plocha pod carou sila — draha predstavuje praci spotiebovanou, resp.
akumulovanou. V prvé etapé (pro x < ¢;) plati jednoduchy vztah mezi energii
a drahou nebo silou, takze ke znamé hodnoté energie pohybujiciho se télesa lze
snadno urcit drahu i silu. To bylo ukazano v konkrétnim ptikladu v kapitole 2.7. Je-
li viak energie télesa, které je potieba zastavit, vétsi nez “4FS */k, neexistuje
explicitni vztah mezi energii a silou, resp. drahou. Pro silu plati

F=Fs+(x-xs)k2 , (4.28)
a spotfebovana energie je
E="% Fsixs1 + Va2 (x—x51)(F+F31) (4.29)

Jestlize k energii, kterou je nutno absorbovat, chceme stanovit odpovidajici silu
nebo drahu, je nejsnadnéjsi vypocitat energie pro rizné hodnoty drahy x ve vétsim
rozsahu (jde to i pomoci Excelu). Z prislusné tabulky pak zp&tné najdeme drahu
odpovidajici pozadované maiené energii.

F | /
U u .
/" F
Fal_———————j‘—— |
OM‘"‘ |
-IF--FF T T T T | T
0 X X 51

Obr. 4.8. Dvé pruziny v sérii. Sila F a energie E v zavislosti na stlaceni x.
xs1 a Fs; — maximalni mozné stlaceni pruziny 1 a odpovidajici sila.
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POZNAMKA. Pii paralelnim uspofadani vice pruzin (obr. 4.7b) se séitaji sily
prenasené jednotlivymi pruzinami. Vysledna tuhost je rovna souctu jejich tuhosti,

k= 2k . (4.30)
4.3 Naraz na pruzinu s linearni charakteristikou a s tlumenim
smykovym tifenim

Situace je znazornéna na obr. 4.9. T¢leso o hmotnosti m narazi rychlosti vy na
pruzinu, ktera je opatiena pridavnym tlumic¢em, naptiklad trecim, jehoz odpor F je
konstantni. Pohybova rovnice pro zpomalované t€leso, je

mi+kx+F,=0 ; 4.31)

k je tuhost pruziny (N/m) a F; je tieci sila (N), naptiklad F; = N f, kde N je sila,
pritlacujici brzdovou desticku v tfecim tlumi¢i k pevnému protikusu, a f je
soulinitel tfeni, o kterém predpokladame, Ze je konstantni.

0 ( ¢
A
Z

Obr. 4.9. Brzdeni s linearni pruzinou a trecim tlumicem.
F — celkova sila od pruziny (= kx) a treciho tlumice (= F)

Po upravé dostaneme nasledujici rovnici pro pohyb (opét plati & = k/m):
i+a'x=—F/m , (4.32)

To je nehomogenni diferencialni rovnice, tj. s nenulovou pravou stranou. Jeji feSeni
se obdrzi jako soucet feSeni homogenni rovnice a partikularniho integralu,

X() = Xnom T Xpart - (4.33)

Reseni homogenni rovnice (s nulovou pravou stranou) je stejné jako v predchozim
oddilu [viz vztah (4.16)], a partikularni integral je takova funkce, ktera vyhovuje
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uplné rovnici (4.32). Vysledné feseni mé tvar
x ()= Csin(at + ¢) — F [(ma?) , (4.34)

kde @ = (k/m) je kruhova frekvence a C, @ jsou konstanty, které vyplynou
z pocatec¢nich podminek. Prot=0,x=0a £ =, je

x(f) = Y0 sin (o) - _f1 (4.35)
w me?

thel ¢ je vradidnech. Po dosazeni obou konstant do (4.34) dostaneme Casovy
prubéh drahy pii brzdéni. Rychlost klesa s ¢asem podle vztahu

i({t)=wCcos(wt). (4.36)

Oba prubehy jsou podobné prubéhtim znazornénym na obr. 4.6.

Dobu ¢#, do poklesu rychlosti na nulu dostaneme z podminky cos (@#,) = 0:

th=_"_ 4.37)
2w

Odpovidajici brzdna draha pro tuto dobu je

xo (v=0)= 20 sin(wt,) — F /(ma?) . (4.38)
@

Tato draha je také rovna maximalnimu stlaceni pruziny. Odpovidajici sila Finx =
kx, se bude snazit vracet téleso zpatky, ¢emuz bude nutno vhodnym zplsobem
zabranit.

Obecn¢ je brzdna sila imérna stlaCeni pruziny; roste tedy imérn¢ s drahou (kfivka
»C“naobr. 4.4).

Z ptvodni kinetické energie Ey, = 2 m Vo> se ast energie zmarila tfenim a Cast
zustala akumulovana v pruzin€. Zmaiena (disipovana) Wy energie a akumulovana
energie elastickych napéti £, jsou

Wis=Fi X,  Ea="% FouXo="2kxy . (4.39)
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Celkova prace pii brzdéni je rovna souctu obou slozek,
Etot = Wdis + Eel (440)

Z tohoto vztahu muZzeme pfi znamé energii narazu E, tuhosti pruziny k a velikosti
sily tlumice F; najit odpovidajici brzdnou drédhu x;, a maximalni brzdnou silu Fi.x,
anebo najit potfebnou tuhost pruziny pro zadanou brzdnou drahu nebo dalsi
parametry.

4.4 Naraz na pruZinu s linearni charakteristikou
a s tlumenim umérnym rychlosti

Uspotadani je znazornéno na obr. 4.10. Od ptedchoziho ptipadu se lisi tlumicem,
jehoz odpor je ptimo Umérny rychlosti pohybu télesa. Takto plsobi napiiklad
bézné kapalinové tlumice vibraci.

"2 (g,

7

Obr. 4.10. Brzdeni s linearni pruZinou a tlumenim umérnym rychlosti

Pohybova rovnice pro zpomalované téleso je
mi+bi+thkx=0; (4.41)

k je tuhost pruziny (N/m) a b je konstanta tlumice (Ns/m), udavajici odporovou silu
tlumice pfi rychlosti 1 m/s. Po tpravé dostaneme

£+ (b/m)x + (klm)x =0, resp. ¥+2Ni+ &’x=0 (4.42)

Reseni Ize hledat ve tvaru x = Ce*’, kde A je konstanta (Obecné existuji dvé fesent,
s konstantami C,, 4, a C5, A,.) Vyjadtime-li takto x v rovnici (4.42), dostaneme po
uprave nasledujici vztah pro vypocet konstant A;, 4, z parametrti tlumice:
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kde N = b/(2m), @ = k/m. U kmitavych pohybti znaéi @ kruhovou frekvenci
vlastniho netlumeného kmitani a N ,,frekvenci® tlumeni. Podle vzajemné velikosti
N a @ mohou nastat obecné tfi piipady:

1. N <o (tzv.podkritické tlumeni)

Kofeny rovnice (4.42) jsou komplexné sdruzené, a obecné feseni je
x(H)=Ce™ sin (ot + g) , (4.44)

kde C a ¢, jsou konstanty, které se najdou z pocatecnich podminek. Pro x(0) = 0,
%(0) = v(0) = v je FeSeni

x(1)= Y0 ™' sin (a?) . (4.45)
2

Vyraz (4.45) méa dvé slozky: exponencialné klesajici (™ ‘) a sinusovou [sin (@f)],
kde @, je vlastni kruhovd frekvence kmitdni s tlumenim, ktera je vazana
s kruhovou frekvenci @ volného kmitani (bez tlumeni) vztahem

o=V’ -N)=owV1-5) ; (4.46)

d= N/w je tzv. pomérny tutlum. Kmitani s tlumenim je tedy o néco pomalejsi nez
bez tlumeni.

Sinusova slozka ve vztahu (4.44) ukazuje, Zze draha bude stiidavé kladna a zaporna,
takze brzdéné tcleso bude periodicky kmitat vpfed a zpét, i kdyz s utlumem.
Frekvence kmitani (kmitocet) f; je s kruhovou frekvenci @, vazana vztahem

o=27rfi . (4.47)

Vyraznéjsi kmitani je ale pro jednorazové zastaveni nevhodné, takze tento piipad
nepfichazi pro brzdéni v ivahu. V praxi se kapalinové tlumice s odporem umérnym
rychlosti pouzivaji pfedev§im pro tlumeni vibraci. Tohoto ptipadu si vSimneme
podrobnéji v kapitole 7.

2. N = (tzv. kritické tlumeni)

Obecné feseni je

x()=e™" (C+ i), (4.48)
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kde C; + C, jsou konstanty. Pfi pocate¢nich podminkach x(0) = 0 a v(0) = v, je
Casovy pribéh drahy brzdéného telesa

x()=vote™ (4.49)
arychlost
i) =voe ™' (1 -Np). (4.50)

Na obr. 4.11 jsou zndzornény oba prub&hy. Vidime, ze pohybujici se téleso se
zpomaluje; v ur€itém bod¢ jeho rychlost klesne na nulu, ale pak se za¢ne pomalu
pohybovat zpét a po urcité dobé se definitivné zastavi. Toto chovani je
pochopitelné: pohybujici se téleso pieda pruziné Cast své kinetické energie jako
potencialni energii, a ta potom nuti brzdéné téleso vracet se zpét. Ani tento piipad
neni pro zastaveni jednorazového narazu piili§ zadouci. Opét by zde musel byt
pridavny mechanismus, ktery zajisti zastaveni pii dosazeni nulové rychlosti.

Podobna situace je v nasledujicim piipad¢ s vyraznéj$§im tlumenim.

-
-
-~ o

Obr. 4.11. Brzdeni s kritickym tlumenim (schematicky).

3. N > o (nadkritické tlumeni)

Pti pocatecnich podminkéach x(0) = 0, v(0) = vy, je Casovy prabch drahy brzdéného

télesa

x(1) = (vy/a) ¢ ' sinh(a 1) 4.51)
a rychlost

#(f) = v e " [cosh(at) — (N/a) sinh(a 1)] , (4.52)
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kde «a je definovano vztahem
=N - . (4.53)

Oba pribehy jsou podobné jako na obr. 4.11. Rychlost monoténné klesa k nule, ale
nabyva jesté po uréitou dobu malé zaporné hodnoty. To znamena, Ze se téleso na
konci své drahy vraci jesté o maly kousek zpatky. To vSak jiz nemusi znamenat
problém, zejména pokud se uzije pomocny mechanismus jako v predeslém ptipad¢.

4.5 Naraz na pruZinu s linearni charakteristikou a s tltumenim
umérnym ¢tverci rychlosti

Odpor umérny kvadratu rychlosti mivaji naptiklad tlumice, u kterych je odpor
vyvozovan pritokem plynu otvorem. Uspofadani je stejné jako na obr. 4.10, pouze
charakteristika tlumice je jina. Pohybova rovnice je [1]:

¥+%BRP+ o x=0, (4.54)

kde R [m™'] je konstanta charakterizujici tlumeni a @ = V(k/m) je kruhova
frekvence volného kmitani; & je tuhost pruziny a m hmotnost brzdéného télesa.

Reseni pomoci elementarnich funkci neni mozné. Jestlize ale vyjadiime zrychleni
pomoci derivace ¢tverce rychlosti podle drahy,

£=d(0’)/(2dx) = d(#°)/(2dx) , (4.55)
a zavedeme-li oznadeni #* = z, mizeme rovnici (4.54) po vynasobeni dvéma
prepsat na tvar

dz/dx+Rz=-2¢"x . (4.56)
Resenim této rovnice je

z(x) = C exp(£ Rx) + z, (4.57)
kde C je integra¢ni konstanta a z, je partikularni integral. Jeho mozZny tvar je [1]

z,=[2&"/R*] (1 £ Rx) . (4.58)

Znaménko + plati pro & > 0, a znaménko minus pro % <0. Omezime-li se na kladné
hodnoty * a na piipad néarazu, kdy na pocatku (¢ = 0) je vychylka x = 0 a rychlost

v(0) = vy, dostaneme po Gpravach nasledujici vyraz pro zavislost rychlosti na draze:
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v=voV[1 = QW (Rv¢*))x] = voV(1 — 4x) , (4.59)

kde A4 je konstanta dand vztahem A = [2¢'/(Rv,’)]. Drahu do zastaveni x
dostaneme z rovnice (4.59) pro (v) = 0:

xb = Rvo* /) . (4.60)

Casovy pribéh drahy lze (s ptihlédnutim k tomu, Ze v = dx/df) ziskat numerickou
integraci upraveného vztahu (4.59).

Poznamka. Z Cist¢ matematického hlediska by jedno z feSeni rovnice (4.54) mohlo
vyjadifovat kmitavy pohyb. V naSem ptipad¢, kdy piedpokladdme, Zze vhodnou
konstrukci a sefizenim docilime zastaveni v prvni ptlperiodé pohybu (podminkou
je silné tlumeni s pohlcovanim energie), jsme pohyb zpét neuvazovali.

4.6 Zmény Kinetické energie v prubéhu brzdéni

V nékterych piripadech neni ukolem brzdiciho zatizeni ipIn¢ zastavit pohybujici se
téleso; muze postaCit dostatecné snizeni jeho kinetické energie, a konecné
zastaveni je dosazeno jinym zpusobem. Z tohoto hlediska je uzitecné vidét, jak
klesa kineticka energie télesa s klesajici rychlosti. Ze vztahii pro kinetickou energii
na pocatku brzdéni télesa o rychlosti vy a v okamziku, kdy rychlost klesla na v,

Ekin,O: V2 mv02 ) Ekin,V: 2 mV2 (461)
dostaneme
Exiny/Exing = (v o)’ (4.62)

Napiiklad pii poklesu rychlosti v na polovinu ptivodni hodnoty klesne kineticka
energie télesa (a tedy schopnost zpisobit skodu) na jednu Ctvrtinu, pfi poklesu na
desetinu klesne na pouhé jedno procento, a pii poklesu na tfi procenta ptivodni
rychlosti poklesne na méné nez jednu tisicinu. V takovém pfipadé¢ muize byt
prijatelny i tvrdsi doraz
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5. Odezva a poruseni materiali a soucasti

5.1 Uvod

Pro analyzu poméri pfi zatizeni konkrétni soucasti je nezbytna znalost vztahti mezi
napétim a pretvofenim pouzitého materialu. Naopak znalost zékladnich ryst
usnadni volbu materidlu pro konkrétni aplikaci. Na obr. 5.1 jsou znazornény
pracovni diagramy (o — &) tahovych zkousek rtznych druhd materidlt. Prace
spotiebovana do poruseni je umérna plose pod kiivkou napéti — pretvoreni.

Obr. 5.1a je typicky pro kiehké materidly, jako je sklo, keramika, kalend ocel nebo
beton. Pro niZs$i napéti plati mezi napétim o a pretvofenim & pfima umeérnost,

oc=F¢, (5.1)

kde E je modul pruznosti v tahu (tzv. Youngtv modul). K poruseni dojde, jestlize
maximalni napéti dosahne meze pevnosti op. Poruseni je nahlé a na zlomenych
¢astech nejsou patrné trvalé deformace. Pevnost v tlaku je zhruba o fad vyssi nez
v tahu. Spotieba energie pii lomu je mala.

O.FJ s

£
o

Cp-- I

£ £ 2y &
a. b. C. d.

Obr. 5.1. Diagramy tahové zkousky riiznych materialii.
a — material kirehky, b, c — material pruznoplasticky, d — pryz. o— napeti,
&— pomérné prodlouzeni, o, — mez pevnosti, oy — mez kluzu
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Obrazky 5.1b, ¢ jsou typické pro tvarné kovové materialy, napiiklad pro mekkou
konstrukéni ocel, hlinik nebo méd’ a jejich slitiny. Pro napéti niz$i nez mez kluzu
ok plati i zde mezi napétim a pretvofenim pfima umeérnost. Jakmile napéti dosahne
meze kluzu, za¢nou deformace narGstat rychleji a po odlehéeni ziistanou trvalé
zmeény tvaru a rozméri. Diky plastickym deformacim je spotieba energie do
poruseni mnohondsobné vyssi nez u materialti kiehkych.

Obr. 5.1d je typicky pro pryze a nékteré dalsi polymerni materidly. Ve vétsim
rozsahu zatizeni je diagram nelinearni, ale az do poruSeni nevznikaji trvalé
deformace.

V dal§im si podrobngji vSimneme chovani soucasti jednotlivych materiald.
Ptihlédneme i ke vlivu tvaru a dalSich ¢initeld

5.2 PruzZnoplastick4 odezva tvarnych materiali

Pro lepsi pochopeni a snadnéjsi vypocty se pracovni diagramy casto zjednodusuji
a aproximuji jednoduchymi vyrazy. Tii nejobvyklejsi aproximace jsou [1 — 3]:

Bilinearni funkce (obr. 5.2a):

oc<loy ¢=0l/E oy je mez kluzu (5.2a)
oc>oy &=&+(o—-oy)E ; Ejetzv. modul zpevnéni (5.2b)

Mocninna funkce (obr. 5.2b),

oc<oy ¢&=0/F (5.3a)

oc>oy ¢&=Ko™; K, m jsou konstanty (5.3b)

Idealni pruznoplasticky material bez zpevnéni (obr. 5.2¢).

c<oy ¢e=0l/E (5.4a)
&> &y o = oy &y je prodlouzeni pro o=oy (5.4b)

Uvedené vztahy a diagramy plati pouze pro mensi pietvoreni. Pfi bézné zkouSce
tahem se napéti obvykle pocitd jako zatizeni délené jmenovitou plochou prafezu,
o=F /S, aprislusné diagramy se nazyvaji konvenc¢ni. SkuteCnost, ze pii zatizeni
osovym tahem nebo tlakem se kromé prodluzovani vzorku méni se i velikost jeho
prafezu, se zanedbava. To je pripustné pro pretvoieni nepiekracujici nékolik
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& £ &
a. b. C.

Obr. 5.2. ldealizované pracovni diagramy. a — bilinedrni funkce, b — mocninnd

funkce, ¢ —idealni pruznoplasticky material bez zpevneéni. oy — mez kluzu

procent. Pii vétSich deformacich jiz nejsou zmény prurezu zanedbatelné a skutecné
napéti se zacina vyraznéji liSit od jmenovitého. Zavislost mezi skuteCnym napétim
a pretvofenim pfi tahové zkousce mekké konstrukéni oceli je naznacena na obr.
5.1c carkovan¢; hotejsi hodnota op predstavuje skutecné napéti pii pretrzeni.
Rozdily naristaji zejména pfi napétich, blizicich se k mezi pevnosti, kdy se
u vzorku zacina tvofit kré¢ek v misté budouciho ptetrzeni (obr. 5.3a). Pti zatizeni
tlakem je situace opac¢na: plocha priiezu se zvétSuje (obr. 5.3b) a skutecné tlakové
napéti je nizsi nez jmenovité. Velmi tvarny material by snesl prakticky neomezené
zatizeni jednoosym tlakem. K tomuto chovani je nutno pftihlizet pii nadvrhu prvki
pro tlumeni narazi, kde trvala pietvotreni byvaji znaéné velka.

S R

L AR

a. b.

Obr. 5.3. Deformace tvarnych materialii pii zatiZeni: a — tahem, b - tlakem

Dalsi materialové charakteristiky pruznoplastickych materiali

U pruznoplastickych materiali pro soucasti urcené k tlumeni razii s vyuzitim
nevratného pretvoreni jsou krom¢ pevnosti dulezité 1 dalsi charakteristiky: taznost,
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kontrakce a vrubova houzevnatost [4]. U soucasti s trhlinami je to jeSté tzv. lomova
houZzevnatost. T¢ si vSimneme pozd¢ji. Zde popiseme prvé tii veliCiny.

TazZnost je definovana z maximalniho pomérného prodlouzeni pti tahové zkousce:
_ Lu _LO —
=————=¢
L

0

A ; (5.5

Ly je piivodni métena délka tyce nebo jeji ¢asti, a L, je délka této Casti po pretrzeni.
Zkusebni ty¢ se pii zkousce tahem nedeformuje rovnomeérné€; v blizkosti mista
pretrzeni, tzv. krcku, se prodluzuje vyrazné€ vice. Proto je nutno zohlednit, jak byla
taznost métena. Podle normy na zkouSeni materiali se taznost udava v procentech
a index uvadi, jestli plivodni méfena délka byla rovna deseti- nebo pétinasobku
praméru zkuSebni tyce (oznaceni 4y, resp. 4s). Pokud se u navrhované soucasti
predpoklada, ze se pfi pouziti budou vyuzivat jeji plastické vlastnosti, musi mit
dostatecnou taznost. Podle [5] by mélo byt minimalné As = 15% a mez pevnosti by
meéla byt nejméné o 20% vyssi nez mez kluzu.

Kontrakce je definovana jako nejvetsi pomémé zOzeni prifezu zkuSebni tyce,

zmétené po pretrzeni v misté lomu,

S, -8
Z="—"t =y, (5.6)
SO
So je plocha ptivodniho prifezu a S, je plocha nejmensiho prifezu po pretrzeni.
Udava se v procentech.
Vrubova houZevnatost se zpravidla méfi pomoci standardniho vzorku a vrubem,
do kterého udefi kyvadlové kladivo (obr. 5.4). Vyjadiuje se jako prace
spotfebovana na pterazeni vzorku (K) vztazena na plochu zeslabeného prifezu (Sy),

KC = — (J/em®) (5.7)

/
~ Obr. 5.4. Zkouska vrubové
houzevnatosti kyvadlovym kladivem
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5.3 Odezva viskoelastickych materialii na zatiZeni

Mnoho soucasti se vyrabi z polymernich materiali. U nich deformace zavisi nejen
na velikosti zatiZeni, ale i na jeho trvani a ¢asovém pribéhu. Takovym latkam se
fika viskoelastické a existuje fada modelt pro popis jejich chovani [6]. Tyto
modely se nékdy znazornuji jako kombinace prvkii elastickych (kde deformace jsou
okamzité a pifimo umeémné zatizeni, resp. napéti) a prvkii viskoznich, kde sily
a napéti jsou pfimo Umérné rychlosti deformovani a deformace nartstaji se
zpozdénim. Pro prvky elastické plati Hookuv zakon, o = E¢, pro prvky viskozni
plati Newtontv zdkon, o= n&, kde 7 je dynamicka viskozita a £ = de&/dt je rychlost
pomémého pietvareni. Dva nejjednodussi modely viskoelastickych latek jsou
Maxwellovo téleso (M na obr. 5.5) a Kelvinovo-Voigtovo téleso (K-V na obr.
5.5). Maxwellovo teleso reaguje na zatizeni od prvniho okamziku (elasticka slozka
deformace je okamzitd a pak trvale nariistd viskézni slozka, ktera by u tohoto
modelu mohla nartistat bez omezeni. U Kelvinova-Voigtova télesa deformace
nartistaji od nuly postupné a maji kone¢nou velikost. Casto se uzivaji modely

M K-V sLs
WA

to t

Obr. 5.5. Viskoelastické modely. M — Maxwellovo teleso, K-V — Kelvinovo-
Voigtovo téleso, SLS — Standard Linear Solid (standardni linearni téleso)

s pruzinou, SLS na obr. 5.5). Toto téleso jiz mlze ptijatelné modelovat jak ptipady
zatizeni silou konstantni nebo monoténné se meénici, tak i kmitavy pohyb
s tltumenim. U jednorazového zatiZzeni se pracuje s tzv. funkci odezvy, ktera sestava
z vice ¢lenti a obvykle se popisuje pomoci fady exponencialnich funkci, naptiklad
[6, 71:

y(it)=F C0+Zn:CjeXp(—t/rj) ; (5.8)

j1
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F je zatizeni, y je deformace, ¢ je Cas, Cy, Ci,... jsou konstanty pro dany material
a geometrii té€lesa a zatiZzeni, a 7; je tzv. relaxaCni doba, kterd charakterizuje
rychlost doznivani u¢inkt zatizeni. Pfi rychlém zatiZeni jsou viskoelastické efekty
zpravidla malé a u kratkodobého razu staci reagovat pouze ,,pruzina®“ Cy. Pro popis
ustaleného kmitani je zase dulezity tzv. fazovy uhel ¢, ktery charakterizuje
zpozdéni mezi zatizenim a deformaci, a také ztraty energie pifi opakovaném
zatézovani nebo pii kmitani; viz téZ hysterezni smycku na obr. 7.14 v kapitole 7.9.

5.4 PoruSeni tvarné a kiehké

Jestlize zatizeni dosdhne jisté kritické velikosti, dochdzi k poruseni t¢lesa, a to bud’
trvalou zménou tvaru (a popiipadé lomem) u materidld houzevnatych, anebo
lomem u materialii kiehkych. Je vhodné poznamenat, ze déleni materialii na kiehké
a houzevnaté neni zcela spravné. Jen velmi malo latek lze oznacit za skutecné
kiehké, naptiklad diamant nebo kiidu. U vétSiny materidll lze za vhodnych
podminek docilit trvalé zmény tvaru, i kdyz nékdy jen ve velice malém objemu
a rozsahu, napiiklad trvaly vtisk Vickersova indentoru pfi méfeni mikrotvrdosti
Tvarny lom je doprovazen pomérné velkymi zménami tvaru. Kiehky lom je
takovy, ktery prakticky nevykazuje znamky trvalého pietvofeni pied porusenim.
Mnoho materiali se mize porusSit obéma zpusoby, v zavislosti na fad¢ Cinitelt.
Ke kiehkému lomu obecné piispiva pét faktort: 1. kiehky material, 2. tahové
napéti, 3. nizka teplota, 4. razové zatizeni a 5. slozity tvar soucasti s vruby nebo
dalsimi koncentratory napé&ti. Nékterych faktort si zde kratce vSimneme.

Napjatost. Tahova napéti se snazi atomy materidlu od sebe oddalovat, coz obecné
napomaha rozruSeni odtrzenim, obr. 5.6a. Smykové napéti se snazi posouvat vrstvy

a. b.

Obr. 5.6. Lom odtrzenim (a) a trvalé pretvoreni smykovym napétim (b).
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atomi po sob¢, coz ptispiva k plastickému deformovani, obr. 5.6b. Nesmime ale
zapomenout, Ze i pfi zatizeni smykem se v télese vyskytuji roviny, ve kterych
pusobi normalova napéti tahova nebo tlakova, a naopak pfi zatizeni tahem se
vyskytuji také roviny, kde ptisobi smykova napéti.

Teplota. Trvalé zmeény tvaru téles zkovovych materidlii vznikaji predevsim
premistovanim velkého mnozstvi atomil. Ty jsou pohyblivéjsi pii vysSich teplotach
a mén¢ pohyblivé pii teplotach nizsich. Naptiklad ocelova soucast, kterou lze pii
razovém zatizeni trvale pretvorit i pfi pokojové teploté, praskne, je-li teplota nizsi
nez takzvana ptrechodova teplota. To je teplota, pfi které dochazi k nahlému
poklesu vrubové houzevnatosti. Pfechodové teploty jsou u riznych materialt
rizné. U néckterych kovl jsou znaéné pod bodem mrazu, naptiklad —100°C,

u jinych je to naopak jiz pii teplotach blizicich se k nule.

Pfitomnost koncentratord napéti. V oblasti ndhlé zmény tvaru nebo prifezu
existuje zvysené napéti, ale jiz v mensi vzdalenosti od vrubu plisobi napéti niZsi.

Vhodné podminky pro plastické teCeni, a tedy i pro pohlcovani energie narazu, jsou
tedy jen v relativné malém objemu. V koteni vrubu tak mtze byt pomérné brzy
vyCerpana schopnost plastického teeni, na rozdil od soucasti s prifezem
konstantnim nebo plynule se ménicim, kde mtze probihat plastické deformovani
ve vét§im objemu. Téchto otazek si v§imneme v nasledujicim oddilu.

Rychlost zatézovani. Pfemistovani atomd (pfi plastickém teCeni) do novych

rovnovaznych pozic vyzaduje ¢as. Pfi dynamickém, resp. rdzovém zatizeni nartista
napéti velmi rychle, takze vznikaji pfiznivejsi podminky pro poruSeni odtrzenim,
nez pro plastické deformovani.

Nebezpecnd jsou predevSim zatizeni, jez vznikaji pfi vzdjemnych srazkach
ktehkych téles nebo tiderech na né. Nebezpecna jsou proto, ze v dusledku prakticky
neexistujici plasticity se témét vSechna energie narazu meéni v energii pruznych
napéti, ktera tak mohou dosahnout znac¢né vysokych hodnot. S ohledem na nizsi
pevnost v tahu kiehkych material a nizkou spotfebu energie pfi lomu proto dojde
Casto k naruseni nebo k uplnému zniceni télesa i pti zdanlivé nevinném tderu.

Chovani pfi razu zavisi na mnoha cinitelich. Kromé rozmérti a hmotnosti obou
téles se uplatiuji také jejich fyzikalni a pevnostni vlastnosti, celkova poddajnost
dana jejich materidlem, tvarem a zplsobem ulozeni; dale hraje roli charakter
vzajemného kontaktu, pocatecni rychlost narazu a dalsi vlivy.
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Z fyzikalnich veli¢in je dulezity predevsim modul pruznosti. Je-li jedno z téles ¢i
ob¢ z materialu tvarného, maji vyznam i veli¢iny charakterizujici tyto vlastnosti,
napi. mez kluzu a mez pevnosti. U pevnosti se nékdy uplatiuje také jeji zavislost
na dob¢ zatiZeni, zndma napt. u skla, porcelanu a nékterych druhti keramiky pod
nazvem statickd unava. Pfi ni dochazi k velice pomalému zvétSovani piitomnych
mikroskopickych trhlin a dalSich vad ucinkem okolniho prostiedi, napiiklad
vzdusné vlhkosti, tzv. koroze pod napétim. Na rozdil od béznych zkousek pevnosti,
pii kterych napéti nartista pomalu, takze doba do lomu ¢ini obvykle desitky sekund,
byva pii narazu doba pisobeni napéti jenom 107> az 107 s, tzn. tisickrat az
milionkrat krat$i. Zkraceni doby zatizeni omezuje napétovou korozi v kofeni
trhliny, coz se projevuje zvySenou pevnosti. | kdyz toto zvySeni pevnosti neni piili§
vysoké (u skla namétime pfi razovém zatizeni pevnost zhruba 1,2 az 2krat vyssi
neZ pii pomalu rostoucim zatiZeni, a zkracovani doby zatiZeni pod 107 s jiz nema
na pevnost vliv), mlze v n¢kterych pfipadech rozhodnout o tom, dojde-li
k poruseni soucasti ¢i nikoliv.

Deformace a poruseni soucasti z riiznych materiala

Bez ohledu na ur€itou neptfesnost budeme v dalSim pouzivat vyrazy houzevnaté
a kiehké materialy v jejich obvyklém smyslu.

5.5 Materialy houZevnaté — pruznoplasticky ohyb

U dilt urcenych pro pohlcovani energie plastickym deformovanim neni namahani
tahem vhodné. Vyhodnéjsi, resp. bezpecnéjsi je namahani ohybem. Zde ukazeme,
jak se pfi ném vyviji rozloZeni napéti pii rostoucim zatizeni.

Na obr. 5.7 je znazornén nosnik na dvou podporach zatizeny uprostifed piicnou
silou. V dolni ¢asti je ukdzano rozlozeni ohybového momentu po délce.

F

J Obr. 5.7. Elastickoplasticky ohyb.
#n  Plasticky deformovand oblast a

rozlozeni momentii. M - ohybovy

moment, My - moment, kdy napéti
v krajnich vidknech dosahnou mez

kluzu.
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Obrazek 5.8 ukazuje, jak se postupné¢ méni rozlozeni napéti v nejvice namahaném
praiezu uprosted rozpéti. Pro jednoduchost se zde omezime na obdélnikovy prifez
a idealni pruznoplasticky material bez zpevnéni (obr. 5.2¢), se stejnou hodnotou
meze kluzu v tahu i tlaku. Je to znacna idealizace, ale pro ziskani vSeobecné
predstavy je uzitecna.

o ) i i B

L. 1. . V.

Obr. 5.8. Elastickoplasticky ohyb.
RozlozZeni napéti v nejvice namahaném prurezu pri postupnem naristu zatizent
(1, 1L, IIl, IV). z, - rozhrani mezi elasticky a plasticky deformovanou oblasti.

Zpocatku (obr. 5.8-1) se material deformuje pouze pruzné a napéti v priifezu rostou
pfimo umérné se vzdalenosti z od neutralni osy. V jedné poloviné prifezu pusobi
napéti tahova a ve druhé poloviné napéti tlakova, a plati pro n¢ [8]:

o= . . (5.9)
J
M je ohybovy moment v daném misté a J je kvadraticky moment priifezu v ohybu
(pro obdélnikovy prifez je J = bh*/12; h je vyska prifezu ve sméru zatizeni a b je
jeho $itka). Podobné rozlozeni napéti existuje az do okamziku, kdy maximalni
napéti na povrchu dosdhne meze kluzu oy (obr. 5.8-1I). Odpovidajici moment
a zatizeni v nazna¢eném piipad¢ je

bh’ L _AMy

: - : (5.10)
6 K I

MKZO-Yz :O-Y

Z je modul prufezu v ohybu a / je rozpéti nosniku. Pti dal§im zvySovani zatizeni se
charakter rozloZzeni napéti meéni. Tam, kde bylo dosazeno meze kluzu, jiz napéti
dale neroste (predpokladdme material bez zpevnéni, obr. 5.2¢). Prirlistek momentu
nad My proto bude pfendSen pouze materialem v oblasti, kde je napéti dosud nizsi
nez oy, a deformace proto budou nartistat rychleji. PobliZ neutralni osy je elastické
jadro s linearnim nartstem napéti se vzdalenosti od osy (obr. 5.8-II1). Ve vétsi
vzdalenosti nez z. je material jiz plné zplastizovan a napéti zde ma konstantni
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hodnotu rovnou mezi kluzu oy. Pfechod mezi elastickym jadrem a plastickou
oblasti je ve vzdalenosti z. od neutralni osy [1 — 3, 8]

2
a= |3l " _ Mep | 5.11)
4 oyb

M. je elasticko-plasticky moment, vétSi neZ M. S rostoucim zatizenim se dale
zveétsuji tloustky zplastizovanych oblasti a klesa tlouStka elastického jadra. To
nakonec vymizi pfi mezni velikosti ohybového momentu

2
My, = oy bZ ; (5.12)

Nyni je prafez jiz zcela zplastizovan (Obr. 5.8-IV). Mezni moment je
u obdélnikového prufezu o 50% vyss$i nez moment, pii kterém bylo poprvé
dosazeno meze kluzu. Prohnuti prutu v tomto okamziku vsak jesté neni veliké.
U materidlu bez zpevnéni by dany ohybovy moment My, mohl vést
k neomezenému pootdceni obou ramen nosniku a ke zhrouceni konstrukce.
(U realnych materiald k uréitému zpeviiovani dochazi.) Protoze deformace jsou
soustfedény v oblasti maximalniho momentu, fikame, ze zde vznikl plasticky
kloub (obr. 5.7). POZNAMKA. Jak je ziejmé ze vztahd (5.10) a (5.12), plasticky
kloub se vytvoii jiz pfi pomérn¢ malém pfekro¢eni podminky plastického teceni.
Rovnéz deformace odpovidajici vzniku plastického kloubu jsou pomérné malé.

Podobna situace je i u jinych tvar prafezu. Obecné Ize mezni moment vyjadfit ve
tvaru

My=ovZy (5.13)

kde Z, je tzv. plasticky modul prifezu. Vztahy pro jeho vypocet pro nékteré tvary
praiezu lze najit v tabulce 5.1 a v literatuie, naptiklad [9 — 11]. Poznamenejme, ze
pomér mezi meznim momentem (pii vzniku plastického kloubu) a momentem, kdy
napéti poprvé dosadhlo meze kluzu, je stejny jako pomér plastického a elastického
modulu prifezu, My/Mx = Z,/Z. Tento pomér také charakterizuje rezervu
unosnosti po dosazeni meze kluzu.
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Tabulka 5.1. Elasticky a plasticky modul priiFezu v ohybu diileZitych tvaru

Tvar prirezu VA Zp) Zy 1Z =My /Mg

ObdéInik bh*/6 bh*/4 1,5 b - §itka, h - vyska
Kruh D32 /6 1,7 D - primér

I - profil ~ 1,15

Jestlize behem zatéZovani télesa doslo k plastickému teceni, zlistanou v ném po
odlehceni trvalé deformace. Elasticka slozka deformaci vymizi. Pokud bylo napéti
v prifezu rozlozeno nerovnomérng, jako napiiklad pii ohybu, zlstane v materialu
po odlehceni trvale i zbytkové napéti ors. Velikost tohoto napéti v ur€itém misté
dostaneme, kdyZ od skute¢ného napéti v pruznoplastickém stavu, o, odecteme
fiktivni elastické napé€ti op.;, které by zde ptisobilo pfi stejném zatizeni, pokud by
se téleso deformovalo pouze pruzné (tj. jako kdyby mélo naptiklad mnohem vyssi
mez kluzu):

Ores = Oel-pl — Ofel (5 14)

Obr. 5.9 ukazuje rozlozeni zbytkovych napéti v prifezu po vyvolani plastickych
deformaci s rozlozenim napéti dle obr. 5.8-II1 C. Je uzitecné védet, Ze v mistech,
kde pii zatizeni doslo nejdiive ke vzniku plastickych deformaci, budou zbytkova
napéti po odlehéeni mit opa¢né znaménko nez pii zatizeni.

=]

O-el—pl b?.e| Ores

Obr. 5.9. Elastickoplasticky ohyb. Stanoveni zbytkovych napéti o
Oup - hapéti v elastoplastickém stavu, oy - fiktivni elasticka napéti

Pfi plastickém teCeni se pohlcuje mnohem vice energie nez pii deformovani
elastickém. Proto u materiali pro soucasti, které maji za ukol zmirnit naraz svym
plastickym deformovanim, pozadujeme, aby bez poruseni snesly velké trvalé
pretvoreni, tj. aby mély vysokou taznost. Ta je zde dulezitéjsi nez vysoka pevnost.
U kovovych prvkll pro tlumeni nérazii se Casto vyuziva ohybu, a je proto nutné,
aby snesly bez lomu co nejvétsi ohnuti.
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5.6 Ztrata stability boulenim

Specificky zplsob poruSeni je ztrata stability boulenim u ¢asti namahanych na
vzpér. Situaci budeme ilustrovat na ptikladu $tihlého prutu zatizeného osovou
tlakovou silou (obr. 5.10 a,b). Pii niz§im zatiZeni je osa prutu pfima a pisobi v ném
rovnomerné rozlozené tlakové napéti o velikosti

ou=FIS ; (5.15)

F je osova sila a S plocha pratezu. Jestlize ale sila dosdhne tzv. kritické hodnoty
Fi, prut ze sebenepatrnéjsi ptiiny ztraci stabilitu (vyboci, jak je naznaCeno
carkované na obr. 5.10a,b) a k tlakovému napéti se navic ptidruzi jest¢ ohybové
napéti, které miize byt mnohonasobné vyssi. Toto napéti ma nejvétsi hodnotu

omx=FelZ, (5.16)
kde e je velikost vyboceni. Naptiklad u prutu kruhového prafezu bude celkové
maximalni napéti v krajnim vlakné

Omax = 0u [1 + 8(d/D)], (5.17)
kde D je pramér prutu, d je jeho prithyb a oy je tlakové napéti pied vybocenim.
Naptiklad pii vyboceni stejn€¢ velkém jako je primér prutu, bude maximalni napéti
devétkrat vyssi nez pred vyboCenim. Pii vybouleni se rychle zvétSuje hodnota e,

7

a)

Obr. 5.10. Ztrata stability boulenim. a, b) ohyb tyci a podobnych stihlych prvkii,
¢) lokalni ztrata stability osové stlacované valcové skorepiny [mdp.eng.cam.ac.uk;
wikipedia.com; 26.1.2018].
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takze ohybovy moment stale nartsta. To ma za nasledek rychlé dosazeni meze
kluzu, plastického teceni a maximalni mozné deformace u materialu houzevnatého,
anebo dosazeni meze pevnosti a lom u materidlu kiehkého. Cely proces je tedy
zpravidla nestabilni a ¢asto konci zhroucenim konstrukce.

Kritické zatiZeni, pii kterém dojde k vyboceni v idealnim ptipadé, je [8,9, 11,12]:
Fie = 7EJI (5.18)
a odpovidajici kritické napéti (F/S) je
o= TEIZ* . (5.19)

V téchto vztazich je £ modul pruznosti, J je moment setrvacnosti priiezu v ohybu,
lo je charakteristicka délka prutu, zohlediiujici kromé jeho skute¢né délky i zptisob
upevnéni koncli, a A je tzv. Stihlostni pomér (=ly/i, kde i je tzv. polomér
setrvacnosti). V podobném tvaru lze vyjadtit podminky pro vybouleni také pro
desky nebo skofepiny.

Vztahy (5.18) a (5.19) plati pro idealni piipad: dokonale ptimy prut a tlakova sila
ptsobici v jeho ose, resp. v té€zisti prifezu. Tyto podminky nejsou nikdy zcela
splnény. Kvuli riznym nedokonalostem, tzv. imperfekcim, dochazi k vybocovani
jiz pfi ne€kolikanasobné nizSim zatizeni, nez je F\y,. Piesto jsou uvedené vztahy
uzite¢né, nebot’ fikaji obecné, Ze

Odpor proti vybouleni je tim niZsi, ¢im vétsi je Stihlost prvku a ¢im niZsi je tuhost
materidlu, charakterizovand modulem pruznosti..

Stihlost daného prvku je charakterizovana pomérem jeho délky a momentu
setrvacnosti, resp. tloustky, a tuhost materidlu je charakterizovina modulem
pruznosti.

Vzorce (5.18) a (5.19) lze také vyuzit, jestlize naopak chceme, aby hrouceni prvku
nastalo pfi sile nepiekracujici ur¢itou pozadovanou hodnotu.

Podobné vztahy, smodulem pruznosti, tloustkou stény a charakteristickym
délkovym rozmérem, plati i pro ztratu stability vyboulenim desek zatizenych
tlakem ve své stfedni rovin¢ nebo skotfepin. U nich Casto dochazi k lokalni ztraté
stability, napfiklad pfi ohybu, ale i pfi stlaCovani oteviené¢ho profilu nebo
tenkosténné trubky osovou silou (obr. 5.10c); zde je geometrickym parametrem
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pomér tloustky stény a poloméru trubice. Tohoto jevu, lokalniho borceni
tenkosténnych trubek, se vyuziva pfi konstrukei jednorazovych absorbérii energie
pii razech, naptiklad u vlakii nebo automobil. Podrobnosti I1ze najit v kapitole 6
a v literatufe, napiiklad [19 - 22].

5.7 Vliv vrubi a dalSich koncentratori napéti

Tvar redlnych soucéasti je Casto slozity, sndhlymi zménami tvaru a s vruby
(obr. 5.11). Je dulezité veédet, ze télesa s vruby i jinymi koncentratory napéti maji
vétsi sklon ke kiehkému porusSeni, tj. s malou spotfebou energie, i kdyz jsou
z relativné houzevnatého materialu. To je pochopitelné z obr. 5.12. V oblasti vrubu
je napéti rozlozeno nerovnomérné. Nejvyssi je v kofeni vrubu a smérem do
materidlu klesad. Podrobné rozloZeni napéti lze zjistit pocitacovou analyzou.
Ptibliznou hodnotu maximalniho napéti na povrchu vrubu dostaneme
z jednoduchého vztahu

O-max = a Unom (5.20)

kde opom je jmenovité napéti v oblasti vrubu a « je soucinitel koncentrace napéti.
Hodnoty téchto tzv. tvarovych Cinitelli Ize pro technicky dulezité tvary vrubi
a zpusoby zatizeni najit v riznych ptiruc¢kach, napt. [12, 13].

Obr. 5.11. Priklady vrubii v soucdstech. Sipky ukazuji nebezpecna mista.

Soucast z kiehkého materidlu se porusi, jestlize maximalni napé€ti v ur€itém misté
dosahne meze pevnosti op. Ze vztahu (5.20) vyplyva, Ze u kiehké soucasti
s vrubem dojde k poruseni, jestlize jmenovité napéti dosahne hodnoty
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Onom = GPt/ a. (521)

Prakticky to znamena4, Ze vrub snizi technickou pevnost a—krat !

EEEENNARY

Obr. 5.12. Deska s otvorem a koncentrace
napéti u jednoho vrcholu (schematicky).

REREERERR
g

Materialy tvarné se zpocatku deformuji pruzné. Kdyz ale n¢kde napéti prekroci
mez kluzu, material se v daném misté deformuje plasticky a spotfebovava se zde
vice energie. U soucasti s vrubem je v disledku nehomogenniho rozlozeni napéti v
oblasti vrubu ale plastické teceni omezeno jenom na maly objem materialu v téchto
mistech. Celkova spotieba energie napiiklad pii narazu je tady proto mensi, nez by
byla u télesa bez vrubu, s napjatosti homogenni, kde jsou pfiznivéjsi podminky pro
plastické teceni v daleko vétsSim objemu. (Porovnejme vobr. 5.2 plochu
odpovidajici elastickému deformovani, tj. do dosaZeni oy, splochou celého
diagramu vcetné plastického deformovani.) Také plati, ze energie, pfedand pfi
narazu, se v télese jednoduchého tvaru rozlozi ve velkém objemu a odpovidajici
napéti budou pomeérn€ nizka, zatimco v télese s vrubem je stejné mnozstvi energie
soustfedéno v mnohem mens$im objemu, takze zde vyvola relativné intenzivngjsi
plastické teceni, az poptipadé vycCerpani pretvarné schopnosti materialu a nasledny
lom. Vliv vrubu je mozno ilustrovat na piipadu razového zatizeni tramecku bez
vrubu a s vrubem, jaky se uziva pti zkouskach vrubové houzevnatosti (obr. 5.4).
Je-li vzorek hladky, padajici kladivo jej ohne, zatimco vzorek s vrubem je pferazen
s rysy kiehkého lomu.

Velmi nebezpecné jsou trhliny, zejména pokud plisobi tahova napéti. Zaklady pro
posuzovani porusSeni téles s trhlinami budou podrobnéji probrany v nasledujicim
oddilu. Chceme-li u soucasti z houzevnatého materialu predejit kiehkému poruseni
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pii razovém zatizeni, méli bychom u nich vyloucit trhliny i vSechny nahlé tvarové
zmény a koncentratory napéti.

5.8 Vliv trhlin, zaklady lomové mechaniky

Jesté horsi situace z hlediska odolnosti vii¢i razovému zatizeni je u téles, ve kterych
je jedna nebo vice trhlin. Muze jit o trhliny vzniklé béhem vyroby, ale i béhem
provozu, napiiklad v disledku tnavy pii opakovaném namahani. U télesa
s trhlinou dojde pfi narazu snadno ke kifehkému lomu. Trhlina pfedstavuje velmi
silny koncentrator napéti, ktery vyrazné¢ omezuje plastické deformovani (a tedy
i pohlcovani energie) v piisluSné oblasti. Prvni teoretické analyzy napjatosti, délané
za predpokladu cist¢ pruznych deformaci, davaly v kofeni trhliny nekonecné
vysoké napéti, coz neni mozné. Pozd¢€ji byly navrzeny dva pfistupy, které tento
nedostatek ptekonaly [14, 15]. Prvni z nich pracuje s pojmem faktor intenzity
napéti K. Ten charakterizuje souhrnné vliv jmenovitého napéti oo, V oblasti
trhliny a jeji velikosti podle vztahu

Ki= Goom Y NI ; (5.22)

[ je délka nebo jiny charakteristicky rozmér trhliny a Y je geometricky Cinitel, ktery
zahrnuje vliv tvaru a polohy trhliny, jeji relativni velikost vzhledem k velikosti
prifezu v daném misté a také charakter rozlozeni napéti (tah, ohyb apod.). Rozmér
je Pa.m"?, popt. MPa.m"2. Index u faktoru intenzity napéti (I, II nebo IIT) oznacuje
zplisob rozevirani trhliny (obr. 5.13). Trhlina zac¢ne rychle rust, jestlize faktor

B

intenzity napéti dosdhne kritické hodnoty, tzn. pti

Obr. 5.13. Zakladni zpiisoby rozevirani trhliny.

K> Kc (5.23)

Vv

hodnota, Kjc, se nazyva lomova houZevnatost. Ta se méfi na standardnich
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vzorcich s trhlinou, pro které je dobfe znama zavislost mezi délkou trhliny
a hodnotami K. V podstaté jde o to, ze se pii postupném zatézovani tohoto vzorku
zjisti okamzik, kdy trhlina za¢ne rychle rtst, a pro odpovidajici délku a zatizeni se
stanovi pfislusna hodnota Kj, ktera vlastné predstavuje lomovou houzevnatost Kjc.
To, jestli mizeme u jiného télesa s trhlinou ocekavat rychly lom, zjistime, jestlize
hodnotu faktoru napéti K; pro toto téleso s konkrétni trhlinou a zatizenim
porovname s lomovou houZevnatosti K;c, naméfenou pro stejny material.

POZNAMKA. Vzorce nebo grafy pro stanoveni faktoru intenzity napéti lze najit
v ruznych ptiruckach nebo atlasech [16], popiipadé zjistit pomoci vhodného
pocitacového modelu.

Soucast s trhlinou se porusi, jestlize faktor intenzity napéti v ur¢itém misté dosahne
kritické hodnoty Kjc. Ze vztahl (5.22) a (5.23) vyplyva, ze u soucasti s trhlinou
dojde k porusenti, jestlize jmenovité napéti dosahne kritické hodnoty

KC
akrzym.

Protoze tvarovy Cinitel Y zavisi i na velikosti trhliny, je nékdy nutno nalézt jeji
kritickou délku iteraénim postupem.

(5.24)

Naopak miizeme pro urCité jmenovité (pracovni) napéti op.m Stanovit kritickou
délku trhliny,

2
K
[, =|—5—1, 5.25
v (Yannm} ( )

a ovérit nebo zajistit, ze se ve vyrobku mohou vyskytnout nanejvys trhliny
o velikosti mensi nez /,.

Druhy pfistup k posuzovani chovani télesa s trhlinou vychazi z energetickych
principti. V zatizeném elastickém télese s trhlinou je akumulovana energie
pruznych napéti. Dochdzi-1i k ristu trhliny, tato energie se uvoliiuje. Na druhou
stranu, rast trhliny vyzaduje energii, ktera se spotfebovava zejména na plastické
deformovani materidlu v oblasti velmi vysokych napéti pired kofenem trhliny.
Situace je znazornéna na obr. 5.14. Energie, spotfebovdvand na vznik novych
lomovych ploch, roste piimo iméme s délkou trhliny. Uvoliiovana energie roste
umeérné se Ctvercem této délky. Zpocatku proto pfevazuje energie spotiebovavana
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na rast trhliny, ale od urCitého okamziku za¢ne naopak ptevladat energie timto
ristem uvolilovana, a lomovy proces se stava nestabilnim. Pro popis lomového

&
PEbbgtt o

2a

EEERE R ’

o

Obr. 5.14. Deska s trhlinou - energeticka bilance [15].
U — energie pruznych napéti uvolniovana riistem trhliny,
W, — energie spotiebovavana riistem, a. — kriticka délka

procesu byla zavedena tzv. rychlost uvoliiovani energie G jako energie uvolnéna
pii zvétseni plochy trhliny o jednotku plochy (J/m®), a mérna lomova energie I,
vyjadtujici, kolik energie je zapotfebi na vytvofeni lomové plochy jednotkové
velikosti (J/m?). Podminka rychlého §iteni trhliny je

G=>1", resp.G=Ge , (5.26)
kde G¢ znamena kritickou hodnotu rychlosti uvolfiovani energie.

Oba pristupy jsou pii posuzovani poruseni s kiehkym charakterem lomu
ekvivalentni. Naptiklad pro prosté rozevirani trhliny plati

G, =K’ /[EI(1 - 1D)] . (5.27)
Pro jiné zptisoby rozevirani trhliny jsou vztahy podobné.

V tabulce 5.2 jsou uvedeny hodnoty lomové houzevnatosti a mérné lomové energie
pro nékteré materidly.
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Pfi posuzovani mozného poruseni vychazime obvykle z faktoru intenzity napéti. Je
vSak rozumné pohliZzet na proces poruSeni vzdycky i z energetického hlediska.
Naptiklad pfi razu je do télesa dodano urcité mnozstvi energie. A jenom tehdy, je-li
toto mnozstvi vetsi nez hodnota /7% S, kde S je zbyvajici locha prifezu v misté

Tabulka 5.2. Lomovd houzevnatost Kic a mérnd lomova energie Gc nékterych
materialu [17]

Materidl Kic (MPa m'?) Ge (J/m?)
Ocel 30-140 1000 — 85000
Seda litina 10-25 860 — 5400
Keramika (rizné druhy) 1-20 2 -2000
Sklo 0,6-1,0 6-10
Epoxidova pryskyftice 0,5-2,0 50 -200

s trhlinou, mizeme ocekavat Uplny lom. Podobnym zplsobem je také mozno
predpovédet, o kolik se narazem zvétsi existujici trhlina a k jaké degradaci pevnosti
télesa pritom dojde.

Nyni si vS§imneme poruSeni kiehkych téles bez zjevnych trhlin. Ukdzeme si také, ze
nekdy miize poruseni nastat riznymi zplisoby v zavislosti na podminkach zatizeni.

5.9 Poruseni téles z kiehkych materiali

Poruseni soucasti naptiklad z keramiky nebo skla uderem jinym télesem bude
zéaviset na jeho rychlosti, dale na geometrii a rozmérech obou téles a popiipadé na
zplisobu podepfeni nebo ulozeni. V zavislosti na nich miaze dojit k poskozeni
riznymi zptisoby. Charakteristické rysy poruseni ve dvou piipadech si ukazeme na
piikladu télesa ve tvaru nosniku podepfeného na obou koncich, na ktery narazi
druhé t€leso ve tvaru malé koule z pevného materialu (obr. 5.15).

Jakmile dojde ke vzajemnému dotyku, za¢nou se obé télesa deformovat v misté
kontaktu a kromé toho dochazi k prohybéani nosniku. Rychlost letici koule klesa
a jeji kineticka energie se méni postupné v kinetickou energii nosniku a v energii
napjatosti akumulovanou v obou télesech. (Kromé toho dochazi k akumulaci
a rozptyleni Casti energie v mistech podeptfeni nosniku.) Nyni mohou nastat tii
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piipady. Je-li energie letici koule mal4, pfeméni se prakticky celd v energii
napjatosti a koule i nosnik se pfi dosazeni urc¢ité deformace zastavi. Vzapéti ale
dojde k jejich zp€tnému odpruzeni a odskoceni a ke kmitavému pohybu nosniku
(poptipad¢ k opakovani celého procesu v pripadé, Ze se jednalo o svisly pad koule
na vodorovny nosnik). Toto kmitani se v dasledku vnitiniho tfeni v materiadlu
a dalSich ztrat utlumi. Jestlize je energie tideru znacné vysoka, dojde jest¢ pied
zastavenim koule k rozruSeni nosniku. Koule i ¢asti nosniku potom pokracuji dale
v pohybu. Ve tretim ptipadé sice dojde ke vzniku prasklin, ale nosnik si zachova
celistvost.

PoruSeni nosniku muize byt obecné dvojiho druhu v zavislosti na rozmérech
nosniku a koule a na podminkéach narazu [15]. U ten¢ich nosnikli nebo desek budou

Obr. 5.15. Riizné zpusoby poruseni pri narazu koule [15]:
a) ucinkem ohybovych napéti, b) iicinkem kontaktnich napéti

prevladat ohybova napéti, takze lom nastane ohybem (obr. 5.15a). U tlustych
nosnikd a desek, s velkou tuhosti v ohybu, budou ohybova napéti mala a spise lze
ocekavat poskozeni v misté narazu (naptiklad vznik kuzelového lomu, obr. 5.15b).
V nékterych pfipadech nastanou oba zplsoby poruseni.

Neni-li rychlost uderu velika, vychazime pti urovani velikosti napéti ze vztahti pro
napéti, deformace a energii napjatosti pti statickém zatizeni, a dale z ptedpokladu,
Ze se energie razu premeéni v energii pruznych napéti. V nasem piipadé vznika
v nosniku jednak napjatost ohybova, jednak kontaktni.

Ohybova napjatost

Pisobi-li osaméla sila F' uprostied dlouhého tenkého nosniku, podepieného na
okrajich, vyvola jeho prohnuti [15]

y=FC,=F /(48 EJ,), (5.28)
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kde C, je poddajnost nosniku v ohybu, / jeho délka a J, moment setrvacnosti
prifezu v ohybu. Maximalni tahové (ohybové) napéti plsobi uprostfed rozpéti
nosniku, na povrchu protilehlém pisobici sile, a mé velikost

c,=F1l/(42), (5.29)
kde Z je modul prifezu nosniku v ohybu. Akumulovana energie ohybovych napéti
je rovna

Epotonp = 2 Fy =" Co > =P/(96 EJ,) F* . (5.30)

Kontaktni napjatost

Je-li koule o poloméru R vtlaCovana do rovného povrchu masivniho télesa, vznikne
zde kontaktni ploska kruhového tvaru o poloméru a. Stied koule se posune
0 hodnotu [8, 15]

y=Cion F* = [9F*/(16R.EN]"" , (5.31)

kde konstanta Cy,, je tzv. kontaktni poddajnost, R, je ekvivalentni polomér kiivosti
stykajicich se povrchi a E. je ekvivalentni modul pruznosti obou materiali
v kontaktu. Pro tyto dv¢ konstanty plati

1/R.=1/R, + /R, , VE.=(1 — w?)/E, + (1 — °)/E> (5.32)

Ry, resp. R, je polomér kiivosti télesa 1, resp. 2 v misteé kontaktu, £, a £, jsou jejich
moduly pruznosti a g, 45 jsou Poissonova ¢isla. Je-li jeden povrch (napi. télesa 2)
rovinny, plati 1/R, = 0; je-li vyduty, ma R, zdpornou hodnotu. Ze vztahu (5.31) je
ziejmé, Ze deformace neni pfimo umeérna pisobici sile, jako naptiklad pti ohybu,
ale roste sjeji obecnou odmocninou (2/3). Maximalni tahové napéti ptisobi na
okraji kontaktni plosky a ma velikost

Gen = [(1-240/31 o ; (5.33)
Do je maximalni tlak ve stfedu kontaktni plosky, pro ktery plati

po=2312 Pl(ma*) = n " (6FE/R)"” . (5.34)
Energie napjatosti, akumulovana v oblasti kontaktu, je

Epot, kont = 2/5 Con (5.35)

Celkova akumulovana energie je rovna souctu energie ohybové a kontaktni
napjatosti,
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Epot = Epot, ohyb + Epot, kont — 172 Con +2/5 Ckont P (536)
Energie narazu je rovna
Eimp=Yamvy>,  popt. Eimp=mgh, (5.37)

kde m je hmotnost koule, v, jeji rychlost v okamziku dopadu na nosnik, g je
gravitacni zrychleni a 4 je vyska padu.

Za ptedpokladu, Ze se veskera energie rdzu pieméni v energii napjatosti, tzn.
Eimp = Epot s (538)

muizeme pii znamych poddajnostech C, a Cy,, stanovit z rovnice (5.36) maximalni
velikost sily F' a odpovidajici ohybova i kontaktni napéti a posoudit, zda soucast
naraz vydrzi ¢i nikoliv. Naopak je také mozno pfi dané pevnosti materialu urcit
energii uderu, kterou soucast jesté snese. V pripadé, ze skutecna energie narazu je
vétsi, dojde k poruseni soucasti a prebytek energie se spotiebuje na tvorbu
lomovych povrchii, urychleni ¢asti rozbitého télesa a na dalsi pohyb koule.

Nebezpecnost razového zatizeni ukaZzeme na dvou prikladech podle [15].

Ptiklad 1. Na sklenény vzorek ve tvaru tramecku o Sifce 10 mm, tloustce 3
mm a délce 100 mm, podepieny na delSich koncich, dopadne z vysSky 5 cm ocelova
kulicka o priméru 20 mm. Stanovte maximalni napéti pfi narazu a porovnejte
s napétim vyvolanym voln¢ lezici kulickou.

Materialové konstanty nosniku a kulicky jsou: py = 2500 kg m™, p, = 7820 kg m™>,
E, =70 GPa, E, =210 GPa, 14 = 0,25, 1 = 0,3. Charakteristické konstanty nosniku
jsou C, = 13,2% 10° m N, Con = 0,261x107° m N2°, modul praiezu v ohybu Z =
1,5x107* m’. Hmotnost kuli¢ky je m, = 32,8 g.

Ve statickém ptipadé vyvozuje zatizeni nosniku vlastni tiha kulicky, tj. Fiue = mog
= 0,322 N. V dynamickém ptipadé vychazime z energie uderu, ktera je rovna W =
mgh = 16,1x107 J. Dosadime-li tuto hodnotu misto U do rovnice (5.36),
dostaneme, Ze maximalni sila narazu bude Fgy, = 49,2 N, tedy zhruba 150krat vyssi
nez pii zatizeni vlastni tthou ! Podobné vzrostou i napéti: maximalni ohybové
napéti bude pii statickém zatizeni o, g = 0,54 MPa; pii dynamickém zatizeni bude
Codyn = 82,0 MPa. Maximalni tahové napéti na okraji kontaktni plosky bude pfi
statickém zatiZeni Oionsat = 20,9 MPa, a pii dynamickém zatiZeni oionayn = 111,8
MPa. Pro uplnost uved’'me, ze rychlost dopadu kuli¢ky na nosnik byla vy = 1,0 m
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s”', a Ze energie narazu se rozdélila mezi energii ohybovych a kontaktnich napéti
takto: Uy gyn= 16,0 mJ, Ugonayn= 0,1 mJ.

POZNAMKA. Pii vypoétech byl zanedban vliv vlastni tihy nosniku, dale energie
uvolnéna pii pohybu kulicky v tihovém poli béhem prohybani nosniku, a energie

akumulovana v mistech podepieni nosniku.

Z vysledk  vyplyva, ze zatimco pii statickém zatizeni vzniknou pouze
zanedbatelna napéti, pfi dynamickém zatizeni stejnym predmétem (pfestoze jde
o pad z vysky pouhych 5 cm) vzniknou napéti dostate¢na pro rozruseni sklenéného
vzorku, pficemz lze ocekavat jak jeho zlomeni, tak i poSkozeni v misté kontaktu.
Vsimnéme si jesté, Ze pfevazna ¢ast energie ndrazu se zménila v energii ohybovych
napéti. To plati zcela obecné u tenkych nosnikti i dalSich ohebnych téles. Nékdy se
proto pii vypoctu dynamickych sil zanedbava energie kontaktnich napéti a misto
z rovnice (5.36) se vychazi pfimo ze vztahu (5.30). Naopak pii narazu na velmi
tuhé téleso je mozno uvazovat pouze kontaktni napjatost.

Ptfiklad 2. Jak se zméni poméry, jestlize na vzorek z piedchoziho ptikladu
narazi rychlosti vp = 1 m/s ostra korundova ¢astice o velikosti d = 0,1 mm
a zaobleni hrany R = 0,01 mm? (Konstanty korundu jsou p, = 4000 kg m™, E, =
370 GPa, 1, = 0,25, konstanty skla jsou £, = 70 GPa, 1 = 0,25, odpovidajici
konstanty kontaktu jsou R, = 1x107° m, E. = 67,7849 GPa, a Ciop, = 2,425%10°°
m/N2/3.)

S ohledem na nepatrnou hmotnost &astice (m = zd'r/6 = 2,094x10°° kg) a energii
(Exin = Y5 mvy® = 1,047 x 107 J) lze ptedpokladat, e se uéinek narazu projevi
pouze v oblasti kontaktu. Ze vztahu (3.34) dostaneme po upraveé, ze maximalni sila
pfi narazu bude

F = [5Ucon/(2 Cron)]” = [5%1,047x107/(2x2,425x107%)]3/5 = 0,016592 N

Je ziejmé, Ze ohybova napéti, vyvoland v tramecku tak malou silou, budou
zanedbatelna.

Tlak uprostied kontaktni plosky podle vztahu (5.34) bude py = 5015 MPa a tahové
napéti na jejim okraji bude podle (5.33) rovno oy, = 836 MPa. Vidime, ze i pfi
nepatrnych rozmérech muze tvrda letici ¢astice s ostrymi hranami vyvolat lokalni
naruseni povrchu.
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Vétsi odchylky od uvedené kvazistatické teorie budou vznikat pii vysSich
rychlostech uderu. Ve stale vétsi mife se bude uplatiiovat setrvacnost télesa, na
které bylo udefeno, a omezena rychlost, s jakou se miize deformovat. V souladu
s tim se bude ménit i charakter deformace a poruSeni. Na obr. 5.16 jsou znazornény
tfi pripady poruSeni sklenéné desky, na jejiz stied dopadla ocelova kulicka rtiznou
rychlosti. Obr. 5.16a odpovida ptipadu pomérné pomalého zatézovani (do rychlosti
narazu 1 az 2 m/s). Prihybova cara v okamziku dosazeni lomového napéti je
stejna, jako ve statickém ptipadé, a rovnéz tak charakter vzniklych trhlin a spotfeba
energie. Obr. 5.16b odpovida stfednim rychlostem tideru (metry az desitky metrt
za sekundu). V dasledku setrva¢nych sil, jez brani rychlému prohybani desky, bude
mit jeji prihybova plocha v kratké dobé po narazu pon¢kud odlisny tvar nez pfti
pomalém deformovani, a to s vétSim zakiivenim v mist¢ dopadu koule, Tomu
odpovidaji i vy$si ohybova napéti, takze k lomu mtze dojit dfive, nez sila F' vzroste

| | :
20— F—0——x 1—“"—2,'—5
|

O

a b c
Obr. 5.16. Lom sklenénych desek pri riizné intenzité uderu.

na hodnotu, kterda by vyvolala lom pii statickém zatizeni. Také energie,
akumulovana v okamziku lomu bude mensi. (Na druhou stranu se ale mize
projevit vyssi pevnost pii velmi kratkych trvanich zatizeni.) Obr. 5.16¢ odpovida
vysokym rychlostem uderu (fadové stovky metri za sekundu). Prakticky jesté
drive, nez se za¢ne deska prohybat, dostoupi kontaktni napéti takovych hodnot, ze
vznikne kruhova rozsitujici se trhlina, ktera projde celou tloustkou desky - z tabule
je vyrazen maly kousek ve tvaru komolého kuzele [15]. V tomto pfipad€ je energie
ohybovych napéti zanedbatelna a uplatni se pouze energie napéti kontaktnich.

V praxi se mize vyskytnout mnoho dalSich pfipadd razového zatizeni. Obecné
zékonitosti jsou ale podobné jako v ptipadech uvedenych zde.
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6. Konstrukéni prvky pro tlumeni razu

V této kapitole ukazeme, jak funguji z hlediska pohlcovani energie a tlumeni
narazi rizné typy pouzivanych prvki, jako napfiiklad prstence a jejich soustavy,
skofepiny, vostiny a dals$i prvky sbunécnou strukturou, piehrnované kovové
trubice, vzduchové polstafe a hydraulické tlumice.

6.1 Prstence a jejich soustavy

Uginnym zakladnim prvkem pro jednorazové pohlcovani mechanické energie jsou
kovové prstence, v nichz se vyvolaji plastické deformace osamélymi silami
radialniho sméru (Obr. 6.1). Tyto sily vytvareji ohybové momenty a napéti. Situace
v nejjednodussim ptipadé dvou sil ptisobicich v protilehlych bodech A na prstenec
o poloméru R je zndzornéna na obrazku. Nejprve vznikaji pouze pruzné deformace.
Ohybovy moment v fezu vedeném pod uhlem ¢ ke sméru ptsobici sily je [1, 2]:

M(@)= % FR (2/z—sin @) . (6.1)

Obr. 6.1. Kruhovy prstenec
zatizeny dvéma silami v bodech A.
Rozlozeni ohybovych momentii.

Maximalni ohybovy moment a napéti jsou v pisobistich sil (fez A; ¢ = 0):
My=(1/7) FR=0,3183 FR (6.2)

Odsud se moment méni plynule do bodu B, kde nabyva mensi maximalni hodnoty
opacného smyslu,
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Mg =-0,1817 FR ; (6.3)

viz téz vzorec (6.10b) pro n = 2. Jakmile ohybovy moment v prifezu A dosahne
hodnoty

MY = Oy Z . (64)

kde Z je elasticky modul prliezu prstence v ohybu a oy je mez kluzu materialu,
zacnou v krajnich vlaknech vznikat plastické deformace; vSude jinde se material
deformuje pruzng. Pro obdéInikovy priez plati Z = bh*/6, kde b je jeho $itka a 4 je
tloustka ve sméru pasobici sily; pro kruhovy priiez je Z = zd/32, kde d je pramér
prafezu prstence. Odpovidajici zatizeni je

Fy=(1/0,3183) My /R=n oy Z /R (6.5)

Pro jednoduchost budeme dale ptedpokladat elasticko-plasticky materidl bez
zpevnéni. U néj i pfi vetSim pretvoreni ziistava napéti rovno mezi kluzu (obr. 5.2¢).
Podobng, jako bylo popsano v kapitole 5.5, se v fezu A postupné zvétSuje tloustka
plasticky deformovanych vnéjsich vrstev, az pti zatiZzeni

Fp1,| = 7T Oy Zpl /R (66)
elastické jadro vymizi a prifez A je zcela zplastizovan; fikame, ze se zde vytvoril
plasticky kloub (blize viz kapitolu 5.5). Odpovidajici ohybovy moment je

Mpl = Oy Zpl ) (67)
kde Z, je tzv. plasticky modul prifezu; pro obdélnikovy prifez je Z, = bh*/4,
a pro kruhovy prifez Z, = /6.

Pti vytvoreni plastického kloubu v fezu A je vétsi Cast prstence deformovana dosud
pruzné a celkové deformace jsou malé. Pti dalSim zvySovani zatiZzeni rostou napéti
jen mimo oblast plastickych kloubt, ve které ziistavaji konstantni. Pfi velikosti sil

Fpl,2 :Fm:4Mp1/R (68)

vzniknou plastické klouby i v fezech B. Od tohoto okamziku za¢nou deformace
vyraznéji narustat, a to az do okamziku, kdy se casti A navzajem dotknou. Jestlize
budeme predpokladat, Ze v této fazi bude piiblizn€ konstantni délka ramene R, na
kterém puisobi sila F, je prace, vykonana od pocatku plastického deformovani az
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po maximalni mozné posunuti R bod A rovna
L= thz R=14 Mpl . (69)

Plastické teceni, a tedy i spotiecba energie v uvazovaném pfipade, je stale
koncentrovano v oblastech plastickych kloubid. V mistech mezi nimi jsou momenty
a napéti nizsi. Spotiebu energie v prstenci lze zvysit vytvorenim vétsiho poctu
plastickych kloubti. V obecném piipade # sil radidlniho sméru plati pro elastické
momenty v fezech A a B:

Mpy="%FR (1/¢p —cotg ¢) , (6.10a)
Mg=%FR (1/p — 1/sin ¢); @=7an, njecelé Cislo. (6.10b)

Sily nutné pro vyvolani pln¢ plastického teceni (vytvofeni plastickych kloubt
i v mistech B mezi plsobisti osamélych sil) jsou

M M
F,, = 2 P4 2! (6.11)
‘ singp R sin(z/n) R

POZNAMKA. Vzorec (6.7) plati pro piipad, kdy tloustka prstence ve sméru jeho
osy je mala, takze ohybové napéti v kazdém bodé plisobi pouze ve sméru tecny
k obvodu prstence. Pfi velké tloust’ce (naptiklad jsou-li prstence vytvotreny jako
trubky o délce srovnatelné nebo vétsi nez primer) je rozlozeni napéti slozitéjsi. Pii
pricném zatizeni vznikne stav rovinné deformace a krom¢ ohybovych napéti ve
sméru obvodovém se ve sméru osy trubice objevi jesté napéti o velikosti oy = oy,
kde p je soucinitel piicné kontrakce (Poissonovo ¢islo). V takovém piipadé je
odpor vici plastickému deformovani o néco vétsi. Lze to zohlednit pfiblizné tak, ze
do vztahu (6.7) se misto meze kluzu oy dosadi vyraz oy x (4/3).

Na charakter deformovani ma vliv i to, jestli zaté¢Zovani, resp. deformovani probiha
tak rychle, ze se uplatiuji i setrvacné sily. Pokud je nékolik prstencti spojeno za
sebou ve smeéru pusobici sily, $ifi se jimi pfi narazu elasticky impuls (viz téz
kapitolu 3). Jestlize protilehly konec tfady krouzki je pevny, odrazi se impuls se
stejnym znaménkem. Momenty a napéti v tomto misté se scitaji, takze kromée
plastického deformovani prvniho prstence v misté narazu miaze dojit vzapéti ke
zplastizovani posledniho prstence v mist¢ podepieni, zatimco krouzky mezi nimi
nejsou tak intenzivné deformovany [2].
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Obr. 6.2. Usporddani prstencii.: a) ctvercove, b - hexagonalni

Soustavy spojenych prstenct se pouzivaji ¢asto. Na charakter jejich deformovani
ma pak vliv celkové uspotfaddani. Obr. 6.2a ukazuje usporadani ¢tvercové, na obr.
6.2b je usporadani hexagonalni. V knize [2], obr. 4.19, je ukazano, Ze zatimco pii
¢tvercovém usporadani se fady, u kterych dochazi k borceni krouzkd, prohybaji, pti
hexagonalnim usporadani se jednotlivé fady borti jako celek.

POZNAMKA. Prstencovou strukturu mély napiiklad pruzné draténky uZivané
u starSich typt posteli, a podobné¢ vypadaji i sit€é pro zachycovani kament
padajicich na silnici ze skal.

6.2 Struktury cik—cak

V nékterych ptipadech byvaji vhodné kovové pruty ohnuté zpusobem cik—cak.
Zatézujici sily mohou tuto ,,pruzinu® roztahovat nebo stlacovat; musi vSak byt
zabranéno jejimu vybocovani do stran. Opét se jedna o namahani prut ohybem.
Nejvétsi moment plisobi v ohybech, a na zacatku zatézovani ma velikost

M=Fa. (6.12)

Zpocatku se struktura chova jako elastickd pruzina. Jakmile moment doséhne
hodnoty My dané vzorcem (6.4), zacind se material v ohybech plasticky
deformovat, a pii dosazeni momentu M, podle (6.7) zde vzniknou plastické
klouby. S rostouci deformaci se ohybovy moment postupné zvétsuje az k hodnote
Mpl\/2. U béznych kovovych materialti dochazi pii vétsim pretvareni zpravidla ke
zpeviiovani, takze navzdory rastu momentu probiha proces stabilné az do dosazeni
maximalniho stlaceni, kdy se ramena dotknou po celé délce.
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6.3 Osové symetrické skorepiny zatiZené axialni silou

U teéchto skofepin dochézi pti urcité velikosti sily k lokalnimu borceni stén.
Jeden ptiklad byl uveden na obr. 5.10c¢, dalsi tf1 jsou na obr. 6.3.

Prurez: Hexagondlni Kruhovy Ctvercovy

Obr. 6.3. Ukazky borceni tenkostennych trubic zatiZenych osovou silou [3, 4].

Tyto obrazky byly ziskany pocitacovym modelovanim; poznamenejme, Ze
dnedni programy MKP pro nelinearni analyzu davaji vysledky, které se
velmi dobie shoduji s vysledky experimentli (porovnej tvar lokélnich
zborceni na obr. 6.3 s fotografii na obr. 5.10c). Pfi dal§im zvySovani zatizeni
budou vznikat dalsi viny v dosud nezborcenych castech.

Vialcové skotepiny se uzivaji naptiklad jako absorbéry celnich narazii u
automobilll nebo Zelezni¢nich vozidel (obr. 6.4). Absorbéry maji n¢kdy tvar
komolého kuzele, s malym i velkym vrcholovym thlem [4]. Byvaji kovové
nebo jsou vyrobené jako kompozitni, vyztuzené vlakny. Charakteristickymi

Kovové valcové

skofepiny

Obr. 6.4. Pohlcovace energie ndarazu u automobilit a kolejovych vozidel [5].
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konstrukénimi veli¢inami (pro stanoveni kritického zatizeni) jsou modul
pruznosti, tloustka stény a dalsi charakteristicky rozmér, naptiklad polomér
u valcové nebo kuzelové skotepiny nebo délka strany u Etvercové nebo
Sestiboké (hexagondlni) skotfepiny apod.

6.4 Materialy s bunécnou strukturou

Energie narazu mize byt pohlcovana také nevratnym deformovanim bunéénych
struktur [2, 6, 7]. Jejich dulezitymi piedstaviteli jsou vo$tiny a pény, znamé
napiiklad ze sendvi¢ovych konstrukci (lyze, vinita lepenka, stény letadel a vozidel
aj.). Vostiny jsou rovinné utvary sestdvajici z mnoha bunék, zpravidla stejného
tvaru a rozméra (Obr. 6.5). V tom jsou podobné strukturdm tvofenym prstenci.
Pény jsou prostorové utvary z bunék, které piipominaji mnohostény. Mohou byt se
sténami uzavienymi nebo otevienymi a jejich velikost kolisa. Materidlem mtZze byt
kov, plasty nebo i papirova lepenka, ale bunéénou strukturu maji také rtzné
rostliny, od travin az po dfevo. MlzZe se jednat o latky pruzné, viskoelastické nebo
pruznoplastické, houzevnaté nebo kiehké.

Obr. 6.5. Buiiky s vosStinovym usporaddnim.

Dulezitou geometrickou charakteristikou buné¢nych struktur je pomérna hustota,
definovana jako r = p'/p, kde p je priméma hustota bun&iné struktury véetnd
dutin a p je hustota (kg/m’) materialu bundk (napf. polymeru nebo kovu). U
béznych technickych kompoziti ¢ini pomérna hustota nékolik procent. Dopliujici
veli¢inou je pérovitost 7, vyjadtujici podil dutin v kompozitu; 7=1-p/p=1- r.

Deformovani vostin nebo pén pfi tlumeni narazii pfipomina deformovani prstenct
probirané v ptedchozi kapitole. Typicky vzhled diagramu napéti—pietvoieni je na
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obr. 6.6; oje prumérné makronapéti pocitané jako sila plisobici v roviné vostin,
vztazend na jednotku celkového prifezu kompozitu véetné dutin. Ma zhruba tfi
oblasti. Pfi nizkych napétich (oblast @) jsou deformace pruzné a napéti roste pfimo
umeémné s deformaci. V ur¢itém okamziku dosdhne napéti kritické velikosti.
U kompozitlh z pruzného materialu s tenkymi sténami bun€k dochazi k jejich
bouleni a pruznoplastickému prohybani. Dalsi stlaCovani probihd zhruba pfi
konstantnim nebo velmi pomalu narGstajicim zatizeni (oblast b, platé na obr. 6.6).
Stény se vice a vice borti. Od jist¢ého okamziku se jiz navzajem dotykaji ptivodné
protilehlé strany jednotlivych bungk, takze se vlastné jedna témét o kompaktni
téleso, a zatizeni potiebné k dalSimu stlacovani rychle nartistd (oblast ¢). Ma-li
tlumeni rdzu probihat spiSe pii konstantni sile, bez §pickovych hodnot, musi byt
tlumi¢ nebo absorbér energie byt navrzen tak, aby k pohlceni predpokladané
energie narazu doslo jeste v oblasti “b” na obr. 6.6.

0]

Obr. 6.6. K7ivky napéti — pretvoreni pri stlacovani vostinové stény — (podle [2]).

a —linearni elasticita (stény bunék se prohybaji), b — plato (napr. elastické bouleni,
plasticky ohyb, kiehky lom), ¢ —zhustovani (steny bunék se dotykaji). t — tloustka
steny bunky, L — charakteristicky rozmér buriky.

K elastickému bouleni stén bunék dochazi pii tzv. kritickém zatiZeni, zminéném
jiz v kapitole 5.6. Urcitou pifedstavu da Eulerova teorie vzpéru prutl, ktera
ptiblizné plati i pro bouleni desek a stén bunck [8, 9]. Pro pfimy prut zatizeny
v osovém sméru tlakovou silou je kritické zatizeni

Fo= 7 EJ/cL?, (6.13)

kde £ je modul pruznosti v tahu, L je délka prutu, J je moment setrvacnosti jeho
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prufezu v ohybu a ¢ je konstanta charakterizujici zptisob upevnéni koncii prutu;
napfiklad pii obou koncich vetknutych je ¢ = 4. Obdélnikovy prifez o Sifce b
a tloustce # ve sméru prohnuti ma moment setrvacnosti J = b£’/12 a plochu priitezu
S = bt. Vydélime-li kritickou silu plochou prifezu S, dostaneme po uUprave
odpovidajici kritické napéti ve stén¢:

o=k E (/L) (6.14)

kde k je konstanta. Kritické napéti je takové, pii kterém by mélo dojit k vyboceni
v piipad¢ idealn¢ ptimého prutu zatizeného osovou tlakovou silou plisobici presné
v jeho ose. (Presnéji feceno, pfi kritickém zatizeni by se mélo vyboceni udrzet.) Ve
skute¢nosti dochdzi k vyboceni jiz pii zfetelné¢ nizSich zatizenich v disledku
riznych nedokonalosti prutu nebo zatizeni, takzvanych imperfekei.

POZNAMKA. Podobné jako u prutil zavisi i u skofepinovych dilii kritické napéti
pro lokalni vybouleni na modulu pruznosti £, tloustce stény ¢ a charakteristickém
rozméru L, kterym ale nyni mize byt naptiklad u valcové skotepiny jeji polomér.

Pii vybouleni pfistupuje k tlakovému napéti jest€ napéti ohybové, které je
nékolikanasobné vyssi, jak bylo ukdzano v kapitole 5. Jedna-li se o vostiny nebo
bunky z pruznoplastického materialu, dochazi u nich k plastickému deformovani,
s nevratnou spotiebou energie. Pokud jsou jejich stény z materidlu kiehkého,
lamou se po dosazeni meze pevnosti. Pii lomovych procesech se také spotiebovava
energie, 1 kdyZ vmensi mife. Ale i tyto lomy, které probihaji pii zhruba
konstantnim napéti, zajist'uji, Ze stlacujici sila zistava pfiblizné konstantni.

Pro uplatnéni takovychto struktur pfi navrhu tlumicich prvka je dilezitd znalost
zévislosti sily na velikosti stlaceni u konkrétniho tytu prvku.

6.5 Osové symetrické trhani a pretvarovavani kovovych trubic

Pti vytvoteni plastického kloubu a jeho dal$im ohybani se spotfebovava vyrazné
veétsi mnozstvi energie nez pii deformovani elastickém. Nedostatkem u ohybu
primého prutu zatizeného v pficném sméru je omezeny rozsah ohybani (pouze o 90
az 180°) a tedy omezené mnozstvi pohlcené energie. ZlepSeni lze dosahnout
riznymi zpusoby. Jednim z nich [2] je naptiklad osové symetrické trhani trubic
ve vice smeérech, napiiklad vtlactovanim vhodného trnu, s nasledujicim trvalym
ohybanim, které se dociluje staéenim jiz natrzenych a postupné se prodluzujicich
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paskt. Obrazek 6.7a ukazuje trhani trubice ctvercového prifezu, kdy pfi jejim
natlacovani na jehlanovity trn na opérné desce vznikaji Ctyfi stacené pasky. Obr.
6.7b ukazuje soucasné trhani vice paskd z trubice kruhového priiezu, ktera je
pritlaCovana osovou silou k vhodné tvarované podlozce. V obou pfipadech mohou
byt v trubici na vhodnych mistech vytvoteny zafezy nebo drazky, které zajist'uji
pozadované drahy lomii a konstantni §itku vytvarenych paskt. Celkova prace W,
vynakladana silou F pusobici na draze x, sestava zprace trhani W, prace
plastického ohybani a stdCeni prouzkil, Wi« a prace tfeni Wy mezi ohybanymi
prouzky a tvarovaci podlozkou, po které se posouvaji:

W:Fx:mrh+Wplast+Wf- (615)

Vznikajici pasky se bud’ trvale staceji, anebo se po ohnuti opét rovnaji, v zavislosti
na tvaru opérné desky.

Jinym piikladem ptetvarovavani o relativné velkém rozsahu je osové symetrické
ohybani s pfehrnovanim trubic z velmi tvarného a houzevnatého materialu,

a. b. C.

Obr. 6.7. Pretvarovavani kovovych trubic: a, b) s trhanim stén, c) s prehrnovanim.

znazornéné na obrdzku 6.7c [2]. Pii tlaceni shora na vhodné ptfedtvarovanou trubici
dochazi na dolni opéfe k ohybu stény v merididnovém sméru a vzapéti opét
k jejimu narovnani do valcového tvaru, tentokrat o vétSim prameéru. Prace
elastickych deformaci je zanedbatelnd ve srovnani s praci plastického ptetvareni,
ktera je

W=Fx= Wplast,ohyb 1 + Wplast.ohbe + Wmembr + Wf 5 (616)

kde Wpasionyb 1 j€ prace ohybani meridianu o 180° v jednom sméru a Wjasonyn2 j€
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prace jeho rovnani, Wyemy je prace membranovych napéti vynalozena na trvalé
zvétSeni nebo zmenseni poloméru v misté pietvarovani, a W; je prace trecich sil
mezi trubici a jeji opérou, pokud je tato opéra nutna.

Zavislost sily na deformaci je nasledujici. Nejprve sila pro deformovani narista,
ale jakmile dojde k pfehrnuti ¢asti trubice do nového tvaru (tj. kjeji inverzi),
pokracuje jiz deformovani pii konstantni sile. To znamend, ze vhodnym
predtvarovanim lze vytvofit prvek pro tlumeni narazu, u kterého bude sila ptiblizné

konstantni jiz od zacatku jeho funkce.

6.6 Kompozity

Pro tlumeni narazii se pouzivaji také kompozitni materialy a soucasti. To jsou
takové, které sestavaji ze dvou nebo vice slozek o riznych vlastnostech, pricemz
vysledny materiall ma odlisSné (a lepsi) vlastnosti. Piikladem kompozitniho
materialu jsou vlaknové laminaty, kde v polymerni matrici o pomérné nizké
pevnosti jsou rozptylend vysoce pevna vlakna, napiiklad sklenéna, kevlarova nebo
uhlikova. Laminaty se pied vytvrzovanim tvaruji a po ném popiipadé jesté
opracovavaji na konecné rozméry. Piikladem kompozitni soucasti jsou lyze,
vytvorené jako sendvic sestavajici ze dvou pevnych elastickych vrstev, mezi nimiz
je mekci jadro z pénového polymeru.

Volbou materialii slozek kompozitu a jejich usporadanim lze dosahnout velmi
Sirokého rozpéti vlastnosti. Je-li G€elem zmirnit naraz, pozadujeme, aby kompozit
mél pfijatelnou pevnost a zejména schopnost absorbovat energii narazu nebo
uderu. Mezi aplikace patii ¢asti vozidel nebo letadel, ochranné piilby, chranice
kloubty, dily slouzici k ochrané cestujicich pfi kolizi, ale také nepristielné vesty;
v poslednim pfipad¢ je nutno zabranit proniknuti stiely ochrannou vrstvou, ale téz
omezit maximalni silu uderu stfelou.

U kompoziti vyztuZenych vlakny ma na spotfebu energie pfi destrukci vliv
material vlaken, material matrice, vlastnosti rozhrani, podil vlaken, tvar vlaken,
orientace vlaken, tj. thel vldken ve vztahu ke sméru osy télesa a sméru zatizeni,
a poradi fazeni jednotlivych vrstev. Roli hraje i zptisob a podminky vyroby, a také
geometrie soucasti a podminky zatiZzeni. Pokud vlastnosti kompozitu zéavisi na
teplotg, je dulezitym Cinitelem i teplota.
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Pro zmirnéni U¢inkl ndrazu neni ani tak dulezitd vysoka pevnost, jako spiSe
schopnost plynule absorbovat, resp. disipovat energii pfi pfimétené (ne piilis
vysoké) sile nebo napéti. Energie je pohlcovana jednak pfi plastickém deformovani
a jednak pfilomovych procesech. Zakladni pojmy lomové mechaniky byly
vysvétleny v kapitole 4. Spotfeba energie pfi lomu zavisi na mérné lomové energii
(). energii potiebné na vytvoieni lomové plochy jednotkové velikosti) a dale na
velikosti vzniklych lomovych ploch. U vldknovych kompoziti mize lom probihat
napii¢ vlakny, napfi¢ matrici, anebo na rozhrani vldkno-matrice. Protoze celkova
sty¢na plocha matrice a velkého mnozstvi vlaken je velika, je vyhodné, aby vlakna
byla pevna a rozhrani mezi nimi a matrici méné pevné, a jejich usporadani takove,
aby v co nejvétsi mife dochazelo k Sifeni trhlin a zvétSovani lomovych ploch
v prostoru mezi vlakny. Piikladem je zamémé tfepeni kompozitu pfi poruSeni
v nékterych aplikacich [2].

Sendvicové dily mohou byt pouZity i pro zachycovani narazii ve smeru kolmém
k rovin¢ sendvice. Z makroskopického hlediska se jednd o desku zatizenou kolmo
k povrchu. Energie je akumulovana a pohlcovana ohybanim, roztahovanim
a lomem vnéjSich vrstev a lokalizovanym drcenim jadra mezi nimi. Pro tento ucel
jsou vyborné vostiny a pény, které se pouzivaji na jadra sendvicd. Muze dojit
i k delaminaci jadra od vné&jSich vrstev a pifi vysokych rychlostech narazu muze
dojit k prorazeni sendvice [2]. Roli nékdy hraje i rychlost Sifeni napétovych vin
a jejich odraz od konce protilehlého k narazu.

Zvlastnim typem sendviCe je vinitd papirova (popf. jind) lepenka, ktera se Casto
pouziva v obalové technice pro ochranu zbozi pfed poSkozenim pii manipulaci
a dopravé. Jadro, jehoz uspotfadani je podobné jako jedna nebo vice fad bunék na
obr. 6.5, se pii velkych silach deformuje, jeho stény se borti a Setrné tlumi naraz.

Specifickou aplikaci kompozitl jsou neprustielné vesty [10]. U nich se vyuziva
poznatku, ze stiela (z rucni zbran¢) mtze byt u¢inné zpomalena nebo zastavena
nékolika vrstvami pevnych textilii nebo vlaken. Vysocepevna a houzevnata vlakna
napiiklad z kevlaru ,,zachycuji“ stfelu (a pokud je olovéna, otupuji také jeji Spicku)
a rozprostiraji jeji u€inek od vrstvy k vrstvé na stale veétsi a vetsi plochu. Tim se
zmenSuje koncentrace zatizeni. U nckterych vyrobkG se vldkna povlékaji
pryskyfici, pak se n¢kolik téchto vrstev tkanych nebo laminovanych vlaken polozi
na sebe a vlozi mezi dvé vrstvy polyetylénu. Je mozné vytvofit i vice takovychto
vrstev. Dal§im problémem, kterému musi nepristielnd vesta celit, je vysoka
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hybnost (soucin hmotnosti a rychlosti) stfely nebo leticich ulomkt naptiklad
granatu, takze poranéni muze byt zplsobeno nikoliv ostrou $pickou, ale velikou
silou ptsobici na vétsi plose. Proto se n¢kdy do ochranné struktury vkladaji
desticky z kovu, naptiklad oceli nebo titanu, anebo z vysoce pevné a houzevnaté
keramiky, napt. z Al,O; nebo karbidd nékterych kovi. Desticky, které mohou
stielu — kromé sniZeni hybnosti — otupit a rozlozit tak zatizeni a energii na vétsi
plochu, jsou vhodné proto, Ze neomezuji tolik pohyblivost uzivatele jako souvisly
pancit. Konec koncd, podobnym zplisobem se chrani i néktefi zivoCichové,
napiiklad pasovci, kteti maji krunyt z tvrdych chitinovych desti¢ek spojenych kazi.
Jistym nedostatkem kovovych vlozek je jejich vétsi hmotnost (proti textilu),
a u keramickych vlozek zase kiehkost, takze vesta s nimi neni schopna ucinné
pohltit vice zasaht do stejného mista.

6.7 Vzduchové nebo plynové polstare a polStarky

Vidéli jsme nékolikrat, Ze ndraz miize byt zmirnén pouzitim pruzného dorazu,
napfiklad kovové pruziny. Podobnou funkci mohou zastavat i pruziny vzduchové,
popiipadé s naplni jiného plynu. Dobfe znamé jsou téz bublinkové folie pro baleni
zbozi anebo airbagy uzivané v automobilech.

Airbag funguje nésledujicim zplisobem. Na vhodnych mistech (naptiklad ve
volantu nebo v palubni desce pfed spolujezdcem) je ukryt textilni vak. Pfi narazu
se aktivuje mechanismus, ktery velice rychle (obvykle pyrotechnickym procesem)
uvolni vak z krytu a spusti v ném vyvije¢ plynu, uzivajici napft. azid sodiku (NaN3)
nebo jinou vhodnou latku. Vznikajici plyn (v tomto ptipad¢ dusik) naplni vak pted
chranénou osobou, kterd se o né&j opie. Nafouknuty vak tlumi naraz a rozklada
pusobici silu rovnomérné na vétsi plochu. Konstrukéni feSeni mize byt navic
takové, ze plynova napln pii stlacovani vaku opirajici se osobou unikd pomalu
tkaninou ven. To pfispivd k tomu, aby nevznikla pfili§ vysokd Spicka sily pfti
maximalnim stlaceni polStare. (Idealni by bylo brzdéni s konstantni silou.)

Malé vzduchové polstare se Casto uzivaji také v obalové technice pro ochranu
pfedméth prepravovanych v tvrdych krabicich nebo bednach. Mize se jednat o tzv.
bublinkové félie se spoustou malych bublinek (rozmér cm), nebo o zatavené
plastové sacky naplnéné vzduchem. Jsou levné a velmi lehké a jejich tvar se
snadno prizptisobi prostoru, resp. mezete mezi chranénym predmétem a vnéjSim
tuhym obalem.
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V dal$im uvedeme zakladni vztahy pro kontakt brzdéného télesa a plynového
polstate. Mezi tlakem plynu p a objemem ¥, ve kterém je tento plyn uzavien, plati
podle stavové rovnice vztah [11, 12]:

pVi=p " . (6.17)

Index 0 oznacuje hodnoty na pocatku stlaCovani, a exponent n je konstanta,
charakterizujici dany proces, ktery je obecné polytropicky. Pro izotermickou
zménu je n = 1, pro adiabaticky proces (bez vymeény tepla s okolim) je n = 1,4. Pro
rychlé stlaceni v nasem piipadé mizeme pfiblizné predpokladat n = 1,4. Pocatecni
tlak p, mtze byt tlak atmosféricky, ale i vys$i, v zavislosti na konstrukci
konkrétniho tlumiciho prvku. Objem plynové naplné polstate je konstantni, a bude-
li v pribéhu deformovani konstantni i plocha S, ve které se styka brzdéné téleso
a polstar, plati mezi tlakem p a vyskou polstaire H relace

pH'=poHy" , resp. p/py=(Ho/H)" . (6.18)

POZNAMKA. U bublinkovych folii je nutno uvazovat, ze celkova plocha S je
rovna souctu ploch bublinek, které jsou zatizeny.

Nas zajimé také vztah mezi tlakem p a stlacenim polstafe o. Protoze plati 6= Hy —
H, mtizeme vztah (6.18) pfepsat nasledujicim zptisobem:

P/ po=[Ho/(Hy—0)]"=[1-(dHo] ", resp. p=po[l—(IHo]" (6.19)
Naptiklad stlaeni pivodni vysky polStafe o 10% vyvola (pfi n = 1,4) zvySeni tlaku

0 16%, stlaceni o 20% (tj. na 80 % puvodni vysky) zvysi tlak o 37 % apod. Pii
konstantni sty¢né plose plati jednoducha relace mezi tlakem a silou,

F=pS (6.20)

POZNAMKA. Tlak p, v nezatizeném tlumiéi neni pro pozorovatele vné tohoto
systému pozorovatelny.

Pti pouziti plynového polstaie pro tlumeni narazu nas spiSe nez hodnota tlaku p
v uzavieném polStafi zajima ptirstek tlaku Ap pfi jeho stlacovani z nulové, resp.
rovnovazné polohy. Teprve tento pfirtistek vyvozuje brzdnou silu. Ze vztahu

p=pot+Aap (6.21)

kde py je tlak v nezatizeném tlumici, dostaneme
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Ap=p—po (6.22)
Po vyjadieni tlaku p ze vztahu (6.19) dostaneme po uprave
Ap = poAll-(8/Hy)] ™" -1} (6.23)

Energie plynové naplné pii stlaceni z objemu ¥V, na V vzroste o [8, 9]

n-1

= poy" _[VVOV_”dV - 2oy (pj S (6.24)

E pot

n—1 Do

Vo a V je objem plynového polstaie pied stlacenim a ve stlaceném stavu, py a p jsou
ptislusné tlaky. V béznych ptipadech je mozno za p, dosadit tlak atmosféricky.
Exponent n lze pro kratkodoby dé&j uvazovat roven 1,4 jako pro d¢€j adiabaticky,
popfipad¢ o néco nizsi. Vychozi objem polstafe tvaru valce o plose S a vysce Hy je

Vo = S H() (625)

Energie E,y dand vztahem (6.24), byla odebrdna brzdénému télesu, a je ve
stlateném plynu pouze akumulovana. Jakmile je dosazeno maximalniho stlaceni,
bude zastavené téleso vraceno zpatky. Technicky je ale mozno zajistit, aby plyn byl
v okamziku zastaveni télesa nebo kratce pied nim z polStafe vypusStén, takze
k odpruzeni nedojde.

Resenim rovnic (6.22) — (6.24) pro konstrukéni parametry po, ¥, S a energii Epos
kterou je tfeba akumulovat, resp. zmafit, 1ze urcit objem po stlaceni a odpovidajici
maximalni tlak a brzdnou silu. Je ale také mozno pro danou energii a pfipustnou
maximalni silu, popfipad¢ s pfihlédnutim k dal$im parametrim, nalézt potfebny
objem vzduchového polstare.

6.8 Hydraulické tlumice s konstantnim zpomalenim

V ptedchozi kapitole jsme vySetiovali zastavovani télesa pii riznych zadanych
parametrech brzdiciho zafizeni (pruzina s linearni charakteristikou, tfeci nebo
viskozni tlumeni aj.). Zde si vSimneme piipadu, kdy je pozadovano konstantni
zpomaleni, jehoZ ma byt dosazeno hydraulickym tlumi¢em. Tento tlumi¢ pracuje
tak, ze pohybujici se pist protlacuje pracovni kapalinu (olej apod.) jednim nebo
vice otvory mensiho prifezu. Skrticim G¢inkem vznika v kapaling pied otvory
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pretlak, ktery ptisobi proti pistu tlumice, ¢imz jej brzdi. U klasickych tlumich
vibraci je prufez Skrticich otvorti konstantni. Protoze spad tlaku na Skrticim otvoru
nebo Stérbin€ je tim vetsi, ¢im vetsi je rychlost protékajici kapaliny, roste brzdna
sila s rychlosti pistu. Tento typ tlumice ale neni pro ucely brzdéni nebo tlumeni
raza prili§ vhodny, nebot’ dava nelinearni pribeh brzdné sily s maximalni hodnotou
na pocatku brzdéni (obr. 4.4).

Konstantniho zpomaleni se nejsnaze dosahne, jestlize se v prib¢hu brzdéni
zmenSuje prafez Skrticich otvort, a to takovym zptuisobem, aby i pfi klesajici
rychlosti pistu tlumie zistaval celkovy tlak pracovni kapaliny konstantni.
Zmensovani prufezu muze byt bud’ plynulé (napt. pist uzavira tvarovany otvor ve
sténé valce, obr. 6.8a, nebo tvarovand jehla uzavira otvor v Cele valce, obr. 6.8b),
anebo postupné, kdy ve sténé€ valce tlumice je vytvoreno nekolik Stérbin, které pist
jednu po druhé uzavira (obr. 6.8c) a tak zmensuje plochu, kudy maze pred pistem
vytékat olej z valce. V tomto ptipadé (obr. 6.8c) neni zpomaleni ani brzdna sila
konstantni, ale kolisji tak, jak jsou postupné uzavirany jednotlivé §térbiny. Zde se
omezime na uspoiadani podle obr. 6.8a.

-

|
|

I

s B A
NRIRE
l 1
a) b) c)

Obr. 6.8. Hydraulicky tlumic razii s konstantnim zpomalenim (viiznd

usporadani). a) proménliva velikost otvoru ve stene, b) jehla

promenlivého priuméru, c) fada Stérbin o riznych roztecich ve sténé.
Plynulé uzavirani skrticiho otvoru

Jde-li kratky Skrtici otvor (napf. ve dné tlumice), vznika v ném turbulentni
proudéni, a spad tlaku na tomto otvoru, a tedy i tlak na pist tlumice, je [13]:
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2
PSPV (6.26)
2

kde

vk — rychlost kapaliny,

p— hustota kapaliny,

& — ztratovy soucinitel, ktery obecné zavisi na viskozit¢ kapaliny, tvaru otvoru,
prato¢ném mnozstvi a dalSich ¢initelich; pro dany typ tlumice jej Ize povazovat za
konstantu.

Vyjaditime-li ve vztahu (6.26) rychlost kapaliny vy prostfednictvim rychlosti pistu
tlumice v,

w=vS/S, (6.27)

kde S, je ucinna plocha pistu a § pritez Skrticiho otvoru, potom s pfihlédnutim
k tomu, ze rychlost pistu, prifez Skrticiho otvoru a popf. i tlak mohou zaviset na
draze pistu x, dostaneme vyraz

2 2
p=SPSy (V) (6.28)
2 S(x)
Ma-li byt zpomaleni pii brzdéni konstantni, a, = konst., musi — s pfihlédnutim ke
vztahu
2 2

d? 2dx

platit pro rychlost pistu tlumice

v(x):\/vo2 —2a,x =vyJ1=(x/xp) , (6.30)

kde vy je rychlost na pocatku brzdéni a x, brzdna draha.

Vyjadiime-li dale brzdnou silu F, prostfednictvim hmotnosti m a zpomaleni
brzdéného telesa ayp, jakoz i prostiednictvim tlaku p pracovni kapaliny a plochy
pistu S,

Fb=mab=—pSp 5 (631)

dostaneme po slouceni vztaht (6.27) — (6.31) a po upravé nasledujici zavislost
okamzitého prutfezu skrticiho otvoru na poloze pistu x [14, 15]:

88



Jaroslav Mencik: Razy a vibrace

3
S(x) = \/ prb[l_xj — S, \/1_7)‘ : (6.32)
m )Cb xb

So=~EpS,> x,/m (6.33)

je celkovy prafez skrticitho otvoru na pocatku brzdéni. (Je ziejmé, Ze prubéh

kde

relativni zmény prafezu Skrtictho otvoru, S(x)/S,, v zavislosti na relativni draze
brzdéni, x/x,, bude u vSech tlumicl s konstantnim zpomalenim stejny.)

Ze vztah (6.27) — (6.33) a z podrobnéjsiho rozboru vyplyvaji tyto charakteristické
rysy uvedeného typu tlumice:

1. Téleso o hmotnosti m a pocatecni rychlosti vy bude zabrzdéno na draze x, pii
konstantnim zpomaleni

2
_ Yo (6.34)
2xb

ap

brzdna sila je dana vztahem (6.31). Energie zmatena pti brzdéni je

W = ﬂoz . (6.35)
2

2. Je-li skutecnd hmotnost m” brzdéného t€lesa vétsi nez pivodné predpokladana
m, nestaci tuto hmotu tlumi¢ dostatecné brzdit. Rychlost klesa pomaleji, takze
v urCitém misté¢ je skutecnd rychlost vétsi nez predpoklddana, a tedy veétsi je
i brzdnéd sila. Relativni narist brzdné sily se v pribéhu brzdéni zvySuje. Pfi
relativné malych brzdénych hmotach naopak klesa rychlost rychleji a brzdna sila je
mensi nez pavodné predpokladand; narGstd vSak doba brzdéni. Vliv zmén
hmotnosti 1ze eliminovat zménou prufezu Skrticiho otvoru tak, aby byly splnény
relace (6.32) a (6.33).

3. Je-li skute¢nd pocateni rychlost vy" brzdéného télesa vétsi nez plvodné
predpokladana vy, bude pribeh rychlosti pfi brzdéni podobny, s tim, ze skutecné
rychlosti budou v celém pribéhu brzdéni vétsi v poméru vy'/vy; ve stejném pomeéru
se zkrati doba brzdéni. Zpomaleni a brzdné sily se zvétsi v poméru (vy'/v)’. Vliv
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zmény pocatecni rychlosti 1ze eliminovat zménou brzdné drihy tak, aby byla
zachovana relace (6.30).

Hydraulické tlumice se daji pouzivat opakované. Proto se uzivaji u riznych stroji
nebo manipulacnich zafizeni, zejména tam, kde je potifeba utlumit pohyb tézkych
casti, napiiklad pfi manipulaci s formami u sklafskych stroji. V takovych
piipadech je nutno kontrolovat disipovany vykon a ovéfit, jestli se vzniklé teplo
sta¢i odvadét pfirozenym zplUsobem, popfipadé navrhnout vhodné chlazeni
pracovni kapaliny. Stiedni vykon tlumice se pocita jako

energie zmarend v jednom pracovnim cyklu (6.36)
trvani cyklu

Podrobnéji je teorie hydraulickych tlumicd s konstantnim zpomalenim popsana
napiiklad v [14, 15], kde je také probran piipad tlumice s fadou otvort ve sténé
valce, které jsou postupné uzavirany pistem. Informace o nékterych prodavanych
hydraulickych tlumicich razt lze najit napt. v [16, 17].

Dalsi komer¢ni tlumice razii a absorbéry energie jsou popsany v [18] — [20]. Dnes
se stale vice uplatiiuji pocitatové simulace naro¢nych problémi. Informace
o programech pro simulovani narazli vozidel (pfi tzv. crash testech) lze najit napf.
v [21 — 23], nékteré videosimulace lze vidét na [24 — 26]. (Ve vSech teéchto
ptipadech se jedna o stav na webu z kvétna 2018.)
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7. Vibrace a zmirnovani jejich ucinku

Rota¢ni i jakékoliv periodické pohyby jsou zdrojem namahani motorti, stroja
a dalsich zafizeni. U nedokonale vyvéazenych zafizeni se projevuji kmitanim
a silami pfenasSenymi do zékladi nebo na sousedni télesa. Zde ukazeme, na Cem
tyto vibrace a sily zavisi a jak je lze zmirfiovat nebo eliminovat. Nejprve ale
zopakujeme zakladni pojmy; v podrobnostech odkazujeme na [1 — 7]. Kmitani
téles je umoznéno dvéma vlastnostmi: pruznosti a setrvacnosti. Je-li pruzné téleso
zatizeno, deformuje se. Po pominuti zatiZzeni se vraci do pitivodniho tvaru. Diky
setrvacnosti zpravidla nasleduje piekmitnuti opaénym smérem, opé€t navrat atd. —
téleso se rozkmita. Neptisobi-li zadné vnéjsi sily, hovotfime o tzv. volném kmitani.
Tento pohyb je obvykle tlumeny a po chvili ustane. Kdyby tlumeni neexistovalo,
kmitavy pohyb by trval bez omezeni. Casto se jedna o kmitani vynucené —
napiiklad buzené pohonem nebo pohybem zatizeni.

V této kapitole si nejprve vSimneme volné¢ho kmitani netlumeného (kap. 7.1)
a tlumeného (kap. 7.2). Kapitola 7.3 je vénovana vynucenému kmitani a kapitola
7.4 se zabyva prenosem sily z kmitajiciho zafizeni do zakladi. V dalsi kapitole si
vS§imneme tzv. kinematického buzeni, které se mize vyskytnout i u dopravnich
prostiedkt. Kapitoly 7.6, 7.7 a 7.8 jsou vénovany pficnému kmitani nosniki
a htideld, krouzivému kmitani htideld a ptipadu, kdy t€ziste rotujiciho télesa nelezi
v ose rotace, ale ma urCitou excentricitu. Zminéna je strucné i problematika
vyvazovani. V kapitole 7.9 si vS§imneme energii v kmitajicich systémech, v kapitole
7.10 vysvétlime, jak funguji dynamické absorbéry vibraci, a v kapitole 7.11 stru¢né
pojedname o kmitani soustav a t¢les s vice stupni volnosti.

7.1 Volné kmitani bez tlumeni

Nejjednodussim piipadem je téleso upevnéné na pruziné (obr. 7.1). Pruzinou zde
myslime obecné jakékoliv pruzné téleso, které se po vychyleni z nedeformovaného
stavu a uvolnéni rozkmita. Patii sem tedy i rizné nosniky a htidele. Toto kmitani
oznacujeme za volné, jestlize na t€leso neplisobi zadna vngjsi sila. Pokud je téleso
ve srovnani s rozmery pruZiny malé a naopak jeho hmotnost velka, mtizeme o ném
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7
Obr. 7.1. Volné kmitani
hovotit jako o hmotném bodu. Pohybova rovnice tohoto télesa na pruziné je:
mi+thkx=0 ; (7.1)
m je jeho hmotnost (kg), x je jeho draha (m), a & je tuhost pruziny, udavajici silu
potiebnou na jeji jednotkové stlaceni (N/m). Tecka nad symbolem znaci derivaci

podle Gasu, dx/dz, dvé te¢ky zna¢i druhou derivaci, d°x/d”. Vydélenim rovnice
(7.1) hmotnosti télesa m dostaneme diferencialni rovnici:

¥+ ax=0 ; (7.2)
o je vlastni kruhova frekvence (uhlovéa rychlost) kmitavého pohybu (s™'), pro
kterou plati

o= |* (73)

a ktera je vazana s frekvenci kmitani f vztahem

o=2xf". (7.4)
Reseni rovnice (7.2) je:
x(t) = A sin(wt) + B cos (ax), resp. x(¢f)=C sin(at+ ¢p) . (7.5)

A a B, anebo C a ¢y jsou konstanty, které se urci z pocate¢nich podminek. C
znamena amplitudu kmitavého pohybu a ¢y je uhel odpovidajici poloze bodu
v Case t= 0.

POZNAMKA. Pruzina zde byla uvazovana jako nehmotna. Ve skuteénosti ma také
ur¢itou hmotnost, coz ovlivni i vlastni frekvenci kmitdni dané soustavy. Pii
vypoctech vlastni frekvence lze vliv hmotnosti pruziny pfiblizné uvazovat tak, Ze
se k hmotnosti kmitajiciho télesa pricte urcitd cast hmotnosti pruziny; napiiklad
u Sroubovité pruziny jedna tfetina.
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7.2 Volné kmitani s tlumenim

Pohyb je Casto brzdén né&jakym odporem, napiiklad tfenim nebo viskoznim
tlumenim. Zde ukazeme piipad kmitavého pohybu s tlumenim umérnym rychlosti
pohybu (obr. 7.2), jak byva obvyklé u hydraulickych tlumi¢i. Pohybova rovnice je

mi+bi+hc=0. (7.6)

Konstanta b (Ns/m) vyjadiuje odporovou silu odpovidajici jednotkové rychlosti. Po
vydéleni rovnice (7.6) hmotnosti m dostaneme pohybovou rovnici

F+2Ni+ &’x=0; (7.7
@ je opét kruhova frekvence, definovana vztahem (7.3), a
N=b/2m); (7.8)

je tzv. koeficient tlumeni (s'). Dvojka ve jmenovateli je z formalnich divodi.

. HI-
AVAVAVAVAVAY
i

Obr. 7.2. Volné kmitani s tlumenim

Tvar feseni diferencialni rovnice (7.6) zavisi na velikosti konstant m, b a k, tedy
i na velikosti tlumeni. ReSeni této rovnice pro tii rizné ptipady bylo popsano
v kapitole (4.2). Zde se omezime na piipad podkritického tlumeni, kdy pohyb
hmotného bodu lze popsat jako

x(H)=Ce ™ sin (ot + @) . (7.9)

Jedna se také o kmitavy pohyb, ale s amplitudou klesajici podle exponencialy (obr.
7.3). Kruhova frekvence systému s tlumenim je

o =o' —N? =w1-6", (7.10)

kde
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5= (7.11)
w

je tzv. pomérny utlum. Kmitani s tlumenim pii < 1 je tedy o néco pomalejsi nez
kmitani netlumené se stejnymi parametry m a k, a to tim vice, ¢im vétsi je atlum o.
Pti 6= 1 by jiz §lo o tzv. kritické tlumeni, kdy se vychylené téleso pouze plynule
vrati do vychozi polohy. Pii 6 > 1 hovofime o tlumeni nadkritickém, s jesté
rychlej$im atlumem.

. X= Ce™ sin(w4t)

Obr. 7.3. Volné kmitani s utlumem

7.3 Vynucené kmitani

Jedna se o velice Casty ptipad. Zakladni rysy ukazeme na situaci, kdy na pruzné
nebo pruzné ulozené t€leso pusobi budici harmonicka sila Fy sin(€2¢) a kdy je
pritomno i tlumeni umérné rychlosti pohybu (Obr. 7.4). €2 je kruhova frekvence
budici sily. Pohybova rovnice je

mi + bx + kx = Fy sin(LX). (7.12)
Po jejim vydéleni hmotou m dostaneme nasledujici rovnici pro drahu:

¥+ 2Ni+ o'x = a, sin(2 + @), (7.13)
kde

ay = Fofm (7.14)

je amplituda zrychleni pfi vynuceném kmitani a @ je vlastni kruhova frekvence
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Obr. 7.4. Vynucené kmitani.

volného kmitani bez tlumeni, dand vztahem (7.3). Diferencialni rovnice (7.13) je
s pravou stranou, neboli nehomogenni. Jeji feSeni se dostane jako soucet feSeni x;,
homogenni rovnice (7.7) bez pravé strany a takzvaného partikuldrniho integralu x;:

X=X TXp. (7.15)
Reseni homogenni rovnice je stejné jako u volného kmitani. Pro 5<1 plati
x()=Ce ™ sin (ant + @) . (7.16)

Partikularni integral x, je takova funkce, kterd vyhovuje diferencidlni rovnici
(7.13). Vhodny vyraz je

Xp(t) = rsin(2t+ @) (7.17)

Po dosazeni vztahu (7.17) a jeho derivaci do rovnice (7.13) dostaneme po fadé
uprav [1]:

r=a ! _ 5 ! . (118)

" @ -2 +2NQ)? @ Ja-n*) + 2on)’

bQ
=arctg ————— . 7.19
& Sk ma? (7.19)

V téchto vztazich byl uzit pomérny utlum & podle vztahu (7.11) a Cinitel naladéni
n, definovany jako pomér budici frekvence k vlastni frekvenci netlumeného
systému:

n=Qlao. (7.20)

Je-1i budici frekvence (2 stejna jako vlastni frekvence @, je systém je v rezonanci.
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Vysledné uplné eSeni rovnice (7.13) je tedy

x(f)= Ce™sin (ot + @) + rsin(Q2t+ ¢,) , (7.21)

kde C je konstanta. Bez ohledu na velikost tlumeni vymizi po ur¢ité dobé prvni
slozka (s ¢lenem e ™), ktera piedstavuje prechodovy jev. Zistava pak jenom trvala
(stacionarni) slozka

x()=rsin(2t+ @), (7.22)

ktera popisuje vynucené kmity v ustaleném stavu. Ty maji zpravidla rozhodujici
vyznam pro chovani napf. strojnich zafizeni. Pro posouzeni téchto kmit je dulezita
amplituda » a fize ¢, staciondrni slozky. Je uZiteCné zavést tzv. pomérnou
amplitudu ¢ jako pomér amplitudy kmitavého pohybu r a statické vychylky ry
zpusobené budici silou F:

E=rlry ,kde rq=F/k. (7.23)

Lze dokazat, ze plati
1
é: - 252 2
VA=) + 257)

kde ¢ je pomérny utlum. Dalsi uZzitecnou veli¢inou je tzv. fazovy posun ¢, ktery

(7.24)

vyjadfuje posunuti (zpozdéni) mezi budici silou a vychylkou kmitajici hmoty:

20m
1-n°

@ = @p— @x = arctg (7.25)
Obe veliciny, & a ¢, jsou funkci naladéni 77 a pomérného utlumu 6. Jejich pribehy
jsou na obr. 7.5 a 7.6. Zavislost amplitudy vynuceného kmitani na frekvenci, obr.
7.5, se nazyva amplitudova charakteristika nebo rezonanc¢ni kiivka, a zavislost
fazového zpozdéni na frekvenci, obr. 7.6, se nazyva fizova charakteristika.
Z obou grafti je ziejmy zdsadni vyznam rezonan¢ni frekvence. Vidime, ze
s ptiblizovanim budici frekvence k rezonancni frekvenci (£2 — o, resp. 7 —= 1)
roste u netlumeného kmitani (6 = 0) amplituda nade vSechny meze. Vztah (7.24)
upraveny pro netlumené kmitani totiz prejde na tvar:

E=1/1-1), tg @=0 (pro n#1) (7.26)
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Obr. 7.5. Rezonancni kiiivka (zavislost pomeérné amplitudy & vynuceného kmitani
na poméru n budici frekvence 2 a viastni frekvence @w). £ — pomérna amplituda
(= r/ry), n— cinitel naladéni (= {Y®), 6— pomérny utlum (= N/@).

Pti n = 1, resp. pii £2 = w, hovoiime o rezonanci, a & — o. Nekonecné velka
amplituda kmitani je ale pouze hypoteticky pripad. Ve skutecnosti se od urcité
velikosti rozkmitu za¢nou projevovat odchylky od linearni zavislosti vychylky na
sile. Na druhou stranu, silné vibrace mohou znemoznit spravnou ¢innost zaiizeni
nebo dokonce vést k jeho poskozeni anebo zniCeni, k utrZzeni od zakladu a k dal$im
Skodam. Jsou tedy velice nebezpecné a musime se vzdy snazit, aby pracovni otacky
nebo frekvence byly dostatecné vzdalené od rezonancnich. Na S§tésti, i kdyby
skute¢né otacky byly v urcitém okamziku stejné jako rezonanéni, nenastane zniceni
okamzité. U rovnice (7.13), upravené pro netlumeny pohyb, tj.

E+ @'x=a, sin(Q2t+ @), (7.27)
ma partikularni integral pfi 2= @ tvar

xp(f) =7 tsin(2t+ @), (7.28)
kde
r=a/Co), =@ —7x/2. (7.29)
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Obr. 7.6. Fazova charakteristika (fazovy posun ¢ vynuceného kmitani
Jjako funkce pomeéru n budici frekvence (2 a viastni frekvence ).
@ — fazovy posun (°), n— cinitel naladéni, 5— pomérny utlum

Vztah (7.28) tika, Ze pfi rezonanci a nulovém tlumeni nartistd amplituda linearné
s casem ¢ (obr. 7.7). U mnoha zafizeni jsou pracovni otacky nebo frekvence vyssi
nez rezonancni. V takovém piipadé je pfi rozbéhu stroje nutno piejet pies
rezonan¢ni otacky co nejrychleji, aby amplituda nestacila dortist do nebezpeéné
velikosti.

POZNAMKA. Kazdy, kdo nékdy pozoroval elektrickou stolni brusku, si jisté
vS§iml, ze béhem klesani otaCek po vypnuti se v uréitém okamziku bruska po
kratkou chvili vyrazngji rozechvéje. To je pravé pii prechodu pies oblast
rezonance. Po chvilce ale tento jev ustane, nebot’ otacky se jiz dostatecné vzdalily
od rezonancnich.

Pfi rezonanci u zafizeni bez tlumeni dojde (v idedlnim ptipad¢) také ke skokové
zmeéné faze kmitani (obr. 7.6). To je ziejmé ze vztahu (7.25). Pro 77 < 1 je uhel ¢
kladny, ale pro 77> 1 je zaporny. Pomérma amplituda & by pro frekvence vyssi nez
rezonancni meéla byt pro n > 1 kreslena v zaporné poloroviné grafu, tj. pod
vodorovnou osou. Kvili jednotnému zpisobu zobrazeni pro netlumené i tlumené
kmitéani se i pro tento piipad kresli £ v kladné poloroving.

Jestlize u télesa buzené¢ho harmonickou silou je pfitomno tlumeni, bude amplituda
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x(t)=rt sin(2 /\ /\

t

Obr. 7.7. Postupny rist kmiti pri rezonanci

pfi rezonanci mit jen omezenou velikost a ke zmén¢ faze nedochazi. S rostoucim
tlumenim se amplituda zmensuje a rezonance nastava pii nizsi budici frekvenci, jak
bylo vidét na obr. 7.5. Polohu vrcholu rezonan¢ni kiivky lze najit z podminky
dé/dn = 0. Derivujeme-li vztah (7.24) podle 77 a polozime ziskany vyraz roven
nule, dostaneme po upraveé odpovidajici hodnotu ¢initele naladéni

ny=+1-26% . (7.30)

Index ,,v** znaci, Ze se jedna o polohu vrcholu rezonan¢ni kiivky. Ze vztahu (7.30)
také vyplyva, Ze pro pom&rny utlum 5= 1/N2 je 7, = 0, coZ znamena, e maximum
je v pocatku soufadného systému (£2= 0). Pro v&t3i tlumeni (8> 1/N2 = 0,7071) jiz
rezonan¢ni kfivka neobsahuje zadné maximum a pomérnd amplituda s rostoucimi
ota¢kami plynule klesa. Plati, ze pro &> 1/N2 je amplituda vynuceného kmitani
vzdycky mensi nez vychylka zptisobena statickou silou o stejné velikosti.

Maximalni pomérné vychylka je dana vyrazem

S = V2NA -], (7.31)
coz lze pro malé tlumeni vyjadfit pfiblizné vztahem

Enax ® 1/(20) . (7.32)

Dochazi-li néjakym zptisobem k tlumeni pohybu, potom fazovy uhel ¢ mezi budici
silou a vychylkou je pro jakoukoliv frekvenci mensi nez 180° (obr. 7.6). Pti n7 < 1
je o< 72,pti n>1 je > /2. Pti rezonanci je ¢ = /2.
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.....

pod rezonanci vzdycky pomérnd amplituda & vétsi nez jedna. V oblasti nad
rezonanci je & > 1 jen pro Cinitel naladéni 7 < \2. Pro n> V2 bude absolutni
velikost pomérné amplitudy vzdy mensi nez jedna; to znamena, ze dynamické
vychylky budou mensi nez statické. Toho se v praxi vyuziva ke snizeni vychylek
kmitajicich hmot — staéi, aby pracovni otacky stroje byly o dost vyssi nez otacky
rezonan¢ni. Tlumeni v tomto pfipadé neni rozhodujici. Prispiva vSak ke sniZeni
dynamickych vychylek — ale pouze jich. Netyka se pfenosu sil na jiné Casti, kde
jeho vliv je negativni, jak uvidime v nasledujicim oddilu.

7.4 Sily prenasSené z kmitajiciho télesa do ramu nebo zékladi

Z obrazku 7.2 kmitajici soustavy je zfejmé, ze do zakladil se ptenasi sila pruziny S
a sila D vyvozena tlumi¢em:

R = S+D = kx(f) + bi(f) (7.33)

Ob¢ slozky se meéni s Casem. Omezime-li se na piipad ustidleného kmitani,
dostaneme

x(®)=rsin(Q2t+ @) , x()=02rcos(2t+ @) (7.34)
Celkova sila, pfenasena do zakladu, je

R(t) = Ry sin(Q2t+ ¢) , (7.35)
kde

Ro=r NI+ bF) ,  or=arctg (cQ/k) = arctg (257) (7.36)

Po uprave dostaneme amplitudu sily pfenaSené do ramu nebo zaklada

R,=F, — L+ @no) (7.37)

A=)+ 2no)’

Oznacime-li pomér amplitudy sily pfenasené do ramu a sily budici jako soucinitel
pFenosu nebo pirenosovy pomér &g,

&= Ro/Fo, (7.38)
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dostaneme pro né¢j

2
A 1+ (2n0) (739)

©Ja= sy

Zavislost soucinitele pfenosu na budici frekvenci, resp. souciniteli naladéni, je na
obr. 7.8. Bodem o soufadnicich & = 1, 7 = \2 prochézeji viechny kiivky, bez
ohledu na velikost tlumeni o. Z obrazku je zfejmé, Ze pruzné ulozeni kmitajici
hmoty snizuje silu pfenaSenou do ramu pouze tehdy, je-li budici frekvence
dostateén& vysoko nad rezonanéni frekvenci, to znamena pfi 1 > \2. Zarovei
vidime, Ze v oblasti 77 > \2 piitomnost tlumeni situaci zhoriuje, tim vice, ¢im je
tlumeni vétsi. Bude-li zafizeni pracovat v oblasti dostatecné vzdalené od
rezonance, je nejlepsi ulozeni bez jakéhokoliv tlumeni.

4
Er

1
R S
0 \ \
0 0,5 1 15 1 2

Obr. 7.8. Soucinitel prenosu &g (= Ry/'Fy) v zavislosti na budici
frekvenci. n— cinitel naladéni (= Y @), 6 — pomérny utlum (=N/w).

Tento oddil Ize ukoncit shrnutim, ze pro minimalizovani sil pFenaSenych
z periodicky pracujiciho zatizeni do rdmu nebo zikladi je nejvyhodnéjsi,
jestlize budici frekvence je o dost vyssi nez vlastni frekvence tohoto zaiizeni.
Existuje ale jeste jedna cesta, vytvoreni tzv. dynamického absorbéru vibraci, jehoz
si vS§imneme v kapitole 7.10.
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7.5 Kmitani p¥i kinematickém buzeni

Dosud jsme predpokladali, Ze kmitani je vyvolano harmonickou silou ptisobici na
pruzné ulozené té€leso. Mize ale nastat i ptipad, kdy téleso je zavéSeno na pruzing,
a periodické pohyby jsou vnucovany jejimu opacnému konci. Sem patii
i odpruzené vozidlo jedouci po hrbolaté vozovce. Na obr. 7.9 je tato situace
znazornéna pro Cast vozidla, odpovidajici jednomu kolu. Hmota m spociva na
pruziné, jejiz dolni konec je spojen s kolem (nulové hmotnosti), které jede po
zvlnéné vozovce. Hmota ma tendenci kmitat svou vlastni frekvenci £, ale je mu
vnucena frekvence buzeni vozovkou. Budeme-li ptfedpokladat, ze zvinéni ma
sinusovy prib¢h, pak po utlumeni ptechodovych jevii vykonava kolo ve svislém
sméru harmonicky pohyb

yi=asin (20 ; (7.40)

a je vyska pulvilny, ¢ je Cas a 2 je thlova rychlost, kterd souvisi s rychlosti v
jizdy vztahem

Q=zxv/L; (7.41)

L je délka pulvlny nerovnosti (obr. 7.9). Na téleso m plsobi pruzina silou tmérnou
jejimu stlaceni y — y;, kde y je svislé posunuti télesa zrovnovazné polohy.
Pohybova rovnice télesa m (vzhledem k absolutnimu prostoru x, y) je

mi+k(y—y))=0. (7.42)
yix), ¥ (), ¥y
v(x)
m
2L
+ ~
a \\_/l X

Obr. 7.9. Kinematické buzeni. Kolo jedouci po zvinéné vozovce.

Vyjadiime-li zde y; ze vztahu (7.40), dostaneme po Upravé
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¥+ o’y = oa sin (), (7.43)

kde & = k/m je &tverec kruhové frekvence vlastniho kmitani hmoty m na pruZing k.
Rovnice (7.43) je podobna rovnici (7.27) a mé& podobné feseni. Velikost vychylky
hmoty m z rovnovazné polohy je dana vztahem

y=a 192 sin(Q¢) = y, sin(wt) (7:44)

1=
o2

Vo je amplituda pohybu hmoty ve svislém sméru, vzhledem k absolutnimu prostoru.

Vztah (7.44) tika, ze pro velmi malé rychlosti jizdy, a tedy pro malé poméry 2/w,
kopiruje pohyb hmoty m nerovnosti vozovky. Pro budici frekvenci £2, blizici se
k vlastni frekvenci @ t€lesa na pruziné (resonance), bude téleso velmi vyrazné
kmitat. Pfi vysokych rychlostech jizdy, tzn. pfi £2 >> @, se bude amplituda kmitani
hmoty blizit k nule. T¢€leso nestaci reagovat na zmény a pohybuje se po vozovce

poméme klidné. Kmita vSak v protifazi k budici sile. Pro ilustraci nasleduje jeden
priklad.

Priklad.

Kolo jede po zvInéné vodorovné vozovce stalou rychlosti v (obr. 7.9). Urcete
amplitudu svislych kmiti bfemene pruzné spojeného s napravou kola pii rychlosti:
a)v=>5m/s,b) v=20m/s.

Parametry ulohy jsou: hmotnost bfemene m = 100 kg, tuhost pruziny & = 19620
N/m (staticka deformace pruziny bfemenem je yy. = mg/k = 100%x9,81/19620 =
0,050 m). ZvInéni podlozky lze aproximovat funkci sinus o amplitudé a = 20 mm
arozteci vin 2L =2,0 m.

Reseni. Kruhova frekvence vlastniho kmitani @ =V(k/m) = \(19620/100) = 14, 01
s™'; odpovidajici vlastni kmitoget pohybu je /= @ /(27) = 14,01/(27) = 2,229 Hz.
Kruhova frekvence vynuceného kmitani v ptipadé (a) s rychlosti jizdy v = 5,0 m/s
je Q= 7 v/L = 7x5,0/1,0 = 15,708 s'. Odpovidajici frekvence vertikalni slozky
pohybu je £, = 2,5 Hz. Po dosazeni téchto hodnot do vztahu (7.44) dostaneme

-
1-(Q/e)

1
1-(15,71/14,01)

=0,078 m =78 mm.

2

Yo =1a
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V piipadé (b), pfi v = 20,0 m/s, bude kruhova frekvence buzeni 2 = 62,83 s/,
a amplituda kmitani ve svislém sméru klesne na yp = 0,001 m = 1 mm.

V obou piipadech byla budici kruhova frekvence (2 vyssi nez vlastni kruhova
frekvence volného kmitani @, takze vypoctené hodnoty byly zaporné. Pii pomale;jsi
jizdé byla budici frekvence blizko vlastni frekvenci a amplituda kmitani byla témér
ctytikrat vyssi nez amplituda zvIinéni vozovky. Pti vyssi rychlosti jizdy byla budici
frekvence Ctyfiaptlkrat vyssi nez vlastni frekvence, a amplituda svislého kmitani
klesla na zlomek amplitudy zvinéni cesty.

7.6 Pi#i¢né kmitani nosniki
Omezime se na piipad, kdy na Stithlém pruzném nosniku nebo hiideli je biemeno,

jehoz hmotnost m je mnohem vétsi nez hmotnost nosniku (obr. 7.10). Situace je
pak podobna jako u hmotného bodu na nehmotné pruziné podle obr. 7.1,

L ————
- -
-

Obr. 7.10. Pricné kmitani nosniku s bremenem.

a podobné plati i vztah (7.3), kde
k=Fly (7.45)

je nyni ohybova tuhost nosniku, ktera odpovida sile potfebné na vyvolani prihybu
jednotkové velikosti. Napftiklad pii bfemenu uprostied rozpéti plati [8]:

y=FP/(48EJ) ; (7.46)
[ je délka nosniku, £ je jeho modul pruznosti a J kvadraticky moment prifezu. Ze
srovnani vztaht (7.45) a (7.46) vyplyva

k=48EJ /P | (7.47)

takze urceni vlastni kruhové frekvence je snadné. Kruhova frekvence volného
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kmitani o je dana vztahem (7.3). Bude-li v mist¢ biemene trvale plsobit
harmonicka sila

F(t) = Fy sin (1), (7.48)

kde €2 je jeji kruhova frekvence, bude nosnik sbfemenem po doznéni
prechodovych jevl kmitat také kruhovou frekvenci €2, a s amplitudou

yo=FoP/(48EJ) (7.49)

Uhlova rychlost £2 je vazana s frekvenci vynuceného kmitani f vztahem

Q=2zxf (7.50)

Pro zavislost amplitudy vychylky na budici frekvenci plati vztah (7.18) a obrazek
7.5. Pro ptenos sily do podpor plati vztah (7.37) a obr. 7.8.

Skutecny nosnik mé vzdy ur€itou hmotnost, coz ovlivni vlastni frekvenci kmitani
soustavy ,,nosnik + bfemeno®, podobné jak bylo ukdzano v poznamce v kapitole
7.2. Jako ptiklad muzeme uvést lavku pro chodce pfes Temzi v Londyné
(tzv. Millenium Bridge), ktera byla rozkmitavana rytmickou lidskou chtizi [14]. Na
problém se pfiSlo az po uvedeni lavky do provozu, a dodate¢nd instalace
ptidavnych tlumict zvysila celkové naklady o 30%.

Otazky kmitani nosniktl ve slozit&jSich ptipadech i kmitani dalSich téles presahuji
rdmec této knizky, a v podrobnostech odkazujeme na literaturu, napt. [1 — 3].
Néro¢né technické ulohy (vlastni frekvence a vlastni tvary riznych téles) se dnes
zpravidla fe$i metodou konecnych prvkl s pouzitim odpovidajicich pocitacovych
programd. O nich se zminime na konci kapitoly 7.11.

7.7 Krouzivé kmitani

Predpokladejme nyni, Ze mame rotujici nehmotny hiidel s rotorem o hmoté¢ m
uprostied rozpéti. Tezisté rotoru lezi presne€ v ose spojnice obou lozisek. Jestlize
htidel kratkodobé prohneme (obr. 7.11), bude na hmotu piisobit odstfediva sila

Fy=my(?, (7.51)

kde y je prihyb a £2 je uhlova rychlost rotace. Tato sila je zachycovana loZisky.
Pokud je rotor uprostied, kazdé lozisko prenasi silu F,/2. Proti prohnuti htidele

106



Jaroslav Mencik: Razy a vibrace

ptisobi jeho ohybova tuhost &, vyjadiend vztahem (7.47). Pficna sila potfebna na
vyvozeni prihybu y je

F=yk. (7.52)

L/2

Obr. 7.11. Krouzivé kmitani

Tato sila roste pfimo umérné s prihybem y, zatimco odstiediva sila roste se
¢tvercem uhlové rychlosti. Pii nizSich otackach bude sila, potfebna na vyvolani
pruhybu y, vétsi nez odstiediva, takze po pominuti impulsu, ktery vyvolal prohnuti,
se hridel narovna. Pii urcitych otackach se ale odstfediva sila jiz dostane do
rovnovahy se silou reakéni, prithyb se udrzi a hmota m se pak pohybuje po kruznici
o poloméru y.. Odpovidajici thlova rychlost rotace (2., kterou dostaneme z rovnice
rovnovahy sil, F, = F;, bude

Q =AJkim . (7.53)

Tato uhlova rychlost je totoznéd s tthlovou rychlosti @ volného pti¢ného kmitani
nosniku s hmotou m. Prohnuty hiidel s kotoucem se pak otaci kolem spojnice
stfedl obou lozisek. Vzniklo krouzivé kmitani, které je pfi této rychlosti stabilni.
Jestlize ale otacky z n&jakého diivodu vzrostou, bude odstiediva sila vyssi nez sila
vratna, prithyb zacne narustat (a tim také odstfediva sila) a mize dojit k havarii.

7.8 Rotace hridele s excentrickym bremenem

Situace je zndzornéna na obr. 7.12. V klidu (obr. A) se tézist¢ biemene nachazi ve
vzdalenosti e od spojnice obou lozisek. Za¢ne-li hfidel rotovat, biemeno vyvozuje

odstfedivou silu, kterd zplsobi prohnuti hfidele o hodnotu 6. Tézist€ je pak
vzdaleno od osy o hodnotu y = e + ¢, takze odstfediva sila je nyni

Fy=m(e+ 0)2*. (7.54)
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m
-
Ladde
A 77 e
0 {e

Obr. 7.12. Krouzivé kmitani nosniku s excentrickym bremenem.
A —v klidu, B — p7i vysokych nadrezonancnich otdackach. T - tézisté

Tato sila musi byt stejné velka jako sila potiebna pro vyvozeni pruhybu 6, tj. F; =
ko. Z jejich rovnosti dostaneme po uprave

me? =6k —m?), (7.55)

odkud vyplyne vztah pro prihyb:

2
S—e Y _ 1 (7.56)

Je vidét, ze pokud excentricita neexistuje (e = 0), pfi rotaci prihyb nevznikd. Nyni
si ukazeme, jak se pruhyb (pfi e # 0) méni s rychlosti otaceni hiidele. Je-li kruhova
frekvence rotace (2 mensi nez vlastni kruhova frekvence @ pficného kmitani
hiidele s bifemenem, roste pruhyb s rostouci rychlosti a pro £2 — o by rostl nade
vSechny meze. Jakmile se ale rychlost otaCeni dostane nad tuto nebezpecnou
oblast, £2 > ®, zméni se ve vztahu (7.56) znaménko a prihyb se s rostoucimi
otaCkami zmensSuje. Pro velmi vysoké otacky (obr. 7.12B) se bude prihyb blizit
k hodnoté —e. TEZiSté¢ soustavy je nyni k ose, spojujici ob¢ loziska, blize nez za
klidu. Dochéazi zde k tak zvanému samocentrovani hiidele s bfemenem.
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7.9 Vyvazovani rotujicich zarizeni

Odlisna situace je v piipadé, kdy htidel je relativné tuhy. Patii sem napiiklad
elektromotory, turbiny, kola dopravnich prostfedkti, Cetné stroje pracovni nebo
obrabéci. Ale i u domacich pracek vznikaji Casto piidavné sily, které namahaji
loziska a zaklady. Zakladni pti¢inou jsou odstiedivé sily, jez vznikaji, pokud téziste
rotujictho télesa nelezi pfesn¢ v ose rotace. O nich jsme hovofili v pfedchozim
oddilu. Jsou-li navic rotujici hmoty rozlozeny podél této osy nerovnomérné, mize
dojit ke zvyseni reakénich sil v ulozeni v disledku vzniku pridavnych momenti.
Nemaji-li neptiznivé sily vzniknout, musi byt splnény dvé podminky:

1. té€ziste télesa musi leZet na ose rotace,
2. hlavni osa setrvacnosti télesa se musi shodovat s osou rotace.

Také lze fici, ze se musi rovnat nule statické momenty hmoty télesa k ose rotace
a devia¢ni momenty ke dvéma rovinam tvofenym osou rotace a osou k ni kolmou.

Pro splnéni téchto podminek musi byt téleso vyvazené: 1) staticky i 2) dynamicky.
Prakticky je nemozné vyrobit dokonale vyvazené rota¢ni téleso. Proto u téles, ktera
maji rotovat vyssi rychlosti (vime, Ze dynamické ucinky rostou se ¢tvercem tthlové
rychlosti), se provadi tzv. vyvazovani. Spociva v tom, Ze se k vyvazovanému télesu
ve vhodném mist¢ bud malda hmota pfida (napiiklad navafenim nebo
pfiSroubovanim), anebo se naopak odebere (odvrtanim nebo odbrousenim).
Statické vyvaZovani je snaz§i. MuzZe se provadét naptiklad tak, Ze se rotaéni téleso
polozi na dvé vodorovné rovnobézné tyce (“pravitka) a sleduje se jeho chovani.
Staticky vyvazené téleso se zastavi v jakékoliv poloze. Neni-li vyvazené, zacne se
po pravitkach samo odvalovat a zastavi se v okamziku, kdy je jeho t€zist¢ presn¢
pod osou rotace. Postupnym odebiranim materialu na této strané¢ anebo pfidavanim
hmoty na strané protilehlé se docili statického vyvazeni. To ale jest€¢ neznamena, ze
pti provozu nemohou vznikat ptidavné sily. Pro jejich uplnou eliminaci je nutné,
aby téleso bylo vyvazené také dynamicky, aby se jeho hlavni osa setrvacnosti
ztotoznila s osou rotace. Pii dynamickém vyvaZovani se odstrafiuje moment,
zpusobeny nevyvazenim. V tomto ptipad¢ se pfidavaji nebo odebiraji hmoty ve
dvou od sebe vzdalenych rovindch kolmych na osu otaceni, a to tak, aby pfi otaCeni
télesa v pruzném uloZeni bylo jeho chvéni co nejmensi. K jejich nalezeni tedy musi
téleso rotovat. Je-li téleso vyvazeno dynamicky, je vyvazeno i staticky.

K vyvazovani se pouzivaji rizné vyvazovaci aparatury nebo stroje. Ty
u roztoen¢ho télesa méti amplitudy a faze kmitani anebo dynamické reakce.

109



Jaroslav Mencik: Rdzy a vibrace

Vhodny pocitacovy program je vyhodnocuje a ukaze pak velikost nevyvazku
(mxr), ktery odpovida odstiedivé sile pii jednotkové thlové rychlosti, popiipadé
ukaze velikost potiebné ptidavné hmoty a misto, kde ma byt upevnéna.

Zvlastni zplisob vyvazovani se pouziva u modernich domacich pracek. Ty maji
v ulozeni bubnu zabudovany snimac zrychleni. Naplnény buben je nejprve
roztoCen na niz8§i otacky. Je-li naméfené nevyvazeni piilis velké, zkousi pracka
chodem doptedu nebo zpét docilit vhodnéjsiho rozlozeni pradla, coz se obvykle na
nékolik pokusti podafi. Teprve potom se buben roztoci na pracovni otacky.

Vice o vyvazovani se lze docist napt. v [9], informace o nékterych vyvazovacich
zafizenich Ize najit na webovych strankach vyrobct, naptiklad [10 — 13].

7.10 Energie v kmitajicim systému s tlumenim

Je-li pfitomno tlumeni, vyvozované napfiklad tfenim nebo proudénim viskdzni
kapaliny, dodavana energie se rozptyluje a méni v teplo. Na rozdil od Cisté
elastického kmitani, kde odezva je prakticky okamzita, takze sila a draha jsou ve
fazi, pii kmitani s tltumenim se drédha y opozd’uje za silou F (obr. 7.13).

Obr. 7.13. Kmitani s tlumenim (hystereze)
Pii sinusovém prubehu pro silu F a dréhu x plati
F(f) = Fy sin(ax) , (7.57)
x(t) = xo sin( @t — @) (7.58)
Diferencial prace sily F je

dW =F dx = F, sin(axX) xo @ cos(at — @) dt (7.59)
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a prace za jednu periodu 7 =27/ w je
W= | Fyx, sin(er) cos(wt — @) dt = 7 Fy x, sin ¢ (7.60)

Tato prace se méni v tepelnou energii. Je zfejmé, Ze pokud je draha ve fazi se silou
(Ciste elastické kmitani, tj. @ = 0), je sin ¢ = 0 a zadna prace se béhem jednoho
cyklu nezmaii.

Nézorny obrazek o spotfebé energie v zatézovacim cyklu dava graf v souradném
systému ,,sila — draha®. V naSem ptipad¢ to je elipsa se Sikmymi osami (obr. 7.14).
Prace v jednom zatézovacim cyklu je imérna plose této elipsy. Je-li draha ve fazi
se silou (@ = 0), elipsa zdegeneruje na (Sikmou) tseCku a prace vykonana v jednom
cyklu je rovna nule. Nejvice energie se pii kmitavém pohybu mati, opozd'uje-li se
dréha za silou o0 90°, kdy ve vztahu (7.60) je sin ¢ =1.

y

Obr. 7.14. Hysterezni smycka.

7.11 Dynamicky absorbér vibraci

Dosud jsme vySetfovali situaci, kdy na pruzné uloZené téleso piisobi budici
harmonicka sila. Vidéli jsme, Ze kdyZ se frekvence budici sily blizi k rezonancni
frekvenci systému, roste amplituda pohybu, a za urcitych podminek by mohlo dojit
k poskozeni nebo zniCeni zafizeni. Ukazali jsme také tfi zpusoby, jak tomu
zabranit: 1) zménit budici frekvenci (coz neni vzdy mozné), nebo 2) upravit tuhost
ulozeni tak, aby vlastni frekvence systému byla dostatecné vzdalena od budici
frekvence, anebo 3) pfipojit dostate¢né ucinny tlumic, naptiklad hydraulicky nebo
treci. Zde ukazeme ctvrty zptsob, ktery uzivd takzvany dynamicky pohlcovaé
vibraci. Jeho podstata spociva v tom, Ze k télesu, jehoz kmitani chceme zmirnit,
pfipojime pruzng jesté jedno téleso. Budici sila plisobi na prvni téleso. Pii vhodném
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naladéni ale bude kmitat pouze druhé, pfipojené téleso, zatimco ptvodni téleso
zustava v klidu. Zde uvedeme teoretické zaklady feseni tohoto problému [1 — 3].

Situace je znazornéna na obr. 7.15. Té€leso, jehoz kmitani chceme utlumit, ma
vSechny veli¢iny oznacené indexem 1, a dynamicky absorbér kmitd ma index 2.
Tato soustava ma dva stupné volnosti. Pro jednoduchost budeme uvazovat piipad
bez piidavného tlumeni, tzn. pouze se setrvatnymi hmotami a silami pruZin.
Pohybové rovnice pro obé télesa jsou

m .'i'.:1 + kix; + kz(xl — Xz) =F, Sil’l(.Qt + (apl) (761)
I’I’lz-'lxz'z + kz(Xz - xl) = O (762)

Jedna se o soustavu dvou diferencialnich rovnic. Rovnice (7.62), s nulovou pravou
stranou, je homogenni, a rovnice (7.61), s nenulovou pravou stranou, je
nehomogenni. Obecné feseni je souctem feSeni homogenni rovnice a partikularniho

Fosin(£1)
<—|—> K

k
B

7
Obr. 7.15. Dynamicky absorbér vibract

feSeni rovnice s pravou stranou. Zde se omezime na partikularni feSeni, protoze
jenom to odpovida ustalenému provozu. Toto feSeni miizeme piedpokladat ve tvaru

xi=A;sin(Q2t+ @) , x2=A>sin(21+ @) (7.63)

Po vyjadfeni x; a x, vrovnicich (7.61) a (7.62) prostfednictvim vztahti (7.63)
a jejich derivaci, a po vykraceni vyrazem sin(£2¢ + ¢,;) s pfihlédnutim, Ze druha
derivace funkce sinus je minus sinus, dostaneme dv¢ nasledujici linearni rovnice:

—Algzml+k1Al+k2(A1 —Az)—F():O (764)

~A>02%my + kx(A> — A7) =0 (7.65)
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Resenim této soustavy je

F, (k, _ngz)

A =
I (k, — mlQ2 )k, — ngz )— kzm2Q2

(7.66)

F k,
(k, - mlgz )k, — ngz )— kzngz

(7.67)

Podivejme se na prvy z obou vyrazii. Jestlize Citatel zlomku (7.66) bude roven
nule, bude se rovnat nule amplituda A4,. To znamena, Ze téleso 1 nebude vibec
kmitat ! To nastane, jestlize

kylmy = Q%, resp. 2 =(ka/ms) . (7.68)

V tomto ptipad€ pisobi pfidavna hmota 2 na hmotu 1 stejné velkou silou, jako je
vnéjsi budici sila, ale opacného smyslu. Vnéjsi sila (F) a sila pruziny ky(x; — x7) se
proto navzajem rusi a vychylka x; hmoty 1 je nulova. (Kmita ale téleso 2 !) Ma-li
toho byt dosazeno, musi rezonancni frekvence volného kmitani télesa 2 byt stejna
jako budici frekvence sily Fy. Toho Ize docilit vhodnou volbou hmotnosti télesa 2

a tuhosti pruziny k.

Situace je ale slozit€j$i. Dynamicky tlumi¢ pracuje dobfe jen pii zcela uréité
frekvenci. Uplné eliminace vibraci télesa 1 je dosazeno pouze tehdy, je-li kruhové
frekvence buzeni rovna @. Pfi jinych frekvencich je situace hor$i. Z podrobné
analyzy [2] vyplyva, Ze se objevi dvé nové rezonancni oblasti, s vyraznéjSim
kmitanim, i kdyz zfeteln¢ slabsim, nez by bylo kmitani télesa 1 bez tlumeni.
Jestlize se pfi provozu mohou vyskytnout rizné budici frekvence, je nutno uzit
ptidavné tlumeni, poptipade vytvofit absorbér kmit jako laditelny.

Dynamické absorbéry kmitani se uzivaji nejen u stroji, ale i u velmi malych
zafizeni nebo naopak u velkych staveb. Uvedeme zde dva extrémni ptiklady.
Prvnim je tlumeni chvéni vibra¢niho holiciho strojku [4]. Druhym je mrakodrap
Taipei 101 na Taiwanu; u toho je tlumi¢ vytvoten jako ocelova koule o priméru
pres 5 metri a hmotnosti 660 t (!), zavéSena na Ctyfech silnych ocelovych lanech
uvniti mrakodrapu v 88. poschodi [15]. Toto uspofadani funguje jako kyvadlo,
které ma také svoji vlastni frekvenci.

113



Jaroslav Mencik: Rdzy a vibrace

7.12 Kmitani soustav s vice stupni volnosti

S vyjimkou dynamickych absorbéri vibraci jsme se dosud zabyvali chovanim
jednoho télesa na pruzin€. Jeho poloha byla popsana jednou soufadnici a pohyb
v Case jednou diferencidlni rovnici. V takovém piipadé fikame, Ze se jedna
o kmitani s jednim stupném volnosti. Mame-li néjakym zptsobem spojena dvé
pruzna télesa, je jejich kmitani slozitéjsi. Vide€li jsme to u tzv. dynamického
absorbéru (obr. 7.15), kde kmitani bylo popsano dvéma diferencialnimi rovnicemi,
(7.61) a (7.62), a existovaly zde dveé rezonancni oblasti a dvé vlastni frekvence
volného kmitani. Toto byl ptipad se dvéma stupni volnosti. Zde pro néj naznacime
feSeni podle [2], které pak je zobecnime na vice stupni volnosti.

Rovnice (7.61) a (7.62) maji pro volné kmitani nasledujici tvar:

mix) + ke + k(o —x) =0 (7.69)

my¥; tho(x, —x1) =0 (7.70)
Zavedeme pomocné konstanty a, b, ¢ nasledujicim zptisobem:

a=(ktky)/my , b= kim,, c=kim,, (7.71)
S nimi piejdou rovnice (7.69) a (7.70) na tvar

¥ +ax;—bx,=0 (7.72)

XH—cx;+exn=0 (7.73)
Predpokladame-li jejich feSeni ve tvaru

x1 =4, sin(ex + @), Xy = A, sin(aot + ) (7.74)

a dosadime je i sjejich druhymi derivacemi podle ¢asu do (7.72) a (7.73),
dostaneme po Uprave

Ai(a— &) —Ab =0 (7.75)
~Aic  + Ac— ') =0 (7.76)

Toto je soustava dvou rovnic snulovou pravou stranou. Ta bude mit FeSeni
snenulovymi amplitudami 4, a 4, pouze tehdy, bude-li roven nule jeji
determinant, tj. vyraz
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(a— ) c—ad)—bc=0 (7.77)
respektive
&' —(a+ce)a+cla—b)=0 (7.78)

To je rovnice Ctvrtého stupné (tzv. frekvencni rovnice), ale mizeme ji chapat i jako
kvadratickou rovnici s neznamou «’. Kofeny této rovnice budou dva:

2
a+c a+c
o, = . u\/( . j — c(a—b) (7.79)

Soustava o dvou stupnich volnosti ma tedy dvé vlastni kruhové frekvence, @, ;.
Podobn¢ mohou existovat piipady stfemi i vice stupni volnosti, naptiklad
u kmitani nosniku, htideld a mnoha dalsich téles, takze vlastnich frekvenci je pak
vice. (Obecné plati, ze pocet vlastnich frekvenci je totozny s poctem stupnil
volnosti soustavy.) Pro feSeni pfipadii s vice stupni volnosti by rozepisovani
jednotlivych rovnic podle zptisobu (7.64) a (7.65) bylo pfili§ slozité, a proto se
obvykle uziva maticovy zapis. Matici rozumime mnozinu ¢isel, takzvanych prvkt
matice, usporadanych urcitym zptsobem do fadkd a sloupct. S maticemi je mozné
provadét podobné vypocty jako s ¢isly, naptiklad secitat nebo nasobit, ovSem podle
formalnich pravidel maticového poctu. Jeho vyhodou je wvelice jednoduchy
a ndzorny zapis. Napiiklad vztahy (7.61) a (7.62) vypadaji pii maticovém zapisu
takto:

my+ky=F@, (7.80)

tedy podobné jako vztah (7.12) pro jednorozmémy pfipad s hmotnym bodem na
pruzing. Jediny rozdil je nyni v tom, Ze m je matice hmot, y je matice posuvi a ¥ je
matice jejich druhych derivaci, k je matice tuhosti a F je matice budicich sil. Je-li
pfitomno tlumeni, bude v rovnici (7.80) navic matice tlumeni b a matice rychlosti
posuvl y’, podobné jako v rovnici (7.12). Vlastni uspotfadani jednotlivych hodnot
v matici a prace s nimi je otizkou konkrétniho programu. Reseni kmitani s vice
stupni volnosti nezbytné vyzaduje pocitac¢ a vhodny software. Také feSeni rovnic
v maticovém tvaru je dnes zalezitosti odpovidajiciho software, a b&zny uzivatel
nemusi znat v§echny jeho podrobnosti.
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Rlznym vlastnim frekvencim odpovidaji i rozdilné tvary deformovaného télesa pti
rezonanci. Hovotfime pak o vlastnich tvarech. Piiklad tii prvnich vlastnich tvart
nosniku na dvou podporach jsou znazornény na obr. 7.16.

II.
\/

Obr. 7.16. Nosnik na dvou podporach a prvni tri vlastni tvary kmitani

tzv. metoda konecnych prvki, MKP ([16, 17]. Pii ni je zkoumané téleso
rozdéleno myslené na veliké mnozstvi jednodussich téles, tzv. prvki, spojenych
v uzlech. Prvek mtze mit napiiklad tvar prutu, trojuhelniku, malé jednoduché
desky, skofepiny, Ctyfsténu nebo hranolu. Nezndmymi veli¢inami jsou posuvy
uzlovych bodu prvki. Slozky posuvd, sil a napéti v jednotlivych bodech télesa jsou
vyjadieny prostfednictvim matic. Fyzikalni podstatou feSeni je nalezeni takovych
hodnot posuviti uzlovych boda, kterym bude odpovidat minimalni energie soustavy,
tvofena energii napjatosti télesa a potencidlni energii zatézujicich sil. V konecné
podobé¢ se jednd o feSeni velmi rozsahlych soustav rovnic (stovky az miliony).
K témto ucelim byly vyvinuty G¢inné komeréni MKP programy pro analyzu
staveb a konstrukei, véetné feSeni dynamickych uloh a hledani vlastnich frekvenci
i tvart. Blize viz napf. [18 — 21].

O komer¢nich tlumicich vibraci lze informace najit v prospektech vyrobct, napf.
[22, 23].
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8. Rozmérova analyza
a teorie podobnosti

Pti vyvoji raznych zafizeni, stroji a staveb, vCetné zafizeni pro tlumeni narazl
a vibraci, je uzite¢né pouzivat rozmérovou analyzu a teorii podobnosti, nebot’
umoznuji zjednodus$it experimenty, zmenSit jejich rozsah a ulinit vysledky
obecngjsimi. (To plati i pro experimenty pocitacové!) V této kapitole, ktera vychazi
z praci [1 — 4], jsou ukazany rizné druhy podobnosti a ptiklady bezrozmérovych
veli¢in a uvedeny pokyny pro jejich vytvareni.

8.1 Rozmérova analyza

Kazda fyzikalni veli¢ina je popsina Ciselnou hodnotou a jednotkou. Ciselnd
hodnota ik, kolikrat je vySetiovand veli¢ina vétsi nez jeji jednotka. Priklad délky
je 5,3 m, priklad sily je 25 N, ptiklad ¢asu je 15,6 ms. Krom¢ zakladnich jednotek
(metr, kilogram, sekunda...), definovanych v systému SI, se uzivaji i rtzné
odvozené jednotky a ptedpony (u, m, k, M...), které oznacuji rad.

Kazda rovnice, ktera popisuje fyzikalni jev, musi byt rozmérové homogenni: jeji
leva strana musi mit stejny rozmér jako prava strana. Kontrola homogenity
rozméru by se méla délat vzdy pifi odvozovani a pred pouzitim nového vztahu.
Vysetiujme naptiklad vzorec pro vypocet prihybu yp elastického nosniku
zatizeného silou F. Z nauky o pruznosti je zndmo, Ze prihyb bude pfimo tmérny F
a neptimo umémy ohybové tuhosti nosniku, definované jako ExJ, kde E je
Youngiiv modul materialu a J je moment setrvacnosti priufezu. Prahyb bude také
umérny urcité mocnin€ S délky nosniku L. Pfedstavme si nyni, Ze nezname
exponent S. V takovém piipadé mizeme napsat zakladni tvar vzorce:

y=CxFXL(EXJ) ; (8.1)

C je bezrozmérova konstanta. Nahradime-li jednotlivé veli¢iny ve vztahu (8.1)
jejich jednotkami, dostaneme

m=1xNxm%Nm?xm?.
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Rozmér pravé strany musi byt stejny jako rozmér levé strany, tj. metr. Soucin
viech ¢lent vpravo, obsahujicich m, je m*xm**m™ = m**™* = m*?% Tento
exponent musi byt stejny jako exponent vlevo Jejich porovnani da 1 =S5 — 2. Z toho
vyplyva § = 3, takze y = CxFxL*/(EJ), coZ je vztah dobie zndmy z pruZnosti

a pevnosti. Podminka homogenity rozmért tedy pomohla najit spravny tvar vzorce.

Je-li jedna strana rovnice tvofena souctem nékolika ¢lenil, pak vSechny musi mit
stejny rozmér. Napftiklad svisla draha y télesa padajiciho v gravitacnim poli je
obecné

y=yotvit+ gt . (8.2)

t je Cas, o a v jsou poloha a rychlost télesa v case ¢t = 0, a g je tihové zrychleni.
Podminka rozmérové homogenity fika, ze jednotlivé veliCiny nemohou existovat
ve fyzikalni rovnici nezavisle, ale pouze ve skupinach se stejnym rozmérem.
Vydélime-li rovnici (8.2) jednim z ¢lentl, napf. yy, zméni se na bezrozmérovy tvar

ylyo =1+ votlyo + 2 g'lyo (8.3)
s normalizovanymi veli¢inami y/yo, vot/y, and g£*/yo.

Témet kazdou fyzikalni rovnici lze pietransformovat na bezrozmérovy tvar. Pouziti
normovanych veli¢in mé fadu vyhod. Fyzikalni rovnice, vyjadfené prostfednictvim
bezrozmérovych veli¢in jsou obecnéjsi. Relativni posunuti ¢i draha, y/y,, nezavisi
jednotlivé na vo, t a yo, ale na jejich uréitych kombinacich, uvedenych v rovnici
(8.3). Bezrozmérové veli¢iny tedy umoziuji kombinovat vysledky experimentt
vykonanych se vzorky o rtizné pocateéni rychlosti a poloze, kdy jedinou
podminkou je jejich spravna kombinace. (Na ptiklad u nosniku hraje roli
kombinace jeho rozmérti a materidlu.) Pro formulovani urcité zavislosti je pak
mozno vyuzit vice dat a S$irS$i rozmezi parametri. Vysledky vyjadfené
v bezrozmérové formé jsou také univerzalngjsi, pouzitelné pro celou tiidu
podobnych objektii, s podobnou geometrii nebo fyzikalnimi vlastnostmi. Kromé
toho, pouziti bezrozmérovych veli¢in mlze uSetfit experimentalni praci, protoze
obvykle plati:

Vztah N velicin, jejichi rozméry Ilze vyjadiit pomoci D zakladnich rozmérn, je
mozno nahradit vitahem mezi

P=N-D (8.4)

bezrozmérovymi parametry I1.
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Podle tohoto Buckinghamova pravidla je pro stanoveni mensiho poctu regresnich
konstant zapotfebi méné experimentl. Redukce experimentalni prace je vyznamna
zejména pokud vysetfovany vztah obsahuje mnoho veli¢in a pocet proménnych N
je blizky poétu zékladnich rozmérii D. To lze ilustrovat na predchozim ptikladu
padajiciho télesa. Rovnice (8.2) ptedstavuje vztah 5 veli¢in: y, yo, vo, g a t; tj. N =
5. Tyto veliciny lze vyjadfit pomoci dvou zakladnich rozmért: metr a sekunda;
tedy D = 2. Podle rovnice (8.4) by pocet bezrozmérovych parametri mél byt P = N
— D =5-2=3. A skute¢né, rovnice (8.3) je vztahem pouze tii bezrozmérovych
parametri: y/yo, vot/vo and gf*/yo. Je§té vyhodngjsi bude bezrozmérové vyjadieni
v nasledujicim piipad€. Je-li tfeba vysettit vliv Sesti faktord, z nichz kazdy bude na
dvou urovnich (nizka a vysokd), pocet nezbytnych pokust bude 2° = 64. Pokud by
podet bezrozmérovych parametrt byl pouze 4, poget nutnych pokusi klesne na 2* =
16, tj. na jednu Ctvrtinu!

Uvedené vyvody plati i pro modelovani pocitacové! I jeho rozsah lze zmensit,
jestlize na zacatku provedeme obecnou analyzu a spravné formulujeme, co na ¢em
Z4&visi.

8.2 Podobnost

Pouziti bezrozmérovych veliCin je velice uziteéné i pii studiu chovani realnych
objektd pomoci modelii. Stavba velkého zatizeni nebo konstrukce byva provazena
mnoha nejistotami, a mozné ztraty v diisledku chybného ndvrhu by byly velmi
vysoké. Proto se nejprve zpravidla vytvori a testuje mensi model. Pokud vSak ma
adekvatné odpovidat chovani skute¢ného objektu, musi mezi nimi existovat
podobnost. Existuji rizné druhy podobnosti, naptiklad:

Geometrickd podobnost, tj. shodnost tvaru vcetné odpovidajicich tthla a imérmnost
odpovidajicich rozméri (tzv. métitko). Plati nasledujici relace:

Rozmér modelu = Méritko X Rozmér skuteCného objektu

Naptiklad model budovy v méfitku 1:20 ma dvacetkrdit mensi rozméry nez
skute¢ny dum.

Statickd podobnost: deformace modelu pfi konstantnim zatizeni jsou ve stejném
pomeéru jako odpovidajici deformace objektu (dila).

Kinematickd podobnost: existuje pomér ¢asové umeérnosti mezi odpovidajicimi

jevy pro model a pro objekt.
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Dynamicka podobnost: sily, ptisobici v odpovidajicich casech a mistech na modelu
a objektu jsou ve stejném pomeru.

Teorie podobnosti pracuje stakzvanymi podobnostnimi &isly. Ctenafi, ktefi
absolvovali stfedoskolskou vyuku fyziky, znaji napt. Reynoldsovo ¢islo (Re), které
pomaha posoudit, jestli proudéni kapaliny je lamindrni nebo turbulentni. Dalsi
priklady jsou uvedeny na konci kapitoly. Podobnostni ¢isla jsou bezrozmérova;
vlastné kazda bezrozmérova veli¢ina mize slouzit jako podobnostni Cislo.

Bezrozmérové proménné Ize vytvaret riznymi zpiisoby. Nejjednodussi je pomer
urcité veliCiny a jeji charakteristické hodnoty, napt. x/xy nebo Ax/x, pro vzdalenost
nebo posunuti. V pruznosti a pevnosti je dobie znamé pomérné prodlouzeni (& =
AL/L), Poissonovo ¢Cislo p (pomér relativniho zkraceni v pficném sméru
k relativnimu prodlouZzeni ve sméru zatiZeni), nebo koeficient tieni f, definovany
jako pomér sily, potiebné k posouvani télesa po jiném télese, a normalové sily,
ktera obé télesa pfitlacuje k sob&. Jinym piikladem je bezrozmérova poloha bodu
v télese, napriklad

ég: (x - xmin)/(xmax - -xmin) (85)

Xmax @ Xmin predstavuji krajni hodnoty soufadnic. Podobné lze vyjadfit i Cas.
Bezrozmérova teplota, 8 = (T — T..)/(Ty — T.), se uziva pro univerzalni popis
prenosu tepla (7 je pocateCni teplota a T, je konecna teplota). V tomto piipadé
také poloha vysetfovaného mista mize byt v bezrozmérové podobé. Formalni
postupy pro vytvareni bezrozmérovych parametrti 1ze najit naptiklad v [1 — 4].

Bezrozmérové musi byt i argumenty v matematickych funkcich typu sin, cos, log
nebo exp. V opacném ptipadé by jakakoliv zména jednotek (napf. metry misto
mm) zménila numerickou hodnotu vysledku. Bezrozmérové jsou také argumenty
v rozdé€lenich pravdépodobnosti. Napiiklad normélni (Gaussovo) rozd€leni uziva
argument {%4[(x — #)/c]’}, kde u a o jsou stiedni hodnota a smérodatna odchylka.
Vyraz v hranatych zavorkach ale neni nic jiného, nez standardizovana proménna,
ktera vyjadiuje vzdalenost x od stiedni hodnoty u jako nasobek smeérodatné
odchylky o

8.3 Dalsi doporuceni

1) Tvar bezrozmérového parametru nékdy neodpovidd nasim zamérim nebo
experimentalnim moznostem. VSeobecné Ize vytvaret nové parametry nebo
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podobnostni Cisla jako soucin nebo pomér ptivodnich bezrozmérovych parametrt,
¢i pouzit jejich prevracenou hodnotu nebo mocninu. Protoze ptivodni parametry
byly bezrozmérové, jsou i takto vzniklé nové veliCiny bezrozmérové. Nékdy je
vhodné zkusit vytvofit vice bezrozmérnych parametrl a vybrat z nich nejvhodnéjsi,
zejména takove, které maji urcity fyzikalni smysl.

2) Vyskytuje-li se v uloze né€kolik veli¢in se stejnym rozmérem, lze vytvaret
bezrozmérové parametry piimo jako jejich poméry a snizit tak pocet argumentd.
Ilustrovat to Ize na ptikladu prihybu nosniku y s obdélnikovym priiezem (b x h)
a délkou L, zatizeného osamélou silou P. Modul pruznosti materidlu je E.
Proménné a jejich rozméry jsou: y(m), w(m), A(m), L(m), P(N), E(Nm™2). To je 6
proménnych se dvéma rozméry. PocCet bezrozmérovych parametrt, potfebnych pro
popis problému, je P =N — D = 6 — 2 = 4. Okamzité mizeme vytvofit tii parametry
Ih = y/h, Ih = b/h a I = L/h. Zbyvaji dvé veliCiny (P a E), které musi byt
obsazeny ve Ctvrtém parametru. S pfihlédnutim k jejich rozmérim a k podmince
bezrozmémosti musi byt do /4, zahrnuta také jedna geometricka velicina,
napiiklad 4 nebo jeho mocnina. Tak dostaneme tento parametr jako /7, = P/(Eh?).
Vysettovany vztah lze tedy zapsat v nésledujicim bezrozmérovém tvaru:

yIh = f[PAER®), LIh, blh] . (8.6)

Vidime, Ze pro zkoumani relativniho prithybu y/k jsou dilezité nikoliv jednotlivé
veli¢iny L nebo P, atd., ale jejich poméry.

3) U nékterych tloh se vzdy vyskytuji bezrozmeérové veliciny. Piiklady jsou
soucinitel tfeni, Poissonovo ¢islo x nebo thel ¢ (rad). Tyto veli¢iny se automaticky
stavaji argumenty v bezrozmérovych vztazich.

4) Vytvarime-li bezrozmérové parametry, snazime se vyuZzit existujici znalosti
o vySetfovaném problému nebo podobnych tlohach. Vime napiiklad, Ze prihyb
pruzného nosniku je pfimo imérny zatizeni a nepfimo umérny modulu pruznosti.
Nékdy zname analytické feseni ulohy pro velmi malé nebo velmi vysoké hodnoty
urcité promeénné. [ siln¢ zjednoduSené feSeni muize pomoci pii hledani tvaru
argumentl. Nékdy je znamo, Ze nékteré¢ veliCiny musi vystupovat v urcité
kombinaci. Tuto kombinaci pak miizeme uvazovat jako novou proménnou, ¢imz se
snizi celkovy pocet proménnych. VySetfujeme-li na ptiklad tfeni mezi dvéma
télesy, je mozno piitlaénou silu F (N) a kontaktni plochu S (m®) nahradit
kontaktnim tlakem p = F/S (N/m?).
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5) Ptipravujeme-li urCity experiment, je nutné uvazovat vSechny veli¢iny, které by
mohly hrat roli. Jinak bychom mohli dostat nespravné a zavadéjici vysledky. Je
méné nebezpecné zahrnout velicinu, jejiz dilezitost je nejistd, a pozdé€ji se mize
ukazat, ze ji lze pominout, nez vynechat veli¢inu, kterd se pozdé¢ji ukaze jako
dilezita. Pouziti rozmerové analyzy neékdy odhali zavazné nedostatky. Naptiklad
objevi-li se wur€ity rozmér jenom u jedné veliCiny, potom tato veliina
z bezrozmérové rovnice vypadne a nebude zahrnuta do Zadného bezrozmérového
parametru. Je-li vSak zifejm€ nezbytna pro popis vySetiovaného jevu, je nutné
pridat jesté dalsi veli¢inu, kterda bude mit stejny rozmér. Lze to ilustrovat na
ptikladu vySetfovani intenzity opotiebeni brzdové desticky. Veliciny, které hraji
roli, jsou: rychlost opotiebeni w (m/s), rychlost vzajemného pohybu v (m/s) a tlak
v kontaktni ploge p (N/m?®). Bezrozmérovy parametr lze hledat v obecném tvaru

IT=w"' x* p*© . (8.7)

Tento vyraz mizeme piepsat prostfednictvim rozmért jednotlivych veli¢in m, s, N
jako

[m]° [s]® [N]° = [mxs ]! x [mxs T2 % [Nxm 22 (8.8)

Leva strana odpovida bezrozmérovému vyjadieni. Z podminky rovnosti exponentl
u stejného zékladu vyplyva N° = N*, takZe x3 = 0. Z experimenti je ale znamo, e
rychlost opotfebeni zavisi na kontaktnim tlaku p, takze x; nemtze byt rovno 0. Je
tedy nutné pridat jesté n&jakou dalii veli¢inu, ktera bude mit také rozmér Nm .
Muize to byt napiiklad tvrdost H (Nm™>), ktera charakterizuje odpor materialu.
Obecny tvar bezrozmérového parametru pak bude

1= le Vx2 px3 Hx4 (89)

Z tohoto vyrazu mizeme snadno formulovat vhodny vztah bezrozmérovych
parametri jako w/v = fip/H), a provést fadu experimentli pro nalezeni vhodného
tvaru funkce f.

8.4 Omezeni principu podobnosti

Princip podobnosti plati jenom za urcitych podminek, a mimo né ztraci svoji
platnost. Ptikladem je piechod od pruznych deformaci k plastickym u kovovych
materialti. Jsou-li napéti nizsi nez mez kluzu, plati pfima itmérnost mezi napétimi
a pretvofenimi, a lze uzivat princip superpozice, kdy deformace a napéti od
n¢kolika zatizeni plsobicich soucasné pocitame jako soucet deformaci nebo napéti
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od jednotlivych zatizeni. Zéakony pruzno-plastického deformovani jsou ale
nelinearni, takze situace musi byt feSena pro riznd zatizeni individualné. Jinym
pripadem je zavislost pevnosti soucasti z kiehkych materialii na velikosti zatizené
plochy nebo objemu. Kfehky lom obvykle za¢ne na nejslab$§im misté, s néjakou
vadou. Mensi velikost zatizené oblasti znamena mensi pravdépodobnost vyskytu
vetsi vady. Mensi defekt mtize slouzit jako vychodisko poruchy pouze pii vysSim
napéti. Velmi malé pfedmeéty jsou proto pevnéjsi. Podobn¢ zavisi na velikosti i mez
unavy kovovych soucasti.

Neékdy se ve vysetfovaném problému mohou soucasné vyskytnout veliiny, které
zavisi na riznych mocninach jiné veli¢iny. Napiiklad energie, spotiebovavana pii
lomu, je tméma lomové plose (m®), zatimco energie napjatosti akumulovana
v télese je tmérna jeho objemu, a tedy m’. Chceme-li tlumeni narazi zkoumat
experimentalné na modelu o jinych rozmérech, musime uvazit, co je hlavnim
mechanismem disipace energie, resp. jsou-li ob& slozky energii stejné dulezité,
a popfipad¢ jednu z nich zanedbat.

Procesy pii rychlém plastickém deformovani materidlu né€kdy zavisi na rychlosti
pretvareni (strain-rate). Jestlize chceme zkoumat uCinky razového zatizeni na
modelu, ktery m4d mensi rozméry (L) nez skuteCny objekt (L,), pak nesmime
zapomenout, ze pro dosazeni stejné rychlosti pretvaieni by méla byt rozdilna
i rychlost narazu vy, aby platilo

Vou/Vop = Lu/Lp (8.10)

indexy m a p oznacuji model a prototyp.

Je nutno miti také na paméti, ze nékdy se vySetfovand veliCina méni se zménami
urcitého parametru pomérmné pomalu, ale pfi dosaZeni jeho jisté urovné se mize
zmenit velmi rychle. Vztah, popisujici jisté chovani nebo proces, Casto plati jenom
v urCitém rozmezi parametrd. Pokud je pfislusny proces popsan prostfednictvim
bezrozmérovych veli¢in, jsou podminky pro piechod z jednoho rezimu do druhého
charakterizovany tzv. kritickou hodnotou takovéto veli¢iny. Znamym piipadem je
pfechod od laminarniho proudéni k turbulentnimu pfi dosazeni kritické hodnoty
Reynoldsova c¢isla. Je tedy nutno vzdy nejprve uvazovat vSechny mozné vlivy,
a pocet faktorii snizit az po dikladné analyze; popfipad¢ stanovit, pro jaké rozmezi
parametrd bude nas model platit.
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8.5 Priklady bezrozmérovych veli¢in

Materialové viastnosti
E\/E,, H/H,

E(x)/Eo, H(x)/H,

H/Y, E/Y, E/lH
oY, ooy, Yoy,

Geometrie
x/d

AllL

Sily a napéti
F/F,

0l Oy
Cas

tty

pomér modulll pruznosti nebo tvrdosti; indexy oznacuji
soucasti nebo faze v materidlu

poméry jako vyse; index 0 oznacuje charakteristickou
hodnotu
pomer tvrdosti a meze kluzu nebo modulu pruznosti,

pomér napéti k mezi kluzu ¥ nebo pevnosti

x — vzdalenost, deformace, d — charakteristicky rozmeér
vzorku nebo materialu (vyska nebo primér)

pomérné posunuti nebo prodlouzeni; L — zakladni délka

pomér zatizeni F' a charakteristické sily

pomér napéti o ke stfednimu napéti nebo tlaku oy,

to — charakteristicky ¢as (trvani nartstu zatizeni apod...)

8.6 Priklady podobnostnich ¢isel

Zkracené oznaceni naznacuje jméno védce, po némz je Cislo pojmenovano.

Euler Eu=A4p/ pu* ; Ap —rozdil tlaku, p — hustota, u — charakteristicka
rychlost

Fourier Fo = atd®; a- teplotni vodivost, 7 — Cas, d — charakteristicky
rozmer

Froude Fr = u’/gd ; u — charakteristicka rychlost, g — gravitaéni zrychlent,

d — charakteristicky rozmér

Galilei Ga = gd’/ v* ; g — gravitaéni zrychleni, d — charakteristicky rozmér,

v — kinematicka viskozita
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Nusselt
Péclet
Prandtl

Reynolds

Stokes

Nu = ad/A ; «a — soucinitel ptrestupu tepla, d — charakteristicky
rozmér, A —tepelna vodivost okolniho prostiedi

Pe =ud/a ; u—rychlost, d — charakteristicky rozmér, a — teplotni
vodivost

Pr= v/a ; v—kinematicka viskozita, a — teplotni vodivost

Re = udp/n = ud/v ; u — charakteristicka rychlost, d —
charakteristicky rozmér, p — hustota kapaliny, 77 — dynamicka
viskozita, v =7/p = kinematicka viskozita

Stk = ut /d ; u — rychlost, ¢ — relaxa¢ni doba, d — charakteristicky
rozmer
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REjStFI’k (¢islo v zavorce znadi kapitolu)

absorbér vibraci dynamicky
airbag

amplituda pomérna
amplitudova charakteristika
analyza rozmérova
bezrozmérova velicina
bezrozmérovy parametr
bouleni

brzdéni

Buckinghamovo pravidlo
bunécna struktura

buzeni kinematické

¢initel naladéni

¢islo podobnostni

¢islo Poissonovo

diagram bilinearni

diagram pracovni

doba do zastaveni

energie, zakon zachovani
energie kinetickd (pohybova)
energie potencialni (polohova)
energie zmarena (disipovana)
etapa stlaceni

etapa odpruzeni

faktor intenzity napéti
fazova charakteristika
fazovy posun

frekvence budici

frekvence kruhova (tthlova rychlost)
frekvence vlastni
homogenita rozmért
houZzevnatost vrubova
hystereze
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111 (7)

84 (6)

97 (7)

97 (7)

118 (8)
121,125 (8)
119 (8)

58 (5),79 (6)
31,32,33 (4)
120 (8)

78 (6)

103 (7)

96 (7)
121,125 (8)
27 (3)

48,49 (5)
47, 48,49 (5)
32 (4)

11,19 (2)
11,12, 18 (2),36 (4)
17,18 (2),36 (4)
13 (2)

10 (2)

10 (2)

62 (5)

97,99 (7)

97 (7)

95 (7)

93 (7)

93 (7)

118 (8)

50 (5)

110, 111 (7)
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kloub plasticky

kmitani krouzivé

kmitani pricné

kmitani s tlumenim

kmitani volné

kmitani vynucené

kompozity

koncentrace napéti

kritické napéti, kritické zatizeni
kruhova frekvence

kyvadlo balistické

laminaty vlaknové

lom odtrzenim

lomova houzevnatost

lomova mechanika

materialy kiehké

materialy houzevnaté (pruznoplastické)
materialy tvarné

materialy viskoelastické
metoda konecnych prvkl

mez kluzu

mez pevnosti

modul objemové pruznosti (K)
modul prifezu v ohybu elasticky
modul prufezu v ohybu plasticky
modul pruznosti v tahu (£)
modul pruznosti ve smyku (G)
modul zpevnéni

napéti kritické

napéti zbytkové

napjatost kontaktni

napjatost ohybova

naraznik pruzny

Newtonova houpacka

ohyb pruznoplasticky (elastickoplasticky)

parametr bezrozmérovy

56 (5)

106 (7)

105 (7)

94, 110 (7)
92, 93,94 (7)
95,96 (7)

82 (6)

60 (5)

59 (5), 79, 80 (6)
93 (7)

17 (2)

82 (6)

52 (5)

62 (5)

62 (5)

47 (5)

49 (5)

48 (5)

51 (5)

116 (7)
47,48, 49 (5)
47 (5)

29 (3)

55 (5)

56,57 (5), 74 (6)
24 (3)

28 (3)

28 (3),48 (5)
59 (5)

57 (5)

67 (5)

66 (5)

20 (2)

26 (3)

54,55 (5)
119 (8)



podobnost

polstate vzduchové
pomérna amplituda
pomérna hustota bunécné struktury
pomérné prodlouzeni
pomérny utlum
porovitost

poruseni kiehké

poruseni tvarné

prstence

pruzina

pruziny v sérii a paraleln¢

pruznoplasticky material bez zpevnéni

pruznoplasticky ohyb

prvky pro tlumeni razt
prechodova teplota

prenosovy pomér

raz hydraulicky

rdz nepruzny

raz polopruzny

rdz pruzny

rezonan¢ni kiivka

rozmerova (dimenzionalni) analyza
rychlost Sifeni vin plastickych
rychlost §ifeni vin elastickych
rychlost uhlova (kruhové frekvence)
rychlost uvoliovani energie
sendvi¢ové prvky

sila pfi razu, maximalni

sila odporova

sila pfendsend do zakladt
soucinitel pfenosu

soucinitel restituce

soustava s vice stupni volnosti
standardni linearni téleso (SLS)
Stihlost prutu
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120 (8)

84 (6)

97 (7)

78 (6)

24 (3)

42 (4),94 (7)
78 (6)

52 (5)

52 (5)
73,76 (6)
19 (2),34 (4)
36,37 (4)
48,49 (5)
54 (5)

72 (6)

53 (5)

101 (7)

28 (3)

12 (2)

13 (2)

11 ()
97,98 (7)
118 (8)

28 (3)

24 (3)

92 (7)

64 (5)

82 (6)
19,20 (2)
31,32,33 (4)
101 (7)
101, 102 (7)
14 (2)

114 (7)

51 (5)

59 (5)
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taznost

téleso Kelvinovo — Voigtovo
téleso Maxwellovo

teorie podobnosti

tlumeni

tlumeni kritické

tlumeni nadkritické

tlumeni podkritické

tlumeni smykovym tfenim
tlumeni imérné ctverci rychlosti
tlumeni tmérné rychlosti
tlumic raza hydraulicky
tlumic¢ s konstantnim zpomalenim
tlumic¢ tieci

trhliny, vliv

trubice, trhani, pfetvarovavani
tteni smykové

tuhost pruziny

vesta neprustielna

vlastni frekvence

vlastni tvary

viny napéti elastické

viny napéti plastické

volné kmitani bez tlumeni
volné kmitani s tlumenim
vostiny

vruby — koncentrace napéti
vrubova houzevnatost
vyvazovani (statické, dynamické)
Youngtiv modul

zékon zachovani energie
zakon zachovani hybnosti
zarazeni pilot

zatizeni kritické

zpomaleni maximalni

ztréta stability boulenim
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50 (5)

51 (5)

51 (5)

121 (8)
38,40 (4)
42 (4)

43 (4)

42 (4)
31,39 (4)
44 (4)

41 (4)
86, 87 (6)
86, 87 (6)
31,39 (4)
61,62 (5)
80, 81 (6)
31,39 (4)
34,36 (4)
83 (6)
93,114 (7)
116 (7)
23,24,25,26,27 (3)
28 (3)

92 (7)

94 (7)

78 (6)

60 (5)

50 (5)

109 (7)

24 (3)
11,19 (2),36 (4)
11,18 (2)
17 2)

59 (5), 78 (6)
20 (2)

58 (5)
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