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1. Charakteristika svoznych a rozvoznych tloh

1.1 Ulohy o stanoveni optimalnich tras

Problematika svoznych a rozvoznych uloh Uzce souvisi s pojmem logistika. Logistika je
véda, ktera se zabyva pohybem materidlu, zboZi, sluzeb, osob apod. Kompletni logistika
zahrnuje pfesuny materialu od ziskani surovin pies rizné typy skladovani, distribuci vyrobku
ke spotfebiteli az po kone&nou likvidaci vyrobku na konci jeho doby Zivotnosti. Ve vSech
fazich tohoto procesu je tfeba navrhnout trasy prevozu zboZi, vyrobk(i nebo osob co
nejefektivné&ji. K témto tzv. uloham stanoveni optimalnich tras patfi i svozné a rozvozné ulohy.
Problémy stanoveni optimalnich tras maji tfi zakladni Urovné: strategickou, taktickou
a operativni. Strategicka Uroverl se zabyva rozmistovanim obsluhovanych objektd, takticka
ur€ovanim potfebného poctu vozidel, pracovnik(i, stroji atd. Operativni Groveri hleda
konkrétni moznosti rozvrhovani tras, stanovuje jizdni fady pro jednotlivé posadky apod.

Ulohy, kde se ze zadanych parametrdl (rozmisténi jednotlivych objektl, které je treba
obslouzit, vzdalenosti, popf. naklady na premisténi mezi jednotl. misty, poCet a umisténi dep,
pocet vozidel k dispozici, kapacity jednotlivych vozidel, €asy, kdy musi byt jednotliva mista
obslouzena apod.) ma urcit optimaini trasa kazdého vozidla tak, aby byly dodrzeny stanovené
podminky (mezi tyto podminky patfi i navrat zpét do vychoziho bodu), se nazyvaji okruzni
dopravni ulohy. Mezi né |ze zaradit i Ulohy svozného a rozvozného charakteru.

PoZadovanym vystupem téchto uloh je tedy stanoveni trasy pro kazdé z vozidel, jeho
jizdni fad apod. Pro kaZdou trasu musime pfesné stanovit sekvenci mist, ktera maji byt
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navstivena, €asovy harmonogram pak udava konkrétni Casové okamziky, kdy ma byt
uspokojen poZadavek jednotlivych mist.

Okruzni dopravni problémy lze zafadit do kategorie optimalizaénich Uloh na grafech.
Grafy jakec matematickymi Gtvary se zabyva matematicka disciplina nazvana teorie grafi. Tato
teorie slouzi jako jeden z velmi dalezitych prostfedkd pfi feSeni rozsahié tfidy matematickych
modellu operacniho vyzkumu (napf. hledani nejievnéjsich cest, tokl na sitich, nejlevnéjsich
vzajemnych propojeni mist apod.).

Hledani optimalnich cest patfi mezi nejCastéjSi Ulohy optimalizace na grafech.
Rozeznavame nékolik typl uloh o optimalnich cestach :

—  hledani libovolné cesty mezi dvéma vrcholy,

—  hledani nejkratSi cesty mezi dvéma vrcholy (cesty s nejmensim poctem hran),

—  hledani nejlevnéjSi cesty mezi dvéma uzly (cesty s nejmenSim souctem

ohodnoceni hran).

Okruzni dopravni problémy patfi mezi Ulohy o hledani nejlevnéjsi cesty. Lze je fesit
pomoci exaktnich nebo heuristickych metod. ProtoZe naro¢nost vypoctu se vzristajici dimenzi
Ulohy (pocet vrcholl, vozidel, dep) znaéné roste, ustupuje se zejména pro tyto rozsahlé Glohy
od vypo&tu pomoci exaktnich metod (Easto by ani nebyl realizovatelny) a dava se prednost
metodam heuristickym.

1.2 Klasifikace okruznich dopravnich tioh

Z hlediska sledovaného cile |ze problémy rozdélit na tfi zakladni skupiny:
—  problémy stanoveni tras,

—  problémy €asovych rozvrh,

—  kombinované problémy.

1.2.1 Problémy stanoveni tras

Obecné Ize problém popsat nasledujicim zplsobem. Jsou zadany pozadavky urcitého
typu (napf. navstivit v8echny uzly, pouze nakladka), pocet uzll, pocet dep, pocet vozidel
v kazdém z nich, parametry vozidel, matice vzdalenosti mezi jednotlivymi uzly a depy, €asova
omezeni apod. Cilem je urcit pro kazdé vozidlo trasu tak, aby byla minimalizovana nakladova
funkce (napf. pocet ujetych kilometr(i, celkovy ¢as trasy apod.) a aby byly zaroveri dodrzeny
v8echny omezujici podminky.

1.2.2 Problémy €asového rozvrhovani

Problémy ¢asového rozvrhovani Ize dale rozdélit na tfi zakladni skupiny:

1.2.2.1 Casové rozvrhovéni vozidel :
Vstupni informaci je seznam obsluhovanych mist s uvedenim €asu zacatku a konce
pinéni pozadavku. Ukolem je sestaveni sit&, tedy vytvoFeni pfipustnych spojeni, hran.

Ugelovou funkci obvykle v tomto pfipadé byva minimalizace celkového &asu, ktery
vozidlo (popf. vice vozidel) na trase stravi.
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1.2.2.2 Casové rozvrhovani posédek :

Klasickou Ulohou tohoto typu je &asovy rozpis pracovnikil na jedno pracovisté.
PoZadavky mohou byt zadany napf. ve formé& histogramu (pro jednotlivé €asové Useky je
uveden pozadovany pocet pracovnik(l). Omezujicimi podminkami se zde rozumi smiuvni
podminky pracovnikll o uspofadani pracovni doby (napf. délka pracovni smény, prestavky
apod.). Cilem ulohy je stanovit takovy rozpis sluzeb prc jednotlivé pracovniky, aby byly
spinény v§echny omezujici podminky a nakiady na odmény pracovnikd byly minimaini.

1.2.2.3 Casové rozvrhovani vozidel a posadek :

Tato uloha shrnuje oba pfedchozi problémy. Typickym pfikladem je problém méstske
hromadné dopravy, kdy jsou zadany piesné Casové Udaje pro zalatek a konec kazdého
vyjezdu (vyjezdem rozumime trasu vozidla mezi dvéma kone€nymi stanicemi, popf. mezi
depem a konecnou stanici) a zaroven i pozadavky na pocet pracovnikl. Trasa, kterou vykona
jedna posadka, ale nemusi byt totozna s vyjezdem vozidia ( smény Ize vystfidat i v pribénu
jednoho vyjezdu vozidla). Cilem je najit takovou kombinaci smén, aby byly spinény vSechny
pozadavky, nebyly poruSeny predpisy o délce trvani smén, délce prestavek apod. a celkové
vynaloZené naklady byly minimaini.

1.2.3 Kombinované problémy

Pri feSeni téchto problému je nutné uvazovat poZzadavky ¢asové i prostorové soucasné.
Jde napf. o Casové a prostorové rozvrhovani tras $kolnich autobusli, méstskych Eisticich vozl
apod.

1.3 Parametry dopravnich uloh

V nasledujicim prehledu jsou uvedeny charakteristiky, podle kterych se provadi
klasifikace uloh.

Tabulka ¢. 1

1. Rozsah vozového parku jediné vozidlo

vice vozidel

2. Typy vozidel vozového parku homogenni (jediny typ vozidla)

heterogenni (vice typu vozidel)

specialni typy vozidel

3. Garazovani vozidel jediné depo

vice dep

volné gardzovani

4. Povaha poptavky deterministicka

stochasticka

povoleni ¢aste€ného uspokojeni pozadavki

5. Umisténi poptavky v uzlech

na hranach

kombinované

6. Typ sité orientovana

neorientovana

smisena

euklidovska

7. Omezeni kapacity vozidel zahrnuto - pro véechna vozidla stejné
- pro rtzné typy vozidel rizné

nezahrnuto
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8. Maximalni cas trasy zahrnut - pro vSechny trasy stejny
- pro ruzné trasy rizny
nezahrnut
9. Operace pouze nakladani
- pouze vykladani
kombinace
délené dodavky (povoleny nebo nepovoleny)
10. Naéklady variabilni naklady (podle délky trasy a vytizeni vozidla)
fixni naklady (naklady na porizeni vozidla apod.)
11. Ucelova funkce minimalizace nakladu tras
minimalizace pocCtu pozadovanych vozidel
maximalizace funkce uzitku

2. Problém stanoveni trasy vozidel

Jde vlastné o tzv. vicenasobny problém obchodniho cestujiciho. Pri FeSeni této ulohy
se predpoklada vice ,obchodnich cestujicich® (vozidel). Obchodni cestujici maji za ukol
navstivit kazdé z obsluhovanych mist pravé jednou, pfedpokiadame, Ze kazdé z téchto mist
ma také urlity pozZadavek ( kolik jednotek zboZi misto potfebuje ). K dispozici je
A ,obchodnich cestujicich® - tedy vozidel vozového parku, ktera vyjizdéji a vraceji se do
stejného depa, pocCet dep mlze byt vy$si nez jedno. Kazdé z vozidel musi na trase navstivit
alespon jeden vrchol, omezeni Ulohy vyplyvaji z omezené kapacity vozidel, popf. mize byt
omezujicim faktorem Cas.

2.1 Stanoveni trasy vozidel - jediné depo, vice vozidel

V této Uloze minimalizujeme celkovou ujetou vzdalenost, vzniklé naklady, popf. Cas
nejdelSi trasy. Mimo jiné je dana deterministicka poptavka v kazdém vrcholu a kapacita
kazdého vozidla. Cilem je ur€it takovou trasu pro kazdé z vozidel, aby se minimalizovalo
kritérium, byla uspokojena poptavka v kazdém vrcholu a nebyla prekroena povolena kapacita
vozidel.

Ve

V4 Vs
V7
/ Ve
V3
Vo

V2

Vio

v; - depo

poptavka v kazdém vrcholu = 1 jednotka
kapacita kazdého vozidla = 3 jednotky

Obr. 1
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2.2 Stanoveni trasy vozidel - vice dep, vice vozidel

Jde o témér stejnou Ulohu jako je predeS$la, rozdil je pouze v poltu dep. Mame
k dispozici vice dep s riznym poétem vozidel. Kazdé vozidlo se musi vratit do stejného depa,
ze kterého bylo vypraveno.

\Y
9 Vio
V4

Vg Vg

V3
Ve

vy - depo €. 1 vy - depo &. 2

Obr. 2

2.3 Stanoveni trasy vozidel - jediné depo, vice vozidel, stochasticka poptavka

Uloha je obdobna, pouze poptavka v jednotlivych uzlech neni pfesné znama, ale
vychazi z pravdépodobnostniho rozdéleni.

3. Matematicky model stanoveni trasy vozidel - vice dep, vice vozidel, vice typt
pozadavku

Dany pocet vozidel (obchodnich cestujicich) ma navstivit » vrchold sité tak, aby
celkova ujeta vzdalenost (popf. naklady, celkovy €as jizdy) vSech vozidel (obch. cestujicich)
byla minimalni. Vozidla mohou byt gardZzovana v nékolika rliznych depech, kazdé vozidlo se
vzdy musi vratit do stejného depa, ze kterého vyjelo. Pro pfepravu pozadavku typu  je tfeba
pouzit také vozidlo typu k. Kapacita vozidel pro pfepravu stejného typu pozadavku je stejna.
Pozadavky v jednotlivych vrcholech jsou uspokojeny pouze jednim vozidlem a kazdy vrchol
s pozadavkem k je vozidlem typu k navstiven praveé jednou.

Pouzité oznaceni :

pocet obsluhovanych vrcholl
pocet rliznych typl poZzadavku
pocet dep raznych typu

pocet dep typu &

celkovy pocet vozidel

§§"c N

Q

pocet vozidel typu &

K* kapacita vozidla v pro pfepravu pozadavku &

T¥  maximaini &as povoleny pro trasu vozidia v typu
d*  velikost pozadavku typu & ve vrcholu i

€as potrebny pro vozidlo v typu k na naloZeni nebo vyloZeni ve vrcholu i
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t,;k ¢as jizdy vozidla v typu & z vrcholu i do vrcholu j (t;k =00)

C; naklady na cestu z vrcholu i do vrcholu j
PoloZime x,.jv.k =1 je-linatrase z vrcholu i do vrcholu j pii obsluze poZzadavku &
vozidlo v
k=0 jinak.
Depa oznalime jako vrcholy s indexy /,.., M. Obsluhované vrcholy tedy budou mit
indexy M+1,..., n+M.

n+Mn+M a*
Minimalizujeme funkce: z ZZc,jx —> minprok=1.,p
i=1 j=1 v=1
a* = min prok=1,..,p
Omezujici podminky:
n+M a*
Z Zx proj=M+I,., n+tM
i=M+1 v=1
prok=1..,p
do kazdého obsluhovaného vrcholu viede pravé jedno vozidlo
n+M  d*
Z Zx;k =1 proi=M+l,.., n+M
Jj=M+1 v=1
prok=1,..,p
z kazdého obsluhovaného vrcholu vyjede pravé jedno vozidio
n+ M n+M
in‘;k— Zx;k =0 prov=1,.., d
i=l+M Jj=1+M
prol/=1+M, .., n+M
prok=1,..,p
vozidlo musi vyjet z vrcholu, do kterého vjelo
n+M n+ M

Zd (Zx )< K prov=1..,d

i=l+M J=1+M

prok=1,..,p
podminka pro kapacity vozidel
n+ M n+ M n+Mn+M
Ztv" Zx + Z Zthka <T* prov=1..d
i=l j=1
prok=1,..,p

podminka pro celkovy €as
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M n+M
Z 2 <1 prov=1,..,d
i=l j=M+1
prok=1..,p
z depa i do vrcholu j jede vozidlo v typu k£ max. jednou
M n+M
ij',k <1 prov=1,..,d
i=l j=M+1

prok=1,..,p
z vrcholu j do depa i jede vozidlo v typu £ max. jednou

ZZxUV.k >1 prov=1,.d

i€Q jeQ
prok=1..,p
QO je libovolnd podmnozina mnoziny vrcholl grafu, ktera obsahuje
v8echna depa

z mnoziny O musi existovat cesta do mnoziny O.

4. Zavér
Uvedeny matematicky model je zaméfen na ulohu, kdy budou do dep svazeny (popf.
z dep rozvazeny) pozadavky ruznych druhl. Jednou z moznych praktickych aplikaci tohoto
modelu je optimalizace svozu komunalniho odpadu. Podobnym problémem, na ktery je mozné
model aplikovat, je napf. rozvoz vyrobk( od vyrobcl do skladi, ze skladd do prodejen apod.
Popsany model Ize vyuzit i v jinych ¢astech logistickych fetézcl, kde rozvazime (svazime)
rlizné typy vyrobku z jednoho nebo nékolika riznych dep.

Lektoroval: Doc. RNDr. Bohdan Linda, CSc.
PredloZzeno v lednu 1998.
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Resumé

MATEMATICKY MODEL ULOHY STANOVENi TRASY VOZIDEL PRO VICE DEP, VICE
VOZIDEL A VICE TYPU POZADAVKU

Markéta BRAZDOVA

Clanek se zabyva problematikou feSeni svoznych a rozvoznych uloh, uréovanim tras
vozidel tak, aby byly dodrzeny stanovené podminky a aby se minimalizovala nakladova funkce.
Okruzni dopravni problémy patii mezi Ulohy o hledani nejlevnéjsi cesty.

Uvedeny matematicky model vychazi z predpokladu, Ze poZadavky ve vrcholech jsou
riznych druh( a depa nejsou rovnocennd. Jednou z konkrétnich aplikaci uloh tohoto typu je napf.
problém svozu komunalniho odpadu na skladky.

Summary

MATHEMATIC MODEL OF CARTAGE AND DISTRIBUTION TASK FOR VARIOUS KINDS
OF REQUIREMENTS IN NODES

Markéta BRAZDOVA

This article deals with problems of cartage and distribution. This is the task, where we have
to determine the optimum route for every vehicle so that the fixed conditions may be kept and the
cost function may be minimized. Travelling salesman problems belong to the tasks about the
searching of the cheapest route.

Mathematic model will start from the qualification that requirements in nodes are of various

kinds and servicing centres are also not equivalent. One of the concrete applications of this type is
for instance the problem of municipal waste and its cartage to tips.

Resume

LE MODEL MATHEMATIQUE DE PROBLEME DE RAMASSAGE ET DE LIVRASION AVEC LES
DIFFERENTS DEMANDS DANS LES POINTS DU RESEAU

Markéta BRAZDOVA

L article s’ocoupe de la problématique de solution des problemes de ramassage et de
livraison. C’est un probleme qui appartient dans a domaine de la théorie des graphes et il est
possible I'incorporer parmi les problemes concernant le choix des itinéraires.

" Le model mathématique est orienté dans la domaine de solution de quelque types de
problemes plus général; les demands dans les points du réseau sont differents et les centres de

service ne sont pas equivalents. Une des applications appartenant dans ce type de problemes est
par exemple le probleme de ramassage de déchets communal.
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