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Uvod do experimentalni analyzy

Kniha podava fehled z&kladnich metod pro navrhovani a vyhodnocovani
experiment. Jsou ukazany hlavni kroky experimentalniho zkoumani,&thesy
priciny chyb a kolisani #fenych velkin, a shrnuty zéklady statistickych metod
pro vyhodnocovani. Je uk&zano, jak popisovat vysledéiemi od parameiraz

po rozddéeni pravdpodobnosti. Nasleduje charakterizovani vztahi meazi
vySetovanymi veléinami a prokladani empirickych dat regresnimi funkcemi. Je
vyswtlena tvorba interval spolehlivosti pro zjifované parametry a stanoveni
rozsahu réfeni pro zajiftni pozZzadované fpsnosti vysledku nebo pro &eni
hypotézy. Jedna kapitola jénovana teorii podobnosti a roZrové analyze, které
pomahaji zmenSit rozsah experimerd ¢ini jejich vysledky obecn8imi. Je
vyswtlena analyza rozptylu, planovani pokus experimentalni nalezeni maxima
nebo minima. Tyto postupy umadi najit vyznamné faktory a optimalni
parametry ufittho procesu nebo konstrukce. Kapitola o citlivostni analyze
ukazuje, jak kolisani vstupnich w@h prispiva k odchylkdm vySgtvané veliiny

od optimalni nebo jmenovité hodnoty. To se vyuZiva ke stanoveni toleranci.
Posledni kapitola jeénovana nastrém pro zkoumani chovani nahodnych wielj

jako je simul&ni metoda Monte Carlo. PouZiti jednotlivych metod je ilustrovano
na pikladech a kapitoly jsou dopiny odkazy na literaturu.

Kniha je volnépiistupna na http://hdl.handle.net/10195/66960.
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Introduction to Experimental Analysis

This book brings a review of basic methods for design and evaluation of
experiments. It shows the principal steps and explains the causes of dispersion and
errors of the measured values, as well as statistical methods for their evaluation. It
is shown how the measured values can be described by simple characteristics or
probability distributions. Then, characterisation of relations between investigated
guantities is described, including fitting of the data by regression functions. It is
explained how to create confidence intervals, which contain the true values of the
parameters, and how many tests are necessary for obtaining the results with the
demanded accuracy or for the verification of a certain hypothesis. One chapter is
devoted to the theory of similarity and dimensional analysis, which help one to
reduce the extent of experiments and make the results more general. Other chapters
explain the analysis of variance, design of experiments, and experimental finding
of a maximum or minimum. These procedures facilitate finding of the most
important factors and optimum parameters. Sensitivity analysis shows how
variations of the input quantities cause deviations of the investigated quantity from
the optimum or nominal value. The last chapter is devoted to the efficient tools for
the study of random influences, such as the Monte Carlo simulation technique. The
use of the described methods is illustrated on examples and the individual chapters
are supplemented by references.

The book can be downloaded on http://hdl.handle.net/10195/66961
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1. Uvod

Ugelem vyzkumu je ziskavat informace tegnétu nadeho vysavani.Casto je
tkeba najit optimalni sloZeni vyvijeného materialu nebo parametit¢ho stroje,
soudstky nebo procesu. PoZadované informace Ize ziskat teoretickuosti,
pozorovanim a experimenteeoreticka ¢innost znamena préci s abstraktnimi
modely. Ri pozorovani je nd$ postoj pasivni, pouze pozorujeme, co je aé
zaznamenavame charakteristické jevy a hodnoty, aniz bychom zasahovali do
vySetovaného objektu nebo &mili podminky b&iem pozorovani. V rkkerych
ptipadech je pozorovani jedinou moznosti, jak ziskat informaiikladem je
studium h¥zd nebo lidské spoteosti, anebo vyvoj nového Iéku, ktery by mohl
I&cit, ale také zabijetExperiment je cilevdomacinnost, kterd ma prést vice
informaci dikytizenému pusobeni na vyEmtany realny objekt nebo jeho model.
Model maZze byt hmotny nebo pé@&covy. Pozorovani a experiment unof
ziskani vstupnich hodnot a verifikaci hypotéz o zkoumaném objektu.

Experimenty jsou velmi dulezité pro ziskani informacth&n dlouhé doby byly
vyvinuty rizné metody, kterééthji experimentovani a vyhodnocovani vystedk
vice systematickym a imhym. Kazdy rok mnoho studena dalSich lidi fichazi

do styku s experimentalnim vyzkumem poprvé a musicée jak jej provadt.
Stale je ale platny poznatek, ktery kdysinil¢Pascal: “Teprve na konci prace
vime, jak jsme i zacgit”. Tato knizka chce zmirnit tento problém tim, Ze podava
strugny piehled zakladnich metod aigtipi.

Autor pracoval fadu roki v aplikovaném vyzkumu. Pozié na Univerzig
Pardubice, @dnasel o vyzkumnych metodach studemt fiznych zemi a obér

S touto rozsahlou zkuSenosti se rozhodprakit strutiou knizku pro vSechny,
ktefi chiji ziskat uvodni informace o tom, jakiAi¢ organizovat a vyhodnocovat
experimenty, bez ohledu na oblast zkoumani. Aby si popsané postupy mohl
procviit i ¢ten& bez zvlasStnich nastigj Ize ukazkové pklady reSit s pomoci
»vSudypiitomného“ Excelu.
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Tato kniZzka o experimentalni analyze je rdeda doctrnacti kapitol. Nasledujici
kapitola ukazuje zékladni kroky experimentalniho zkoumani. Kapitola 3 popisuije,
jaké chyby se mohou vyskytnouti gxperimentech nebo &feni a ukazuje cesty

k jejich odstrandi nebo zmenSeni. Nasledujici kapitola ke zaklady
pravdgpodobnosti a statistickych metod uZivanych epperimentalni analyze.
Kapitola 5 ukazuje @ovani diezitych charakteristik vySgivanych veltin, od
praméru pies histogram az k rozihi pravdpodobnosti. Kapitola 6 jeémovana
vztahim mezi déma nebo vice valinami. Kapitola 7 vysgtluje prokladani
empirickych dat regresnimi funkcemi acovani jejich parameir Kapitola 8 je
vénovana stanoveni rozsahu experiniepto ziskani vysledk s poZadovanou
presnosti. Vysttluje i konstrukci interval spolehlivosti a statistické testy pro
ovéteni, zda existuje vyznamny rozdil meazmymi soubory. Kapitola 9 uvadi
zaklady teorie podobnosti a roZravé analyzy. To jsou dinné nastroje, které
zmenSuji rozsah pi@bnych experimeft a ¢ini jejich vysledky obecngimi.
Kapitola 10 vyswtluje zaklady analyzy rozptylu, kter4d ukazuje vyznamnost
riznych faktofl. Kapitola 11 je w¥novana metoddm planovani pokusTy
umoiuji rychle najit nejvyznamij&i faktory a nejlepsi parametry konstrukce nebo
urcitého procesu. Kapitola 12 ukazuje postupy pro experimentalni nalezeni maxima
nebo minima uité funkce. Kapitola 13 (Analyza citlivosti) ukazuje, jak
promeénlivost vstupnich vetin prispivd k odchylkam vySs&ivané vekiny od
jmenovité nebo optimalni hodnoty. Posledni kapitolageovana nastrém pro
zkoumani chovani ndhodnych i, jako je metoda Monte Carlo a metoda LHS.
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2. Etapy experimentalniho vyzkumu

Kazdy experimentélni vyzkum ma nasledujici etapy: formulovéeluta cit,
ptiprava experimefita neteni, jejich provedeni a vyhodnoceni, formulacesaav
a publikovani vysledk Jednotlivé etapy jsou déle podrolpapsany.

1) Priprava experimenti
Priprava experimeiitsestava z nasledujicich kfok
— Seznameni s problémem (analyza), formuldaedmpétu a cile zkoumani.

- Volba charakteristickych fyzikalnich a dalSich wili popisujicich chovani a
dalezité vlastnosti vyS&tvaného objektu nebo jevu.ékdy je od zaatku
jasné, jaké vetiny pouzit, ale grzkoumani né&ho zcela nového musime
nekdy dokonce @sluSnou veliinu vytvoiit. Nebojte se! Bpomaime si slavny
Galileav vyrok: ,Zméite vSe ndfitelné, a ner&itelné udite mefitelnym!”
Koho by napiklad pied sto lety napadlo &it mnoZstvi informaci!

— Vybér vhodnych druht experimeinta meticich metod s ohledem na naSe
moznosti: vybaveni, finami prostedky a &s.

— Priprava planu experimeita neieni, Wetré jejich rozsahu (volba drovni
sledovanych vetin a jejich rozmezi, gdEzné stanoveni ptt experiment a
test).

- Priprava pfstroji a potebného vybaveni, ziskani vzérk

Plan vSech experimeantvéetnécasového rozvrhu, musi byt zaznamenadpin.

2) Provedeni experimend, pozorovani a néfeni

Experimenty jsou provady podle pedem pipraveného planu. Vyzkum je ale
vZzdy doprovazen ditou mirou nejistoty, takze pateni plan acasovy rozvrh
musi byt ¢asto upraven s ohledem na dosaZzené vysledkdyN se proto
experimenty provagiéve dvou nebo i vice etapach, jak je zndZpnmna Obr. 2.1.
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Experimenty v prvé etap#naji omezeny rozsah a slouzi pro lepSi stanoveni
rozsahu a podminek zbyvajicich experinient

Etapy experimentalniho | Uvodni Pocatecni Koneéné
vyzkumu 5 | studie experimenty experimenty
Analyza P
Syntéza / ///ﬁ]
Experiment, //’,
ziskani dat A
Vyhodnoceni dat / ,//
Formulace /,/" /
¥ zavéri A \ v

Obr. 2.1. Etapy experimentalniho vyzkumu, podle [2.1].

VSechny experimenty musi byt popsany ve vyzkumném nebo provoznim deniku.
Tyto zaznamy obsahuji informaci o datu a &odsti, soupis pouZzitych fgtroja
(v¢etng jejich typud, vyrobnichéisel a usptadani nebo zapojeni), seznam osob,
které se pokuszudastnily (Wetnéjejich role), a popis experimena pozorovani.
Je-li to mozné, tyto zaznamy sdajis pouzitim poitate nebo laptopu, ale mohou
byt ddany i rune. Praci mohou rikdy uSefit predtiSéné formulde. UZitené jsou
téz fotografie a skici. Experimentatoruge také vyuzit videokameru nebo
magnetofon, a pofifad zde komentovat svofiinnost nebo pozorovani. Toto vie
je nutno déat pelive, protoZze nkdy jiz neni mozno ®Rieni nebo pozorovani
provést znovu, jestlize zéjakého divodu doslo ke zteapuvodnich dat. Popis
experiment by mel byt ddan tak peélive, aby je kdokoliv mohl v budoucnu
zopakovat.

3) Vyhodnoceni vysledi

T ’,

navrh a o¥reni vztaht mezi sledovanymi v&hami, Wetné stanoveni konstant v
regresnich funkcich, sestrojeni konfideioh intervah a testovanitiznych hypotéz
o vySetovanych jevech.

10
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4) Formulovani zavéa
Ziskané vysledky slouZi pro formulaci &y, piipadré pro gipravu planu dalSich

praci. Potom je mozné napsat zpravu. Vysledky se dakid publikuji ve forré
prezentace na konferenci nebénku v @asopise.

5) Publikovani vysledki

Publikovani je velmi vyznamné zejména veédecké komund (univerzity,
vyzkumné Gstavy). Vyzkumné zpravy @itelné forne!) jsou ale dileZité i pro
vyzkumna nebo vyvojova odighi. Ripravujeme-li informaci o naSem vyzkumu k
publikovani, napina konferenci nebo ¥asopise, je uzitmé dodrZzovat ritera
oswdcena pravidla. ¥decky danek je obvykle uspéilan nasledujicim zptisobem:

1. Uvod, se strutou formulaci Gélu prace.

2. Fehled stavu znalosti o zkoumané problematice, . n@gihled relevantnich
publikaci (knihy, ¢lanky v ¢asopisech a sbornicich konferenci, vyzkumné

zpravy).
. Podrobny popis pouzitych metod éspioji.
. Popis experimefita neteni.
. Zpracovani gieni a analyza vysledk
. Zavery.
. Soupis prament.

~N O O~ W

Nekdy se na konecélanku ped soupis literatury #azuje podkovani
(Acknowledgment). Zde fike autor vyjatt pode&ovani za pomoc, za podporu z
grantového projektu nebo z jinych zdrpja také za svoleni publikovatkieré
vysledky nebozasti pevzaté z jinych praci; v takovychipadech je vZzdy nutno
uvést pramen. Chceme-li @izit obrazek nebo data z jinélldnku nebo knihy,
musime také ziskat svoleni od drzitele copyrightu a zminit to vkpudai. NaSe
prace musi byt také vZzdy prosta jakéhokoliv plagiatorstvi.

Pokud se tyk& podrobnosti Uprasianku pro uvéejnéni ve wdeckémcasopise,
autor by se rl vzdy seznamit se stylem obvyklym v danéasopise, &etné
zpusobu uvaddi citaci; kazdyéasopis ma dij styl. Pokyny pro autory byvaji na

11
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webovych strankach. Padatelé konferenci na svych strankéch obvykle také
uvaddi poZzadovany vzor uspadani pispsvku.

Priklad — Navrh experimeit

Pri konkrétnim vyzkumu zpravidla existuje vice moznosti, jak ziskat poZzadované
informace. Vyzkumnik musi rozhodnout, kterou metodu pouZije s ohledem na své
zkuSenosti, finance &as, ktery ma pro zkoumani k dispozici, vybaveni které je
dostupné “doma”, anebo které bude nutno kotipgitronajmout, a také s ohledem

na pozadavky na vysledky z hlediska jejicHeditosti a peésnosti. Rozmanitost
moznosti experimentalniho zkoumanfizeme ilustrovat na jednoduché udloze —
zjisteni technického stavu spalovaciho motoru. Odpovidajici informace Ize ziskat
napiklad: 1) z vykonové charakteristiky (vykon, kroutici moment &rra
spoteba paliva, zji¥né motorovou brzdou), nebo 2) z kompresniho gana
tésnosti spalovaciho prostoru, nebo 3) z hluku a vibraci motoru nebégstip4)

ze spoteby paliva a maziv, 5) ze stavu maziv (chemickeé sloZeni, obsah kovovych
¢éastic), 6) ze slozeni vyfukovych plyna (CO, NOx...), 7) z vykonu nutného na
prot&eni motoru naprazdno (charakterizuje mechanické ztraty), 8) *ebpoi
valca (méreného piimo nebo progednictvim kovovycléastic v oleji) aj. Jakakoliv

z téchto metod miZze poskytnout vice nebo mérglevantni informaci, a volba je na
vyzkumnikovi. Gen& sam niiZze zkusit navrhnout dalsi metody.

Modely a simulace

Castym Gkolem pivyzkumu je najit vhodny model studovaného procesu nebo
objektu, nebo vyjéit vliv dilezitych faktofi na ugitou vlastnost nebo jev. Na
druhé strang vlastnosti nebo jevy seéasto zkoumaji pré&v prostednictvim
vhodného modelu nebo simulace. Pro lepSi pochopeni zdéthityss nkteré
pojmy z této oblasti.

Model je zjednoduSeny objekt nebo systém, ktergZzen pomoci pi analyze
problému, obvykle s nizSimi ndklady a v krat3i &loReprezentuje cely systém
nebo jehocast a nmiZze byt vytvoen bud v hmotné podobgnag. z kovu nebo
dieva) nebo v matematické podolddodné pro demonstrovani jeho chovani.

Simulace zahrnuje vystaveni modeldanym vstupnim podminkdm a pozorovani
jeho chovéani. NiZze pracovat s hmotnymi modely vystavenymi puasobeni

12
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skute&ného progedi, nebo s matematickymi modely vystavenymi matematickym
rusivym vstupum, jez simulujicekédvané podminky.

Model mize byt popisny nebo prediktiviRopisny modelpomaha pochopit objekt
realného s¥ta, systém nebo jev (naprozezany model spalovaciho motoru).
Prediktivni model pomahéa pochopit a @dpovidat jeho chovani.

Modely mohou byt klasifikovany jako statické nebo dynamické, deterministické
nebo pravdpodobnostni, a ikonické nebo analogové nebo symbolické. Vlastnosti
statickych modeli se s &sem nerni, zatimcodynamické modely uvazuji jevy
meénici se sa&sem. Deterministické modely se uZivaji, jestlize vysledek
vySetovaného jevu je vZdy stejnfrravdépodobnostni modely jsou nezbytné,
pokud vysledek nebo hodnoty nastavaji @tou pravdgodobnosti.lkonicky
model vypadé jako skutma wc (nagiklad model letadla v #ititku pro zkousky

ve Wtrném tunelu) Analogové modely jsou takové, které se chovaji jako realné
objekty nebo systémy; nemusi vSak steygpadat. Existuje mnoho analogii mezi
fyzikalnimi jevy; zndma je naflad membranova analogie pro zkoumani krouceni
riaiznych profiti na zaklad pozorovani tvaru nafukované membrany podobného
profilu. Symbolické modely jsou abstrakcemi dulezitych kvantifikovatelnygéiti
urcitého systému. Matematicka rovnice, popisujici zavislost vystupnich pafiametr
na vstupnich parametrech, je symbolicky model. RozliSujemetické modely
které vychazeji ze vSeobecuZnavanych prodnich zakonua, ampirické modely,
které jsou pibliznym matematickym popisem experimentalnich adgjba druhy
modeli se souhrnhioznauji jako matematické modely.

Pri matematickém modelovani jsaiasti systému gidstavovany idealizovanymi
prvky, které maji stejné podstatné charakteristiky jako dany systém, a jejichz
chovani Ize popsat matematickymi rovnicemi. Pouze nejjednodussi matematické
modely mohou byt studovany klasickymi analytickymi metodami. itBs
vyrazné rozsfily pouziti matematického modelovani. Numerické metody a
shadnost, s jakou umidji testovani iiznych stau vySetovaného objektu nebo
systému uihily z pocitaéového modelovania simulaci velice vykonné nastroje
vyzkumu a vyvoje. Simulace provozu c¢ilého systému prosdnictvim
matematického modelu umtifje ziskat informace s niz8imi naklady a v kratSi
dobg nez kdyby se muselo experimentovat s realnymi objekty. Ktoho existuji
situace, pi kterych by experimentovani nebylo mozné, j& kvali nakladim,

13
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bezpeénosti nebocasu. Napiklad piloti letadel trénuji na letovych simulatorech a
operatdi atomovych reaktdr se u¢ na reaktorovych simulatorech.

Vice o gripraw experimenti Ize najit v literatie, napi[1 — 4].

Nez z&neme vysutlovat jednotlivé postupy experimentélni analyzy, pokusime se
toto vazné téma trochu odlétcéTibor Dévényi v kniZzce [5] piovnal wdeckou
¢innost k pracictyrdobého motoru: 1. Séani = (stadium literatury), 2. Komprese (=
provadi experiment, vyhodnocovani ®teni), 3. Jiskra a exploze (ziskani
napadu, potvrzeni hypotézy, formulovani &éy, 4. Vyfuk (= publikovani
vysledki). Podobnost jeiejma. To vSak neznamend, Ze naSe publikace by mohly
byt tak Skodlivé, jako vyfukové plyny.

Literatura ke kapitole 2

1. Bernard, J.: Technicky experiment/l(iT, Praha, 1999. 74 s.

2. Montgomery, D. C.: Design and analysis of experiments. Wiley, New York,

2012 (8th edition). 730 s.

Krop#&, O.: Metody experimentalnino vyzkumuvOT, Praha, 1979. 139 s.

4. Dieter, G. E.: Engineering design. 2nd Edition. McGraw-Hill, New York, 1991.
721 s.

5. Dévényi, T.: Kariéra Dr. Gézy Tamhletoho anétor a hlodavci. Mlada
fronta, Praha, 1981. 184 s.

w
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3. Chyby a kolisani m érenych hodnot

Presné hodnoty vyStvanych vektin jsou znamy jen malokdy. VSeobecire
rozliSit ti druhy hodnot [1, 2]:

- skut&né,

- nantiene,

- pouZité v nasledujicich vyptech.
Nameiené hodnoty se€asto liSi od hodnot psnych v dasledkuignych chyb
vznikajicich pi meéreni. Riciny téchto chyb budou diskutovany v nasledujicich
odstavcich. Avsak i kdyZ je ¢feni pesné, mohou natfené hodnoty ménsebo
vice kolisat i kdyZ se zkouSky neboéieni opakuji za prakticky stejnych
podminek. Jednoufiginou je vnitni prongnlivost méiené velkkiny nebo jevu.
Napiiklad pevnost fehkého materidlu seémi od vzorku ke vzorku v duasledku
rozdilné velikosti materialovych deféktkteré jsou rozhodujici pro pevnost a lom
jednotlivych vzork. Také podminky opakovanych zkouSek se mohou nmigmit,
napiklad teplota nebo vihkost okoli.ékdy je nefeni ovlivnéno vibracemi nebo
dalSimi ¢initeli. A konen¢, hodnoty pouZzité v navazujicich vype¢h se mohou
liSit od nangfenych, protoZe se v nialasto uzije pimérna hodnota nebo kvantil
misto jednotlivych nagfenych hodnot; pkladem je souditel teplotni roztaZnosti
nebo jmenovit4 pevnost materialu.

Podivejme se nyni na chybyiphéreni. Mizeme rozliSit i druhy chyb: hrubé,
systematické a ndhodné [3 — 5].

Hruba chyba se projevuje jako hodnota, ktera jetelné mimo obvyklé rozmezi
dalSich hodnot (Obr. 3.1). Hrubé chyby vznikaji v dasledku nepozorntisti p
odetitani nandrenych hodnot, uzitim nespravného rozsal§tiatho pistroje, nebo
technickou chybou. Mohou byt odhaleny opakovanigiemi, vizualni kontrolou
nakreslenéady hodnot, nebo statistickymi testy tzv. odlehlych hodnot [6].

Systematické chyby vznikaji trvalym vlivem skrytych fakfotnapi vyssi teplota

v mis€ méreni nebo nemisnost raficiho gistroje). Tyto vlivy zpasobuji trvalé
posunuti mtenych hodnot, kladné nebo zaporné. Nemohou byt odhaleny pouhym
opakovanim r&eni, ale pouzitim jiné metody nebo jinych podminek experimentu.
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Obr. 3.1. Priklad odlehlé hodnoty (tzv. outlier).

Hlavni pificiny systematickych chyb jsou:

1)

2)
3)

4)

5)

nepiesnost naSich smysl(zrak, sluch), Spatné psychické rozpoloZeni
(prace ve stresu neboggpu, Unava, Wierpani),

nepiesnost riicich pifstroja a metod,

nemoznost docilit vhodné podminky experimentu (teplota, tlak, vihkost,
Zadné parazitni vibrace),

méfeni samotné e ovliviovat neérenou velkinu (piiklady: relativné
téZky snima& piipevnény klehké soudsti znéni jeji dynamickou
charakteristiku, elektricky proud the zvysit teplotu tenzometrického
snima&e, a tedy i jeho odpor),

Nevhodna metoda nebo aproximace pouZzifdzpracovani nagfenych
hodnot (nagklad regresni funkce uzit4 pro SirSi interval nez byl interval,
ve kterém se provalti meieni pro stanoveni jejich konstant). Nizké tyo¢
Cislic ve vypodech, protoZze chyby v dusledku zaokrouhlovani se pf
zietzenych vypotech séitaji (blize viz konec kapitoly).

Systematické chyby vyloiténasledujicimi zpusoby:

DuSevni pohoda personalu, bez stretheln experimeiita neéieni.

Pouziti dostaten¢ presnych pistroju. Orient&ni pravidlotika, Ze chyba
mefticiho pristroje by néla byt alespon desetkrat mensi nefppstna chyba
ve stanoveni gfené veltiny. Na piklad, ma-li tlougka ucité sowasti byt
zjiSttna s pesnosti 0,01 mm, je nutné pouZzitiidio s resnosti ne horSi
nez 0,001 mm. BleZité pistroje je nutno &s od &su kalibrovat.
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- Jednotlivé prvky v i&icim fetézci ,snim& - spojovaci kabely - zesilova
mefici pristroj..." jsou uspadidany v sérii a jejich chyby a neshosti se
presnosti pesngSim. Vyzkumny pracovnik by proto dnznat pesnosti
pouzitych pfstroja. U dynamickych probléfnje nutno uZivat pstroje s
vhodnymi dynamickymi charakteristikami.

- Vylouéeni nezadoucich vliv vhodnym uspd@danim experimentu
(napiklad provadaim v3ech ri‘eni pi stejné teplat).

- Eliminace nezZadoucich viiv pfepatem namdtenych hodnot pomoci
korekénich faktofi (nagr. pro teplotu).

- Stalé vyvaZzovani experimentu (itapziti Wheatstoneovaimstku).

- Znahodn&i experiment, tj. pouZiti nahodnych kombinaci hodnot
jednotlivych vstupnich velin pii posloupnosti sérii test

Pouziti dostain¢ vysokého pai cislic, zvlaS¢ pokud se nagtené
hodnoty dale zpracovavaji (viz nize).

Nahodné chyby. Tyto chyby jsou zpasobeny ndhodnymi vlivy, které jsou mimo
nasi kontrolu. Jejich velikost od jednoho pokusu ke druhému kolisa. Lze je odhalit
opakovanim experimentu, a opakovani se také uziva ke snizeni jejich vlivu. Zde se
ZlepSeni dosahne metodami matematické statistikyjkiagistanovenim intervalu
spolehlivosti, ktery obsahuje skdteu hodnotu s vysokou pravat¥dobnosti. Vice

k této otazce Ize najit v nasledujici kapitole a v kapitolach 7 a 8.

Na tomto mist je vhodnérici nekolik slov na témaoptimalni podet ¢islic pri
zpracovani naméenych hodnot Rikame, Zecislo man vyznamnychéislic,
jestlize jeho absolutni chyba nendt8i nez polovinaradu n-té cislice. Jestlize
jakakoliv vstupni veliina man vyznamnychéislic, pak nanejvys cislic bude
vyznamnych v konsém vysledku. Viceislic vysledku jiz nezvySi jeho egnost.
Ma-li vysledek mitn vyznamnychtislic, je nutno provadéviechny mezisouy
s miniméalnén + 1 dslicemi; vysledek je pak zaokrouhlen naislic. Ri nasobeni a
deleni se jednotliv&initele zaokrouhluji tak, aby &y alesporio jednugislici vice
nez¢initel s nejmensim pdem vyznamnyckislic (tj. s nejetSi relativni chybou).
Vice k této problematice Ize najit rfap [7, 8].
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4. Zaklady pravdé podobnosti
a statistiky pro experimentalni analyzu

Vyskyt raznych jewi i hodnoty vySebvanych veltin jsou ¢asto doprovazeny
nejistotou. To je v dusledkwinitelt, které nemdizeme ovlivnit, a proto je
ozna&ujeme jako nahodné. Pro lepsi praci s nimi uzivame pojem pregdbnost
a statistické metody. Odpovidajici postupy pomahajigieni mnoha problém
ProtoZe poitate mohou ud&t v3echnu namahavou praci, jedinéc,vkterou
uzivatel pravdpodobnostnich metod gebuje, je pochopeni zakladnich péjma
procedur. V této kapitole jsou vy&leny hlavni pojmy, jako je ndhodna wétia,
pravdgpodobnost, zakladni a vytmyy soubor, pimér, stedni hodnota, rozptyl,
smerodatna odchylka, vartai koeficient, rozdeni pravdpodobnosti, distribéni
funkce, hustota pravgé&dobnosti, kvantil, kriticka hodnota, konfiderdnterval a
testovani hypotéz. Jsou ukazana i dulezitd rerdépravdpodobnosti. Dalsi
podrobnosti je mozno najit ve statisticke litefatinagiklad [1- 5].

Pravdépodobnost je kvantitativni mira moZznosti, Ze nastane nahodny jev.
Klasicka definice pravdg@godobnosti P vychazi 2thosti vyskytu ufité udalosti pi
mnohonasobném opakovani pokusu nebo pozorovani:

P=n/N (4.1)

kdeN je celkovy po&t pokus (piredpokladany velmi vysok§\ — o) an je pdet
vyskyti uréitého jevu, nagklad viditelna uéita strana mince po dopadu, pbodim

s maximalni teplotou vysSi nez 20°C, nebagtovadnych sowdsti v davce.
Pravd$odobnost je bezroztrova veltina, ktera nize nabyvat hodnot mezi 0 a 1;
nula zné&i nemozny jev a 1 ziajev jisty. Nahodna veltina je velkina, ktera
miZe nabyvat tznych hodnot s ditymi pravdgodobnostmi. Nahodné véiny
jsou nespoijité (diskrétni) nebaspojité. Fikladem nespojité nahodné vty je
pocet mrtvych pi dopravni nehodénebo pdet zatZovacich cyki stroje do
poruchy. Spojita ndhodna vi&ha miZze nabyt jakékoliv hodnoty (v &itém
intervalu), napiklad pevnost materialu, rychlosttwu, délka, hmotnost, doba do
poruchy, trvani opravy nebo praymidobnost poruchy. dkteré giklady jsou
ukazany na Obr. 4.1.
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Obr 4.1. Priklady nahodnych veiin [6]. Load — zatiZzeni, Strength — pevnost, Geometry —
geometrie, Time to failure éas do poruchy.

Nahodné vetiiny mohou byt popsany pomorizdéleni pravdépodobnosti nebo
pomoci jednoduchycltisel, kterd se nazyvajparametry, pokud se vztahuji
k zakladnimu souboru (= mnoZina vSech hodnot nebo pivkvySetované
veli¢iny), anebo charakteristiky, jestlize jsou po#tdny pouze ze vzorku
omezeného rozsahu, taybéru. Parametry se obvykle ozhgi feckymi pismeny
a charakteristiky latinkou.

Popis pomoci parametii

Hlavni parametry (resp. charakteristiky) nahodnych¢ireljsou uvedeny nize,
spolu se vzorci pro vypet ze vzork omezené velikosti.

Stiedni hodnotay (resp.priamér X) charakterizuje polohu ndhodné vely na
¢iselné ose; odpovida tak jejintisti,
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U= Ixf(x)dx x-z' (4.2)

X; jej-ta hodnota;n — velikost vzorku.

Rozptyl ¢® (nebos’) — charakterizuje rozptyleni dané vl a paita se jako

- T( ) f(Ydx; =Z(:__lx) (4.3)

Smérodatna odchylka o (nebo $ je definovana jako druh& odmocnina z rozptylu,

o=\o?, 5= 2B (4.4)

Ma stejny rozmr jako vySetovana vellina x a je proto uZivana pro
charakterizovani rozptylena&gji nez rozptyl podle vztahu (4.3).

Variaéni koeficient vcharakterizuje rozptyleni ve srovnani gedi hodnotou,

=3 (4.5)

X
MuzZe se pouzivat nappro porovnavani ndhodné prémtivosti riznych velgin.

Nevyhodou pimérné hodnoty x je jeji citlivost na extrémni hodnoty ve
vySetovaném souboru; éni velmi vysoké nebo velmi nizké hodnotyiza
zpusobit vyznamnou zénu priméru. Méngcitlivou (tj. robustni) charakteristikou
stredutrady hodnot janedian m. To je hodnota uprastdfady hodnot s@zenych
od nejmensi do nejtsi; naptklad m= 4 pro &du 2, 6, 1, 8, 10, 4, 3.

Popis pomoci rozdleni pravdépodobnosti

PodrobgjSi informace se zisk& z roé&kni pravdépodobnosti které ukazuje, jak
je ndhodna prosmné rozloZzena podéiselné osy. Pro diskrétni véhy se uziva
pravdépodobnostni funkce p(x), Obr. 4.2, ktera udava pravyaédobnosti, se
kterymi nahodna proémna x nabyva jednotlivych hodnot, x

p&) = P(x = X) (4.6)
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Obr. 4.2.Pravd¢podobnostni funkce /flad: Binomické rozéleni, parametr p = 0.23; n =
10 [6].

Hustota pravdépodobnostif(x) se uziva pro spojité vélny a ukazuje, kde se tato
veli¢ina vyskytuje vice nebo mérasto (Obr. 4.3 nahey. Matematicky vyjailije
pravdgodobnost, Ze profnna x bude leZet uvnitnekonén¢ Uzkého intervalu
meziX a X +dx

Distribu éni funkce F(X) se pouziva pro diskrétni i spojité vty (Obr. 4.3 dole)
a vyjaduje pravdpodobnost, sjakou nadhodna vela x nabude hodnoty mensi
nebo rovné

F(X) = P(x< X) (4.7)

Obé veli¢iny jsou navzajem spojeny relacemi

(x= dFdx F9 =] f(9dx PO FY=3 plx). (4.8)

Obrazek 4.3 ukazuje dvmoZnosti zobrazovanidhto funkci: progednictvim
histograni nebo analytickych vyrdiz Histogram (sloupkovy diagram) se ziska
tak, Ze se rozmezi vSech moZnych hodnotdidzd rekolika intervali stejné Jky,
stanovi se pity hodnot v kazdém intervalu a nakresli se obdélniky o vySkach
amérnych €mto pdatim. Aby vysledky byly obedfSi, cetnosti vyskyh

v jednotlivych intervalech se vgt celkovym p@tem vSech hodnot. Tak se ziskaji
relativni ¢etnosti a relativni kumulativni éetnosti které piblizné odpovidaji
hustot pravdpodobnosti a distridini funkci. Stanoveniéthto charakteristik

z empirickych hodnot bude podrabwyswtleno v Kapitole 5.
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Obr. 4.3. Hustota pravdpodobnosti f(x) a distribkdni funkce F(x) spojité veiny [6].
Histogramy ukazuiji relativnfetnost () a relativni kumulativnéetnost (g; ).

Pravdgodobnost witého jevu (napivyskax snghové pokryvky mensi nex,) je
moZzno uéit jako odpovidajici plochu podrikkou f(X) od —w do X,, nebo pimo
jako hodnotu kx,) distribuzni funkce.

POZNAMKA: Pravdpodobnost je bezrozfrova, ale hustota pravgedobnosti
ma rozmdr, rovny pevracené hodnétrozmiru uvaZzované veliny, napi m,
MPa® nebo K*. Napiklad délkal urité soudsti je rozlozena tak, Z&L < 2.00
m) = 0.45 a (L = 3.00 m) = 0.026 M.

Tvar rozddeni pravdpodobnosti je rychle charakterizovan nasledujicindnuy
velicinami: Sikmosti a Spatosti.Sikmost a (koeficient asymetrie) informuije, jestli
je rozddeni symetrické ¢ = 0) nebo prodlouZzené gmem dopravadq > 0) nebo
doleva @ < 0). Spicatost ¢ informuje, zdali je rozdéni ostejsi (¢ > 0) nebo
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tupgsi (¢ < 0) nez normalni rozéeni (¢ = 0). Obé veliciny jsou znazorndy
schematicky na Obr. 4.4; jejich definice Ize najit eludicich statistiky [1 -5].

Obr. 4.4. Sikmostr a Spiatoste rozctleni pravapodobnosti.
Velmi dulezité jsou také nasledujici @weliciny. Kvantil x, je takovahodnota
nahodné vetiny, Ze pravdpodobnost, Ze x bude mensi nebo rovggexpouzen,
Pxsx)=a (4.9)
Kvantily jsou inverzni k hodnotam distribnicfunkce. Na Obr. 4.3 je vyobrazen
kvantil, ktery odpovida pravg®dobnosti Fxy),
X = F(a) (4.10)

Kvantily se uZivaji pro stanoveni ,zarre“ nebo ,bezpmé" hodnoty wité
veliciny, jako je napgklad minimalni o&kavatelna pevnost nebo doba do poruchy.

Kriticka hodnota xP je takovahodnota nahodné veiny x, Ze pravdpodobnost
jejiho prekrodeni je pouzes,

P(x>x¥) = (4.11)
(V tomto pipact S neznamena exponent, ale &éf index !)

Kritické hodnoty se uZivaji pro stanoveni maximéalnél@atelné hodnoty ¢ité
veli¢iny, jako je napirychlost ¥tru nebo vyska st v ugité oblasti. UZivaji se
také pk testovani hypotéz, naitad jestli dva vzorky pochazeji se stejného
zakladniho souboru. Pravatgdobnosys je dophikova ka, to znamen® =1 —a, a

XP=x_y, %=xX"P (4.12)

Vice o zakladnich definicich a pravidlech pro gtogravdpodobnosti Ize najit v [1
- 5].
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DiileZita rozdéleni pravdépodobnosti

Existuji rektera rozdteni, kterd jsou velmi dulezitd. Pro nespoijité &iel to je
binomické a Poissonovo roZd#éi. Hlavni rozdieni pro spojité vetiny jsou
normalni, logaritmicko-normalni, Weibullovo a exponencialni. Ktekym G&him
se uZziva rovnoriné rozdeni, chi-squarex() rozddeni, Studentove-rozddeni a
F-rozddeni. Jejich strugé popisy nasleduji; podrobnosti Ize najit v litef@tunapp.
[1-5].

Binomické rozdéleni (Obr. 4.2) vyjaduje pravdpodobnost vyskytx piiznivych
udalosti vn pokusech, jestlize tato praymidobnost v kazdém pokusu je royma
Prikladem je poét x vadnych kug ve vyb&u o velikostin, jestlize jejich podil
v celém zakladnim souboru je p. Prgvddobnostni funkce je

PO = @ P a-p" X (413)

a stedni hodnota je/ = np. Toto rozdeni je diskrétni a ma pouze jeden parametr
p, ktery Ize Wit z celkového pati m priznivych vysledk v n pokusech jake =
m/n; nby mélo byt hodnévysoké.

Poissonovo rozdleni je podobné binomickému, ale je vhofigpro vzacné jevy
s nizkymi pravdpodobnostmi vyskytup. Pravdpodobnostni funkce, udavajici
pravdgodobnost vyskytu piiznivych vysledk v n pokusech je

_ A 4.14
PO = 2 (4.14)

kde A parametr rozdéni. (A odpovida pkmérnému vyskytux a také soutiu np u
binomického rozdeéni.)

Normalni rozdéleni, nazyvané také Gaussovo roethf, ma symetricky zvonovity
tvar (Obr. 4.3 a 4.5). UZiva se vel@asto pro spojité valiny, obzvlast je-li
kolisani zpisobeno mnoha nahodnymi vlivy a rozptyl nefiSpielky. Hustota

pravddodobnosti je
2
_ 1 _} X—U (4.15)
f(x) amexp{ 2( 5 )}
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se stedni hodnotoy a snérodatnou odchylkow jako parametry. Pro distribni
funkci F (x) neexistuje explicitni vzorec; musi se ftat jako integral z hustoty
pravdgodobnosti; viz vzorec (4.8). V praxi se pro vypobd uzivaji izné
ptiblizné vztahy; viz napi{7].

Normované normalni roz&leni odpovida normalnimu roztini s parametrys =
0 ao=1 (Obr. 4.5). Vztah pro hustotu prapd¢lobnosti se obvykle uvadi ve tvaru

f(u) =\/;77 exp(—uz/ 2) (4.16)

u je normovana pro#mnd, ktera souvisi s pr@mnou x normalniho rozdéni
vztahem

u=x-wlo (4.17)

Vyjadiuje vzdalenosk od stedni hodnotys v ndsobcich s#modatné odchylky. Je
uzitetné si pamatovat, Ze 68.27% vSech hodno€wslis normalnim rozdénim
leZi uvnit intervalu u £ g, 95.45% lezi uvnity + 20, a 99.73% (tj. ,téry"
v3echny) uvnitintervaluy + 3.

0,5
0,4
f(u)
0,2
0,1

0‘0 LY N NN RN SR DR LN RN BN BN NN DN |
4 3 -2 1 0 1 2 3u4

[ J

Obr. 4.5.Normované normalni rozteni (=0, o= 1).

Logaritmicko-normalni rozd éleni (ozn&ované téZ lognormalni) je nesymetrické
(protaZzené sirem vpravo, podobné Weibullovu rateni sb = 2 na Obr. 4.6) a
odpovida pipadu, jestlize logaritmus ndhodné ¥y ma normalni rozdéni.

Weibullovo rozdéleni (Obr. 4.6) ma distribudi funkci
F(x) = 1 —exp { - [k~ »)/al’} (4.18)
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se femi parametry: parametréiitka a, parametr tvarb, and prahova hodnosg,
ktera odpovida minimalni mozné hod®at Vztah pro hustotu pravgédobnosti
(X) 1ze ziskat snadno jako derivaci distéhi funkce. Weibullovo rozdéni je
velmi pruzné diky parametru tvatu (Obr. 4.6).Casto se uziva pro aproximaci
pevnosti nebo doby do poruchy, aléglta rozdieni piméru sazi. Pdt mezi tzv.
rozdéleni extrémnich hodnot[8], a vyskytuje se nd&klad, je-li porucha objektu
zpusobena jeho nejslabSim mistem. Stanoveni paranedtoto velmi dulezZitého
rozddeni z empirickych dat bude vy&ileno v kapitole 5.

Obr. 4.6. Weibullovo rozdeni pro rizné hodnoty parametru tvaru b [6]. Probability
density - hustota pravgodobnosti, Distribution function - distrigni funkce

Kromeé flexibility ma Weibullovo rozdkeni zvlastni vyhodu piposuzovani
spolehlivosti. Parametr tvaro ve vyrazu (4.18) souvisi s charakterem poruch a
vSeobecndnformuje o etap&ivota vySeatovaného objektu. Hodnotly < 1 jsou
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typické pro obdobiasnych poruch, zatimcb > 1 odpovida obdobi starnuti a
doZivani. Hodnoteb = 1 charakterizuje obdobi uZieého Zivota, s poruchami
z mnohaiznych pfgin.

Exponencialni rozdleni je zvlastnim pipadem Weibullova rozdgni (4.18) pro
parametr tvaru b = 1 (viz Obr. 4.6), s distribUtunkci

F(t) = 1 — exp[Ty)] (4.19)

PouZiva se nafklad pro doby mezi poruchami vznikajicimi z mnohatznych

pficin, napt ve sloZitych systémech sestavajicich z velkéhdupsgudsti. Toto
rozddeni ma jenom jeden parametr, Zlg ktery odpovida #dni hodnat iz a ma
stejnou hodnotu jako sfrodatna odchylkas: (Poznamka: v ppadécasu byl zde
uzit symbolt mistox; rozdil je pouze formalni. Kro&ntoho, minimalni hodnota,

se @asto pedpoklada rovna nule.)

Nasledujici ¢étyfi rozddeni jsou diezita zejména pro vytvéni konfidendich
intervali, pro statistické testy a pro simulaci metodou Monte Carlo, ktera bude
vyswtlena v kapitole 14.

Rovnomérné rozdéleni ma konstantni hustotu praymiidobnosti { = kons) v
definiénim intervalu |; b>, takZe vypada jako obdélniki&ini hodnota odpovida
praméru obou meziy = (a + b)/2, a rozptyl jeF = (b — af/12.

Rozdéleni chi-kvadrat (y°) je rozddenim soutu n nahodnych vetin, kde kazda
je definovana jakdétverec normované normalni prémmé. Gilezitym parametrem
je paset stupnu volnosti, ktery je v tomtoip&adéroven n. BliZze viz napfl — 5].

Rozdéleni t, nazyvané také Studentovo, ma &ield vytvoiena jako porér cisel s
normovanym normalnim roztghim acisel s rozdkenim chi-kvadrat. Vypada
podobné¢ jako normované normalni roZdai (Obr. 4.5), ale je nizSi a Sirsi,
obzvlas¢ pro mensi pdy stupna volnosti; viz [1 — 5]. Uziva se nairo tvorbu
konfidendich interval (viz dale).

F—rozdéleni odpovida porru dvou veltin s rozdéenim chi-kvadrat a uziva se
pro porovnavani dvou rozptyl Toto rozdéeni zavisi na p#iu stupitt volnosti
kazdé promanné [1 — 5].

Rychlou zb&nou informaci Ize ziskat z Wikipedie a zdrogitovanych v ni.
Hodnoty distributiich funkci a kvantil zminéhych rozdéeni je mozné najit ve
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specialnich tabulkach nebo ve statistickythuniverzalnich programechgetné
Excelu.

Nyni vyswtlime dva dalezité pojmy matematické statistiky.

Konfidenéni interval, neboli interval spolehlivosti. @ledkem nahodné
promeénlivosti vySetované vekkiny je, Ze kazdé #teni a néasledujici vypog
davaji rozdilné hodnoty v zavislosti na uzittm vzorku. V takovéipape se
zpravidla z nagrenych hodnot stanovuje aritmetickyip®r x = Zx/n. Ten ale
nefika nic o tom, jak daleko je od sktte stedni hodnoty. Z tohoto divodu se
¢asto utuje konfiden&i interval, ktery s vysokou pravp@dobnosti obsahuje
skut&nou hodnotys. Na piklad, a-konfidendi interval pro sedni hodnotu je

%= (4.20)

ta,nl\/s?1 < /’I < X+ta,n1\/SF]
X asjsou pamér a smérodatna odchylka vzorku o hodnotach, & ,.: je tzv.

a—kritickd hodnota oboustrannéht-rozddeni pro n — 1 stupia volnosti.
Pravd$odobnost, Ze skutea stedni hodnotau bude leZet uvnitintervalu (4.20),
je1—a, aa, ze se bude nachazet vijeraktickd aplikace bude ukazana pgizde
Intervaly spolehlivosti Ize také sestrojovat pro jiné rdedi blize viz [1 — 5].

POZNAMKA: Existuji také jednostranné kritické hodnoty. Takovato hodnath (
odpovida pravdeodobnosti, Zg/ bude bud(jenom) vy3Si nebo (jenom) nizZsi nez
ptislusné kriticka hodnota. Vztah meai a velEinou a je o = al2. Fi pouZiti
statistickych tabulek nebo pit&ovych nastraj musiclovék proto wdét, jak byla
ptislusna veltina definovana.

Testovani hypotéz Casto musime rozhodnout, ktery ze dvou druht vyliojek
lepsSi, anebo jestli existuje skaty rozdil mezi dvtha skupinami nagienych
hodnot. Takové rozhodnuti ke byt zaloZzeno na porovnani hodnot
charakteristického parametru, midgad ptiméru. Obvykle ale jednotlivé naffené
hodnoty kolisaji, takze existuji i rozdily mezi vypetymi charakteristikami. Je-li
tento rozdil velky, je rozhodnuti snadné. Vépam pfpadé musime také
piihlédnout k tomu, Ze jecast€éné¢ zpusoben nahodnymi iginami. Ke
spolehlivjSimu rozhodovéani se uzivaji statistické testy, které mohou odhalit, jestli
rozdily mezi pislusnymi charakteristikami porovnavanych sotb{gou pouze
nahodné, anebo jestli odrézeji skui& rozdily mezi oba zakladnimi soubory
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(nag. mezi ob&na typy vyrobk). Takovéto testy sestévaji zkmlika kroki.

V prvém kroku je formulovana takzvamélova hypotéza, mezi ob&a soubory
neexistuje zadny rozdil (Alternativni hypotézge ,, mezi ob&na soubory existuje
vyznamny rozdil) Ve druhém kroku se ze statistickych charakteristik obou
vzorki vypodta hodnota testového kritéria; forma tohoto kritéria zalezi na druhu
problému; pislusné vzorce lze najit ve statistické literat(i — 5]. Je-li nulova
hypotéza platna, maji hodnoty testoveho kritérigté&rozddeni. Ve tetim kroku
porovname vypdé&nou hodnotu kritéria lgritickou hodnotou tohoto roztni. Je-

li vypoctend hodnota vySSi nez kriticka hodnota odpovidajici nizké
pravdgodobnostia, nastal jev, ktery byl @kavan pouze s touto velmi malou
pravdgodobnosti (nap 5% nebo 1%). Elnime za¥r, Ze rozdil mezi ob®a
soubory neni nadhodny; nulovou hypotézu odmitneme na hlagiz@amnostia.
Jestlize vypoittana hodnota kritéria je mensi nez kritickaijimédme nulovou
hypotézu aginime za¥r, Zze neni rozdil mezi ob#& soubory. Takdikame, Ze
rozdil mezi nimi neni statisticky vyznamny. Z tohoto hlediska jeitie, jakou
pravdgodobnostr povaZzujeme za vyznamnou; to je zalezitosti nasi volby.

POZNAMKA. Ptitomto testu existuje pravgddobnosta, Zze nas zar ,oba
soubory se li§i¥, zaloZzeny na zamitnuti nulové hypotézy, je chybny, a ve
skut&nosti mezi nimi neexistuje rozdil. Toto je takzvana chyba prvniho druhu.
Jestlize nulovd hypotéza nebyla zamitnuta, existujegndgpaiziko, Zze se oba
soubory ve skutmosti liSi, coz by byla chyba druhého druhu. Praedtbbnost
tohoto chybného zé&w je S. VysSi duéra ve spravné zamitnuti nulové hypotézy
(tedy niZSia) také znamena vyssi rizikoijoiiuti alternativni hypotézy. Obvykle je
nutno gijmout urity kompromis.

Testy hypotéz jsou podrobngswtleny v literatug, napi [1 — 5], a jsou také
k dispozici v fiznych statistickych nebo univerzélnich fiagovych programech.
Také Excel nabizi mkeré testy, nap pro rozdil mezi d¥éma stednimi hodnotami
nebo mezi rozptyly dvou soubiorAplikace budou ukazany v Kapitole 8.

Poradova statistika

Castym Ukolem piexperimentélni analyze je najit pro skupinu agnych hodnot
(nag. pevnost nebo doba do poruchy) parametrydlend pravdpodobnosti nebo
urcity kvantil ¢i hodnotu distributii funkce. V nkterych pfpadech to je prosté;
napiklad parametry normalniho roZdai jsou pémér a smérodatna odchylka.
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Nekdy je to ale slozgsi, napi u Weibullova tiparametrického rozéeni, anebo
jestlize histogram na#benych hodnot ma slogjsi tvar. Nadisti je v takovych
ptipadech porrn¢ snadné nagienym hodnotam piadit hodnoty distribugi
funkce, a to nasledujicim jednoduchym zpasobem. Nejpri@disae narfrené
hodnoty od nejmensj € 1) do nej¥tsSi ( = n); j je poiadovécislo an je celkovy
pocet hodnot. Odpovidajici hodnoty distrimi funkce se obvykle vyp@aji jako

Fi=j/(n+1) (4.21)

Vyswétleni vzorce (4.21) je prosté. Mame-li napp0 hodnot dob do poruchya
uspo&dame je od nejkratSi do nejdelSi, potom prpedébnosF, Zet bude mensi
zet <t, je 2/100, atd.; vSeobetrr; = j/n. V rovnici (4.21) byla ke jmenovateli
pri¢tena jednotka kWi matematické korektnosti: pravgédobnostF, Zet bude
kratSi nebo rovng, musi byt mensi nez 1, protoZé provedeni dalSich &ieni by

N e

se mohly objevit i hodnoty vySSi ngZ t

POZNAMKA: Existuji i dali empirické vzorce pro vypetchodnotF;, napiklad

F; = ( — ¥)h. Zadny vzorec ale nelze dopotyednozn&ng, zvlast piihlédneme-

li ktomu, Ze pi uréovani parameir rozddeni mohou vzniknout &Si chyby

v disledku toho, Ze hodnoty ve vyb¥ém souboru, ze kterych se parametry
poditaji, mohou znén¢ kolisat od vybiu k vyb&u (zejména u malych rozsghu
nez v disledku vzorce uzitého pro vypog.

Neparametrické metody

Statistické testy a postupy obvykleegpokladaji, Ze vySiivana velkiina ma
urcité rozddeni pravdpodobnosti, a pracuji s jeho parametry. Existuji ale i tzv.
neparametrické metody [9, 10], které nevyZaduji Zadegigaiklad o rozdeni, ani
znalost jeho paraméitr Tyto metody Ize uZivat, jestlize schazi jakakoliv informace
0 rozddeni pravdpodobnosti. Na druhou stranu obvykle ieblji &tSi soubor o
vétSim rozsahu n, aby poskytly stejnou silu informace jako metody parametrické.

vvvvvv

jsou: (1) utovani kvantiti, (2) testy dobré shody, pouzZivané praieni, ma-li
soubor ukité rozddeni, (3) testy pro asfeni, zda dva vyb§ pochazeji ze stejného
zakladniho souboru, a (4) testy korelace mezimdvéveltinami. Tyto testy
obvykle pracuji s usgddanymi (sgazenymi) hodnotami. V nasledujicim odstavci
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bude vys¥tlena prvni z metod, kterd se uzZiva veltasto. DalSi metody budou
vyswétleny pozdé.

Kvantily

V predchozim odstavci bylo vystleno pirazovani hodnof; distribueni funkce
jednotlivym hodnotamy,, sé¢azenym podle velikosti. Nalezemi—kvantiluy je
opa&ny ukol; je to takova hodnoty, rady ¢isel y, kterd odpovida hodnota
distributni funkceF. Neni-li gresn& hodnot& = a znama, Ize ji nalézt ze sousedni
mensi a ¥tSi hodnotyF interpolaci. Kvantil je také moZno najit interpolaci ze
sousednich hodnot y

Podékovani. Casti této kapitoly byly dize publikovany v Kapitole 2 knihy [6].
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5. Uréovani charakteristik
zkoumanych veli €in

Zkoumane vetiiny ¢asto kolisaji z ndhodnycltipin. V takovych pipadech byvaji
popisovany prosédnictvim parameir a charakteristickych hodnot nebo pomoci
rozddeni pravdpodobnosti. Tato kapitola ukazuje, jak sestrojovat histogramy a
urcovat parametry rozdeni. Zvlastni pozornost jegmovana Weibullovu rozdeni.

Je téZ ukdzano posouzeni vhodnosti navrzenéholesigomoci diagratnQ-Q.

Charakteristické hodnoty

vvvvvv

vyhodnocovani empirickych dat jsou tyto parametry nahrazeny royph
priméremX a vybgovou smérodatnou odchylkows, definovanymi vztahy (4.2) a

(4.4) v Kapitole 4. DalSi charakteristiky jsou koeficient asymetrie (Sikmost) a
Spicatost, zmingé tamtéz. VSechny tyto charakteristiky jsou jedinymi zdroji
informaci o poloze nadhodné wgliy na ciselné ose a jejim rozptylu, mame-li
nameienych hodnot velmi mélo, mémez 15. Univerzalni programy na jeden
pokyn vypodou vSechny charakteristiky a wvytisknou je ve férrtabulky.
Napiiklad v Excelu st& zadat pokyn Analyza dat a potom Popisna statistika.

POZNAMKA. Zminéné programy pro analyzu dat, a také velice aiitgorogram
Resitel, ktery umoiuje hledat extrémni hodnoty nebesit rovnice, jsou so@sti
kazdého Excelu, nejsou vSakZbé piistupné. Pokud se po stisknuticftaa Data
neobjevi na hiej3i li5& vpravo pokyny Analyza dat aeKitel, musime je aktivovat.
Po stisknuti tlaitka Soubor zvolime MozZnosti a v nich Diky. Poté oznéime
v seznamu Analytické nastroje a stisknemeéitita Fejit. V nasledujicim malém
menu zaskrtneme Analytické nastroje a takéitel a stiskneme OK. To je v3e.

Histogram

Prvni pedstavu o rozdéni pravdpodobnosti vySébvané vekiny mizeme ziskat
Z histogramu (Obr. 4.3 v kapitole 4 a Obr. 5.1 na nasledujici gjratistogram se
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Obr. 5.1. Histogramy skupiny experimentalnich hodnot pro rozdilréyps.

sestrojuje ze v8ech zaznamenanych hodnot tak, Ze se rozmezi vSech moznych
hodnot rozdf do n&olika intervah (tiid) stejné §ky, zjisti se poty hodnot

v jednotlivych tidach, a nakresli se obdélniky &mmé €mto ¢etnostem [1, 2].
Histogramy se sestrojuji snadn#i pouZiti univerzalnich prograimjako Matlab,
Mathcad, SPSS nebo Excel. U posledméenovaného ktomu slouZi ikéz
Histogram z menu Analyza dat (viz pozndmku uvedenou vyse); je nutno znat
predem také pat tid a jejich hranice. BohuZel neexistuje Zadny univerzalni
vzorec pro stanoveni poéttid m V literatuie se nejasgji uvaddi dva vzorce:

m=INT2InN , m=INT2 W) (5.1)

N je celkovy poét vSech hodnot a INT znamené ¢&delnou &st vyrazu (Integer).
Tyto vzorce jsou ale vhodné pouzei meékolika desitkach hodnot. ProtoZze
univerzalni peéitacové programy vytvieji histogramy okam#t je vhodné
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nakreslit vice variant histograms fiznymi pody téid a s éiznymi souadnicemi
jejich hranic, a vybrat takovy, ktery vypada nejlépékiRdy histogram s hezkym

a nehezkym vzhledem jsou ukazany na Obr. 5.1. MaieAid o&kavat slozijSi
rozddeni nangienych hodnot (napise déma vrcholy), je pro vhodné zobrazeni
zapotebi alespon &kolik set hodnot.

Krom¢ histogrand, které udavajicetnosti n; v jednotlivych tidach (), je také
mozné vytvéet histogramy s kumulativhimietnostmi; kazdafida pak udava
soucet vSech hodnot od levého konce aZ po wg$@nou jtou tidu wetng

j
nj,cumzér\ (5'2)

Vydélime-li pody hodnot v jednotlivych ffdach celkovym pdém hodnotN,
dostaneme relativnéetnostif; a relativni kumulativnicetnosti Fjc,m Tyto dw
veli¢iny odpovidaji piblizné hustot pravdgodobnosti fa distribu&i funkci F.

Rozdéleni pravdépodobnosti

Je vyhodné, mohou-li empiricka data byt aproximovangakyén b&nym
rozddenim pravdpodobnosti. Velmi jednoduchd situace je s normalnim,
logaritmicko-normalnim nebo exponencidlnim rdedém. Normalni (Gaussovo)
rozddeni (obr. 4.3 nebo 4.5 v kapitole 4) je plpopsano $edni hodnotou a
smerodatnou odchylkou, definovanou v kapitole 3. Jeho pouZiti je proto velmi
snadné. V praxi se ale uZivd vyb¢y primér a smérodatna odchylka.
Logaritmicko-normalni rozdéni pracuje podolins logaritmy nar&enych hodnot.
Exponencialni rozdéni ma stejnou hodnotu gnedatné odchylky jako gmer,
takZze stai vypodtat aritmeticky piimér z namgtenych hodnot. (Jejich odhady,
pocitané z empirickych dat, se od sebe navzajem vzdykponéSi. Je-li vSak
rozdil mezixa smaly, Ize pédpoklad o exponencialnim rozelsi gijmout.)

Velkou flexibilitu pii aproximovani iznych tvafi empirickych rozdkeni vykazuje
rozddeni Weibullovo, kterého si zde vSimneme podrgbné

Weibullovo rozdéleni

VSeobecny tvar jeho distribngfunkce (Obr. 4.6 v Kapitole 4) je
Rt = 1 - exp{- [( - &)/a]"} (5.3)
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S parametna, b, t,. Parametr n¥fitka a se vztahuje k hodnotatma zaji$uje, Ze
rozddeni nezavisi na jednotkaddh(napi minuty nebo hodiny). Konstanta je
parametr tvaru V zavislosti na hodnétb mize Weibullovo rozdéni mit fizné,
dokonce velmi rozdilné tvary (Obr. 4.6); po= 1 se zmni v exponencialni
rozddeni. Weibullovo rozdkeni je vhodné pro charakterizovani dob do poruchy,
pevnosti nebo zatiZzeni; proto se stalo oblibenyimppsuzovani spolehlivosti.
UZiva se vSak i v mnoha delSiciigadech. Konstantg je prahova hodnota, ktera
odpovida nejmenSi mozné hodha charakterizuje polohu roZd&i na oset.
(Poznamka:t je obvykly symbol procas; v pfpadé jinych velin Ize uzit jiné
symboly.) V tétocasti vys¥tlime dw metody pro stanoveni parametPrvni je
zaloZzena na prolozeni transformovanych &amych hodnot iimkou, druha
pocitd parametry pino pomoci vhodného optimaligsiho programu.

Dvouparametrické Weibullovo rozdéleni

Pevnost nebo doba do poruchy nemohou mit zaporné hodnoty, takze prahovy
parametr s&asto pedpoklada roven nulety = 0. Distribudi funkce (5.3) ma
pouze dva parametry:

Ht) = 1 — exp[ {(a)"] (5.4)

Parametna ab Ize najit snadno, protoze transformovana data Ize proldiikei
[3]. Dvojita logaritmicka transformace a Upravacninrovnici (5.4) na tvar

Int =1In a + (1b) In{In[1/(1 - F)]} (5.5)
ktery odpovida rovniciimky (Obr. 5.2b)
Y= A+ BX (5.6)
kde Y=Int, X=In{In[1/(1 - P]}, A =Ina, B=1h.

Tato metoda linearizace byla velmi obliben& v minulosti, a dosudcksly pduziva
pro ukovani parametr z provoznich Udéj pomoci specialniho diagramu,
ozna&ovaného jako Weibullv papir (Obr. 5.2b). V tomto ipact jsou teba
jednotlivé neéfené hodnoty t; a odpovidajici hodnotf; empirické distribuni
funkce. Hodnotyt; se ziskaji uspailanimn hodnot z provozu (napdoby do
poruchy od nejmensj € 1) do nej¥tSi ( = n). Odpovidajici hodnoty distriboé
funkce Ize vypoitat podle kapitoly 4 jako

F=i/(h+1) (5.7)
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Obr. 5.2.Weibullova distribdni funkce F(t): vlevo jejwodni soiadny systém, vpravo
Weibulkiv prav@podobnostni papir s transformovanymi hodnotami [3].

j je poiaadovécislo an je celkovy po&t hodnot. Regresni konstamtyB se ziskaji
proloZzenim empirickych datiimkou (pouZzitim Weibullova papiru nebo pomoci
vhodného programu pro prokladaniiviek, napi ,VlIoZit spojnici trendu®

v Excelu). Konstanty v pavodni distritni funkci (5.4) se z A B ziskaji inverzni
transformaci:

b=1B,a=exp ) (5.8)

Zakresleni nagienych hodnot v sdadném systémiX = In{In[1/(1 —F)]}, Y=1In
t, umoziuje dobrou vizualni kontrolu. V idealnimipadé¢lezZi jednotlivé hodnoty
na pfmce.

Triparametrické Weibullovo rozdéleni

Dvouparametrické rozdni neni vzdy vhodné. 8tdy transformovana data nelezi
na pifmce, nebo jeiejmé, Ze rozdeni by n€lo mit prahovou hodnotuietelné
vySSi nez 0. V takovém ipadé bude fiparametricka funkce (5.3) lepSi. Parametry
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tohoto rozdteni Ize najit popsanym postupem pro dvouparametrickou funkci,
jestlizet v rovnici (5.4) nahradime vyrazeta-to; konstantd, musi byt definovana
predem. RozloZeni transformovanych bodu saimr zavislosti na zvolené hodgot

to. Nejlepdi hodnotd, je takova, pro kterou se transformovana data nejvice blizi
k piimce. Tento postup vyZaduje ¢ty cvik. Nasesti existuje i jednodussi
ptimodary postup [3], ktery vysstlime dale.

Ptimé stanoveni paramétr

Konstantya, b, at, Ize snadno ziskat bez jakékoliv transformabeseni rovnice
(5.3) prot da nasledujici vyraz pro kvantily:

t=t, + a{ln[1/(1 - P]'®} (5.9)
Tento vyraz ametoda nejmensSiclétvera: se pak pouZiji pro nalezeni takovych

hodnota, b, aty,, které minimalizuji sotet ¢tveraa rozdili mezi namsienymi a
vypodenymi hodnotami,t

Z(tj,meas_ l],cak;)z =min! (510)
Je-li k dispozici vhodnyeSitel pro takovouto minimalizaci (i Excel ma takovy),
post&i pripravit fadu namitenych hodnottjne.s @ druhoutadu hodnott;cq,
vypocitanych pro stejné hodnofy pomoci rovnice (5.9) s pouzitim paranied;
b, at,. ReSitel na pokyn, aby minimalizoval vyraz (5.10)&mamia, b, at,, udda
vSechnu pdtbnou préci.

POZNAMKA. Vzorec (5.9) je také vhodny pro nalezeni ,minimalni zand
hodnoty* (napi pevnosti nebo doby do poruchy), tj. takové, Ze praeddbnost,
Ze by se vyskytl je8tslabsi kus, je velmi nizka (odpovidajici zvolené hatlRit

Priklad 1.

Pevnost nové slitiny byla &éena na deseti vzorcich, s nasledujicimi vysledky: 250
—201-232-281-297 —-211-276 — 302 — 315 — 265 MPa.

Naleznde parametryifparametrického Weibullova rozié#i a utete ,zaru&nou*

1% pevnost.

ReSeni. V3echny Gdaje jsou vtabulce 1. Kamé pevnosti byly $ezeny od

e

vypocteny jakoF; =j/(N + 1). Potom byly pro stejné hodndtyvypodeny pomoci
rovnice (9) hodnoty§cacpro konstantya, b, &, definované fedem. Rovnz byl
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vypoden sodet étveral rozdili mezi namdienymi a vypotenymi pevnostmi.
Jednotlivé hodnoty jsou nakresleny na obr. 5.3; kusoce pedstavuji nagiené
hodnoty, zatimco #Zky odpovidaji vypokiim pro zvolené pateini hodnotya =
250 MPa,b = 2 aS = 0 MPa. Je iejmé, Ze Kzky nesouhlasi s natifenymi
pevnostmi. PouzitReSitele dalo nasledujici hodnoty:= 280.6 MPab = 6.659 a
S = 0 MPa. Tyto konstanty aproximujiébena data velmi dobr viz téZ plnou
¢éru extrapolovanou k nizSim a vySSim pragpatobnostem. Zare®a 1%-pevnost,
vypodena jakoSFE = 0.01), je 140.6 MPaC(en&i doporuujeme vyesit znovu
tento piklad pro ziskani praxe.)

Tabulka 1.
j S,meaa Fi S,calc

1 201.0 0.0909 197.2 1 -

2 211.0 01818 2162

3 233.0 0.2727 2329 i

4 250.0 0.3636 2465 (g ]

5 265.0 0.4545 258.4 !

6 276.0 0.5455 269.6 04 1

7 281.0 0.6364 280.7 g5 |

8 297.0 0.7273 292.3

9 3020 08182 3054 O0+—/T—T—FT—FT——
0 100 200 300S (MPa) 500

10 3150 09091 322.7

Obr. 5.3.Pevnosti na@rene ($meas) @ Vyp@tene (Sac) a hodnoty Fdistribucni funkce.

V tomto pifkladu bylo nutné omezit prahovou pevnost hodndtpe 0O, protoze
prvni vypo&et bez jakéhokoliv omezeni dal zapornou hodnotu pevisgstitera
neni mozna. S timto omezenfesitel okamzit ,doporudl* prahovou hodnotus,

= 0, takZe rozdeéni pravdpodobnosti ma zde ve skatmsti jen dva parametry,

b. V n&terych pfpadech mZe existovat velky rozdil mezi hodnotami,
predpo¥dénymi pro malé pravddodobnosti podle dvou- nebdigarametrické
Weibullovy funkce. Dvouparametrické rozedi s pedpokladanou prahovou
hodnotouS, = 0 da niZSi dovolené n&p coZ je bezpméjSi. Na druhé strané
velikost pirezu takové sowdsti musi byt $tSi, a tedy nékladigi. Nekdy je nutno
uddat kompromis mezi bezprosti a ekonomii.
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Stanoveni parametii rozdéleni z cenzorovanych dat

V n¢kterych pfpadech je pagt experimentalnich hodnot omezen a potast
vysledki je znama. Najklad doba do poruchy Unavou sloZitych saaté kolisa, a
je-li testovana skupina takovychto sésti pro zji&ni rozddeni jejich Zivotnosti,
mohou byt doby do poruSeni @kterych sodasti neprakticky dlouhé. ZkouSky
Zivotnosti se proto &kdy ukondlji po uplynuti wité dobyt,.s anebo po poruseni
uréitého podilu zkouSenych kiisV tomto gipadézname pgsnédoby do poruchy
porusenych dil a také vime, Ze Zivotnost zbyvajicich &mti bude delSi (ale
nevime, jak bude dlouhd). Jinyipéid nastane, jestlidfena veltina ma hodnoty
mimo pouzitelny rozsah ¢hciho pistroje; tikame, Ze rfend data jsou
cenzorovana. Situace je znazoraéna Obr. 5.4. Jestlize je zndm druh rdenoie
pravdgodobnosti, iZzeme stanovit parametry tohoto rolehi z €ch dat, pro
ktera jsou doby do poruchy znamy, jestlize kazdé&clato hodnot ftf),
uspoadanych podle velikosti, gfadime odpovidajici hodnotu distrimi funkce F

= j/(N+1). Tyto otazky jsou velmi duleZité iptkouskach Zivotnosti, takZe existuji
rizna schémata a postupy pro zpracovani vyftedk napi [4].

tlest t

Obr. 5.4.Cenzorovana data ze zkousSek zivotnosti. Unfinished tests - neelo&akousky

Q - Q graf

Jednoduchym nastrojem pro porovnani dvou riezdépravdpodobnosti je tzv.
kvantil-kvantilovy graf, kratce Q—Q graf [5]. Do tohoto diagramu se zakresluji
odpovidajici kvantily proti sobéSoutadnicex boduP; zde odpovidg-kvantilu
jednoho rozdieni a soiadnicey; odpovida stejnému kvantilu druhého rded.
Jsou-li obéporovnavana rozdni podobna, lezi body v Q-Q grafuiliiZzné na
ptimcey = x (Obr. 5.5). Kvantil-kvantilovy graf ndzornsformuje, jsou-li poloha,
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tvar a Sikmost porovnavanych rofelki podobné nebo rozdilné. Q-Q grafy se

pouZzivaji pro srovnani dvou souliatat nebo pro porovnani empirického rdedé
s teoretickym.

Kvantil-kvantilovy graf se vytvdinasledujicim zpisobem. Porovnavané cuayi
(prvni ozngime x a druhouy) se usptadaji od nejmensi do n&pgi, odpovidajici
hodnoty distribuai funkce F se vypo#aji z rovnice (5.7), a dvojice hodnot
kvantili x, y; pro stejné hodnoty;se zakresli v soatinem systému, ¥ (Obr. 5.5).
To je nejsnadkjSi, maji-li oba soubory stejny pekhodnot. V ostatnich jpadech

je nutno pepcaiitat kvantily pro stejné pravgédobnosti interpolaci ze sousednich
bodu.

Obrazek 5.5 ukazuje Q-Q graf pro 20 teoretickych hodnot normalnihdeoiz{&
pramérem 4 = 5.0 a smrodatnou odchylkouo = 1.0), porovnanych s dvaceti
“empirickymi” hodnotami, vygenerovanymi v tomtoipédé pro stejné parametry
metodou Monte Carlo. Vidime, Ze jednotlivé body le#bljiné na pimce.

9

1 y=11724x - 06461
R2 = 0,9602 -

Xj, empirical
W e OO N ®

Obr. 5.5.Kvantil-kvantilovy (Q-Q) diagram pro normalni radni (parametryu =5, o=
1, n = 20). Vodorovnéa osa — teoretické hodnoty, svisla osa ¢iea hodnoty.

Podékovani. Cast této kapitoly byla dite publikovana v kapitole 11 knihy [3].
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6. Vztahy mezi dv éma a vice veli ¢inami

V této kapitole jsou definovanyizné veltiny pro charakterizovani vztaht mezi
dvéma i vice prordnnymi, jako je kovariance, korelace a koeficient determinace.
Je také ukazéano jejich pouzitii gtanoveni konstant v regresni funkci a hodnoceni
jakosti aproximace. Autokorelace ukazuje, jsou-li mezi sebou korelovany hodnoty
v urtité fadé Zawrem je vys¥tleno ziskavani informaci prdetnictvim
takzvaného data-miningu.

Kovariance and korelace

Jednim z Ukdl experimentalniho vyzkumu je zjistit zda existuje vztah meadyv
nebo vice vetinami a jak je &sny, a popsat jej vhodnym matematickym vyrazem.
Takovyto vztah bud neexistuje, nebo je méné&i vice ®sny, aZz popf
deterministicky. Tuto&snost lze charakterizovat pomoci koeficientu kovariance
nebo korelace. Pro dypromenné, xa y, je kovariances,, definovana jako

_2 (X =3y -9) 6.1)
n-1

Sy

X ay jsou paimérné hodnoty obou velin an je po&t dvojic x;, y;. Kovariance
muze byt pozitivni, jestlize ob¥eli¢iny spolu vziistaji (pogipadé klesaji), nebo
negativni, jestlize jedna véina vziista a druh& klesa.

Nedostatkem kovariance je, Ze tento koeficiedZennabyvat hodnoty oelo do
+o0, Vv zavislosti na hodnotach y. Nazorn§i mirou gsnosti vztahu jdoeficient
korelacer,y, definovany jako kovariance l@ha sndrodatnymi odchylkami obou
promgnnych:
(o= (6.2)
Xy

ScSy

Korelatni koeficient je vlasth kovariance normalizovana vzhledem k rozptylu
obou veltin. Hodnoty r,, se pohybuji mezi O (zadna korelace) a +1
(deterministicky nebo furdki vztah) pi pozitivni korelaci. B negativni korelaci
se K, pohybuje mezi 0 a +(Obr. 6.1).
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7
Y, ~ e
h‘k‘b- a7
5 - *"'--.. ) ‘A
4 7 .H““'.“'-.O T *
34 r,=09904 it w
“'n - b 5
2 - At v"“.*-ﬁ
1 - il Iy = -0.9927 e~
0 ¥ T

Obr 6.1. Korelace kladné (trojuhelniky) a zaporna (kdaserce).

POZNAMKA: Vyjadiovani vztahu dvou velin pomoci regresni funkce bude
probrano v Kapitole 7.

Analogickou charakteristikou nezavislou na parametrech Spearmaniv
koeficient poradové korelace

o 82 6.3)

o =
s n(n® -1)

n je poét dvojic hodnok;, y; veli¢in x, y. Kazdé hodnétx; je fritazeno ptadové
hodnotam). Potom se vytvorozdily po&dovychdisel jednotlivych dvojicx;, y;
jako d = p —q; a uzity v rovnici (6.3).

Relativné vysoké hodnoty koretmiho koeficientu,r = 0.8 a vice, nazgigji
funkéni vztah. Nicménépii pochybnostech je vhodné provést statisticky test
vyznamnosti (viz Kapitolu 8).

Pozor! Vysoky stupé korelace neznamena nutpicinny vztah. MiZze existovat
jiny ¢initel, ktery ovliviiuje obé&veli¢iny (X, y) podobnym zptasobem. Dabiznamy

je nasledujici humorny filad. Vyzkum, provedeny v kélika vesnicich, ukazal,
Ze existuje vysokd korelace mezi po¥ narozenych di a potem capu ve

vesnici. Dokazuje to snad, Zépi nosi dti? Nikoliv; vyswtleni souvisi s velikosti
vesnice: ve &tSich vesnicich se rodi vicétt ale obvykle ¥tSi vesnice maji vice
rybniki, a tedy icapa.
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Velmi uZitetnou veltinou je loeficient determinacer?, ktery je vhodny pro
charakterizovani kvality linearnich i nelinearnich regresnich funkci. Obrazek 6.2
ukazuje regresnirpmku, jednu hodnoty.osNanéienou pro jistou hodnoty, dale
odpovidajici vypotenou hodnotwy..{X) na regresni jince, a pimeérné hodnoty
X,y (na obrazkWae Yave Skupinyx ay;. Vzdalenosty, od pfiméru y je mozno
vyjadiit jako

yj - y: (yj - M,reg) + (Yj,reg_ :)_I)l or A[Ot = Ares"' Areg (64)
Yireg j€ Odpovidajici hodnota na regresninpie; 4 znamena celkovy rozdi); g
znamena rozdil j-té hodnoty na regrestiimge a piméru, a 4.s je zbytkovy

(residudlni) rozdil, coz je vzdélenost j-t&mmé hodnoty a odpovidajici hodnoty
na regresntare, Lze dokazat, Ze plati i nasledujici vztah:

2 =D =Y Y e) F Vg~ V) (6.5)
J j ]
Souet je proveden pro vSech n hodnot. Rovnici (6.5) Iepgt jako
SSu = SRg* SSs (6.6)

S&: je souét ctveral celkovych rozdil, SS je sowet ctverai rozdili mezi body
na regresni hvce a celkovym piméremy, a SSss souet ¢tveral vzdalenosti
jednotlivych namitenych hodnot od odpovidajicich bodu na regresivicé (tj.

rezidudlnich vzdalenosti).

Y.
Yn-eas- AY Y
Ya.' V meas = calc
Yave| Ycaic— Yave
' N
Xa:e X

Obr. 6.2. Koeficient determinacé;rrezidualni slozka (yeas— Yead) @ regresni slozka {ye—
Yave Celkového rozdilu ya.s— e INdexy znamenaji: meas -¢ifany, calc — vypiieny

(regresni), ave — @imerny.
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JestliZze rovnici (6.6) vydéme vyrazem n — 1, obdrzime
S = Seg T Ses (6.7)

SSznamena sowt kvadral rozdili a s znamena rozptyl; Indexy maji stejny
vyznam jako v pgdchozim ppadé res odpovida zbytkovému (rezidualnimu)
rozptylu jednotlivych narfenych hodnot kolem regresni funkce. Koeficient
determinace je definovan jako

r’ = SRYSSt = Seq/Sot’ (6.8)

a vyjadiuje, jaka cast celkového rozptylu je tvema regresni funkci. Pro
deterministicky vztah je? = 1. Rovnici (6.8) Ize f@psat na tvar

P = (SSt— SRY/SS=1— BSISH), OF F = 1 — GelSor) (6.9)

Koeficient determinace (6.8) byl odvozen pro linearni vg(ah Je-li vSak poitan
podle rovnice (6.9) prostdnictvim zbytkového rozptylu, e byt také pouzivan
pro charakterizovani kvality nelinearnich regresnich funkci. Ztoho vyplyva
vyznam zbytkového rozptylu ipturcovani parametr regresnich funkci (viz
nésledujici kapitolu).

Zkoumame-li vztah mezi édwma veltinami, vzdy bychom @i nejprve udéat graf
nameienych hodnot, a teprve potom posuzovahost vztahu. Obrazek 6.3 ukazuje
skupinu narfenych hodnot, kter&etelre vykazuje nelinearni vztah. Kdybychom
bez tohoto poznatku stanovili koeficient korelace pro linearni vztah, obdrzeli
bychom velmi nizkou hodnotuikgjici, Ze neexistuje Zadna (linearni) korelace (

8 - y =1.1119 +0.4908(x - 4_0246}2
y - R2=0.984
6 - L 2
y =0,2409x +2,1334
B R2=0,0616
2 .
0 . - - ;
0 2 4 6 X 8

Obr. 6.3. Dv¢ aproximace nadrenych hodnot: dobra aproximace (kvadratickd funkce) a
$patna (linearni funkce).?” koeficient determinace.
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0,286;r* = 0,0616). Naproti tomu koeficient determinace kvadratickou regresni
funkci jer? = 0,984 and = 0,992, coZ znamena velmi dobrou aproximaci.

Vicenasobna korelace

Zjisteni korelaci je prvni krok ip zkoumani vztalh mezi vySetovanymi
velicinami. Korelace mohou existovat meziédwa, ale i vice progmnymi, tzv.
vicenasobna korelace. Korelace v experimentalniatecti se obvykle najdou
pomoci vhodného statistického programu. fildad v Excelu pikaz CORREL,
aplikovany na skupinu parovanych hodmpt y;, poskytne hodnotu (linearniho)
korela&niho koeficientur,,. V nasem fipact je ale @inngSi vytvait graf
nameienych hodnoty(x) a nakreslit tam regresni funkci pomodikazu Vlozit

spojnici trendy ¢imz dostaneme velmi nazorny obrazek. Je také cmétesi
vyZzadat (z menu) koeficient determinaégektery charakterizujessnost vztahu.

Vicenasobnou korelaci budeme nyni ilustrovat H#llgdu tepelného zpracovani
oceli.

Priklad.

Bylo zapotebi vySetit, jak je tvrdost H) a pevnost$ kalené oceli wiité znaky
ovlivnéna teplotou zpracovant) acasovou prodlevou) pii vysoke teplat, a zda
jsou spolu korelovany. Osm vzdrkA - H) bylo zpracovano zaiznych podminek,
jak je nazn&eno v haejSicasti Tabulky 1, uvedené na nasledujici strarabulka
vicenasobnych korelaci ve spodésti byla vytvéena v Excelu. K tomu byly uZity
pokyny Analyza dat a Korelace; poté bylo désfuSného okénka v menu Korelace
vloZzeno pole obsahujici vstupni hodnoty a byla ®ena bika pro umisini
korelani tabulky. Po stisknuti OK se objevi koralatabulka uvedena dale.

Korelaeni tabulka ukazuje nazafnkteré vekiny jsou silré korelovany, a které
nikoliv. Napriklad koeficient korelace mezi pevnosti a tvrd@sty naSem fipads
velmi vysoky (0,980), zatimco korelace méasovou prodlevou na vysoké teglot
a tvrdosti je nizka-0,545). Zanedbani nepodstatnych &ialumozni zjednoduSeni
vzoral a pozdjSich vypa@ta. Vysoka korelace dvou veéln umoziuje pouZit
jakoukoliv z nich, coz rize rekdy zjednodusSit praci. Nafklad stanoveni pevnosti
je kwvili vyrobé vzorki mnohem narénéjSi nez mdreni tvrdosti. Pokud testy se
sowasnym mdfenim pevnosti a tvrdosti odhali vysokou korelgeiko v nasem
piipact, je mozné v budoucnu &t pouze tvrdost a @itat pevnost z ni pomoci
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Tabulka 1. Vstupni data (nah@) a tabulka vicenasobnych korelaci (dole).

Vzorek Teplota Cas Tvrdost Pevnost
A 800 10,3 475 212
B 840 9,8 510 246
C 920 9,6 540 285
D 820 10 490 230
E 870 9,7 520 255
F 850 10,5 530 260
G 900 9,4 550 295
H 860 9,1 532 265
Teplota Cas Tvrdost = Pevnost

Teplota 1

Cas -0,581 1

Twdost 0,907 -0,545 1

Pewnost 0,951 -0,573 0,980 1

vhodného vzorce, jak je ukazano na Obr. 6.4.

350
S
(MPa)

250 -

200 A S = 1,0462H - 286,33
R2 = 0,9625
150 -

100

460 480 500 520 H (MPa) 560
Obr. 6.4. Pevnost S jako funkce tvrdosti H (oboji v MP&:= 1.046 H — 286.33.

Autokorelace

Az dosud jsme zkoumali, jestli 8weliciny jsou navzajem korelovany. Je ale také
mozné zkoumat, jestli hodnoty v jedigd dat jsou korelovany navzajem mezi
sebou. Fkladem mohou byt denni {merné teploty. Je prawgodobné, Ze rozdil
kdyby ¢inil nékolik tydni nebo ngsial. Timto zgisobem je mozno charakterizovat
fadu hodnot pomoci tzv. autokorelace. Autokamslakoeficient se dostane
podobré jako korel&ni koeficient dvou prokmnych x a y (nag. v Excelu
piikazem CORREL). Jediny rozdil nyni je, Ze mistoidiey y pouzZijeme ot
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hodnoty x, ale posunuté o 1, 2,... neltomist. Takto vytvéend novarada je
ozn&enay’, a hovdime o autokorelaci prvého, druhého... netteho radu.
Napriklad tabulka dole odpovida autokorelaci prvédadu.

y: Y1 Y2 Y3 Ya Ys Ys ' Ys Yo

-

y: Y1 Y2 Y3 Ya Y5 Yo y7 Ys
Autokorelace mZe byt kladnd nebo zaporna. Oligpdy jsou na obr. 6.5.

POZNAMKA: Autokorelace se uziva zejmén# analyze dynamickych prooes
¢asovychrad a i zpracovani signél

3 3
2 4 XJ 2 N X’1 . *
11 14 * .
b S 0.‘
0 - 0 MRS - SN
by - ‘0 ~‘$3':? 2 *
*
2 1 i 2 v Xj
0 10 20 30 40 50 3 2 1 0 2 3
No autocorrelation (r = 0.03)
3 3
2 2 1 Xj1 S T
11 S0
1 TR
0 - PR, -
0 14 .',--"o“f} * d
e 'Y *+
-; 3 I

0 10 20 30 40 50 -3 -2 1 o0 1 2 3
Positive autoc orrelation (r = 0.78)

3 3

2 2 7 X_-J-‘Qz“ ~.Q & *

1 11 . & 3x$‘__

0 01 v @ e
- A s TFce
2 2 s * o . x
" £ -] + X,
-3 — 1T T -3 T —T

0 10 20 30 40 50 3 2 414 0 1 2 3
Neqative autoc orrelation (r = -0.59)

Obr. 6.5. Autokorelace: a) zadna (r = 0.03), b) pozitivni £r0.78), ¢) negativni (r =
-0.59). Diagramy vlevo znazorji casovérady; diagramy vpravo ukazuji autokorelace
prvnihoradu; x4 = f(x;).
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Vice informaci o kovarianci a korelaci Ize najiphas knihdch [1 — 5].

Data-mining. V ngkterych oborech, n&p v chemii, biologii, astronomiici
medicirg, ale i v bankovnictvi nebo obchgdexistuji velikhA mnozstvi dat. A
vykonné pditate jsou dnes schopny je zpracovavat. To vedlo kékwzoboru,
kterému séika data-mining (dolovani z dat). Na rozdil od t¢tad analyzy dat, kdy
vyslovime ukitou hypotézu a snazime se ji potvrdit na zakladaj, které pak
ziskavame pozorovanim nebo experimenty, vychazifhelgia-miningu naopak
z obrovskych mnoZstvi dat, kterd jiz jsou k disppza snazime se v nich najit
néjaké charakteristické znaky nebo souvislosti, § wdyté a potenciathuziteiné
informace. Kwli obrovskym mnoZstvim analyzovanych dat (TB), jeo mata
mining nezbytné pouZziti vhodného software. Exisspcializované programy pro
tento ®&el, nag. STATISTICA Data Miner, SAS Enterprise Miner @PSS

.....

data miningu Ize najit v [6, 7].
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7. Vyrovnavani empirickych dat
regresnimi funkcemi

Tato kapitola se zabyva vyj/anim vztahi mezitznymi velcinami pomoci
regresnich funkci. Jsou ukazany typické tvatghto funkci a je vysitleno
stanoveni jejich konstant. ProtoZze vstupni data zpravidla vykazuji¢plioost

z ndhodnych péin, regresni funkce nedava zcelegité hodnoty. Spolehlivost
predpowdi Ize zvySit vytvgenim konfidetiniho pasu kolem regresni funkce.

Je vyhodné, mame-li empirickd data popsana analytickym vyrazenikladpi
y= f{x), nebo w= fx,y,z...) (7.2)

podle toho, zavisi-li vyS&vana prominnd na jedné nebo vice wtiach.
Takovyto vyrazregresni funkce poskytuje zhughou informaci a umaiije dalsi
zpracovani ziskanych dat. Krokyi giledani regresni funkce jsou nasledujici: 1)
navrh vhodného tvaru regresni funkce, a 2) stanoveni nejvBaznehodnot
konstant v této funkci. Vékterych ffipadech je jestnutné: 3) posoudit kvalitu
navrzené aproximace, pépadé¢ rozhodnout, ktera =z k®dlika navrZzenych
aproximaci je nejlepsi.

Navrh regresni funkce

Prvni pedstavu Ize ziskat z grafu se vSemi &@nymi hodnotamiy(x). Obraz
fekne vice nez tisic slow pripadévice nezavisle progmnych, w= fx,y, z ...),

Ize tvar regresni funkce odhadnout z gnaf= f(x; y = konst, z = kon¥tw = f(y; X

= konst, z = kongt.., odpovidajicictfezim odezvovou plochou. S volbou regresni
funkce ntize pomoci Obr. 7.1, ktery ukazuje tvar§zmych funkci. Dive, nez
proloZime naréfend data regresni funkci, je vhodngerpySlet o charakteru
vySetovaného jevu nebo procesu. Obecrggresni funkce fize monoténngust
nebo klesat, fite mit mocninny charakter, anebo jégtrmize byt exponencialni
¢i logaritmicky, miZe klesat jako hyperbola nebo exponencialni funkce se
zapornym exponentem, ke mit uité maximumdci minimum. MiZe se blizZit
asymptoticky k jisté hodnétpro velmi vysoké hodnoty nezavisle pramé.
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ReSeni nkterych dloh vede k periodickym funkcim (sin, cos...)éktly se
aproximace hledd ve tvarufady (napi polynom, Fourierova fada

s trigonometrickymtleny nebo Pronyh#ada s teny exponencialnimi).iPnavrhu
regresni funkce fike pomoci znalost analytickélfeSeni podobnych uloh. Tvary
nékolika jednoduchych funkci jsou znazomye na Obr. 7.1; viz téz [1, 2].
V n¢kterych pfpadech mohou byt uZiteé funkce typické pro rozteni
pravdgodobnosti, napklad normalni nebo Weibullovo rozea#i; viz Obr. 4.7 a
4.8 v Kapitole 4). V&chto pipadech se jedna o tvary hustot praaitobnosti a
distributnich funkci. Dva pgklady, harmonicka (kosinova) funkce a funkce
s n&olika exponencialnimilény, jsou uvedeny pozjfi¥ této kapitole.

Uré&ovani regresnich konstant

Neékteré univerzalni programy ggtné Excelu) nabizeji riolik regresnich funkci

pro aproximovani empirickych dat a mohou v nicltowat parametry s uZzitim
vlastnich algoritrd. V takovych pipadech si& vytvoiit graf nangtenych hodnok

ay. Potom, po kliknuti pravym t&tkem mySi nafadu bodi, se objevi menu, ze
kterého lze zvolit vhodnou funkci, niaplinearni, polynomickou, mocninnou,
exponencialni nebo logaritmickou. Postup byl ukdzan v Kapitole 5. léitéi
poZadovat (z menu), aby byl v grafu ukdzan také tvar regresni rovnice a koeficient
determinace?, ktery charakterizuje kvalitu aproximace. (Podrobné &tsmi r?

bylo dano v Kapitole 6). To je uziteé zejména, kdyZ jegba porovnavatizné
regresni funkce.

Pri navrhu regresni funkce musime brat v Gvahu vice hledisek. Jednim z nich je,
aby vypoly stouto funkci byly powrné jednoduché. Snadno se pracuje
s polynomy, napi y = a + bx + ¢ + dX + ... Také univerzalni programy pro
prokladani dat #ivkami nabizeji takové funkce. Polynomy Ize ga8tuzivat i pro
funkce sloZigjSich tvaf, jestlize puavodni data vhodnym zpisobem
pretransformujeme. Tabulka 1 za Obr. 7.1 ukazul@lik funkci, které mohou byt
shadno fevedeny na polynomicky tvartiRakovychto transformacich se al&mh

i charakter rozptyleni jednotlivych hodnot kolem regresni funkce. Klasické
stanoveni regresnich konstant je zaloZzeno na mekgjdiensiclitverai (viz dale),
kterd dava nejgisndSi vysledky, pokud je uvedeny rozptyl konstantni, nezavisly
na hodnotach nezéavisle prénmé x (tzv. homoskedasticita). Jestlize se
transformaci vyraznmnenil charakter rozptylu, jeéba transformované hodnoty
ptenasobit vhodnymi vahami. BliZe dntto otdzkam viz napi3].
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Obr. 7.1. Tvary riznych funkci pro aproximovani nafanych hodnot. #&né Kivky u
jednotlivych funkci odpovidajiiznym hodnotam regresnich konstant.
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Tabulka 1. Transformacedznych funkci na polynomicky tvar [1].

Pavodni funkce Transformace Transformovand funkce
b ¢ k _1
WSato +optg =3 y= a+ bt+ct® +...+kt’
w=ae” y=Inw y =In a + bx
w=exp( a+ bx+cx®) | y=jnw y= a+ bx+ cx?
w=ax’ y=inw y=Ina+bt
t=Inx
w= 1 y—1
a+bx+cx?+...+ kx¢ W V= a by cxX +..+kX
= X =X bt O + .+ kod
= =— + o +..+
a+bx+cx +...+ kX y w' y= ar bxvc X
w=In( a+ bx+cxX) y = exp(w) y= a+ bxcx

RozloZeni nagrenych hodnot ¢kdy neodpovida zadné zgudefinovanych funkci
a je vhodnj8i navrhnout s§ vlastni vyrazy = f(x). Obrazek 1 rie pomoci fi
jeho hledani. Regresni konstanty byelynbyt takové, Ze vzdalenosti mezi
jednotlivymi nandfrenymi hodnotami a odpovidajicimi vygetiymi hodnotami
budou minimélni. Pro tento ék se zpravidla pouZivénetoda nejmensich
¢tverca [4 — 6], kterd minimalizuje soet ¢tveral rozdili mezi namifenymi a
vypodenymi hodnotamizy

S%s: z(yj,meas_ yj,calc)2 = min ! (72)

Index res znamena residuélini (zbytkovyneas— neteny, acalc — vypodeny.
Souet se di pies viechn hodnoty(x). Reste, instalované v univerzalnich
programech, tuto minimalizaci usnaifiia Jedna ukazka byla v Kapitole 5 ifgéad
1); dw dalSi aplikace budou ukazany pojdététo kapitole. PouZitiéchto reSita
ma velkou vyhodu: neni nutna Zadné transformace regresni funkcéranopani
vah jednotlivym hodnotdm, nebae nemni charakter jejich rozptyleni kolem
regresni funkce.
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Hodnoceni jakosti aproximace

Nekdy da jednoznaou odpo¥d’ o kvalitt aproximace vizualni posouzeni. Velmi
jednoduchou vetinou pro hodnoceni jedeficient determinacer?, vyswtleny

v piedchozi kapitoleCim je r? blize k 1, tim je aproximace lepSi. Vipsde
pochybnosti je vhodné &t test vyznamnosti, popsany v Kapitole 8.

Pro podrobn&i charakterizovani jsou vhodna takzvamézidua. Ta jsou
definovana jako rozdily mezi n&senymi a vypotenymi hodnotami,

Aj = yj,meas_ M,calc (73)

a kresli se jako funkce nezavisle peoméx. (Plati SSs = 2 (4)%). Rozdily mezi
dvéma Kivkami byvaji velmi dob& viditelné, coz je uzitmeé, jestlize se ob¢
kiivky, kreslené v pavodnich stadnicich, pékryvaji. (Obr. 7.2a ukazuje &v
aproxima&ni funkce, obr. 7.2b ukazuje rezidulfx).) DalSi informace o kvalit
aproximace vyplyva z rozlozeni rezidui. Fit 2 s nakadaptylenymi kladnymi a

15 |
y [ a)Measurements and
10 | two fitting functions
5 F
0 L L i L
0,5 1,0 1.5 2,0 25 x 30

ojo
-0,1

nL
|

Obr. 7.2. a) Nangrena data (y) vyrovnana dwma funkcemi (Fit 1 a Fit 2), b) Bib¢h
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zapornymi hodnotami je vhodn{&i, nez Fit 1 se systematickou postupnou
zmenoud z kladnych hodnot do zapornych s rostoucim x

Vyhodna jsou relativniineboli normalizovand)rezidua,

Aj,rel = (yj,meas_ yj cak) /yj,calc (74)
ktera nezavisi na &titku y.

Rozdily mezi narenymi hodnotami a odpovidajicimi hodnotami na regresni
kiivce mohou slouzit kefém u&lim: 1) jejich kvadraty se pouZzivaji v kritériu
(7.2) pro optimalizaci, 2) mohou byt pouZity pro éteni, je-li rozloZeni
jednotlivych bodt kolem regresntikky normalni (coz je podminka pouZitelnosti
metody nejmensichitverai), a 3) slouzi pro vytvahi konfidentéiiho pasu kolem
regresni kivky. Tento pas riize byt pouZit pro spolehisi predpowdi, nez jsou
predpowdi zaloZené pouze na regresni funkci.

Nyni vyswtlime dw metody pro stanoveni regresnich konstant: analytickou a
numerickou.

Analytické stanoveni regresnich konstant

Konstanty v regresni funkci (7.1) secuji z podminky minima soud étverai
odchylek hodnot vypd&nych od nagtenych,SSs Minimum analytické funkce
se nachazi tam, kde je jeji derivace rovna nule. \gme hodnoty zavisi na
regresnich konstantach, kterych je zpravidl&ofik. Je tedy nutno vytvdt
parcialni derivace sot (7.2) podle jednotlivych konstant, a kazdou derivaci
poloZit rovnou nule [3 — 5]. Tim dostaneme soustavu rovnic a jejfesepim pak
ziskdme hledané konstanty. Postup ukaZzeme na linearni regresi

y=a + bx (7.5)
Rovnice (7.2) vypada (soet teral SSsje zde zapsan jako S):
S =32+ bX — Ymead” (7.6)
Derivace &oa a &b jsou
&ba = Z(a+bx —Ymead , 0500 =2(a+bX —Vjmead X (7.7)
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PoloZime-li oba vyrazy rovny nule, dostaneme soustavu dvou lineéarnich rovnic o
dvou neznamych a a b. Jejimsenim obdrzime

n XiVi—Y Xi . ._b Xi
_ % jYj > ]Zy] a=23’] > j (78)

nyx?-(2x)" n

Podobny postup Ize uzit i pro dalsi regresni funkce a vede obacséustavun
linearnich rovnic pran neznamych regresnich constant. JednodussSi ale je pouZit
vhodny poétacovy iesi, vyswtleny v Kapitole 5 a v nasledujicim odstavci.

Podtaéem podporované stanoveni regresnich konstant

Univerzalni peéitacové programy jako Excel, Matlab nebo Mathcad obsahuji
reSitele, které mohou najit minimum zvolené zavislosti. &oi stanoveni
regresnich konstant velmi snadnym. Je pouze nufipéapit fadu nanienych
hodnot §meay atfadu hodnoty; ., Vypodenych prosednictvim rovnice (7.1) pro
stejné hodnotyx; s pouzitim pislusnych paramelr napi a, b v rovnici (7.5).
Resitel na pikaz minimalizovat vyraz (7.2) nebo (7.5) najdénémim a, b jejich
nejlepsi hodnoty s pouzitim vlastniho algoritmu. Pro tyto viypadusi byt buky

pro regresni konstantya( b) pipraveny pedem, jakoZ i buika obsahujici vyraz
(7.1). Hledani nejlepSich hodnot regresnich konstaginaatim, Ze dmto
konstantam pradime poéteini hodnoty. Potom ,pozadameéési (Solver), aby
nasel takové hodnoty konstant, pro které bude obsah bunky se vzorcem (7.6), tj.
soucet ¢tveral rozdili, minimalni. Tato hodnotaSG&.9 také charakterizuje kvalitu
aproximace a je uzitea, jestlize je nutno minimalizaci opakovat.

Uréovani regresnich konstant pomadRésitele vyZaduje ditou praxi. Kvalita
vypodenych ,nejlepSich® hodnot regresnich konstankdyé zavisi na jejich
pocatetnich hodnotach. V nejhorSimipadé optimaliza&ni proces nekonverguje a
je nutno zvolit jiné poéteini hodnoty. Kromi toho, ReSitel zpravidla hleda
konstanty, zajiujici minimum z matematického hlediska, aizm navrhnout i
hodnoty, které nemaji realny smysl. Navic,Zig optimaliz&ni algoritmus
obvykle hleda jenom nejblizSi extrém a ,netusi“, ZEzenexistovat extrétnvice.
(K této otdzce viz téZ Kapitolu 12.)

Nékdy je nutno provést optimalizai vypody ve dvou nebo vice krocich, protoZze
prvni optimalizace iejm¢ nedala pgsné hodnoty. Konstanty ziskané v prvnim

ey

procesu se pak uziji jako vstupni hodnoty @pakovaném procesu. Je ob&cn
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vhodné nechat vzdy probgout optimalizani proces alespon je&Stjednou;
porovnani sout ¢tverai rozdila (7.2) informuje, jestli hledani minima je u konce.

Stanoveni regresnich konstant bude nyni ilustrovano na dildadgch.

Priklad 1. Odezva na zatizeni viskoelastického materialu

Casovy pfibéh deformace soudsti z viskoelastického materialdi fkonstantnim
zatizeni ppomina exponencialni funkci. Jednoduch& exponencialni funkce ale
¢asto neni vyhovujici. LepSi aproximaciZe byt tzv. Pronyh#ada, cozZ je soat
nékolika exponencialnich funkci,

Y= &+ aexp(-1n) + xexp(-In) + ... (7.9)

a;, &... jsou konstanty &, ... jSou takzvané relagai ¢asy, které jsou také
neznamé. Obrazek 7.3 ukazujasovy probbk vnikani indentoru do PMMA
(polymetylmetakrylatu). Pro aproximaci byla uZita nasledujici regresni funkce [6]:

) = FK[A+ Gt — X B exp(-t /z)] (7.10)

F je zatiZzeni indentorK je konstanta odpovidajici jeho geometribc,, Bj a 7

(G =1, 2, 3...) jsou regresni konstanty, nalezené metodou nejmetisariai.
Obrazek 7.3 na nasledujici strankazuje d¢ aproximace, seig¢mi a Sesti
regresnimi konstantami. Pro srovnani jsou u ob@papii v grafech také ukazana
relativni residu&l,. Ta jsou definovana rovnici (7.4) a nezavisi réitku proy.
Rezidua mohou pomoci rozliSiizné aproximace, obzvl&Sestlize ve spoknych
souiadnicichy(x) vypadaji tént stejné viz téz Obr. 7.2. Ve vySiivaném pipad

je aproximace se Sesti konstantabeitelre lepsi.

POZNAMKA: Komerni programy pro analyzu konstrukci metodou Kmyeh
prvkia umo#iuji praci s Pronyhoadami.

Konfidenéni pas pro predpovédéné hodnoty

Regresni funkce obvykle slouzi préedpodi sledované vetiny. Jestlize ale
byla vytvoiena z hodnot, vykazujicich velky rozptyl,egpoed’ nebude velmi
spolehliva. To lIze zlepSit vytvehim konfidetiniho pasu kolem regresni funkce.
Muzeme-li pedpokladat, ze rozlozeni nafanych boddy; kolem regresni funkce
YredX) j& normalni a odpovidajici rezidualni rozptyl (stanoveny z mnoha bodu) je
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7,6 1,0
h - ~ Arel
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6,2 - a) L 0,4
6,0 - : - - . ; r -0,6
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Obr. 7.3. Vnikani indentoru do PMMA/pkonstantnim ztizeni [6]. &teni (te’kovare) a

dve¢ aproximace (plné tenké&ry). h — hloubka, t €¢as. a) Model S+KV (3 konstanty), b)
Model S+D+2KV (6 konstant). Model S+D+2KV aproximujesfené hodnoty velmi
dob’e; nan¥Fené a vypdené hodnoty splyvaji a rozdily jsou viditelné pouze pomoci
rezidui 4., (tenké cik-cak‘ary). S - pruzina, D - tlunij KV - Kelvinovo-Voigtovodteso
(pruzina a tlumd paralelrg).

konstantni, nezavisly nag je mozné sestrojit hranice konfiderikio pasu (viz Obr.
7.4 pro nasledujicifiklad 2) jako

Yul(®) = YedX) £ Ul Ses (7.11)
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U a L ozn&uji horni a dolni mez tohoto péasu, je a-kvantil standardniho
normalniho rozdéni, a gsje residualni sgrodatna odchylka, definovana jako

%s= V{SSJIV} (7.12)

SSs je souét ¢tverai rozdili experimentalnich hodnot a odpovidajicich boai
regresni kivce, a v je paet stupnu volnosti, rovny ptd namgienych hodnot
minus poét regresnich konstant (rfaplv& u linearniho vztahu). Pravpédobnost,
Ze pedpowdéna hodnota bude videzi §,), je2a.

Priklad 2. Vyjadeni piimérnych dennich teplot Ibm roku

Venkovni teploty kolisaji ghem dne i bem roku. Nicméngato kolisani vykazuji
urgitou pravidelnost (den, noc, léto, zima...).filRBdneme-li k takovéto
pravidelnosti, mohou ipdpowdi teploty v ukitém okamZiku byt pFsndsi.
Napiiklad v Usti nad Orlici byly gteny teploty biem roku 2008. Pro pmerné
denni teploty byla pouZzita kosinova funkce:

T = To+ Acos [7{x — %)/186] (7.13)

X; je poadovécislo dne (1. leden méslo 1) aTo, A aX, jsou konstanty (186 dni je
poloviéni délka sledovaného ¢stupného roku 2008). Obrazek 7.4 ukazuje
jednotlivé pimérné teploty a graf regresni funkce (7.13) s konstantami nalezenymi

20 4

10 -

jt'_,'\V 100 200 day 300 - 400
10

Obr. 4. Przmérné denni teploty J. v Usti @hem roku 2008. Na#ené hodnoty (spojené
tenkymicarami), regresni kivka (tlustacara) a konfidedni pas pro spolehlivost 90%.
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feSitelem v Excelu. Jejich hodnoty js@y = 10,86C, A = —9,41C, X, = 14,17.
Residualni sgrodatna odchylka byla 3,236°? Obrazek 7.4 také ukazuje interval
spolehlivosti pro teploty (viz dale).

Nyni piedpovime pimérnou teplotu napipro 23.fijen a utime také interval
spolehlivosti, ktery by ®& obsahovat skutmou pfmérnou teplotu
s pravdpodobnosti 90%.

V rovnici (7.13) n&l 23. fijen poadové &slox = 297, a pédpovdéna teplota je
T=10,86 — 9,41 cogf(297 — 14,17)/186] = 9,3€C.

Konstrukce pésu spolehlivosti. Konfideri¢pas pro teploty je mozno sestrojit
pomoci rovnice (7.11). Pro residudlni &odatnou odchylku & = 3.236C a
5%—kvantil normovaného normalniho rozei (=1.645) je polovini Sika
intervalu spolehlivosti rovnal = SeXUpos= 3,236x1,645 = 5,32, a dolni a horni
mez 90% konfidendiho intervalu jsou: T'= 9,52- 5,32 = 4,20€, Ty, = 9,562 +
5,32 = 14,84C. Pimérna teplota, nagtena pro tento 297. den, je 7,&3% lezi
uvnitt konfidertnich mezi; viz Obr. 7.4.

Z grafu je takeé vidg Ze nkolik teplot bhem roku je vn&onfidertnich mezi. To
je pochopitelné, protoZze tyto meze byly sestrojeny pro konfidenci 90%; deset
procent narérenych hodnot tedy @ize leZet mimo péas spolehlivosti.

Vicenasobna regrese
Casto je nutno vyjadti jak promeénna y zavisi na hélika vstupnich vetiinach:
y = (X1, %, ...) (7.14)
Nejjednodussi je linearni vztah
Y=a89 + aXy + X, + agxz + ... (7.15)

Konstantyay, ay,... 1ze ziskat jednoduse vicendsobnou linearni regresi, dostupnou
v univerzélnich péitacovych programech. Zde bude ndkggdu ukdzano pouZiti
funkce LINREGRESE v Excelu.

Priklad 3. Vicendsobna linearni regrese

Mamen = 10 hodnot pevnosyihlinikové slitiny nétenych pro #izny podil hoiéku
(x1) a razné teploty tepelného zpracovaxy){ viz tabulku nize. Redpokladame, Ze
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pevnost na nich zavisi jakoyay + ax; + aXo.

Vstupni data
y x1(%)  %(°C)

234 10,3 800
256 9,8 840
290 9,6 920
248 10,0 820
255 9,7 870
260 10,5 850
285 9,4 900
250 9,1 860
244 9,9 830
270 10,2 890

Reseni. Nejprve vytvéine (“kliknutim a tazenim”) préazdné pole &ipradky a

s podem sloupé rovnym podu regresnich konstant; v naSemippti¢ 3.

V nésledujicim kroku oté¢eme menu ,VloZit funkci“, najdeme LINREGRESE,
vloZzime pole hodnot y do hegi§iho okénka a pole vSech vstupnich hodnot, do
okénka pod nim, a zapiSeme slovo PRAVDA (popRUE) do dvou spodnich
policek, a soudsnéstiskneme klavesy CTRL, SHIFT, ENTER. To je v3e. Tabulka
s vysledky je dole. &n& si mize tuto proceduru zopakovat.

Tabulka vysledk

a2 al a0
0,46907 5,489513 -197,333
0,065626 5,815328 96,55583
0,891138 6,640678  #N/A
28,65067 7  #N/A
2526,91 308,6903 #N/A

Jednotlivéradky tabulky obsahujitddek 1: regresni konstanty zleva dopraas:
a;, &, fadek 2: sirodatné odchylky jednotlivych regresnich konstaéatiek 3:
koeficient determinace’ a sn¥rodatna odchylka; fadek 4: F-statistika a ptyc
stupiit volnosti, pdebné pro testovani, jestli vztah megi a nezavislymi
velicinami neni pouze nahodn§gadek 5: regresni soetctveral SSq a residualni
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soucet ¢tveral SSe definovany v kapitole 5. fl buiky s #N/A neobsahuji Zadné
hodnoty. Podrobné vystlivky Ize najit v menu u jfikazu LINREGRESE
Koeficient determinace ig = 0,891 (viziadek 3), co? je jjatelné.Cten&d mize
vypoditat ypro zvolené hodnoty; xx, a porovnat s tabulkou vstupnich hodnot.

Hledana regresni funkce (viz konstanty v prvéakis hogjsi tabulky) je tedy
= —197,333 + 5,4895% x 0,46907 x

Funkce pro vicenasobnou linearni regregézenbyt nkdy pouZita i pro nelinearni
regresi. Nagklad, souin
y=axXoXs (7.16)

muze byt znénén logaritmickou transformaci na s@i¢
Z=b+u + W+ W (7.17)

kdez=logy, b =loga, u; = logxy, U, = log X, aus = log x3. Podobnge mozné
transformovat i jednotlivé protmné. Napiklad ve vyrazuy = a; x; + @, X° + ag
sin(cX) Ize definovat nové pro#nné jakow = x> av = sinx). Poznamka. Regresni
konstantab musi byt potom transformovana gg pavodniho systému jake =

10°. Neumo#uje-li piedpokladany vyraz vicenasobnou linearni regresi, mohou byt
regresni konstanty nalezeny uzitim vhodnédgie, jak bylo popsanacrive.

POZNAMKA. Ptimé nalezeni paramétive Weibullow rozddeni z namdienych
hodnot, popsané v Kap. 5, neni nic jiného, néenirkonstant v regresni funkci.

Pohyblivé priméry

Nékdy nemame Zadnourgustavu, jakou funkci pouZit pro aproximaciiter
veli¢iny, kterd pédstavuje¢asovouradu. Vidime pouze spoustu datovych boda.
Ne¢kdy Ize odhalit trend lépe, jestlize pavodni data vyhladime uZitim pohyblivych
praméra. Takovyto ptimér se vypo#d z p sousednich bodjpocet p volime.
Napiiklad pivodni fadu X;, X, X3, X4, ...X, N@hradime (pro zvoleny pecp = 3)
fadouy; = (X+Xotxa)/3, Vo = (XotXatXe)/3, Y3 = (KetXatXs)/3,... Vo2 = (KnotXn
1+X,)/3. Tato nov&ada ma jenonm — 2¢lentd, obecti n — p — 1), a je hladSi nez
fada pavodni. Je mozné pouZzitkndk aproximaci, protizné hodnotyp, a zvolit

tu, ktera vypada nejlépe. Univerzalni fiagové programy (¥etné Excelu)
umo#iuji snadnou aplikaci pohyblivychjméri na empirickéa data.
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8. Intervaly spolehlivosti, testovani
hypotéz, a nezbytné mnozstvi dat

Dulezitym ukolem v poétenim stadiu jakéhokoliv vyzkumu je stanoveni
nezbytného rozsahu experim&nExperimenty stoji penize (vzorky a souvisici
material, pistroje a dalSi Z&eni, kterd je nutno koupit nebo najmout), a také
vyZaduji¢as a pracovni kapacity (plus odpovidajici osobni naklady). Jejich rozsah
by proto neml byt negiméiené velky, ale odpovidajici: 1) @u zkoumani, 2)
dalezitosti oekavanych vysledk a 3) poZzadované&gsnosti. Toto vSe by &o byt
vyjasnino piedem.

Informaci o p&snosti zji&tného parametru Ize ziskat z intervalu spolehlivosti pro
ng. Sitka tohoto intervalu zavisi na po¢nanmgtenych hodnot. Naopak ze vztahu
pro konfiden&i interval nizeme dostat vzorec pro pebny poé&t metreni.
Podobnérozhodnuti o testované hypotéze je zaloZeno na hbditsiusného
testového kritéria, ktera také zavisi natpomgieni. Tento pogt, ddezZity pro
posouzeni nebo zvySeni sily testu, je moznorgaedvodit z tohoto kritéria.

V této kapitole budou ukazany vzorce pro konfidgnsitervaly a statistické testy,

a také pro pdy mereni potebné pro zajighi pozadované psnosti nkterych
charakteristik (pimér, snerodatnd odchylka a jiné parametry), pob&iodnot pro
konfideni intervaly pro body na regresniipice, a mnoZzstvi hodnot proktéré
statistické testy (rozdil mezi 8ma soubory, statisticka vyznamnost korelace dvou
velicin, test dobré shody). Kazdy oddilce@me pislusnymi vztahy; aplikace
budou ukazéany na itadech.

Konfidenéni intervaly a nezbytny po&t naméirenych hodnot
Stiredni hodnota

Konfidenai interval pro stedni hodnotw je [1- 5]

X—tgydVn <y < X+t,,9Vn (8.1)
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X je pramérna hodnota (=3x/n), n je po&t nangienych hodnotsje vyb&ova
smerodatna odchylka, &, je a-kritick&d hodnota-rozddeni prov =n — 1 stupin
volnosti. Polovni Sika intervalu spolehlivosti

A = 1, sVn (8.2)

vyjadiuje nejistotu pifurceni stedni hodnoty a odpovida mozné respiosti. Tento
vyraz je mozné m@psat tak, abychom ziskali prichodnot (nebo tast nezbytnych
pro zajiséni, Ze skuténd stedni hodnotas se nebude od pmerné hodnotyx lisit

vice nez o4
n = {,, 94)° (8.3)

Pravdgodobnost, Ze rozdil e byt étSi, jea. Vidime, Ze patebny poé&t meieni
stoupa vyraznés rostoucim rozptylem jednotlivych hodndad (@ s rostoucim
pozadavkem na psnost (tj. s menSi ipustnou chyboul). Zhruba Iz€fici, Ze pro
zmenSeni nepknosti na polovinu je nutno uskéné ctyrikrat vice zkouSek.

Urcité zmirndi plyne z faktu, Ze,t, klesa s rostoucim n, zvl&3pro nizké poty n.

Podle rovnice (8.3) by bylo v podstanozné docilit jakoukoliv msnost, ale za
vysokou cenu. Proto jgasto nutny ufity kompromis. Nkdy je rozumné udat
zpodtku jenom nkolik zkouSek, abychom ziskali odhad&odatné odchylk, a
vypoditat ped®zny poet zkouSekn pomoci rovnice (8.3). Je-h vysoke, je
rozumné udkat asi polovinu tedit vypodtat zpesn&é odhadys an (s pouZzitim
zptesn®é hodnoty)ta pak vykonat zbyvajici zkousky.

Priklad 1.

Tlou&ky frézovanych soudsti, namtrené na 10 kusech, bylip = 16,02 — 15,99 —
16,03 — 16,00 — 15,98 — 16,04 — 16,00 — 16,01 — 16,01 — 15,99 mm.ii¢jigo&)
praimérnou hodnotu a sénodatnou odchylku. iedpokladejte, Ze tlodKy maji
normalni rozdkeni, a vypoétejte b) 95% konfidetni interval pro sedni hodnotu,
a také c) interval, ktery bude obsahovat 95% vSech #kust

Reseni.

a) Pimeérna hodnota j@ = (2D;)/n = 16,007 mm a sénodatna odchylka je =
0,01889 mm.
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b) 5%—konfidenni interval pro sedni hodnotu, vypdény podle rovnice (8.1), je
(pro oboustrannou kritickou hodnoyag: 10-1= 2,2622):

001889 01889
16007 22622 <y, < 16007- 22622
Jio A J10

15,993 <t < 16,020 mm, nebpp O (D 4) = 16,007+ 0,0135 mm

Chceme-li zvysit pFsnost stanovenitstni hodnoty tlouXky tak, aby se neliSila od
vypodené ptimérné hodnotyD o vice nezd = 0,005 mm, rovnice (8.3) dava

n = ., 94)° = (2,00246%0,01889/0,008)= 57.2

2,0025 je kritick&d hodnotirozddenit,, pro hladinu vyznamnostr = 5% a poét
stupiia volnostiv =n — 1 = 57. B vypodtu byla pouZita sirodatna odchylka =
0,01889 mm jako diwe, protoZe lepSi odhad nebyl k dispozici. &pihou stedni
hodnotu tlougky tedy obdrZzime jako pmér ne ménez 58 hodnot.

¢) Jednotlivé hodnoty Ize ekavat (za mdpokladu normalniho rozidhi) uvnit
intervalu D — UgpXs < D < D + UypXs, kde uy, je al2 — kritickd hodnota
normovaného normalniho roZdai (odpovidajici pravgiodobnosti a/2, Ze
tlou¥’ka bude ¥tSi nez ho#jSi mez konfidentiho intervalu, a/2, Ze bude mensi
nez dolni mez). V naSemipadéje U 05~ 1,96, takze 16,007 — 1,96,01889 <D

< 16,007 + 1,980,01889; tedyD [ (15,970; 16,044). Spolehlivostgapowdi Ize
zvysit, uzijeme-li misto konfidemiho interval takzvanyoleranéni interval, ktery
vyswtlime pozd§ v této kapitole.

Rozptyl

Interval spolehlivosti pro rozpty® norméaliniho rozdeni je dan vztahem [1 5]

0 — 15 Yoy < & < (0= 151X 1-aow (8.4)

Xrazy j€ (1-al2)-kritickd hodnotarozddeni chi-kvadrat prov = n—1 stupt
volnosti; /\,zam je al2—kritick&d hodnota. (Poznamkeskriticka hodnota je totoZna
s (1-a)-kvantilem.) Stka interval spolehlivosti zavisi na ga¢hodnotn. Paet
meieni, potebny pro poZzadovanouigi intervalu, je mozno ziskat ze vztahu mezi
podem hodnot a odpovidajicimi kritickymi hodnotami roe¥ x°. K tomu
mohou poslouZit univerzalni programy obsahujici statistické funkce. [Bapél).
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Priklad 2.

Stanovte 90%-ni konfidené interval pro srrodatnou odchylku zifkladu 1.
Reseni. Rovnice (8.4) udava konfidehémeze pro rozptyl. Pro smodatnou
odchylkus = 0.01889 mm je rozptyd® = 0,0003658 mm Dalsi nutné hodnoty

jsou:v=n-1=10-1=Qs(v="9) =19,9190)%es(v=19) = 3,3251. Dolni
(L) a horni (U) konfidendi meze pro rozptyl jsou

(L) = 9x0,0003658/19,9190 = 0,0001612 fmng = 0,0126975 mm
(V) = 9x0,0003658/3,3251 = 0,0009901 mms, = 0,0314659 mm

a konfiden&ii meze pro s#rodatnou odchylku (pdtanou jako odmocnina z
rozptylu) jsous. = 0,0127 mm,s; = 0,0315 mm. (VSimre si velké Fky
konfidentiho interval pres, ve srovnani s odhadnutou hodnotoa 0189 mm !)

Parametr exponenciélniho rozdéleni

Exponencialni rozdéni hraje velmi daleZitou roli napke spolehlivosti. Obvykle
se jim aproximuji doby mezi poruchami z mnohg&ipive sloZitych elektrickych,
mechanickych a dalSich objektech nebo systémech sestavajicich z &astiha
Pravd$odobnost poruchy bé&m intervalu (0t) je

R(t) = & "mean (8.5)
t je ¢as aTmeanje stedni doba do poruchy nebo mezi poruchami. V praxiieersi
doba utuje jako aritmeticky pimér nangrenych dob do poruchy,

Tmean = Tave=215 /N (8.6)
s&ita se vSecm hodnott;. Doby do poruchy jednotlivych prukale kolisaji, a

sttedni doba, vypdé&na podle rovnice (8.6), je pouze odhadem. Je proto nutna
znalost konfidendich mezi pro d Dolni (L) a horni (U) mez jsou dany vztahem

2r 2r - (8.7)
<% §=7
X%1ar2(V) v

T =

Ya(V) je al2-kriticka hodnota &’ q»(V) je (1-al2)—kriticka hodnotgy*-rozddeni
pro v stupit volnosti [1- 5]. Pravdpodobnost, Ze skuted doba do poruchy bude
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kratSi nezt, nebo delsi ne¥, je a. Pot stupit volnosti zavisi na uspadani
zkousSek. Jsou-li ukomdiy po poruse kusi, plati v = 2r [6]. S rostoucim pdaéemr
se rozdil mezi dolni a horni kritickou hodnotou zmensuje. Konfidenterval pro
sttredni dobu se také zuZuje ae@podd’ Teanj€ piesndgsi. Timto zpiasobem je
mozné peédem stanovit pat porouchanych kis pii kterém bude moZno test
ukondt, abychom ziskali poZzadovany interval spolehlivosti ptedsti dobu do
poruchy.

Priklad 3.

Deset elektrickych soastek bylo testovano pro zgsi dob do poruchy. Takovéto
testy mohou u rgerych zkousenych kustrvat velmi dlouho. Zkou3ky se proto
¢asto ukongji po uplynuti uitého ¢asu (viz Obr. 5.4 v Kapitole 5). V naSem
pitipadé bylo trvani zkouSky stanoveno jake = 500 hodin. Bhem této doby
selhalo pouze 6 soasti ¢ = 6), a to v dobach 65 — 75 — 90 — 120 — 250 — 410
hodin.Ctyii soudsti test peckaly. Je zapdebi odhadnout &dni dobu do poruchy

a sestrojit oboustranny konfideridnterval (pro stupekonfidence 90%).

Reseni.

Stredni hodnota a sfrodatnd odchylka dob do poruchy Sesti poruSenychéastiuc
byly blizké: 168.33 a 136.33 hodin. Je proto mozredpokladat exponencialni
rozddeni.

Kumulované doba tetpaiitané podle [6], byla:

t,=3".t +4xt =60 + 75 +90 + 120 + 250 + 410 +500 = 3010 hodin

Pramérné doba do poruchy jg.d= t/r = 3010/ 6 = 501,67 h

Dolni a horni konfidendi mez pro skutsou stedni dobuT .., S ohledem na to,
Ze zkousky byly ukorgny ped porusenim vdech vzdiksou [6]:

= L tave = tmeans L ta\ve = TU (88)
Xarz(2+2) X’ai2(2r)

Xa(2r+2) je al2—kriticka hodnotay’rozddeni pro 2r2 stupnévolnosti, a
Yar(2r) is al2 — kritickd hodnotay’-rozddeni pro 2r stupii volnosti. Ve
vySetovaném pipack (r = 6, @ = 10%), byly kritické hodnoty?® s 14 = 23,685 a
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/\/20_95; 1= 5,226. VloZzime-li je, spolu st,. = 501,67 h do (8), dostanerig =
254,4 h aTy = 1152,1 h. S$edni dobu do poruchy tedyidreme oé&kavat v
intervaluteand (254 h; 1152 h).

Tento konfidenti interval, stanoveny ze Sesti poruch, je velmi Siroky. Pokud by
mél byt uzsi (abychom ziskalifesrgjSi odhad), bylo by nutné test prodlouzit, aby
doSlo k poruse vice so#gti, anebo zvysit pet testovanych kuis viz [6] nebo
kapitolu 20 v [7].

Hodnoty piredpovédéné pomoci regresniary
Regresni fimka
y(X) = a + bx (8.9)

se casto uzivad pro pidpoed hodnoty, odpovidajicich witym hodnotamx.
Konstantya, b ale byly stanoveny z &enych hodnot, které vykazuji dity
rozptyl. Kdybychom pouZili jinou skupinu é&feni, dostali bychom poked
odliSnou regresni fihku. Interval spolehlivosti pro bod na regresrimae (Obr.
8.1) je [14, 8]:

Y
y = a + bx £ t,, ses\/i+((nx_l>;;2 (8.10)

kde s.{X) je zbytkovéa srerodatna odchylka, definované jako

. :\/Z(yj-a-b%)z (8.11)
res n - 2

VSechny body konfidemich mezi tvoi pas spolehlivosti, ktery je nejuzsi pre
X . Vzorec prox = x je identicky se vztahem (1) pro konfidemdcinterval pro
sttedni hodnotu. PodobnSika konfiden&iiho intervalu v mist x klesd s

odmocninou z 1. Konfidenhi pas pro regresnitinku tedy niize byt zGZen,
pouzijeme-li vySSi pagt hodnot pro ziskéni regresnich konstantidPoty poét
hodnot pro zaji$nhi poZzadované psnosti Ize najit podobnéko u stedni hodnoty.
Uprava rovnice (8.3) da

N = (TaySedd)’® (8.12)
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y y=a+bx

Yu,a(X)

YI.,a(x,) /

Obr. 8.1.Konfiderrni interval pro regresnifimku.

Toleranéni meze

Nekdy potebujeme znét interval, ktery bude obsahofatprocent z celého
souboru. Velmi dilezity ppad je, ma-li soubor (fifizng) normalni rozdkeni.
Jsou-li znamy parametry, o zakladniho souboru, potof vSech kus bude
leZet uvnit meziy £ u_p0; kdeu;_p;p je (1-H2)—kritickd hodnota normovaného
normalniho rozdéni.

Casto jsou ale znamy pouze vjbeé charakteristikyx as mistoy a o. V takovém
ptipadéje nemozné stanovit odpovidajici meze &tosti. MiZzeme pouze stanovit
tzv. toleragni meze, které budou obsahovat poHilzakladniho souboru se
zvolenou pravdgodobnostiy. Dvoustranné tolerant meze (dolni a horni) Ize
vypoditat podle vztahu [5, 9, 10]

X, Xu= X*ks (8.13)

X a s jsou pamer a snérodatna odchylka vzorku o velikosti ak je konstanta,

zavisld naP, n, y. Koeficienty k pro vybrané hodnoty, n, y lze najit ve
statistickych tabulkach [9, 10].

Priklad 4.

V Prikladu 1 byl po&an interval, ktery by & obsahovat 95% vSech frézovanych
soudstek: (15,970 mm; 16,044 mm). Tento interval byl vypo&a pédpokladu,
Ze D = 16,007 mm as = 0,01889 mm jsou parametry celkového zakladniho
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souboru. Tyto hodnoty ale byly vype&y pouze ze vzorkin = 10 kus.
Spolehliwjsi informace bude ziskana pomoci vzorce f@lerandi interval Pro
podil P = 0.95, spolehlivost pidpovdi y= 0.90, an = 10 jek = 3,18; viz [9, 10].
Interval, obsahujici 95% vSech Kuge

D+ kxs =16,007 3,18<0,01889 = 16,00% 0,060 = (15,947; 16,067) mm

Je SirSi nez puavodni interval. Rozdil mezi wia¢ interval se zaiSuje s rostouci
smérodatnou odchylkou a klesajicim mnozstvim ggenych hodnot, obzvlaSie-
lin<10.

Testovani hypotéz
Rozdil dvou praméra

Testové kritérium zavisi na tom, je-li rozptyl obou vZofkiiblizng) stejny nebo
ne. Zde si vSimneme pouzeigddu s iznymi rozptyly, ktery je univerzalj&. V
tomto pifpadéje testova charakteristika

-X, (8.14)

/ii
n

a bude porovnana s kritickou hodnotawzddeni pro hladinu vyznamnost a v
stupnu volnosti, definovanou jako [8, 11]

A

t=

_ s/ +stm) (8.15)
Sy, (S5
n-1 n, -1

Priklad 5.

Byla navrzena modifikovana procedura préippavu utitého druhu plastické
hmoty. Naklady byly niZsi, ale také n&fend pevnost byla oéoo niZsi. Je nutno
zjistit, jestli pokles pevnosti byl nahodny, nebo je-li statisticky vyznamny.
Charakteristiky obou vzorki byly:

Vzorek 1:n=31,%X;=31,03, § = 1,41, $= 1,19

Vzorek 2: n=32,%X,=29,87, ¢ = 1,84, 5= 1,36
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VloZeni €chto hodnot do rovnic (8.14) a (8.15) dawé& 60,4 at = 3,615. Tato
hodnota testové charakteristikyje tSi nez kritické hodnotyt-rozddeni pro
hladinu vyznamnostor = 0,05 a pdet stupnt volnostiv = 60, kterd jeto os: 60 =
2,0003. Rozdil mezi olwa pfimérnymi hodnotami je vyznamny (na hladib&b),
CcoZ potvrzuje, Ze zpusob ipfavy ma vyznamny vliv na pevnost. Poznamka:
Rozdil je statisticky vyznamny i na hladimgznamnosti 0,001.

Porovnéani pfesnosti dvou néficich metod

Tento test je zaloZen na porovnani rozptgbou metod. Jejich pam ma F-
rozddeni. Testove kritérium

F=s°/s° (8.16)

bude porovnano s kritickou hodnotéurozddeni provy; =np — 1 av, =n, — 1
stupiia volnosti,F,(n; — 1, v, = n, — 1). Bude-liF > F,, nulovou hypotézu
(neexistuje rozdil mezi @ma rozptyly) zamitneme. V of@ém pipadé uginime
zawr, ze rozdil neni vyznamny.

Test vyznamnosti koeficientu korelace dvou vdiin

Korelaini koeficientr (= vr?) je n&dy velmi vysoky, nagklad 0,9 nebo vice,
takZze nizeme pédpokladat, Ze navrzeny fultk vztah mezi ob#a veltinami je
opravnéy. Nekdy je vSak tento koeficient nizsi, a my nevime, jestli hodnoty jedné
veliginy skut&né zavisi na hodnotach druhé iy, nebo jestli s ni jsou
korelovany jenom nahodnd/ takovych pipadech je uZzitgy statisticky test.
Korelani koeficientr je statisticky vyznamny na hladingznamnostia, plati-li

i 2.t (8.17)
V1-r? '
kdet,, jednostrannar-kriticka hodnota-rozddeni prov =n — 2 stup# volnosti;n
je paet pai hodnot. Chceme-li mit jistotu, Ze koré&téa koeficientr je statisticky
vyznamny (na hladiné&), vyplyva z Rovnice (17), Ze petdvojic musi byt

n> 2+ (g, )° (1 -rdin? (8.18)

ProtoZze samotna kriticka hodndtg zavisi nan, jsou nkdy zapotebi dva nebo
vice iterg&nich kroki pro ziskani spravného ga hodnot n.
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Priklad 6.

Korelaeni koeficient mezi pevnosti a tvrdosti vy&stané slitiny, stanoveny ze 30
pam hodnot, byl r= 0,7. Je tato hodnota statisticky vyznamna?

Testové kritérium (8.17) je

Jednostranna kritickd hodnotaozddeni prov =n — 2 = 30 — 2 = 28 stupiu
volnosti je toes2s = 1,701 pro hladinu spolehlivosti 5%, a 2,763 pro hladinu
spolehlivosti 0.5%. Vypdé&na hodnota 5,1867 je mnohem vy3Si neZ loliické
hodnoty.Cinime tedy zar, Ze mezi pevnosti a tvrdosti tohoto materialu existuje
silna korelace.

Testy dobré shody.Tyto testy se uZzivaji pro &keni, jestli experimentalni data
maji urité rozddeni pravdpodobnosti. Nejastji se uZivaji dva druhy test
Kolmogoroviv-Smirnoviv a x°. Kolmogoroviiv-Smirnoviv testvySetuje rozdily

mezi empirickou distribéni funkci a referendi funkci. Tyto rozdily se vypdkaji

pro v3echny hodnoty empirického rofl a maximalni rozdil (ktery ma

v piipad¢ platnosti nulové hypotézy takécité rozddeni) se porovnd s kritickou
hodnotou, kterou je moZno najit ve specialnich tabulkach [9, 10]. Je-li tento rozdil
vétsSi, zamitneme nulovou hypotézurekneme, Ze rozdni nandtenych hodnot
neodpovida fedpokladanému rozténi. V op&ném pipadé hypotézu pfmeme.
Nasledujici piklad ilustruje pouZiti tohoto testu.

Priklad 7.

Je nutné osfit, jestli dodavka NaOH pochazi z vyroby se&edhi hodnotou
koncentraceu = 42.3 a sirodatnou odchylkow = 1.5. VysledkyN = 50 analyz
byly nasledujici:

440 450 425 419 419 412 410 433 423 400
422 436 444 40.2 415 427 450 43.0 432 411
424 424 408 392 432 442 423 433 447 411
419 427 414 444 430 40.1 420 39.7 429 427
415 388 434 439 408 405 428 416 43.0 428
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Vybérové charakteristiky byly: fiimérna koncentracex = 42.27, smrodatna
odchylka s= 1.48, a minimalni a maximalni hodnoxy;, = 38.8, ¥.ax= 45.0.

Reseni. Pro Kolmogordw-Smirnoviv test (zkraceh K-S) potebujeme hodnoty
distributni funkce pro rozdéni empirické (tj. nakiené) a pro mdpokladané
do nejvysSiXy). Odpovidajici hodnoty empirické distriini funkce byly pottany

jako Fjemp= j/(N+1). Potom byly vypoeny hodnoty teoreticke distribaic funkce

pro stejné kvantilyx, ale za pedpokladu, Ze isluSi normalnimu rozdeni

s parametryy = 42,3 ao = 1,5. (V Excelu Ize pro vypet uzit ptkaz

NORMDIST (x,1,0,TRUE).) Nakonec byly stanoveny rozdily obou distritiat

funkcei jako ,4 = |Fjemp— Fineol- Tabulka s &sti vysledk je na nasledujici strara

Obr. 8.2 ukazuje abdistribuchi funkce.

Maximalni rozdil mezi empirickou a teoretickou distribudunkci byl dnax =
0.05612 (prg = 28; viz tabulku). To je mnohem méne&z kriticka hodnota K-S
rozddeni [10], ktera jeDy 0(50) = 0.188 pro hladinu spolehlivosti= 0.05 a p&et
hodnotN = 50. Proto mZeme piimout hypotézu, Ze parametry dodavky jspu=
42.3ac=15.

Tabulka k pikladu 7.

1 -

1 38.8 0.01961 0.00982 0.00979 F ]
2 39.2 0.03922 0.01938 0.01983 06 -

28 4277 0.54902 0.60514 0.05612 0,
....................... 0.2 4

50 450 0.98039 0.96407 0.01632 ] c
38 40 42 4 X 4

i X Fhmp I:l,theor 4

Obr. 8.2.Kolmogoroviv-Smirnoviv test — srovnani empirického a teoretického éterd
pro 50 hodnot.

Jiny test dobré shody jg—test (chi-kvadrét test). Ten je zaloZen na myslence, Ze
pokud méa vybgovy soubor pedpokladané rozteni, potom rozdily mezi
empirickymi a teoretickymi (mdpoklddanymi) hodnotami maji normované
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normalni rozdteni, a souét jejich kvadrat ma tedy rozdéni x°. Pouziti tohoto
testu je nasledujici. Data jsou roladta dom tiid, a zjisti s&etnosti jejich vyskytu
v jednotlivych tidach. Potom se zjisdetnosti pro pgdpokladané rozini a

vypoditaji se rozdily obowetnosti v jednotlivychitdach. Hodnotici kritérium je
[11]:

JERCIG Vi (8.19)
= o

Je-li hodnota, vyptiena podle vzorce (8.19)&$i neZ a-kritickd hodnotay’—
roz&leni pro (mk-1) stupma volnosti, hypotéza “vzorek maigdpokladané
roz&leni” se zamitne na hladirvyznamnosti 14. V opa&ném gipadc hypotézu
piijmeme. POZNAMKA: kje paet paramefr distribusni funkce teoretického
rozcleni. Podminkou pro uzit{’~testu a péu tiid m je, Zenp musi byt rovno
nebo ¥tSi nez 5 (tj.np = 5) pro kazd§.

Priklad 8.

Hypotézu z Fkladu 7 (50 vzork pochazi ze zakladniho souboru s parametsy
42.3 ao= 1.50) nyni otestujeme pomggi-testu. Vstupni hodnoty jsou stejné jako
v predchozim gikladu.

ReSeni. Rozmezi moznych koncentraci (38,045,0) bylo rozdleno do 13
intervall o Sice 0.5, a byly vyp&teny ¢etnosti jim odpovidajici, podobnjako

v predchozim pikladu. y’~test ale mZe byt pouZit jenom tehdy, je-li pet hodnot
v kazdém subintervalu rovny nebo vySSi nez 5. Proto byly isityo nové
intervaly (celkem 7) tak, Ze seskteré pivodni intervaly slotily, takZze Sfky
novych nejsou vSude stejné. Tabulka na nasledujici éstodisahuje vSechny
hodnoty. Sloupec 1 ukazuje koncentrace, sloupec 2 udava odpovidaicinpo
vzorki v novych tidach, sloupec 3 ukazuje teoretické prgatiobnostip,
koncentraci, vyp&itanych pomoci hodnot distriboi funkce, sloupec 4 ukazuje
teoretické poty hodnotnp pron = 50, sloupec 5 udava rozdity— ng, a sloupec 6
ukazuje di¢i hodnotyZ, = (n, — ng)zlng pro gedpokladané kritérium chi-kvadrat.
Vysledna hodnota kritéria podle vzorce (8.19)yje= 1,720. To je mnohem mé&n
nez kriticka hodnota?, o4) = 9,488, odpovidajici konfideni Grovnia = 0,05 a
poctu stupii volnostiv=m—-p - 1 = 4;mje paet subinterval (= 7) ap (=2) je
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pocet paramefr zkoumaného rozdeni [10, 11]. MiZeme proto ppustit, Ze
testovanych 50 odb& pochazi z dodavky s paramety = 42.3 ao = 1.50;
podobngjako vyplynulo z Kolmogorovova-Smirnovova testu.

Tabulka k pikladu 8

X N 8] np Nn—np Z
38.51-40.50 7 0.1151 5.755 1.245 0.2693
40.51-41.50 9 0.1818 9.090 0.690 0.0009
41.51-42.00 5 0.1238 6.190 1.390 0.2288
42.01-4250 6 0.1323 6.615 0.615 0.0572
42.51-43.00 9 0.1266 6.330 2.670 1.1261
43.01-43.50 5 0.1085 5.425 0.425 0.0333
43.51-45.00 9 0.1760 8.800 0.200 0.0045

Bayesovské metody

Tento vyraz oznauje pravdpodobnostni metody, které uniedi kombinovat
informace o nfakém jevu nebo valing s redchozimi informacemi z &feni nebo
pozorovani. Pouziti dojlijicich informaci mize zvySit spolehlivost naSich zfi

nebo zmensit rozsahéateni k tomu pdebnych.

Bayesovské metody vychazeji z tBayesovy ¥ty [7, 12, 13]. Pedpokladejme,
Ze jevB miZe nastat, jestlize nastal jiny jév Ten ale mMZe nastat rkolika
zpuasoby £y, A, ... Ay, jeZ se navzajem vylu§i. Pravdpodobnost sowsného
vyskytu obou jeu, B a A\ je:

P(BA) = P(A) x P(BIA) (8.20)
P(A) je pravdpodobnost jevuA; a P(BJA) je podmin&a pravdpodobnost se
kterou mize nastat jev Bestlize nastal jev;ACelkova pravdgodobnost jevu Be
KB) = 2 P(BA) (8.21)

seita se pro vSechny moznéipadyj = 1, 2, ...n. Bayesova &a se na celou
zalezitost diva z ogaé strany: Jestlize nastal jev B, jaka je pravpédobnost, Ze
to bylo v daéledku (nebo po) jevu;&* S vyuzitim rovnic (8.20) a (8.21) a toho, ze
P(BA) = P(AB), je mozno vyjatit tuto pravdpodobnost jako [7, 12, 13]:
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RAIB) = P(A) x PEIA) / P(B) (8.22)

Celkova pravdpodobnost P(B) ve jmenovateli se pd& z jednotlivych
pravdgodobnosti pomoci rovnic (8.21) a (8.20). Rovnice (8.22) je nejjednodusSim
tvarem Bayesovy wWy. Jeji pouZiti ukaZzeme na nasledujicirtkjadu.

Zvyseni spolehlivosti nedestruktivniho testovani.

Svaované soudsti jsou testovany nafippmnost defekt (trhlin). Fistroj
pouzivany pro nedestruktivni zkouSeni neni dokonaly. Klasifikuje vadu gpravn
(jako vadu) pouze s pravp@dobnosti 98%, zatimco ve 2% nerozezna trhlinu a
soudst klasifikuje jako dobrou. Na druhou strantisfroj ozn&i 96% dobrych
soudsti jako dobré, ale 4% klasifikuje chybao s trhlinou. Podle dlouhodobych
zaznani o inspekcich obsahuji 3% v3ech testovanych asilidrhliny. Otazky
jsou: jestlize testovana stast byla oznéena jako “vadnd” (tj. s defektem), jaka
existuje pravdpodobnost, Ze je skute: a) vadna, b) dobra? A co kdyz je sasit
klasifikovana jako “dobra™?

Reseni. Jew,: soudst obsahuje vadudy: sowast je dobraP(Ay) = 0,03;P(Ay) =

0,97. JevB: soudst je klasifikovana jako vadnB(BJ|A;) = 0,98;P(BJA,) = 0,04.
Podil testovanych soasti, ozn&enych jako Spatné, jeP(B) = 0,03x0,98 +
0,97x0,04 = 0,0682.

Pripad la. Pravgiodobnost, Ze soast, ozn&ena jako Spatna, je SpatnaPig\|B)

= P(A)xP(B|A)/P(B) = 0,03x0,98/0,0682 = 0,431 = 43,1%iridad 1b.
Pravd$odobnost, Ze sodést, ozn&ena jako Spatna, je ve skénesti dobra, je
P(A;B) = 0,97x0,04/0,0682 = 0,569 = 56,9%. [V disledku vysokého podilu
dobrych souésti (98%) je také podil dobrych, ale zamitnutych, diysoky. Mize
se proto vyplatit znovu pkouset zamitnuté saisti a snizZit tak celkoveé ztraty.]
Jev B’: Soudst je klasifikovana jako dobraP(B’'|A;) = 0,02; P(B’'|A;) = 0,96.
Celkovy podil souésti, ozn&nych jako dobré, j@(B’) = 0,03x0,02 + 0,97x0,96
= 0,9318._Fipad 2a. Pravgiodobnost, Ze so#é&t, oznéena jako dobrd, je ve
skut&nosti Spatnd, j®(AB’) = 0,03x0,02/0,9318 = 0,000640,06%._Ripad 2b.
Pravd$odobnost, Ze soast, ozn&ena jako dobra, je ve skdtesti dobra, je
P(A;B’) = 0,99936= 99,94%. podobny &tup se uziva i v 1ékstvi, napiklad pi
hromadném snimkovani na rakovinu.

Kombinace #iznych informaci se upkatje i v nasledujici Uloze.
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ZlepSeni odhadu parametii normalniho rozdéleni

Stredni hodnotay a snmérodatna odchylkao zékladniho souboru s normdlnim
rozddenim nejsou obvykle znameé, takZze se misto nich pracuje s jejich odhady,
vybérovym pifimérem a smrodatnou odchylkoum a s vypodenymi ze vzorku o
velikosti n. Odhad d$edni hodnoty je moZné zlepSit prh@stnictvim intervalu
spolehlivosti (8.1). Odhad e byt dale zmsn&, jsou-li k dispozici dalSi
informace, nafiklad odhadym, a s, z piedchozich eni nebo zaznaim Jestlize

je zndm poet n, téchto hodnot, a i¥eme-li pedpokladat, Ze vSechny vzorky
(nové i staré) pochazeji ze stejného souboru, je mozno itgpatepSeny mdmer

jako vazeny pimér z obou soubdi,

m = @Mm+nm)/n ; n=n+n (8.23)
n, je aktualizovany pagt hodnot. Aktualizovana sfrodatna odchylka je
:\/( ) %+ (D) &+ it gy’ -nm’ (8.24)
S n -1

Potom je moZno stanovit zreny konfidergni interval proy, piicemZm, s, n ve
vzorci (8.1) nahradime aktualizovanymi hodnotami s, a n,. Neni-li ng znamo,
literatura [12 - 14] doporwije vzorec:

B =5/ (8.25)

Tento vztah je zaloZzen na mySlence, g a s nesou informace odpovidajici
fiktivnimu vzorku o velikostin,. Cim mensi je rozptyky’ ve srovnani &, tim
dulezitjsi jsou pavodni vysledky, a tedy tinstgi je velikost fiktivniho vzorku.

Vice o bayesovskych metodach se lzeistov [7, 12— 14] a v pramenech tam
citovanych.

Podékovani. Cast této kapitoly byla dite publikovana v kapitole 22 knihy [7].
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9. Rozmérova analyza

a teorie podobnosti

Roznerova analyza a teorie podobnosti jsou silné nastroje, které vyzrauy$uji
acinnost experimentalniho zkoumani. Teorie podobnosti je velmi cnétgro
vytvéreni model a praci s nimi. To je obzvl&Sdtlezité, maji-li byt zkoumany
velké objekty, anebo jestlize experimentovani s realnymi objekty nebo systémy je
nemozné nebo velice obtizné. R@&ava analyza a pouZiti bezroZravych
proménnych zjednoduSuji experimenty, mohou &iEemmnoho experimentélni
prace, a d&ji vysledky obecri§imi. V této kapitole jsou definovanyizné druhy
podobnosti, ukazany gdady bezrozrrovych veltin a je vysétleno, jak mohou

byt systematicky vytu&ny. To je ilustrovano na praktickychildadech. Jsou téz
ukazany meze pouZitelnosti pravidel podobnosti.

Rozmérovéa analyza

Kazda fyzikalni veliina je popsanaiselnou hodnotou doprovazenou jednotkou.
Ciselna hodnotaika, kolikrat je vySebvana vekiina witsi neZ jeji jednotka.
Piiklad délky je 5,3 m, pklad sily je 25 N, fiklad ¢asu je 15,6 ms. Kron
zakladnich jednotek (metr, kilogram, sekunda...), definovanych v systému Sl
(Systéme International), se uZivaji takémé odvozené jednotky a takéegdpony

(1, m, k, M...), které oznauji rad.

Kazda rovnice, ktera popisuje fyzikalni jev, musi byt ré@mw homogenni: jeji
leva strana musi mit stejny ro@mjako prava strana. Takovato kontrola
homogenity rozréera by se mila ddat vzdy ped pouZitim no¥ odvozeného
vztahu. VySaujme napiklad vzorec pro vypat piihybuy elastického nosniku
zatizeného silodr. Z nauky o pruznosti je znamo, ¥ebude pimo Uneérné F a
nepimo unmérné ohybové tuhosti nosniku, definované jakd, kdeE je Youndiv
modul materidlu al je moment setrvaosti pifezu. Péhyb bude také Ggmny
urcité mocninéS délky nosnikiL. Predstavme si nyni, Ze neznadme exporgnv
takovém pipad miZzeme napsat zakladni tvar vzorce:
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y = CxFxL¥/(ExJ) (9.1)

C je bezrozmrova konstanta. Nahradime-li jednotlivé valy ve vztahu (9.1)
jejich jednotkami, dostaneme

m=1x N x f(Nm= x nt)

Rozn¥r pravé strany musi byt stejny jako ragnievé strany, tj. metr, obecmy'.
Soudn vdech¢lend, obsahujicich m, je Tam?xm™ = n°*** = m°> 2 Porovnani
exponeni na levé a pravé stramevnice da 1 =5- 2. Z toho vyplyvés = 3, takze

y = CxFxL¥(EJ), coz je vztah velmi doki znamy z mechaniky. Podminka
homogenity rozréra (rozmer obou stran rovnice musi byt stejny) tedy pomohla
najit spravny tvar vzorce.

Je-li jedna strana rovnice twfa soutem n&olika ¢lent, pak vSechny musi mit
stejny rozndr. Napiklad svisla draha télesa padajiciho v gravitaim poli je
obecné

Y = Yo+ Vot + %2 gt (9.2)

t je ¢as,yo aVp jsou poloha a rychlostlesa véaset = 0, ag je tihové zrychleni.
Podminka rozrrové homogenityika, Ze jednotlivé valiny nemohou existovat
ve fyzikalni rovnici nezvisle, ale pouze ve skupindch se stejnyméream
Vyde¢lime-li rovnici (9.2) jednim zlént, nap. Y, zmeni se na bezrozénovy tvar

yiyo = 1 + itlyo + 2 gtlyo (9.3)
s normalizovanymi vetinami yyo, vet/yo and gf/yo.

Témet kazdou fyzikalni rovnici je mozno giransformovat na bezroZnovy tvar.
PouZiti normalizovanych vein ma fadu vyhod. Fyzikalni rovnice, vyjaeité
prostednictvim bezrozgrovych veltin jsou obecSi, nez kdyZ jsou vyjdeny
pomoci rozmrovych veltin. Relativni posunuti (drahayly,, nezavisi jednotli&
na vy, t ay, ale na jejich uitych kombinacich, uvedenych v rovnici (9.3).
Bezroznérové veltiny tedy umo#uji kombinovat vysledky experimant
vykonanych se vzorky odzné poéteni rychlosti a poloze, kdy jedinou
podminkou je jejich spravna kombinace. (V djdim ptkladu nosniku hraje roli
kombinace jeho rozéni a materialu.) Pro formulovani ditého zakona je tedy
mozno vyuZzit vice dat a SirSi rozmezi paraiéttiz Obr. 9.2 dale). Vysledky
vyjadiené v bezrozgrové forn® jsou také univerzaligi, pouzitelné pro celou
tiidu podobnych objekt s podobnou geometrii nebo fyzikalnimi viastnostmi.
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Navic — a to je velmi dalezité- pouZziti bezrozrérovych veltin mize uSetit
experimentalni préaci, protoze

Vztah N veli¢in, jejichZ rozméry |ze vyjad¥it pomoci D zakladnich rozmér, je
(obvykle)moZno nahradit vztahem

P=N-D (9.4)
bezrozmérovych parametra /7.

Podle tohoto, tzvBuckinghamova pravidla [1 — 4], stanoveni menSiho tpo¢
regresnich konstant vyZaduje méxperimeni. Redukce experimentalni prace je
vyznamna zejména pokud vy&mtany vztah obsahuje mnoho vl a poéet
proménnychN je blizky podu zakladnich rozert, D. To je moZno ilustrovat na
predchozim pkladu padajicihogtesa. Rovnice (9.2)ipdstavuje vztah 5 vein: y,
Yo Vo, G, at; tj. N = 5. Tyto veltiny Ize vyjadit pomoci dvou zakladnich rozmi:
metr a sekunda; tedy = 2. Podle rovnice (4), pet bezrozrsrovych parametr by
mél byt P=N-D =5 - 2 = 3. A skut®g, rovnice (9.3) je vztahentit
bezroznérovych parametr. yly,, Vitlyo and gtf/y,. Stanoveni peébného pétu
experimeni bude diskutovano v kapitole 11. Nicmeéungitou piedstavu ziskame
Z jednoduchéhoifkladu. Jestlize jef¢ba vysdit viiv Sesti faktofi, a kazdy bude
na dvou drovnich (nizka a vysoka), potiezbytnych pokusbude 2 = 64. Pokud
by poct bezrozrdrovych paramefr byl pouze 4, pagt nezbytnych pokuisklesne
na 2 = 16, tj. na jednut¥rtinu!

Podobnost

PouZiti bezrozrrovych veltin je také velice dilezité pstudiu chovani realnych
objekii prostednictvim model. Nagiklad stavba nové velké lodi, mostu nebo
chemického reaktoru je doprovazena mnoha nejistotami, a mozné ztraty v dasledku
chybného designu by byly velmi vysoké. Proto se nejprve zpravidla postavi a
testuje mensi model. Pokud vSak m& adekvaidsdZet chovani skuteého
objektu, musi mezi nimi existovat podobnost. Existigné druhy podobnosti,
napiklad:

Geometricka podobnost, tj. shodnost tvatetme odpovidajicich Glil a Unérnost
odpovidajicich rozeri (tzv. metitko). Plati nasledujici relace:

Rozrfr modelu = MeFitko x Roznér skute‘hého objektu
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Napiiklad model budovy v gfitku 1:20 m& dvacetkrat menSi rozm nez
skute&ny dam.

Statickd podobnost: deformace modelu kginstantnim zatiZzeni jsou ve stejném
poneru jako odpovidajici deformace objektu (dila).

Kinematicka podobnost: existuje p&mcasoveé ardrnosti mezi odpovidajicimi
jevy pro model a pro objekt.

Dynamicka podobnost: sily, pusobici v odpovidajiciabech a mistech na modelu
a objektu jsou ve stejném péru.

Teplotni podobnost: teplotni profily v modelu a prototypu jsou v odpovidajicich
¢asech podobné.

Chemick& podobnost: rychlost chemickych reakci v modelu j&rn@mrychlosti
stejnych reakci v odpovidajicicasech a mistech objektu.

Teorie podobnosti pracuje s takzvanympodobnostnimi &isly. Ctendi, kteii
absolvovali stedoSkolskou vyuku fyziky, znaji nagReynoldsova@islo (Re), které
pomahéa posoudit, jestli proudi¢ kapaliny je laminarni nebo turbulentni. Vice
piiklada bude uvedeno na konci kapitoly. Podobnosieia jsou bezroz#mova;
vlastnékazdéa bezrozamova veltina miZe slouzit jako podobnostniisto.

Bezrozmérové proménné Ize vytv&et riznymi zpusoby. Nejjednodussiipad je
poner uréité veliciny a jeji charakteristické hodnoty, fap/x, nebo Ax/x, pro
vzdalenost nebo posunuti. V mechanice jefda@mamé pogrné prodlouzenig =
AL/L), Poissonovo ¢islo g (pomer relativniho zkraceni v piném sndru
k relativnimu prodlouzZeni ve smu zatiZzeni), nebo koeficienteni f, definovany
jako pongr sily, potebné k posouvanglesa po jinémdese, a normalové sily,
ktera obé¢ télesa pitlacuje k sob& Jinym pifkladem je por&rnd poloha bodu
v télese, nafiklad

¢ = (X = %nin)/ (Xmax — Xnin) (9.5)
X, Xmax @ Xmin Piedstavuji sowdnice. Podohkinje mozné vyjadrt ¢as. Bezrozrirova
teplota,8 = (T — T..)/(To — T..), Se uZiva pro univerzalni popisepbsu teplaT; je
pocateni teplota aT, je kon€na teplota). Vtomto jppad také poloha

vySetovaného mista fite byt v bezrozg&rové podob¢ Tento pistup bude
ilustrovan na fikladu z podobné oblasti.
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Priklad. Stanoveni modulu pruznosti tenkych poulaistrumentovanou indentaci.

Modul pruznostiE riaznych materidl lze ukovat (krong¢ jinych metod) take
instrumentovanou indentaci. Indentor je &théan do vzorku a jeho zalmii je
béhem zatZovani a odlehdvani néfeno jako funkce zatizeni. Modul pruznosti se
pak vypodta specialnim postupem z n&mnych hodnot [5, 6]. Stanoveni modulu
pruznosti povlaku, vyti@ného na substratu, je slé@i. Odezva vzorku
s povlakem na vnikéni indentoru, a tedy i hodrBtaziskand v testu, zavisi na
modulu povlaku ;) a modulu substratlef), na tlousce povlaku 1) a ha hloubce
h zaboéni indentoru. Nagtena hodnotd& se postupnénéni od hodnoty modulu
poviaku (pro ,nulové* vniknuti indentoru) k hodganodulu substratu pro zée
velké hloubky zab@ni (Obr. 9.1). POZNAMKA. Kemik (Si) méa vy33i modul
pruznosti nez povlak, zatimco sklo ma nizsi modul.

Obr. 9.1.Méreni modulu pruznosti vzarlopatenych povlakem [7]. Povlak z TbTe/Fe byl
nanesen na (a)/fkmikovy (Si) a (b) sklény substrat (glass). Tkované vodorovnérfimky
odpovidaji moduim pruznosti substrat E- redukovany modul [= E/(1 +f)], a —
polom¥r kontaktu, t — tlougka povlaku.

Pravou hodnotu modulu povlakH. je moZno ziskat tak, Ze se hodndEy
nantiené pro #izné hloubky, proloZi ditou funkci @ a extrapoluji k nulové
hloubce zabani. Tato bezroz#mova funkce @ muze byt podle [8] definovana
jako

@ (hhe) = [E(hf) — E] / [E. - E] (9.6)
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Vyznam bezrozrrového vyjadeni vSech velin je demonstrovan na Obr. 9.2.
Ten ukazuje hodnoty natifené na 25 vzorcich s povlaky tznych materidl, o
riznych tlougkach, na idiznych substratech a &nymi hloubkami zabani
indentoru [8]. Je vid¢ Ze vSechny hodnoty, zakreslené v normalizovanych
souiadnicich, lezi pblizné na Kivce, ziskané teoretickynteSenim kontaktu

s polonekonénym lesem opaenym povlakem [9].

w 0.2
o x
0‘0 L L i L L L L L

0 1 2 3 4an 5

Obr. 9.2.Méreni modulu pruznosti vzatks povlakem; podle [8]. Hodnoty, né@rené pro

25 niznych povlak, substraf a hloubek, jsou vyneseny v normalizovanychianicich. a

— polon#r kontaktu, t — tlou&a povlaku, s — substrat, f — povlak (film), E"- redukovany
modul = E/(1 —F).

Bezrozmérové musi byt také argumenty v matematickych funkcich typu sin, cos,
log nebo exp. V opmém pipadéby jakakoliv zngna jednotek (nap metry misto

mm) by zménila numerickou hodnotu vysledku. Bezragové jsou také
argumenty ve spojitych rozlhich pravdpodobnosti. Na pklad normalni
rozddeni uziva argument {¥%(— £)/dl%}, kde i a o jsou stedni hodnota a
smérodatna odchylka. Vyraz v hranatych zavorkach ale neni nic jiného, nez
standardizovana pramna, ktera vyjadije vzdalenosk od stedni hodnoty jako
nasobek sirodatné odchylkyo. Podobnéje bezrozmrovy i argument ve
Weibulloww nebo exponencialnim roze#i. (POZNAMKA: Bezrozmirové
veliciny se uZivaji astji, nez si myslime.)

Tabulka na konci této kapitoly ukazujéipdady bezrozrérovych velEin z iznych
oblasti.
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Nasledujici odstavce, vychazejici z publikaci [1, 2], ¥tlaji formalni postup pro
vytvareni bezrozrérovych paramefra poskytuji i dalsi rady.
Vytvareni bezroznérovych parametri

Jednotlivé kroky ukdZzeme naeglchozim gpadu pohybu desa v graviténim
poli.

1. SepiSeme vSechny vty a jejich rozngry:
y(m), %(m), v (Mxs'), {(s), g(mx5?)

Veligin je v tomto pipac N = 5 a zakladni rozény jsou dva: metr a sekunda (
=2).

2. Bezrozmirové parametry/{) budeme pFdpokladat v obecném tvaru:
[T = Yy x y2x v x t4x g°

3. Levou a pravou stranu vyjache prostednictvim roznira zacastrénych veltin:
1= [mPx [s]” = [m]* x [m]®x [mxs ] x [s]“x [mxs 7

4. Rovnost obou stran rovnice vyZaduje také rovnost expbnestejnych zaklad
Zde pouzijeme zépis obvykly u soustav rovnic:

metr. X1+ X% + X3 x =0 (@)

0 (b)

sekunda; —t X — 2%

Toto jsou d¥ linearni rovnice s 5 nezndmymi. Kdybychonglink dispozici 5
rovnic misto dvou, dostali bychom neznamé hodnaty.. xs pfimo reSenim
soustavy pti rovnic. V naSem ppadéale mame oit neznameé vice nez rovnic pro
jejich stanoveniN — D = 5 — 2 = 3. MiZeme proto navrhnoutitexponenty a
vypoditat zbyvajici dva. Tuto volbu ideme udkat tikrat V tomto pfpadé
navrhneme hodnoty, X; andxs, pficemz budeme chtit, aby byly co nejjednodussi.
Proto jedna ze zvolenych konstant bude vZdy rovna 1, a zbyvajici budou rovny 0.
Je rozumné, jestlize jeden&hto exponerit piislusi velting, kterou zkoumame.

Volbal. x=1;%=0;x=0.

Dosazenidchto konstant do rovnice (b) da= 0. VloZenix;, X3 axs do rovnice (a)
dax, = — 1. Prvni bezroz#énovy parametr tedy budé7; = y* x yo ' x v’ x x ¢° =
YiYo.
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Volba?2. x=0;%=1;x=0.

Dosadime-li tyto konstanty do rovnic (a, b) aie8ime ziskanou soustavu
podobnym zpisobem, dostaneres 1 andx, = — 1. Druhy parametr j¢7, = y° x

Yo X o x thx o = vtlyo.

Volba 3. x=0;%=0;x=1.

Jejich dosazeni do soustavy rovnic (a, b) @®%gni dax, = 2 andx, = — 1. Teti
parametr je/7; = y* x yo - x v’ x t?x g' = gt¥ly,. Cten&i doporutijeme, aby si
feSeni zopakoval.

Pohyb padajicihclesa je tedy moZzno vyjéitifako
A [T, [T, IT) = @ (YYo, Vetlyo, gtlyo) = 0, nebo Kyo = f(Vitlyo, 9t1yo).

Nazn&ené parametry by byly vhodné, pokud bychom mohli snadimit na it

y. Je ale mozné zvolit i jiné parametry. Ni&f@d kdybychom mohli gnit y a
mefit trvani padu, definovali bychom nejprvesxx axs (podobr jako vyse), nasli
X2, Xs @ dostali7, = Votlyo, /7 = Wyo, 75 = Yo gNG>

Dal3i doporuweni

1) Nalezeny tvar bezrozfrového parametruékdy neodpovida naSim z&nim
nebo experimentalnim moznostem. VSeobderévytvdet nové parametry nebo
podobnostntisla jako sotin nebo ponir piavodnich bezrozamovych parametr,
anebo pouZit jejich fpvrdcenou hodnotu nebo mocninu. ProtoZe puvodni
parametry byly bezroz#énové, jsou i takto vzniklé nové parametry bezrémmwé.

2) Vyskytuje-li se v uloze rkolik veli¢in se stejnym rozgrem, mizeme vytvéet
bezrozmdrové parametry pino jako jejich poréry. Tak Ize sniZit pget argumerit,
které se musi zisk&Senim systému rovnic, jak bylo nazemao dive. llustrovat to
budeme na kladu pihybu nosnikwy s obdélnikovym piitezem b x h) a délkou
L, zatizeného osattou silouP. Modul pruznosti materiélu JE. Prongénné a jejich
rozmery jsou: y(m), w(m), h(m), L(m), P(N), E(Nm™); to je 6 prominnych se
dvéma rozmdry. Pod&et bezrozrérovych parametr, potebnych pro popis
problému, jeP =N —-D = 6 — 2 = 4. Okam&itmaZzeme vytvoit tii parametry/7, =
y/h, 71, = blh a/7; = L/h. Zbyvaji d¥ veliciny (P aE), které musi byt obsaZzeny ve
¢tvrtém parametru. S gtédnutim K jejich rozréram a k podmince bezrozmosti
musi byt do/7,;, zahrnuta také jedna geometrickd &iek, napiklad h nebo jeho
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mocnina. Tak dostaneme tento parametr jaka= P/(EHY). VySetovany vztah Ize
tedy zapsat v nasledujicim bezr@zovém tvaru:

yh = f[P/(EFP), LUh, bih] (9.7)

Zdarazndme, Ze pro zkoumani relativnihotpybu y/h jsou diezité nikoliv
jednotlivé veltiny L neboP, atd., ale jejich pogmy.

3) U n&terych udloh se vZzdy vyskytuji bezrozrové velginy. Friklady jsou
soudnitel treni, Poissonoveislo u pro piicnou kontrakci, nebo Uheg (rad). Tyto
veliciny se automaticky stavaji argumenty v bezrémwych vztazich.

4) Vytvatime-li bezroznirové parametry, snazime se vyuZzit existujici znalosti o
vySetovaném problému nebo podobnych dlohach. Négad piihyb pruzného
nosniku je pimo unerny zatizeni a nepiho modulu pruznosti. &dy zname
analytické feSeni uUlohy pro velmi malé nebo velmi vysoké hodnotyitéur
proménné. To niZze pomoci i hledani tvaru argumeint Nékdy je znamo, Ze
nekteré veltiny musi vystupovat v dité kombinaci. Tuto kombinaci pakibeme
uvazovat jako novou profnnou, coZz mZze snizit celkovy pat prongénnych.
VySetujme na piklad silu p&obici v kontaktu dvouéles. Jestlize se ma
vySetovat vliv treni, je mozno siltF (N) a kontaktni plochtA (mf) nahradit
kontaktnim tlakem p = (N/n).

5) Fipravujeme-li utity experiment, je nutné uvazovat vSechny ameli, které by
mohly hrat roli. Jinak bychom mohli dostat nespravné a zgieadysledky. Je
meéné nebezpéné zahrnout velinu, jejiz duleZitost je nejistd, a pojds&e mize

ukazat, Ze ji Ize pominout, nez vynechat giali, ktera se pozi¢ukaze jako
dulezitd. Pouziti rozgrové analyzy nkdy odhali zavazné nedostatky. Nidgad

objevi-li se utity rozmér jenom u jedné valiny, potom tato vetina

Z bezrozmirové rovnice vypadne a nebude zahrnuta do Zadného berovaino
parametru. Jestlize ale tato vala je Zejm¢ nezbytna pro popis vy3ewvaného
jevu (nap. jako zavisla prokmna), je nutné jdat jes¢ dalSi veléinu, ktera bude
mit stejny rozmir. Budeme to ilustrovat nafikladu vySetovani intenzity
opotebeni obra#ciho nastroje. Vetiny, které hraji roli, jsou: intenzita ogebeni
w (m/s), rychlost vzajemného pohybu(m/s) a tlak v kontaktni ploge (N/nv).

Bezrozngrovy parametr Ize hledat v obecném tvafli= w* x? p*. Tento vyraz
muzeme pépsat progednictvim rozmira jednotlivych veléin m, s, N:
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[mP [sI° [N]° = [mxs]" x [mxs™]®x [Nxm* (9.8)

Leva strana odpovida bezrosmovému vyjadéni. Z podminky rovnosti exponént
u stejného zakladu vyplyva’Ne N, takZexs = 0. Z experimerit je ale velmi
dobie znamo, Ze rychlost ogebovavani zavisi na kontaktnim tlaku, takge
nemize byt rovno 0. Je tedy nezbytnédat jeS¢ ngakou dalSi veliinu, ktera
bude mit také rozém Nm? MiZe to byt nagklad tvrdostH (Nm™), ktera
charakterizuje odpor materialu. Obecny tvar bezgwaweho parametru pak bude

7= w* v peH* (9.9)

Z tohoto vyrazu mZeme snadno formulovat vhodny vztah bezrédowych
parametit jako wiv = f(p/H), a provéstadu experimetit pro nalezeni vhodného
tvaru funkcef. Ze cvinych davoda zde ale stanovime bezrérowé argumenty
také formalnim postupem popsanyniver

Vyjadiime levou a pravou stranu (9.9) pomoci réeinzicastrenych veltin:
[m]O [S]O [N]O - [mXS_l]XlX [mxs—l]XZ X [Nxm—Z]XSX [Nxm—21x4

Podminka rovnosti exponénha levé a pravé strandede k nasledujici soustav
rovnic:

m: X+ X — K — 2% =0
S. X=X =0
N: %X+ X4 =0

Tyto ti rovnice nejsou dostajici pro ugeni étyt exponeni. Obecnébychom
mohli zvolit jeden exponent a potom dostat zbyvafidieSenim soustavy 3 rovnic.
NaneStsti to vnaSem ppadé neni mozné, protoZze mezi rovnicemi existuje
linearni zavislost. (Prvni rovnici ileme ziskat ze sowt druhé a dvojnasobku
tieti rovnice.) Musi tedy byt dva bezrozmové parametry, takZe je nutno zvolit dva

exponenty, nagklad x and x.

Volbal. x=1;%=0.
Tato volba dava = —1 a x = 0, takze/7, = wv.

Volba?2. x=0;%=1.
Tato volba dava »x= 0 a x%=-1, takze'l, = p/H.
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Muzeme tedy vySeédvat vztah/7,= f(/7,), tedy wv =f(p/H), podobngako dive.

Omezeni principu podobnosti

Princip podobnosti plati jenom zaciych podminek, a mimo n&traci svoji
platnost [10]. Fikladem je pg&chod od pruznych deformaci k plastickym u stic

z kovovych materidl. Jsou-li napti nizSi nez mez kluzu, existujeip& ungrnost

mezi naptimi a petvoienimi, a je mozno uZivat princip superpozice. Zakony
v pruznoplastické oblasti jsou ale nelineérni, takZze situace mudie®sgha pro
rizna zatizeni individuan Jinym pfpadem je pruzny kontakt dvodlds. Jsou-li
napdi nizka a zatizena oblast velka, je moZno pouZit vztahy pro homogenni
izotropni elastickastesa. Jestlize je ale zatizen& oblast mnohem mensi, srovnatelna
s roznéry krystalickych zrn nebo jinych sloZzek mikrostruktury, je nutno zohlednit
heterogenitu, pojggadt i anizotropii materialu. #kladem je beton a dalSi
kompozitni materialy pizkouSkadch nanoindentaci, ale také krystal perlitu, jestlize
je velikost vtisku srovnatelna s tlakdu feritovych a cementitovych lamel. O
nehomogenét v takovychto pipadech s&d¢i vysoky rozptyl jednotlivych
nantienych hodnot. Na&sti statisticka analyza velkého mnoZstvi (stovek) wpich
umozni odhalit vlastnosti jednotlivych fazi [11]. V takovyclippilech se dalSim
parametrem pro charakterizovani materialu stava rozloZeni mikrostrukturnich
jednotek. Tvrdost kay rostouci s klesajici velikosti vpichu, znama jako
.ndentation size effect”, j@asté&né zpusobena klesajicim mnoZstvim dislokaci,
které usnadiji plastické téeni. Pro velmi malé hloubky indentace se také stava
dulezitou drsnost povrchu. &feni @i velmi nizkych zatizenich mohou zase byt
vyrazné ovlivnéna adheznimi silami, zejménai gstovani velmi poddajnych
materiah, jako jsou nap gely.

Existuji i dalSi pipady, kdy princip podobnosti neplati. Znama4 je zavislost pevnosti
soudsti z kehkych materid na velikosti zatizené plochy nebo objemuteliky

lom obvykle z&ne na pitomném slabém mistjako je prasklé krystalické zrno

v keramice nebo nepatrné Skrabnuti na povrchu skla. Mensi velikost zatizené
oblasti znamena mensi prapdé&lobnost vyskytu &Si vady. MenSi defekt iie
slouzit jako vychodisko poruchy pouze p¥SSim napti. Velmi malé pednety

jsou proto pevn&i. Podobn&avisi na velikosti i mez anavy kovovych sasti.

Je nutno miti také na p&in Ze nkdy se vySd@bvana vekiina neni se zninami
urcitého parametru poénné pomalu, ale pidosaZeni jeho jisté Grovrge niize
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zmenit velmi rychle. Vztah, popisujici jisté chovani nebo proéasto plati jenom

v uréitém rozmezi parameir Pokud je pislusny proces popsan priagtnictvim
bezrozrgrovych veltin, jsou podminky pro gichod z jednoho rezimu do druhého
charakterizovany tzvkritickou hodnotou téchto velgin. Znadmym pipadem je
prechod od laminarniho proudié k turbulentnimu $ dosaZeni kritické hodnoty
Reynoldsov&aiisla. Je tedy nutno vzdy nejprve uvaZzovat vSechny mozné vlivy, a
pocet faktofi snizit az po tkladné analyze.

Priklady bezrozmérovych veli¢in

Materialové vlastnosti

EJ/E,, Hi/H; pomer moduli pruznosti nebo tvrdosti; indexy ozwg
soud&sti nebo faze,

E(X)/Eo, H(X)/Ho ponery jako vyse; index 0 ozitaje charakteristickou
hodnotu,

H/Y, BY, E/H poner tvrdosti a meze kluzu nebo modulu pruznosti,

ay, da, Yo, pongr napdi k mezi kluzuY, pevnostig,, povrchovému
napdi

Geometrie

x/d X — vzdalenost, hloubka zaloi indentoru,d -—

charakteristicky rozer vzorku nebo materialu (kontaktni
polomeér, pramér krystalického zrna, pdéru nebo vidkna,
délka vzorku, §ka, vySka nebo fmer, tlou¥ka povlaku,
rozmer plastické zony, vzdalenost dislokaci nebo jinych
materialovych defekt vzdalenost od okraje vzorku ...),

Al/L pomerné posunuti, po&émné prodlouzeni &, 4 -
prodlouzeni, - z&kladni délka,

h/R, Wt porer zaboeni indentoru K polon®ru Rjeho Spéky nebo
k tlou¥’ce povlaku 4

he/h porr hloubky kontaktu h k zabogni indentoru h.

Sily a napti

F/Fq poner zatizeniF a sily adheze Hy = F,9) nhebo jiné

charakteristické sily,
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a o, pongr napdi ok jmenovitému Estrednimu napi (tlaku)
O

Cas

t/to to — charakteristicky &s (nafistu zatizeni, relaxai ¢as...).

Cten& sam niize najit dali pklady.

Podobnostni ¢sla uzivana &sto ve fyzice a technice

Podobnostnicisla byla pojmenovana po vyznamnyckdeich a jsou ozrigna
prvnimi dwma pismeny pglusného jména. Zde je uveden wybé

Archimedes  Ar =g’ (0o — P)I1? : p, P — hustota kapaliny alesa,g —
gravitatni zrychleni,d — charakteristicky rozén, 7— dynamicka

viskozita

Biot Bi = ad/A ; a — koeficient péstupu teplad — charakteristicky
rozmer, A — tepelna vodivostlesa

Deborah De =k ; t —relax&ni doba, tdas

Euler Eu =4p / o ; dp — rozdil tlaku,o — hustotapy — charakteristicka
rychlost

Fourier Fo =ar/d® ; a — teplotni vodivosty — ¢as,d — charakteristicky
rozmer

Froude Fr =?/gd ; u — charakteristicka rychlosy, — gravitani zrychleni,

d — charakteristicky rozén

Galilei Ga =gd¥/ v? ; g — gravit&ni zrychleni, d — charakteristicky rozm
v — kinematicka viskozita

Grashoff Gr =BATgPv ; B — teplotni roztaznost kapaliny]7 — teplotni
rozdil, g — gravit&ni zrychleni,d — charakteristicky rozén,
v =1l p = kinematicka viskozita

Nusselt Nu =ad/A ; a — souénitel prestupu teplagd — charakteristicky
rozmer, A —tepelna vodivost okolniho prosti
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Péclet Pe mid/a ; u - rychlostd — charakteristicky rozén, a — teplotni
vodivost

Prandtl Pr=v/ a ; v — kinematicka viskozita, a — teplotni vodivost

Reynolds Re =udpo/n = udv ; u — charakteristicka rychlost] —

charakteristicky roz#r, o — hustota kapalinyy; — dynamicka
viskozita, v 77/p = kinematicka viskozita

Stanton St = al(Au) = Nu/(Re.Pr) ;a — souédnitel prestupu teplad —
tepelna vodivost tekutiny, 4 rychlost tekutiny

Stokes Stk = uld ; u —rychlost, t relax&ni dobad — charakteristicky
rozmer

Weber We =pu’d/o ; p- hustota,u — rychlost,d — charakteristicky

rozmer, o— povrchové napé
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10. Analyza rozptylu

Castym tkolem ve vyzkumu je posoudit vliiznychginiteli (faktoni), najit, ktery

Z nich ma nej#tsi vliv, ktery ma zanedbatelny vliv, atd. Ma-li se porovnat vliv
pouze dvou faktdr, post&i t-test pro rozdil mezi sdnimi hodnotami (viz
Kapitolu 8). Nekdy je ale nutno posoudit iinek i nebo viceliniteld. Napifklad

pti vyrobé urité sloueniny lze pouzit tzné suroviny, dzné technologické
postupy a #zné aparéaty, a my chcemeédet, které z &chto faktofi maji silngSi
vliv na vyrobek. Bylo by moZné testovat @&tihé rozdily mezi jednotlivymi
dvojicemi faktof. Uginngjsi je ale takzvandanalyza rozptylu (analysis of
variance, ANOVA), kterou déle strog vyswtlime.

Je-li moznéfidit skupinu test podle jednoho nebo vice hledisek, potom je mozné
téidit také celkovou progmlivost podle &chto hledisek. Zakladni mysSlenka
analyzy rozptylu je rozloZit celkovy rozptyla,® vySetované velkiiny na ¢asti
zpusobené jednotlivymi faktory 062) a zbytkovou ¢ast o.Z, zpisobenou
neidentifikovanymi (nahodnymi) vlivy:

Ot = On° + 0" + ... + Ced (10.1)

Porovnani rozptyl, odpovidajicich jednotlivym faktdm, se zbytkovym
rozptylem zpisobenym nahodnymi vlivyuie odhalit, jestli vznikaji skuteé
acinkem pisluSnych faktak, anebo jestli jsou pouze ndhodné.

Celkovou promnlivost vysledi experimeni je mozno vyjadt prostednictvim
soudu c¢tverai rozdilh mezi jednotlivymi pozorovanimi a celkovym gpnérem
vSech hodnot. Vliv jednotlivych faktdrize vyjadit pomocictveraa rozdili mezi
pramérnym efektem gslusného faktoru a celkovymimnérem. Zistava zbytkovy
rozptyl, ktery je zaloZzen nétvercich rozdil mezi jednotlivymi pozorovanimi a
praméry pro jednotlivé ¢initele. (POZNAMKA. Rozptyl se pdta jako souét
¢tveral odchylek déeny podem stupnivolnosti.)

Analyza rozptylu je zaloZzena na testovani hypotéz. Testuje nulovou hypotézu
Lheexistuje vyznamny rozdil mezi vlivem jednotlivyéimitela”, coz také znamena
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,vSechny nardfené hodnoty pochazeji ze stejného zakladniho souboru®, a provadi
to porovnanimiiznych rozptyl. Vybérové rozptyly majiy*-rozddeni a podil dvou
veli¢in s y*-rozddenim maF-rozddeni. Pro posouzeni vlivu jednotlivych fakiior

se tedy uziva fest.

Prislusny postup bude ukazan na jednofaktorové analyze rozptylu, tj. sjednim
faktorem [1]. Vztahy pro pétbné vypoty jsou shrnuty v Tabulce 1.

TABULKA 1.

Zdroj rozptylu Sougt dverai Stupné Primerny rozptyl F
volnosti

Faktor §=ny.-y.¥ @-1) s°=S/p-1) B/Sed

RezidudIni  Ses= Yk — %) N=p)  Sed=Sed(p—1)
Celkovy Sot = Ay -y N-1)

Jednotlivé symboly maji nasledujici vyznam:

Sot — celkovy souét ¢tverar rozdili mezi jednotlivymi hodnotami a celkovym
prameérem.

S - souét ctverar rozdili mezi jednotlivymi hodnotami a {mérem
odpovidajicimi j-tému vyS&avanému faktoru.

Ses— zbytkovy soueét ¢tverai rozdili mezi jednotlivymi hodnotami a imernymi
hodnotami skupin, odpovidajicich jednotlivym fakitor.

N — pocet vSech test(nebo pozorovani)

n — po&t pozorovani (nebo tégtpro jednotlivé faktory

p — po&t faktoi

ssz — prameérny rozptyl j-tého faktoru

Ses — praimérny reziduélni rozptyl

Yk — k-ta hodnota j-tého faktoru

y;. — ptimér hodnot j-tého faktoru

y.. — celkovy pimér vdech hodnot

v — paiet stupit volnosti (rovny pad hodnot pro stanoveni charakteristiky minus
pocet regresnich konstant pouzitych jefim uréeni).
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Jestlize neexistuje vyznamny rozdil mezi rozptyly, ma testova charaktefistika
rozddeni. Je-li hodnotd, vypodend z nartenych hodnot, &Si neza—kriticka
hodnota rozdéni F, nastal jev, ktery byl @kavan jenom s velmi nizkou
pravdgodobnosti a, a ¢inime za¥r, Ze tento rozdil neni nidhodny — nulovou
hypotézu zamitame na hladimyznamnostia. V opa&ném pfpadé iekneme, zZe
rozdil mezi jednotlivymi faktory neni vyznamny. Aplikaci ukaZeme na
nasledujicim gkladu.

Priklad. Je iteba zjistit, ma-li druh motorového oleje vliv na spbu paliva. Byly
porovnavany i druhy olefi (A, B, C) a kazdy byl testovan vipévozidlech.
Jednotlivé spaeby paliva a pimérné (vSechny w100 km) byly nasledujici:

Znaka Primérna spoteba Pimer
A 7,7 8,1 7,1 7,6 8,0 N
B: 7,0 5,8 7,4 6,6 7,0 By 6,8

7,6 8,5 8,2 8,0 7,7 icy¥ 8,0

Celkovy pamer byl y.. = 7,51/100 km. Tyto hodnoty byly vioZeny do vzdrc
v Tabulce 1, spolu s 3,n =5, N= pn = 3x5 = 15. Vysledky jsou v Tabulce 2.

TABULKA 2.

Zdroj rozptylu  Souwet dverai Stupa Primerny rozptyl F
volnosti

Faktor 9 = 4,1853 F1l=2 & =2,0927 9,5410

Zbytkovy Rs=26320 15-3=12 Sed = 0,2193

Celkovy +=68173 15-1=14

Hodnota testového kritéria Je = s1%/Ses = 9,54. To je mnohem vice neZ kriticka
hodnotaF-rozddeni pro hladinu spolehlivostr = 5% a stupn&olnostiv; = 3 -1
=2,v,=15-3 =12, ktera jE(0,05; 2; 12) = 3,885. Vypt&na hodnot& = 9,54
je dokonce vySSi nez kriticka hodnota pro vyznammost 1%: F(0,01; 2; 12) =
6,927. Mizeme si tedy byt prakticky jisti, Ze druh oleje ma vliv na igimt paliva.
(Cten& si mize pro pocuieni cely test zopakovat.)
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Porovnani vypo&né hodnoty s kritickou hodnotou, odpovidajici jisté hlading
vyznamnosti, je klasicky ftup, vyvinuty v dobg kdy byly k dispozici jenom
tabulky kritickych hodnot witych rozddeni (nap. F nebo } odpovidajici
vybranym pravdpodobnostem (ndp 5%). V dne3ni dab mohou univerzalni
programy (¥etné Excelu) poétat hodnoty distribugich funkci mnoha rozdini. A
distributni funkce udava pravgédobnost negkroeni. Mizeme tedy pino
urcovat pravdpodobnost, Ze rozdily mezi jednotlivymi faktory jsou vyznamné. Pro
F = 9,54 tato pravdiodobnost¢ini 0,9967 = 99,7% a pravddodobnost, Ze
nantiené rozdily byly pouze nahodné, ge= 1 — 0,9967 = 0,00338 0,3% (viz
funkci v Excelu F.DIST(Eis; V5, TRUE) pro F= 9,54,v; = 2,v, = 12).

POZNAMKA: a—kvantil odpovida (1 -&)-kritické hodno.

Navic, univerzalni statistické programy umoj piimé provadai analyzy
rozptylu. Je pouze nutno znat vstupni data (napiérené spdeby paliva pro
oleje A, B, C). Fislusné programy vykonaji vSechny faiiné vypoty (véetns
uréeni stupnu volnosti) a uvedou vyslednou hodreta kritickou F-hodnotu pro
zvolenou hladinu vyznamnost, spolu s pravdgodobnostiP, Ze vliv daného
faktoru je nevyznamny. Na iifad, Excel nabizi ikolik druht analyzy rozptylu;
jsou gistupné z menu Analyza dat, které vyhledame v menu Dataej3tHpiroblém

tii oleju pati do kategorie “Anova: Jeden faktor”. Padgtazapsat nagiené
spoteby oleje do pole (matice) skemni fadky a p# sloupci (3 znéky oleje a 5
testi pro kazdou), vlozZit toto pole do ipiusného vstupniho okénka v menu,
ozna&it pokyn ,sdruzittadky”, a zadat poZzadovanou hladinu spolehlivosti testu. Po
stisknuti ENTER se vysledky ukazi ve dvou tabulkach. Prvni tabulka udéet po
hodnot v jednotlivych porovnavanych ikiadech (tj. v &dcich), jejich satty,
praméry a rozptyly. Druha tabulka ukazuje vSechny dilezité hodnoty zméing
nahog; souét ¢tverai je zde oznéen SS a gmeérné rozptyly MS. Doporudgjeme
¢tendi, aby sam viesil tuto Ulohu se stejnymi vstupnimi hodnotami a porovnal
svoje vysledky s vysledky uvedenymi v této kapitole — lepSimu pochopeni a praxi.

Toto byl jednoduchy problém s jednim faktorem — pro ilustraci. Analyza rozptylu
se uziva protzné problémy, gidénim podle dvou,if, ale i vice faktal. Vice Ize
najit podrobnych pruckdch matematické statistiky, napfl — 5]. Struté
vyswtlivky byvaji téZ dostupné prastdnictvim pikazu Help v poitacovych
programech pro statistickou analyzu.
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11. Planovani experiment G (DOE)

Kazdé experimentalni zkoumanicaaa s pedb&nymi pokusy pro ziskani &ité
predstavy. Prace v tomto stadiu js@asti intuitivni, s cilem Iépe Ulohu definovat.
Jakmile jsou cile zkoumani definovany, je nasledujicim ukolem snizit vellet poc¢
protoZze niZze pomoci pi vybéru ze vSech moznych model KdyZz pozdé
experimentovani gichazi do stadia optimalizace (haghemického slozZeni,
procesu nebo konstréikino feSeni, je prhledani optimalnich paramétropst
efektivni statisticky design experiméntTato kapitola ukazuje, jak je mozno
planovat experimenty irn¢ tak, abychom ziskali poZadované informace s
minimalnim Usilim. Jsou vystleny dilezité pojmy, jako bloky, znahodnovani a
latinske ¢tverce, jakoZ i hlavni pravidla a tabulky pro planovani pékuJegjich
pouZiti je ukazano na ifadech.

Proménné, které hraji roli v experimentech, mohou byt klasifikovany jako
kvantitativni, kvalitativni, nebo binarnKvantitativni odezvaktera se i na
spojité stupnici, je nejobvyklejSi aipstatistické analyze se s ni pracuje nejsnaze.
Kvalitativni odezvu, jako lesk nebo zapach,fiadit na stupnici nafilad od O pro
nejhordi moznost, az po 10 pro nejle@inarni odezvama jednu hodnotu ze
dvou, napidobry nebo Spatny, shodny nebo neshodny, muz nebo Zena.

Faktory jsou experimentalni proinné kontrolované vyzkumnikem.i@Zitou
¢asti planovani experimentalniho programu je identifikace dilezitychgprorah,
které maji vliv na odezvu, a rozhodnuti, jak budou v pokusech vyuZigedky
model experimentu se zkouma z hlediska dalezitych pnogch. Velmi uziténé
jsou pedchozi zkuSenostiCasto také i zjistovani vyznamnych faktér
vyuZivdme vyhody rozimové analyzy (viz Kapitolu 9).

Faktory mohou byt navzajem nezavislé, kdyityrfaktor ovliviiuje odezvu bez
ohledu na ostatni faktory. &ddy ale mezi déma nebo vice faktory existuje
interakce, coZz znamena, Ze vliv jedné pfonmé na odezvu zavisi na urovni dalSich
proménnych.
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Nahodny vybér

Pri kazdém experimentalnim zkoumani s velkym mnoZstvim zkouSek néiemim
na tiznych vzorcich je dézité, aby kazdy vzorek @ zahrnutim do experimentu
mél stejnou Sanci, Ze bude vybran. Takovyto, tzv. nahodny rvide zajistit
znahodnaim. Jeden zpusob, jak znahodnit davku vipre piiadit kazdému

z nichgislo, vloZit @&islované listky do nadoby, zamichat a vytahovat pog ko

v loterii. (Dnes Ize uzivat nahodrésla generovana pa&em.) Timto zpasobem
Ize piedejit tomu, aby se projevovaly systematické chyby .naptisledku
postupnych malych z&n testovaciho Z&eni nebo vykonu operatora. Odebiraji-li
se vzorky z velkych vykovk je nutno pihlizet k rozdilnym vilastnostem viznych
mistech vykovku. Je-litéba udit pramerné vlastnosti celého vykovku, budeme
znahodnaim mist odbeu ve vykovku minimalizovat ovlivi@i vysledki zkouSek
mistem odbru. Krome velicin, které jsou pod kontrolou experimentatora, jsou i
jiné veliciny, které nemusi byt pod kontrolouiilkadem je zpusob, jakym pracuji
razni operatéi, nebo rozdilna vlhkost vzduchu nebo dalsi vlivy okoli. Tyto vlivy
Ize také snizit pouzitim ndvrhu s bloky, jejichZ popis nasleduje.

Zn&hodnéné bloky, latinské dverce

Pro zvySeni spolehlivosti zéi se experimentasto vicekrat opakujeCastym
problémem pitéchto experimentech je ale dodrZeni stejnych podminek.iklagbi
davka homogenni suroviny je dosifici jenom pro jednu sérii tésta pro dalSi
sérii musi byt pouZzita jina davka. Vlastnosti jednotlivych davakto kolisaji.
Jestlize k této skuteosti nepihlizime a hodnotime v3echny n&f®né hodnoty (z
vice davek) spotm¢, budou vysledky vykazovat ¢ti rozptyl v dusledku
kombinace pgfozeného rozptylu a rozdil vlastnosti mezi davkami. Tento
nedostatek Ize zmenSit nebo eliminovat, jsou-li experimenfyrgueny tak, Ze
rozdily mezi opakovanimi budou odety od rozdik v dusledku rozdilnych davek
(viz kapitolu Analyza rozptylu a knihy [1 — 5].) Experimenty se rdizdé skupin

s piblizn¢ stejnymi podminkami, tzvbloky. Blokem miZe byt surovina z jedné
davky, ve srovnani s materialy z jinych davek. Blokem tak&embyt skupina
pokusi vykonanych ve stejném chemickém reaktorti gtejnych tepelnych
podminkéach, analyzy provadé stejnym technikem nebo vzorky odebrané
Z kontinualniho proceswtbem pondrné kratké doby.
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Chceme-li pedejit systematickym chybam zpisobenym stejnynagioit operaci
v kazdém bloku, doporuge se provade jednotlivé experimenty v nahodném
potadi, podobng jak bylo popsano v ptichozim odstavci. Hovishe potom o
zndhodnééych blocich Jestlize chceme na ikliad zkoumat vliv teploty na
vysledek chemické reakce, a v tomto zkoumani budou pouZity surovitityize
dodavek By, B,, Bs, By) actyr teplot Ty, T, Ts, T4) pro kazdou dodavku, iieme
pouZit nasledujici nahodné us@déni:

Davka Poadi teplot v kazdé davce
B T, T3 Ty T,
B, Ts Ty T, T,
Bs Ty T, T3 T,
B, T: T, T, T3

Toto uspoédani pipomina takzvandatinské étverce [1 — 5]. Ri téchto pokusech

se pouziva stejny pet variant pro kazdy faktor a jsou uspdény systematicji.
Prikladem je latinskyctverec “4 x 4" pro i faktory, nazn&eny nize.Radky
odpovidaji drovnim prvého faktoru, sloupce odpovidaji drunému faktoru, a
pismena AB, C, D odpovidaji tetimu faktoru. Vytvéeni takového systému (rotace
pismen proteti faktor) je ¥ejmé z tabulky.

~

Radky Sloupce
1 2 3 4
1 A B C D
2 B C D A
3 C D A B
4 D A B C

Faktorové pokusy

Pottebny rozsah experimenharista s potem faktofi, které hraji roli. Chceme-li
veédeét, jestli faktorx ma vliv na vekinu w, a jak silny je tento vliv, musime ud¥
(alespon dva experimenty, tj. pro dvhodnotyx. Je-li teba vySdit viiv dvou
faktorni, musime ud&t alespoitii nebo ¢tyfi pokusy. Tento pagt silné narista
s podem faktoti. NaSe prace bude efektiyg pouZijeme-li pravidla pro
planovéani experimenti (tzv. design of experiments, DOE).
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DOE znamena vytiéni takovych kombinaci vstupnich i, které poskytnou
poZadované informace s minimem experimentélniho Usili. Temstupibudeme
ilustrovat na pipadu ti nezavislych progmnychx, y, z, a zavislé prosmné w.

Nezavislé velliny se obvykle nazyvajfaktory, a jejich jednotlivé hodnoty

s
s

s s

trover 0. Také se uZzivaji symboly + a —, usigné do tabulek prdizné poty
fakton (viz konec této kapitoly).

POZNAMKA: Pripad se ilemi faktory je zde uZit pro ilustraci, protoze si jej
mutzeme snhadno ptistavit v naSem trojrozZimém prostoru. Popsané postupy lze
rozsiit i na vice faktoi.

N1

Nejjednodussi uspadani pro #i faktory je na Obr. 11.1. Ui se ctyii
experimenty, pro nasledujici kombina@&i, W11, Wio1, Wi1o. VIiv X Nnaw se ziska
jako rozdil hodnow,;; — w1y, VIiv y se ziska z rozdilw, o, —wi1g, @ Vv zje wygp —
wip. V téchto gipadech se vySefie vzdy vliv jedné vetiiny, zatimco ostatni
veli¢iny si ponechavaji své pivodni arovrighceme-li ziskat informaci o rozptylu,
musime experimenty nejmémtvakrat opakovat; to znamena, Ze bychomlalidé
nejménéosm pokus.

Obr. 11.1.Jednoduchy experiment s&rmi nezavislymi faktory (X, y, z), kazdy na dvou
arovnich.

106



Jaroslav Mencik: Uvod do experimentdini analyzy

Vice informaci se ziska aplného faktorového pokusu Velicina naseho zajmu,
w, se utuje pro vSechny mozné kombinace vSech fak@rurovni (Obr. 11.2).
Potrebny poé&t experimerit je obeck

réxp - (nurovnaNfaktom (1 1 ) 1)

jestlize po&t Urovningeni j€ stejny pro kazdy faktor. Prai faktory (Niakeom = 3),
kazdy se déma drovnéni, je poet experimerit Ney, = 22 = 8, s kombinacemiy s,
Wor1, Wio1, Wito, Wang, Wars, Wizo, Waoe (Viz Obr. 11.2 a tabulku na konci této
kapitoly). PouZiji-li se pro jednotlivé faktoryizné pody urovni, bude pget
experiment

nexp = Nirovei 1 X Narover 2 X Nirover 3% ... (112)

kde nyovenj OZN&uUje poet Grovni jtého faktoru.

Obr. 11.2. Upiny faktorovy experiment s@ini nezavislymi faktory.

Vyhodou UpIného faktorového pokusu je, Ze pro posouzeni vlivu jakéhokoliv
faktoru se uZiji vysledky vSech experim&nfim se zvySuje mgisnost vysledk
Napiiklad, ptimérny vliv faktoru x v naSem gpadé¢ se temi faktory se stanovi
settenim jeho Uihka pro tizné hodnoty faktdry a za ddenim dyimi (Obr. 11.2):

Uy = [(Waor-Wi21) + Warr-Wa1) + (Wooz-Wizg) + (War-Wa1g)] / 4 (11.3)

Vysledek je mozno gipsat:

U = [(Waor + Wor1 + Woop + Wo1g) — Wip1 + Waag + Wigo + Wip2)] / 4 (11.4)
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Vyraz v prvni kulaté zavorce je stmi vSech vysledk pii x na vysSi drovni, a

sy

(11.4) 1ze také zapsat jako

Uy = (Waz1 + Wo11 + Wozo + Woro— Wazn — Wiag — Wioo — Wi1o) / 4 (11.5)
Podobnése ziskaji viivy ya z

Uy = (Wi21 + Woo1 + Wiz + Wopp — Wig1 — Wo11 — Whao — Wb1o) / 4 (11.6)

Uz = (Wiz2 + Wop + Wit + Woro — Wizy — Voo — Wi1 — Wb1g) / 4 (11.7)
Jinou vyhodou faktorovych pokiusje moznost odhalit interakce ze stejnych
experiment. Interakce znamenaze vliv jistého faktoru, nafitlad x, zavisi také
na hodnotach faktory neboz, nebo na obou. Situace je schematicky zndrarné
na Obr. 11.3 sikvkami pro izné hodnoty; levy obrazek je bez interakci, a pravy

obrazek odpovida interakeiz Pokud naS experiment geri faktory méa odhalit
interakci mezi faktory xaz, je ieSeni nasledujici:

1) &inekx pfi jedné Urovniz se odéte od Uénku x pri druhé arovnizz. [(Wa1-Wi1o)
minus (o1~ Wi1g)].

2) ProtoZe vlivy se neuvaZuje, je nutnoigdt podobné Gdky také pro druhou
aroval y: [(Waaz—Wizp) MIiNuUs (oz1— Wizg)]. Vysledek musi byt aft délen dyimi:

Uiz = [(Wa1r-Wi12) — (Worr— Waa1) + (Woo-Wazp) — Woor— Wa29)] / 4 (11.8)

1

A}

X

Obr. 11.3. Experimenty bez interakce (a) a s interakci @kterych faktosi. Jednotlivé
krivky odpovidaji #znym hodnotam faktoru z.

Vyraz (11.8) Ize fepsat do tvaru:
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Usz = War2 + Wago + Wigg + Wip1 — Wo11 — Wopr — Whao — Whpo) / 4 (11.9)

Uginky jinych interakci Ize ziskat podobnym zpisobem.
Nasleduje prakticka ilustrace navrhu experimient

Priklad. Je teba odhalit d&inu tvorby trhlinek na povrchu ocelovych pruzin pt
kaleni. Jakoit nejvyznamni8i faktory se jevily: teplota oceli ed kalenim (Ts),
teplota olejové 1&zngTo), a obsah uhliku v oceli (C).

Pro kvantitativni charakterizovani jejich vlivu byl navrZzen Uplny faktorovy
experiment, s kazdym faktorem na dvou urovnich:

Urovei Ts (°C) To (°C) C (%)
Nizka (=) 830 70 0,5
Vysoka (+) 910 120 0,7

Podet experimerit byl 2° = 8. Kombinace Grovni a odpovidajici porhlinek N
nalezenych na kalenych pruzinach jsou v nasledujici tabulce (viz téz Obr. 2;
odpovid4 Tsy odpovidé To, & odpovida C; + odpovida vyssi urovni a — odpovida

e

Testé. Ts To C Ts(°C) To(°C) C(%) N
1 - - - 830 70 0,5 67

2 o+ - — 910 70 05 79
3 - + - 830 120 0,5 59
4 + + - 910 120 0,5 90
5 - - + 830 70 0,7 61
6 + - + 910 70 0,7 75
7 - + + 830 120 0,7 52
8 + + + 910 120 0,7 87

Pramérné vlivy teploty oceli (Us), teploty oleje (Uo) a obsahu uhliku (Uc),
vypodeneé z rovnic (5) — (7), jsou:

Us = (79+90+75+87-67-59-61-52)/4 = 23,0

Uo = (59+90+52+87-67-79—-61-75)/4 = 1,5

Uc = (562+87+61+75-59-90-67-79)/4 =-5,0
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Nejvétsi vliv ma teplota oceli; vliv obsahu uhliku (v rozmezi 0,5 + 0,7 %) je maly a
vliv teploty oleje (v rozmezi 70°C + 120°C) je zanedbatelny.

Interakce teploty oceli a obsahu uhliku podle rovnice (9) je
Usc = [(75+87+67+59)—(79+90+61+52)]/4 = 1,5

tedy také zanedbatelny. DalSi interakce by bylo mozZno najit podobnym zptasobem.

Velmi informativni je grafické znazorné (Obr. 4). Vodorovna osa guistavuje
pramér vSech hodnot, tj. (67+79+59+90+61+75+52+87)/8 = 71,25. Vliv teploty
oceli je zobrazen dwma body vievo: jeden udava tonérny podet trhlin

v piipadech, kdy teplota oceli byla nizsi, tj. (59+67+52+61)/4 = 59.75, a druhy
odpovida vyssi tepldt (90+79+87+75)/4 = 82,75. Pro lepsSi viditelnost jsou
spojeny pimkou. POZNAMKA: 82,75 — 59,75 = 23,0 = Us. Obrazek 4 také
zobrazuje vliv teploty oleje a obsahu uhliku.

Obr. 11.4. Vliv jednotlivych faktai na jakost pruzin.

Nékdy je nutné vySébvat viiv wtSiho potu ¢initeli. Tabulka 1 na nasledujici
stran¢ uvadi drovngjednotlivych faktoé pro Uplné faktorové pokusy se diva,
tremi actyimi faktory, kazdy na dvou Urovnickityii testy jsou nutné pro dva
faktory (sloupce A,B), osm tastpro #i faktory (A,B,C), a 16 tefit pro ctyii
faktory (A,B,C,D). Tabulku izeme snadno rozdipro vice faktod, vSimneme-li
si, jak se gtdaji plusy a minusy u jednotlivych faktorpodnaje se sloupcem A
pro jednofaktorovy pokus a se sloupci A,B pro dvoufaktorovy pokus.
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Tabulka 1. Kombinace drovni pro pokusy seérda, femi a ¢yrmi faktory.

Test A B C D .

1 - — — -
2 + - - -
3 - + - -
4 + + - -
5 - - + -
6 + - + -
7 - + + -
8 + + + -
9 - - - +
10 + - - +
11 - + - +
12 + + - +
13 - - + +
14 + - + +
15 - + + +
16 + + + +

V pramyslovém vyzkumu, nafklad @i optimalizaci vyrobnich podminek, hraje
¢asto roli vice faktar, a po&t pokud pro Uplny faktorovy experiment by byl
velmi vysoky (napi 256 poku8 pro 8 faktofi, kazdy na dvou urovnich).
V takovych pfpadech se uzZivajkrdcené faktorové experimenty, kde jsou
neékteré kombinace udrovni vynechany. Pro tentmlUbyla vyvinuta specialni
schémata (tzv. ortogondlni matice). Toto témasghuje rdmec této knizky a
¢tende odkazujeme na knihy o navrhovani experimembbustnim designu a
odpovidajicich metodach, které vyvinul Genichi Taguchi a dalSiidatei9]. Pro
navrhovani experimeiit obecn¢ lze doporuit inZenyrskou pifucku [10] a
podrobnou monografii [11].
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12. Experimentalni nalezeni extrém u

Obvyklou ulohou ve vyzkumu je nalezeni maxima nebo minindééureliciny,
napifklad jistého parametru stroje nebo slenitiy, udnnosti nebo naklada. Tato
kapitola ukazuje postupy pro nalezeni extrému funkce (maximum nebo minimum)
v piipadech, kdy jeji analyticky tvar neni zndm a jednotlivé hodnoty je nutno
zjiStovat experimenty nebo pit&covym modelovanim pro uité kombinace
hodnot vstupnich valin. Nejprve je vysgtlena intuitivni metoda postupnych &m
vstupnich hodnot, dale metoda rg$iho spadu, a simplexova metoda, ktera je
velmi adnna v pfpadech s rkolika nezavislymi pronmnymi. Zmin®a je i
nowjsi metoda simulovaného Zihani a metoda genetickych algorfostupy
budeme ilustrovat naffkladu hledani maxima.

A. Postupné zmény jednotlivych proménnych

Experimentalni hledani maxima funkce jedné phone,y = f(X), je velmi snadné
(Obr. 12.1). Z&neme se dima experimenty — pro hodnaty ax;. Jestlize hodnota
y(x1) byla vySSi nezy(x), uddame dalSi experiment s zménénym ve stejném
Smeru, X, =X, + 4%, kdeAx je vhodnézvoleny pfrastek. Timto zpisobem
pokratujeme tak dlouho, az yane klesat; maximum leZi iptizn¢ na hodnat

Yo

Xo X X

Obr. 12.1. Experimentalni nalezeni maxima funkce jedné nezavisleZpném
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predchoziho kroku nebo blizko ni (Obr. 12.1)e$%jSi polohu maxima lze najit
tak, Ze zde provedeme vice pokus

Hledame-li minimum, pohybujeme se ¢pgm sn&rem.

Pfi dvou nezavisle pronénnych predpokladame, Ze funkefx, y) Ize aproximovat
polynomem, phejmensSim v blizkosti zvoleného vychoziho body, Y.
Provedeme zde kdlik experiment, pii kterych nénime pouze jednu pramnou,
napi X, piicemz y si ponechava svou puavodni hodnotu. Timto zpasobem
pokraiujeme ve srru rostoucihoz, dokud mezd&ne klesat. Redchozi krok
odpovida lokalnimu maximwz. Nyni se budeme ztohoto bodu pohybovat
v kolmém sniru a nénime pouzey a pokr&gujeme az do dosazeni lokalniho
maxima z a tak dale. Situace je vyobrazena na Obr. 12.2.

Je-li piblizn¢ zndma poloha maxima (nebo minima), lze takélatdigkolik
pokusi kolem tohoto bodu, naiklad 4 az 8 pro dvnezavisle prognné, a proloZzit
ziskané hodnoty odezvovou plochou (Obr. 13.1 v kapitole 13); polynom druhého
faducasto stéi. Presnou polohu extrému potom najdeme s pouZitim standardnich
matematickych metod nebo vhodnéfesitele. Vice o tomto tématu lze najit

v Kapitole 13 a literat@ tam doporugné.

Obr. 12.2. Experimentalni hledani maxima funkce dvou nezavislychémmyoh X, v.
B. Metoda nejvéSiho spadu

Tato metoda se snazi blizit k maximu (nebo minimu) nejrychlejSim zpasobem, tj.
ve snéru gradientu k odezvové ploSe [1- 3]. Nejprve je nutno najit tento gradient,
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jak bude ukazano dale vipadédvou nezavislych progmnych. Nekolik pokusi
se provede kolem vhodngybraného bodw,, yo. Hodnotyz (X, y) mohou byt
proloZeny polynomem, néijxlad

Z=aptax+tal+tal+...+thy+hy + .. (12.1)
Vektor gradientu se obvykle ziska piesinictvim parcialnich derivaci,

grad z= 0z/0xi + dzldy | + ... (12.2)
i a j jsou jednotkové vektory ve smech xay. Pro polynom (1) je gradient

gradz=(ay + 2ax + 3aX + ...)i + (L + 2oy + ...) | (12.3)

V malém okoli bodu x y obvykle posta& polynom prvniho stupngecnd rovina),
Z=a+ax+ by (12.4)
s gradientem

gradz=ai+bj (12.5)

Nyni pokr&ujeme timto sirem Kk lokalnimu maximu, s kroky G&mymi a; ve
smeéru X ab; ve snéruy, az hodnotyz za&nou klesat. Kolem tohoto boduinéme
op& n&kolik pokudi a nalezneme sin nejrychlejSiho ndistu, atd. PouZiti tohoto
postupu pitiech a vice prosmnych je podobné.

C. Simplexova metoda

Toto je jednoducha metoda, pteré se vstupni veiiny bliZzi k optimu postupnymi
kroky podle algoritmu, ktery navrhl Spendley aj. [4]. Znalost gradientu neni nutna.
V prvém kroku se vytvoitzv. simplex. To je jednoduché fiktivni konvexnfléso s

n + 1 vrcholy; jejich po&t je o jeden vysSi, neZ & n vstupnich progmnych
(nagiklad trojuhelnik pro d& nezavisle prognné, actyistn pro ti vstupni
proménné). Soiadnice vrchal odpovidaji hodnotam vstupnich parametPro
vSechny tyto body se vyptmi hodnoty vystupni veliny z. V nasledujicim kroku
se vytvof novy simplex tak, Ze se vrchol s nejhorSi hodnatonahradi novym,
jehoz hodnoty jsou mu zrcadkgymetrické. (V dvourozsmeém prostoru se novy
trojuhelnikovy simplex ziska pklopenim puvodniho trojuhelniku kolem hrany
protilehlé nejhorSimu vrcholu, Obr. 12.3a.) Pro tento novy vrchol sewypéde
hodnota zavisle proénné. Nyni se porovnaji hodnoty zavisle psome pro
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v8echny vrcholy tohoto nového simplexu, a zase se odvrhne nejhorsi vrchol a
nahradi novym. Takto se pokrge tak dlouho, aZ optimalizovanéa wtia doséahne
extrémni nebo fjatelné hodnoty. DosaZzeni extrému je obvykle indikovano
oscilaci simplexu mezi édwma polohami, nebo pohybem simplexovy&les kolem
uzawené Kivky (Obr. 12.3b).

W=
YV ,{1

a) b)

Obr. 12.3. Simplexova metoda. a) Bezrezavy simplex 1-2-3 pro dwnezavislé prognné
(X1, %) a jeden optimalizéni krok (vytvéeni vrcholu 4); b) pohyb sfrem k optimu.

POZNAMKA: Pozorny &end si jistt vSimnul podobnosti mezi touto metodou a
obrazkem 1 pro jednu nezavislou pkgmou.

Prakticky postup je nasledujici [4, 5]. Nejprve se zvoliiadnicex o vychoziho
bodu (= €ziS& simplexu) a pristky jednotlivych prornnych 4x;;. (Prvni index
zn&i promennou; i = 1, 2,...n, kden je po&t nezavislych progmnych; druhy
index oznauje krok.) Potom se soadnice jednotlivychn+1 vrchoti prvého
simplexu vypod#aji prostednictvim pidruzeného bezrozénového regularniho
simplexu jako [4, 5]:

Xi1=Xo + z A% (12.6)

Z oznauje polongr koule vepsané& ) nebo opsanéR) piidruzenému simplexu.
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T

1 T

P 1

: -1 . _ 12.7
-r r. 7 R 2(i+1) ( )

Sloupec ozn&uje prongnnou aradekcislo vrcholu; matice ma sloupé an + 1
fadki. Odezva se potom pibd pro vSechn + 1 kombinaci vstupnich hodnot.
Souiadnice xnového, obecn§ + 1)-vrcholu, se pak uf jako

2% .
Xjn = DX ~ X (12.8)
Nz

Prvni index zn& promgnnou &, X, ...), druhy index udavéislo vrcholu.x;" je

souiadnice bodu s nejhorsi hodnotou optimaligao kritéria ¢), a € x;)/n je

pramér sou@dnic vSech vrchdl (j-tého simplexu) krom nejhorSiho. Timto
zpusobem se ziska vSech n saliiic nového vrcholu.

Postup objasnime naikiadu. M&jme n = 2 nezavislé proémnéx; andx,. (Nag.

X, je Stka obdélnikového [ifezu soudsti zatizené tahem, » je jeho vyska).
Necht sodadnice vychoziho bodu jsay, = 200 mm,x,o = 500 mm, a jejich
prirastky pi optimalizatnich krocich budoudx; = 20 mm, Ax, = 30 mm.
(Jednotlivé prortnné mohou obeénmit rizné rozndry.) Bezrozrdrova matice
(12.7) ma nyni n = 2 sloupce a n + 1 &gdky:

- ~ 0500 - 0289
_r | =] 0500 - 0289

R =1
o R, 0 0577

Levy (pravy) sloupec udava bezromoveé souddnice prax; (xp), atadky pislusi
prvému, druhému &dtimu vrcholu. Hodnoty; aR, byly vypodtany podle vzort
na prave strangyrazi (12.7).
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Souiadnice ti vrcholi prvého simplexu (viz Obr. 12.3a) jsou nasledujici: hodnota
X1 prvého vrcholu jeg 1= X 0— 0,500%4x; = 200- 0,500%20 = 190 mm, hodnota x
druhého vrcholu jeg .= X0+ 0,5004x; = 200 + 0,500%x20 = 210 mm, geti
vrchol jex; 3= Xg o+ 0x4x; = 200 + 0x20 = 200 mm. Odpovidajici hodnetysou:
X21= X2,0— 0,289, = 500- 0,289x30 = 491,33 mmz .= X0~ 0,289¢x, = 500

- 0,289%30 = 491,33 mm, a3 %o+ 0,578x4x, = 500 + 0,578x30 = 517,34 mm.

VSechny hodnoty jsou usfamany v nasledujici tabulce:

Vrchol X %
1 190 491.3
2 210 491,3
3 200 517,3

Jestlize nejhorSi hodnota optimaliného kritéria paila napi vrcholué. 3, budou
souiadnice noveho vrchol@(4) nynix; 4= 2(190 + 210)/2 — 200 = 200 mm,»xa,
=2(491,3 + 491,3)/2 — 517,3 = 465,3 mm. Novy simplex je definovan vrcholy 1, 3
a 4 [viz také Obr. 12.3a]; bezroZmvé souadnice vrcholu 4 jsou 0 a -0,289 —
(0,289 + 0.578) = —1.156. Nésleduje vypboptimaliz&niho kritéria §) v tomto
vrcholu, porovnani hodngtpro body 1, 2 a 4 a vypet sodtadnic vrcholu 5, a tak
dale, az hodnota optimaliiho kritéria péstanest.

Popsana simplexovA metoda makalik prednosti. Algoritmus je velmi
jednoduchy a sdadnice nového vrcholu se §taji piimo ze soukdnic
predchoziho simplexu. Nenfteba ugovat Zzadny gradient. Kazdym krokem se
piiblizujeme k optimu. Metoda je vhodna i pro vySSi tgogromennych. Protoze
konstrukce nového vrcholu neni zaloZena ngspych hodnotach zavisle
proménné, ale na jejich porovnani, nejsou zde n&dé poZzadavky na pgnost
vysledii v jednotlivych etapach optimalizace. Existuji-li omezeni préteré
proménné, a vypotené soiadnice nového vrcholu se octly mimo povolené meze,

je mozné vynechat vrchol s nejhorSi hodnotou a snaZit se zlepSit druhy nejhorSi
vrchol atd.

D. DalSi pristupy

IRV

Existuji i dalSi metody pro nalezeni extrémuitérfunkce. Jsou ale nangjsi a
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vyZaduji sama&ny podtat a vhodny program. Zde zminime sméidve z nich:
simulované Zihani a genetické algoritmy.

Simulované Zihani(simulated annealing). AZ dosud byly popisovany metody,
které se snazily blizit k maximu tak, Ze se v kaZzdém krokdnian hodnota
nezavisle prognné (resp. progmnych) ve stejném sfru, vjakém doSlo pi
predchazejicim kroku ke zvySeni hodnoty sledovanéingliresp. Gélové funkce;

viz napt Obr. 12.1 a 12.2. Nedostatkem je, Ze tento postiipe nmajit pouze
lokalni maximum (nebo minimum). dddy miZe ve ¥tSi oblasti existovat vice
lokalnich maxim, a ukolem pak je najit globalni maximum s nejvyssi hodnotou ze
v3ech. (Hledani minima je analogické.) Nazev simulované Zihani byl eptwor
analogii s tepelnym zpracovanim (2ih&nim), kdy se pomaigemym sniZzovanim
pavodni vysoké teploty snazime docilit staglesa s minimalni vnibi energii a
vadami.

Metoda simulovaného Zihani postupuje po krocich. Ve srovnéni s tzv. gradientnimi
metodami optimalizace, popisovanymiivd, umozuje tato metoda nahodné
hledani v éiznych snrech, a s uwitou pravd@odobnosti pfima i feSeni horsi nez
feSeni stavajici. Diky tomu setbe v nasledujicich krocich dostat i z lokalniho
maxima a je schopna vy$etat vice moZnychieSeni. Postupn&e pak blizi

k celkovému maximu (poffadéminimu) ve zkoumané oblasti.

Pro pouziti metody simulovaného Zihani je nezbytny vhodnitato¥y program.
Tim je napiklad Simulated Annealing Solver, ktery je &aésti souboru Global
Optimization Toolbox vramci vyp@&iniho systému Matlab. Podrobnosti viz
http://www.mathworks.com [6] Obecné informace o této metdde také najit ve
Wikipedii a pramenech v ni uvedenych.

Genetické algoritmy teSi optimalizani Ulohy tak, Ze napodobuji principy
biologického vyvoje. Postupngeneruji 6znatreSeni daného problémuti PeSeni
se pracuje s tzv. populaci, jejiz kazdy jedinemdptavuje jedndeSeni problému.
To je obvykle reprezentovano binarnigisly, tj. fettzci nul a jedniek; pouZzivaji
se ale i jind vyjéteni, napi s maticemi. Na z@&tku optimalizéniho procesu (v
prvni generaci) je populace sloZzena z naprosto nahodohgit. Zni jsou
stochasticky vybrani jedinci, ktiejsou pak modifikovani pomoci mutaci &zeni,
¢imz vznikne nova populace. (Mutace zde znamena nadhodnow 2ésti jedince,
zatimco KkiZzeni znamena prohozersti n&olika jedindi mezi sebou.) Po
ptechodu do nové generace je pro kazdéeho jedinceespodzv.fitnessfunkce,
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kterd vyjadije jeho zdatnost, resp. kvalitéeSeni reprezentovaného timto
jedincem. Podle ni pok¥aje vyb& a dalSi modifikace. Tento postup se opakuje,
¢imz se kvalitareSeni v populaci postuprvylepSuje (4. ,Slechini®). Algoritmus

se obvykle zastavi pdosazeni postaijici kvality feSeni, pipadnépo piedem dané
dobg

Pro praktickou aplikaci genetickych algoritmje vhodny nagklad program
Genetic Algorithm Solver, ktery je schgti souboru Global Optimization Toolbox
v ramci systému Matlab. Detaily lze dpgajit na http://www.mathworks.com
nekteré obecné informace jsou ve Wikipedii a pramenech tam uvedenych.
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13. Citlivostni analyza

Vstupni veltiny ¢asto kolisaji nebo se odchyluji od jmenovitych hodngelém
citlivostni analyzy je ukazat, jak toto kolisanispiva k odchylkdm vySatvané
veliciny od jeji jmenovité nebo ipdpokladané hodnoty. To je Id#ité pro
predpovidani odezvy za realnych podminek. Analyzu citlivosti |zt d&ouZitim
analytickych vyra@i nebo simulénich pravdpodobnostnich metod. V prvém
ptipadéje nutno znat vztah mezi vystupni ¥&liou za vstupnimi pronnymix;,
X2, ... %, tzv. 0dezvovou funkciPresny analyticky vyraz

y = (X1, %, ... %) (13.1)

byva k dispozici jenom u jednoduchych Ulofiasto je nutno odezvu dovat
pomoci experimeiit nebo s pouZitintaso¥ narohiych numerickych vypda.

V takovych pfpadech sedkdy uZzivaji piblizné analytické vyrazy, ziskané tak, Ze
odezvu, uw¥enou pouze pro keélik kombinaci vstupnich parameéfrprolozime
regresni funkci.

Nejjednodussi tvar odezvové funkce je polynom, rilegud

y = g+ ax+tax+tax’+.. (13.2)
nebo

Yi = Yota(x - Xo)+ p(x- iX,O)2+---- (13.3)
Rovnice (13.3) vyjadije znEény y jako funkci odchylek vstupni pramné x; od
jmenovité hodnotyx . Index i ozna&uje i-tou pronénnou, ay; odpovida této

promenné. Tyto regresni funkce odpovid&gizim odezvovou plochou (Obr. 13.1).
V blizkosti navrhového bodw) jsou polynomy druhého stupgiasto dostéujici.

Polynom, nebo dokonce lineérni funkce mohou byt uZity i pro aproximovani jinych
vztaht (napi 1 nebovx), jestlize je provedena vhodna transformateste v
univerzalnich programech umagi snadné stanoveni regresnich koefigient

v slozitych funkcich gimym uzitim metody nejmensSicitverai, bez transformaci,

jak bylo popsano v Kapitole 7. DalSi poznamky k odezvovym funkcim Iz& jeSt
najit v Kapitole 14.
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Obr. 13.1. Odezvova plocha pro 2 nezavislé pgomé, sezy x = konst, % = konst [1].

Citlivostni analyza zéavisi na tom, jestli odchylky jednotlivych d&mliod jejich
jmenovitych hodnot rizeme povaZovat za deterministické nebo ndhodné [2, 3].

Deterministické odchylky vstupnich veltin
Citlivost odezvy na ziny jednotlivych promdnnych se zjisti pomoci parcialnich
derivaci v pisluSném bodg¢

¢ =(2y/ox) (13.4)

Citlivostni koeficientyc; odpovidaji konstantara ; v rovnici (13.2) ag Vv rovnici
(13.3). Dalsi informaci poskytuji relativni citlivosti

¢ = I Ko . Ay/mﬁ (13.5)
O Yo Yo/ %o

Yo @ X0 jsou hodnoty odpovidajici navrhovému bodu. Koeficigntvyjadiuje
relativni zménu y (nagiklad v procentech), zpusobenou 1% odchylkouod
jmenovité hodnoty;x. Pro linearni aproximaci,i g X (X0/Yo)-

Citlivostni analyza také ukaze, které vstupnidmyi maji zanedbatelny nebo maly

vliv na prongnlivost vystupni velliny y, a mohou byt (pblizn¢) povazovany za

vvvvvv

rozptyl vystupu zavisi na rozptylech vstupnichadaigli;, ale i na citlivostech; £
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Jsou-li pfrastky Ax malé, niZze byt odezvova plocha aproximovéna linearnim
vyrazem

y = a+ax+tax-t..tax, (13.6)

ktery piedstavuje rovinu pro dwnezavislé prognné fi = 2) a nadrovinu pro vice
vstupnich prornnych. Konstanty odpovidaji citlivostnim koeficiémt (kromg

&), a ziskaji se proloZzenim + 1 hodnot odezvy vicendsobnou linearni regresni
funkci. (Také Excel riZe byt pouZit pro tento¢él). Firustky y se pditaji
prostednictvim prvych derivaci. Pro= f(xy, X, ..., X,) je infinitesimalni pirastek

y obecné

dy= (Oy/0x,)dxy + (OYIOX2)dX% + ... + @y/0X,)dX, (13.7)

kde dy/ox vyjadiuje parcialni derivace. iP praktické analyze se diferencialy
nahrazuji malymi konaymi piirastky A

Ly = 0y/0x) A%y + (Oy/0%) A%, + ... + @Y%) AX, (13.8)

PouZiti citlivostni analyzy budeme ilustrovat rfé&kjadu [1, 3] malé ploché pruziny
pro nefici pristroj (Obr. 13.2). Chceme znat citlivost poddajnosti této pruziny na
zmeny jejich roznéri a modulu pruznosti materialu. Tato poddajnost je

C = y/F= 4%(Ewt) (13.9)

y je prihyb, F — zatiZzeniL — délka,E — modul pruznosti, w Sitka pruziny,t —
tlou&’ka pruziny. Parciélni derivace rovnice (9) podle prvé groré &, = L) je

a/oL = 312 x 4/Ew) = [AL%(Ewt)] x 3IL = (3L) x C (13.10)
a piirastek poddajnosti v dusledku maléhidrfistku délky pruziny A je tedy

AC = 3C(AL/L) (13.11)

Obr. 13.2. Pruzina pro rérici pristroj [1].
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Vzorce pro jiné prognné se ziskaji podobnym zptasobem. Vysledny vztah,
zahrnujici zniny vSech prornnych, je

AC = C (3AL/L — AE/E — Awiw— 314/1) (13.12)

Relativni citlivost
AC/C=3A/L — NEJE — Aw/w— 3/t (13.13)

ukazuje nazorn¥liv odchylek jednotlivych vediin. Bude-li pruzina delsi o 1% nez
je jmenovitd hodnota, bude poddajnost vy3si o0 3%; jestlize modul pruErtmstie
vysSi 0 1%, bude poddajnost nizSi o 1%, atd. Konstanty u jednotlithecti
odpovidaji jejich exponeiitn v rovnici (13.9), a znaménka zavisi na tom, jestli
ptislusné veliina byla v dtateli nebo jmenovateli.

Vliv ndhodného kolisani vstupnich veliin

Vliv ndhodného kolisani vstupnich @i je mozZno posoudit pragdnictvim
vyrazu pro rozptyl funkcegkolika ndhodnych prosmnych. Pro maly rozptyl,

2 2
Y P oy\( o
5 = (yj Sx12+(dxi j o’ +...+2((9ZJ(J)QCOV(X1 X ). (13.14)

sq je smérodatnd odchylkag. Clen Gplnévpravo je nenulovy, jsou-li promné
korelovany.

Odezvova plocha, zahrnujici vSechny faktoryizen byt piblizné vyjadiena jako
polynom:

Y= Yo+r2a(x = Xo)+ Pl x= %)+ qix=; %)%= %) +... (13.15)

Souet je déany pro vSechny nezavislé prénmé. Konstanty se ziskaji prolozenim
hodnot kolem navrhového bodu regresni funkci. Pro nekorelované&ména
linearni aproximaci podle vztahu (13.6) bude mit rovnice (13.14) tvar

Sy2 = a’s’ + 325+t @ s+ (13.16)

Jednotlivé slozkg,’ = a°s,” udavaji rozptylyy, zpisobené nahodnym rozptylém
té proménné. Rispdek s;* k celkovému rozptylus” je Wtsi pro &t3i rozptyl
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promEnnéx; a pro ¥tSi citlivost &) vystupuy na zngny x;. Jestlize rovnici (13.16)
poddime sf, dostaneme relativni podily jednotlivych faktoma celkovém
rozptylu,

2 2 2

1=a2% 40232 4 wa?3 (13.17)
5 s 5

Vliv rozptylu jednotlivych vstupnich velin je mozno posoudit pragidnictvim

porreru variagniho koeficientui-té prongnné a variéniho koeficientu vystupu,

odpovidajiciho rozptylu pouze této pré&mé,

w = - SY/SX‘ (13.18)
Vyi Yo/ X0

Analyza citlivosti pomoci simula&nich metod

Vliv nahodné promnlivosti vstupnich veliin Ize posoudit dokonce bez
analytického vyrazu pro odezvovou funkci — pfedhictvim pravdpodobnostni
simulani techniky Monte Carlo, kterd bude popséna v nasledujici kapitole.
V tomto pifpadé citlivostni analyza spd¢a v provedenim simul&nich pokug
Monte Carlo, kdy jedinou ndhodnou pré&mou jex, a v nasledujicim vypbd
dilkiho rozptylus,” ziskanych hodnat. Potom, s pouzitim charakterisgk %o, Yo,

a rovnic (13.16) a (13.18), lze vyptat pongry varianich koeficiend v; nebo
citlivostni koeficientya; (= s//s,) a koeficienty relativni citlivosti [2].

Priblizna hodnota celkového rozptylu se ziskétesieim ditich rozptyf,

§° = § et §oF (13.19)
Presr&jSi hodnotu dostaneme, jestlize vSechny vstupniciagli (X;, Xz, ... %)
budeme uvazZovat soagnéjako nahodné psimulacich Monte Carlo. Vydigne-li
rovnici (13.19) celkovym rozptylens/, dostaneme relativni vliv jednotlivych
faktoni, podobw jako v rovnici (13.17).

Priklady pouZziti analyzy nejistot ppredpowdi Zivotnosti je mozno najit napy
[4, 5] a v kapitole 19 knihy [1].
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Podékovani. Casti této kapitoly byly jiz dize publikovany v kapitole 19 knihy [1].
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14. Simula éni metody pro zkoumani
nahodnych veli éin a vliv G

V dneSni dob se velka ¢ast vyzkumu provadi pd&ovymi simulacemi.
Pravd$odobnostni simutmi metody Ize pouzivat ke zkoumani vlivu nahodného
kolisani fiznych velEin na vlastnosti strgj nebo syntetickych latek, na unosnost
konstrukci, na fyzikalni, chemické nebo biologické procesy, na spolehlivost, i
v mnoha dalSich ffpadech. Velmi &innym nastrojem ke zkoumani nahodnych
jeva nebo procesje technika Monte Carlo. kdy se vyhovujici vysledky ziskaji

s mensim asilim pipouZziti metody LHS (Latin Hypercube Sampling).

Simulaéni metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo je jednoduchacfiacova technika, zaloZzena na provabé
¢etnych fiktivnich experimeits pouZitim nahodnycbisel [1 - 3]. Jeji pouZiti je
univerzalni a nevyZaduje specialni znalosti teorie predébnosti. Jedina
informace, kterou uZivatel pebuje, je vztah mezi vstupnimi w@hami a
vystupem,

y=1(x), nebo = f(xs, %, %, -..) (14.2)

a znalost rozdeni pravdgodobnosti vstupnich veéln. Metoda MC opakuje
pokusy s nahodnymiisly generovanymi pdtacem. V kazdém ,pokusu” se
vstupnim velkiindm x;, X, ..., X, piifadi nahodn&isla, ale takova, Ze jejich
rozddeni vZzdy odpovidéa rozdni pravdpodobnosti fisludné pronné. S &mito
Cisly se pak provedou operace odpovidajici analyzovanému systému #a/geoc
vystupni veléinay podle rovnice (14.1). Z vysleddze vytvoit histogram, ktery
odpovida rozdeni y, piiklad je uveden na Obr. 14.1.

Vygenerované hodnoty Ize uZzit pro vypb¢ pitimérné hodnoty nebo
pravd@odobnosti, Zg bude nizsi nebo vy3si neXité zvolena hodnotg, anebo
pro ukeni hodnot, které budourgkroeny (nebo nedosazeny) jenom &tou
pravdgpodobnosti (nap tnosnost, doba do poruchy nebo maximalekévatelné
deformace nebo zatizeni).
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Obr. 14.1 Histogram vytvéeny metodou Monte Carlo programem Ant-Hill [4, 5].

Existuji izné kometni paiitacové programy pro simulace Monte Carlo, hdp —

7], ale je mozno si téz vytvibivlastni. Zaklademéthto program je generator
nahodnychéisel Ve skuténosti tatocisla nejsou zcela nahodna, protoze seitvor
podle utitého (deterministického) algoritmu. Principichto generatdr je
jednoduchy. Napklad tzv. kongruemdi generator vyt nahodna cisla

s rovnongrnym rozddenim v intervalu (0; 1) nasledujicim zpasobem. Je zvoleno
jednog¢islo jako zakladady nahodnyckisel u (nagiklad u, = 0.5284163). Nyni,

v prvém kroku, se toteislo vynasobi jistym vhodnyiislemQ, napt 997. Sodin

je 997x 0.5284163 = 526.8310511. Prvé nahodisfo u; je pak vytvoéno jako
¢ast vysledku lezici za desetinndérkou; v naSem fadé u; = 0.8310511. Ve
druhém kroku jeu; op& vynasobeno stejnyndislem Q, 997 x 0.8310511 =
828.5579467, a druhé nadhodfiélo je vytvoeno jako desetinné&ast vysledku (tj.

U, = 0.5579467). Dopotwjeme, abyten& vykonal n&olik kroki; pro kontrolu,

uz; = 0.2728599. Dlouhd&ada &chto ¢isel ma piblizné rovnonerné rozdéeni.
Existuje mnoho dalSich algorifm Napitklad algoritmus pro normalni roze#i
vychézi z centralni limitni &y. Generatory nadhodnyctisel jsou take sa@adsti
univerzalnich prograth) jako je Matlab. Lze siln&oporuédt pouziti komeénich
generatal, nebot’byly prowieny podrobnymi statistickymi testy, Ze se chovaji
témst jako skuténé nahodné. Také Excel matg\generator, avSak s omezenymi
mozZnostmi.
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Vytvareni ndhodnych ésel se specifickymi rozélenimi

Komegni programy nabizejasto uzivana rozteni, napiklad rovnongrné nebo
normalni. Nahodnaéisla s jinym rozdienim, definovanym analyticky, 1ze vytied
prostednictvim rovnordrného rozdkeni. Zakladni mySlenkou je, Ze distrilmic
funkce F jakékoliv spojité nahodné pramné je také nahodna wéha, rozlozena
rovnongrné v intervalu (0; 1). Jestlize tedy distrimi¢funkce nahodné velny x
je z = F(x), potom nahodnéislax lze ziskat z nahodnyatisel z s rovnondrnym
rozddenim v intervalu (0; 1) pouzitim inverzni transformace (Obr. 14.2):

x = F (2 (14.2)

Napiiklad distrib&ni funkce exponencialniho roZdai je z= F(x) = 1 — exp(—o)

Obr. 14.2.Generovani nahodnyetisel x pomoci inverzni prasgodobnostni transformace
(14.2); podle [4].

s parametrempxInverzni transformace pro toto rofefi je x= — % In(1 — 2.

V nékterych pipadech ma rozdeni nahodné valiny sloZity tvar, ktery Ize popsat
pouze histogramem, ktery se zisk&emim.

Tento histogram se potom uZij&i gonstrukci distribdni funkceF(x). Tato funkce
muze byt aproximovana budkonstantnimi hodnotamF v jednotlivych sub-
intervalech pro xnebo interpolaci uvriikazdé tidy,

F(><)-F+F'*1 '(x X), X=X+ Y- (xﬂ X) (14.3)

= I:i+l
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i = 1, 2,..., n ozn&uje interval. Vzorec vpravo dava odpovidajici
pravdgpodobnostiF. Hodnoty F se generuji jako nahodrisla s rovnorrnym
rozddenim.

Typickym rysem metody Monte Carlo je, Ze charakteristické hodnotymgpor
kvantily, pravdpodobnosti odpovidajici &itym hodnotamy, atd.), ziskané jako
vysledek n simula&nich pokuf, nejsou ve dvou sériich simulaci nikdy stejné.
Vysledky jsou tedy jen fi#lizné. Jsou ale blize ke skdteym hodnotam pivy3SSim
podu pokusi. Poet tchto pokugé n, potebny pro dosazeni dité piesnosti
vysledk, je @iblizné dan vztahem

n= w@-P/PFH (14.4)

P je oekavana (odhadnutd) prayailobnost vySébvaného jevuo je pripustna
relativni chyba B uréeni P, a uy. je al2-kritickh hodnota normovaného
normalniho rozdéni pro pravdpodobnosta, Ze skuténa hodnotaP bude vné
intervalu P £ O Nezbytny poét simulaci vyrazné narista s klesajici
pravdgodobnosti. Je-li nafklad piedpoklddana pravge®dobnostP = 0,01,
dovolena relativni chyba = 10% a hladina spolehlivosti = 5% (s hodnotou,

= 1,96= 2), bude zapiebi~ 40 000 simul&nich pokud. ProP = 0,0001 to bude
jiz 4000 000 pokus atd. [Poznamka: Rovnice (14.4) vychazi z toho, Zeetpoc
ptiznivych vyskyfi uréitého jevu o pravdsodobnostiP pii n opakovanich ma
binomické rozdteni, a toto rozdéni lze pro vysoké pd¢ n aproximovat
normalnim rozdkenim.]

SloZitéjsi pripady, metoda odezvové plochy

Ptimé pouZziti metody Monte Carlo je vhodni jednoduchych vztazici = f(x,

X, ...). Casto ale musi byt odezwanalezena numerickyrfeSenim. Jestlize ale
jeden takovyto pokus trva minuty nebo vice, tisice sitmitd pokué by trvaly

piili§ dlouho. V takovych ppadech je efektivp8i kombinace techniky MC

s metodou odezvové plochy, popsanou v kapitole 13. Podstativé&patom, Ze
.pfesna“ odezva se vypitd pouze pro vybrané hodnoty vstupnich pfonych,
vysledky se proloZi jednoduchou regresni funkci (odezvovou plochou, Obr. 13.1
v kapitole 13), a simulace Monte Carlo séaflés touto funkci.

Vztah mezi vystupni valinou y (deformace, nosnost konstrukce, amplituda
vibraci) a vstupnimi proémnymi Ize &sto aproximovat polynomem:
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y = a0 +Xax + 3box’ + ..+ XX+ .. (14.5)

Tato aproximace je mozna, jestlize vztah mezi vstupem a vystupem ma podobny
charakter (nap y 0x% nebo jestlize se vystupni wéha msni ve vySetovaném
intervalu jenom mélo. Pokud se lisi od polynomu podstéatapi y 01/x° neboy O
x*3), rovnice (14.5) neiize dat dobrou aproximaci v $ir$im intervalu. Existuje
nékolik cest ke zlepSeni. Linearni nebo polynomickou funkci Ize pouZit
k aproximaci jinych vyra¥, pokud ji vhodnym zpisobem transformujeme.
Napitklad vztahy = a/x® Ize vyjadit jako y = az, jestlize zavedeme novou
proménnouz = 14C; vztah y= ax/X,’ je mozno pouZitim logaritmické transformace
zmenit na vicenasobnou linearni regr¥sk Ay + AjX; + AX; atd. Nekdy pomize
rozddeni definEniho intervalu vstupnich véln do n&olika dilcich interval a
pouZiti iznych regresnich funkci v jednotlivych subintervalech.

Jakost aproximace lze posoudit predhictvim residudlni sénodatné odchylky

Ses Také rozdily mezi ,msnymi“ hodnotami a odpovidajicimi hodnotami na
odezvoveé plose mohou slouzit jako kritérium. U dobré odezvové plochy jsou tyto
rozdily ndhodn&ladné a zaporné. (Viz také pojem rezidua a Obr. 7.2 v kapitole 7.)

PouZziti metody Monte Carlo pro korelované vekiiny

Pouziti techniky Monte Carlo v Ulohach s vice pganymi je jednoduché, jestlize
jednotlivé vstupni veliny jsou vzajemnéezavislé (napimaterialové vlastnosti a
geometrie soudsti). Nekdy ale mezi nimi existuje korelace (ifégpad mezi
hustotou betonu a jeho modulem pruznosti). Zvliastniipapgiem je autokorelace,
kdy hodnota nahodné veéiy v urcitém bodésouvisi¢ast&né s hodnotami v okoli
nebo v pédchézejicintase. Fikladem jsou vlastnosti zdkladové pudy nebo teploty
stavebni konstrukce; ta se&mi den ode dne, at&st&né zavisi na roni sezoné

Opomenuti korelaci fize vést k chybam. Naifad velmi nizka hodnota modulu
pruznosti betonu by mohla byt generovana aeu< s velmi vysokou hodnotou
pevnosti, coZ ale neodpovida skimesti. Jestlize se korelace zohledni, odrazeji
vypody realitu 1épe a mdpowdi jsou pesrEjSi. Nekdy také neni vetina potebna

pro analyzu k dispozici, aletde byt nahrazena korelovanou velbu. Naptklad
neni-li mozné provaddahové zkouSky existujici masivni ocelové konstrukce, lze
nekdy uzit zkousky tvrdosti.
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Tésnost vztahu dvou veln je charakterizovdna koreélaim koeficientemr,
definovanym

r=covky) /(ss) (14.6)

cov(xy) je kovariancex a y, a s, a s, jsou sndrodatné odchylky. Koretai
koeficientr nabyva hodnot od —1 do +1. Pro= O neexistuje vzajemny vztah,
zatimcor = +1 nebo -1 odpovida deterministickému (fniknu) vztahu. Pro > 0
rostou hodnotyx s rostoucimy, a klesaji gir < 0. (POZNAMKA: Korel&ni
koeficient je roven druhé odmocnirkoeficientu determinace®, vyswtleného
v kapitole 6.) Na obr. 14.3 jsou ukazany piiklady korelovanych velin se
stejnymi stednimi hodnotami a sfrodatnymi odchylkami, ale s rozdilnymi
hodnotami koreléniho koeficientu r

1200 1200 ; 1200
e ' x2 w2

1000 . - . 1000 . o 1000

800 + 800 + 200

B0 - B0 { i BOD -

400 4 L 400 4 R anod

a) r=0 1 by r=03 w1 c) r=09 sl
200 T . T 200 T . T 200 . . .
0 80 100 150 200 0 80 100 150 200 0 S0 100 150 200

Obr. 14.3Veliciny x a % se stejnymi gednimi hodnotami a sfrodatnymi odchylkami
(t4 = 100, 16 = 700 ao; = 30, 0, = 150) a kiznymi korelénimi koeficienty r [8, 9].

Je-li zapatebi generovat korelované u@ly x; ax, a regresni funkcg, = f(x1)

je znama, jakoZ i koeficient determinacetéto aproximace, lze uZit nasledujici
postup [8, 9]. Nejprve se vygeneruje nahodnéd hodrpt&otom se vygeneruje
odpovidajici hodnotaxako

% = (X)) + Ao = f(X1) + US res= f(X0) + US(1 — P) (14.7)

Sresj€ VYb&ova zbytkova skrodatna odchylka, kolem regresni funkck au je
nahodny kvantil standardniho normélniho rdedé (za pédpokladu, Ze rozéni
jednotlivych hodnotx, kolemf je normalni). Vyraz v pravéasti rovnice (14.7)
vyuzZivad skuténost, Ze zbytkovou odchylku s,.s promEnné x, lze vyjadit
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prostednictvim smirodatné odchylky s, a koeficientu determinacer?,
prislusejiciho regresni funkcj x f(x,).

Pro vice informaci o metédonte Carlo je mozno doportiknihy [1, 2]. Mnoho
piiklada praktickych aplikaci l1ze najit v [3]. Existuji izné komegni programy
Monte Carlo pro inZenyrské aplikace, hafb — 7]; néteré dalSi jsou zmimy
v kapitole 26 knihy [4].

Metoda LHS (Latin Hypercube Sampling)

Metoda Monte Carlo ma dva nedostatky. Zaprvé, obvyklgepaje velmi vysoky
pocet simulaci. Jestlize hodnoty vy&mtané velliny se ziskavaji casow
narodymi numerickymi vypoty, mohou simulace trvat velice dlouho. Také neni

vzdycky moZné pouzit metodu odezvové plochy. Za druh&ense stat, Ze
nahodnagisla distributi funkce F s rovnongrnym rozdéenim (kterd slouzi pro
vytvéreni nahodnychéisel s nestandardnimi roZddimi) nejsou v defignim
intervalu (0; 1) rozdéna dostainé rovnonérné. Nekdy jsou generovansasti

v jednécasti intervalu nez druhé, a generovanacimd ma tak porkud odlisné
rozddeni, nez bylo poZzadovano. Tento problém s&enobjevit zvlast, zavisi-li
vystupni veltina na mnoha proémnych.

Metoda, zvana LHS (Latin Hypercube Sampling), tento nedostatek iugetfao,
11]. Z&kladni mySlenka LHS je podobn& jako u generovani nahodtigeh
s nestandardnim  rozZé&im  prostednictvim inverzni  pravgi¥dobnostni
transformace (14.2), ukazané na Obr. 14.2. Rozdil je vtom, Ze LHSfivytva
hodnoty F nikoliv generovanim nahodnycktisel rozptylenych chaoticky
vintervalu (0; 1), ale tak, Ze jimip#izuje utité pevné hodnoty. Interval (0; 1) je
rozdden do nkolika vrstev stejné By, a hodnotyx se poéaji inverzni
transformaci F*) z hodnotF odpovidajicich $edu kaZdé vrstvy (Obr. 14.4).
S dostatené vysokym potem vrstev (desitky az stovky) bude generovan&iueali
x piiblizné mit poZzadované rozténi pravdpodobnosti. Tentoifstup se oznalje
jako Stratified Sampling. Zavisi-li vystupni w8ha y na n&olika vstupnich
promEnnych, x;, Xo, ... X, j& nutné, aby kazdé prémmé byly pifazeny hodnoty
odpovidajici vSem vrstvam, a aby ¥ely a vrstvy jednotlivych progmnych byly
nahodnézkombinovany. To se docili tak, Zze sefgmpvacisla vrstev pirazuji
jednotlivym vstupnim vedindm nahodng
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0 6 Ay T /

1 Layer3 /
0.4 ¥

/

F(LZ} +=Layer 2
0,2 1
1 Layer 1 Y
0,0 r '

X (L2) X

Obr. 14.4.Metoda LHS — princip [4, 10].

Postup je nésledujici. Defifnii interval distributii funkce F kazdé z m
promennych se rozdéna Nvrstev.N, stejné pro vSechny pra@mné, také odpovida
podu ,pokusi”, tj. simulanich vypo&a. V kazdém pokusu se famlova éisla
vrstev nahod# piitadi jednotlivym pronnym (X, X,.., X,). Timto zpiasobem
jsou vzdy nahodngkombinovany #izné vrstvy jednotlivych prosmnych. V praxi
se toho docili pomoci nahodnyefisel a jejich s&azovanim. Potom se kazdé
vstupni prominné pifadi hodnota, odpovidajici fetlu pfslusné vrstvy jeji
distribuini funkce.

Aplikace je ilustrovana na jpgadu se&tyfmi nahodnymi veliinami (X;, X, Xa, X4)

a defingnim intervalem prd- rozddenym do 5 vrstev (Obr. 14.4, 14 5ktRrstev
je zde uzito pro jednoduchost; obvykle se pouZikblik desitek vrstev. V naSem
ptipadé bude p& pokudl, tj. Y bude peéitano pro pt kombinaciétyi vstupnich
veli¢in. To znamena, Ze se vygeneruje 5 x 4 = 20 nahodtigehs rovnorrnym
rozddenim v intervalu (0; 1); viz tabulku v levé@sti Obr. 14.5. Potom seifadi
¢isla vrstev pro (nap pronmeénnouX; v jednotlivych pokusech s ohledem nagutif
nahodnych hodnot pr&; se&azenych podle velikosti od népgi do nejmensi.
V naSem pipadévrstvaé. 3 (s¢islem 0,382) pro prvni pokus, vrstyal (scislem
0,885) pro druhy pokus, vrst¥a3 (s 0,863) proréti pokus, atd., v souladwsly
0,382 - 0,885 — 0,863 — 0,032 — 0,285 ve sloupci pso Podobné operace se
provedou pro kazdou pramnou. To znamend, Ze v prvém pokusu se pnorym
X1, X0, X3 @ X piitadi hodnoty odpovidajici 3., 5., 1. a 1. végsjich distributich
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Nahodna &sla (RN) la vrstev pro jednotlivé vrstvy (LN)
Prontnna X1 X, X3 Xa Pronmgnna X1 Xo | X3 | X4
Vrstva/pokus| RN RN RN RN Vrstva/pokus LN | LN JLN | LN

1 0.382| 0.101] 0.596 0.899 1 3 S |1 (1

2 0.885| 0.958 0.014 0.407 2 1

3 0.863| 0.139 0.245 0.045 3 2 413 |4

4 0.032| 0.164 0.220 0.017 4 5 345

5 0.285| 0.343 0.554 0.357 5 4 2 2 3

Obr. 14.5. Metoda LHS — fifazovani vrstev jednotlivym premmym a pokusm.

funkci atd. Potom se uZije inverzni prapddobnostni transformacé ~ pro
stanoveniX; z F; ;, atd.; viz tabulku vpravo. Nyni setgeat vypodta vySetovana
velicina Y = Y(Xq, Xo, X3, X4). Ziskané hodnoty;, Y, Ya, Ys4, Ys pak Ize uzit pro
ur¢eni statistickych charakteristik {pnérna hodnota, sénodatna odchylka...).
Obvykle se provede Rdlik desitek nebo set pokiyskteré umozni vytvani
distribuni funkce F (Y) a stanoveni mméru, snérodatné odchylky, tiznych
kvantili a dalSich charakteristik.

Vice o metodd HS Ize najit v [10, 11].

Podékovani. Casti této kapitoly byly jiz dive publikovany v kapitolach 15 a 16
knihy [4].
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Rejst rik (¢islo v zavorce znadi kapitolu)

algoritmy genetické
analyza citlivosti

analyza rozptylu

analyza

ANOVA

autokorelace
Bayesovské metody
bezrozrgrné prongnné
bezrozmdrovy parametr
bezrozrgrovy tvar

blok

blok znahodngly
Buckinghamovo pravidlo
cenzorovana data
citlivost odezvy

citlivost relativni
citlivostni analyza
detnostg. relativni, kumulativni
data-mining

distributni funkce

DOE (Design of Experiments)
experiment

faktor

F-rozddeni

funkce odezvy

funkce pravdpodobnostni
Gaussovo rozdéni
gradient

graf kvantil-kvantilovy (Q—-Q)
histogram

hustota pravdgodobnosti
charakteristické hodnoty
charakteristika
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119 (12)
125 (13)
97 (10)

9,10 (2)
97 (10)

48,49 (6)

77 (8)
84,92 (9)
87 (9)

82 (9)
104 (11)
105 (11)

83 (9)

40 (5)
122 (13)
122 (13)
125 (13)
22 (4)

49 (6)
22,23 (4), 129 (13)

105 (11)
7 (1)

97 (10), 103 (11)
28 (4)

121 (13)

21 (4)
25 (4)
114 (12)

40 (5)

22 (4),33 (5)
22,23 (4)
33 (5)

20 (4)
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chi-kvadrat x°) test

chyby hrubé

chyby nahodné

chyby systematické
interakce

interval spolehlivosti
koeficient determinacé r
koeficient korelace
Kolmogoroviv-Smirnowav test
konfidenai interval
konfidenthi meze, exponencialni roddui
konfidenti pas

korelace

korelované vetiiny
kovariance

kritick& hodnota

kvantil

latinské &verce

maximum, minimum, hledani
median

meéteni

metoda LHS (Latin Hypercube Sampling)
metoda Monte Carlo

metoda odezvové plochy
metoda nejmensSichiveral
metoda nej#tSiho spadu
metody neparametrické
metody simulaéni

model

model empiricky

model matematicky

model teoreticky

modelovani pokacové

Monte Carlo (metoda)
nahodna isla, generovani
n&dhodna vetina
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75 (8)

15 (3)

17 (3)

15 (3)

108 (11)
29 (4)
45 (6), 55 (7)
43,44 (6)
74 (8)

29 (4), 65, 67 (8)
68 (8)

58 (7)
43,47 (6)
131 (14)

43 (6)

24 (4)
24,32 (4)
104, 105 (11)
113 (12)
21 (4)

9 (2)

132 (14)
127 (14)
130 (14)
38 (5), 54,56 (7)
114 (12)
31 (4)
125 (13)

12 (2)

13 (2)

13 (2)

13 (2)
13 (2)

127 (14)
128 (14)
19 (4)



n&dhodné kolisani

odezvova funkce

odezvova plocha

odchylky deterministické
odchylky nahodné

parametr

parametr bezrozénovy
planovani pokus

pocet pokus Monte Carlo
podobnost

podobnostniisla

pohyblivé ptiméry

pokus faktorovy

potfadova statistika
pravdgodobnost

pramer

publikovani

Q - Q graf (kvantil-kvantil)
regrese linearni, vicendsobné
regresni funkce

regresni konstanty, stanoveni
regresni gimka

reziduum, relativni

rozddeni binomické

rozddeni binomické

rozddeni exponenciélni
rozddeni chi-kvadrat %)
rozddeni logaritmicko-normalni
rozddeni normalni

rozddeni normované normalni
rozddeni Poissonovo
rozddeni pravd@odobnosti
rozddeni rovnongrné
rozddeni t (Studentovo)
rozddeni Weibullovo

rozmer
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124 (13)

121 (13)

122 (13), 130 (14)
122 (13)

124 (13)

20 (4), 35 (5), 87 (9)
87 (9)
103, 105 (11)

129 (14)

83 (9),91 (9)
84 (9)
63 (7)

105, 107, 110 (11)
30 (4)

19 (4)
21 (4)

11 (2)

40 (5)

61 (7)

51 (7)

52 (7)
70 (8)

55,56 (7)

22,25 (4)

22,25 (4)

28 (4)
28 (4)

26 (4)

25 (4)

26 (4)

25 (4)

20 (4), 35 (5)
28 (4), 128 (14)
28 (4)

25-27 (4), 36,37 (5)
81,83 (9)
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rozmgrova analyza

rozptyl

rozptyl funkce vice progmnych
Resitel

simplex, simplexova metoda
simulace

simulované zihani
smerodatna odchylka

soubor z&kladni

Spearmanuv koeficient padové korelace
stredni hodnota

Sikmost (koeficient asymetrie)
Spicatost

teorie podobnosti

testy dobré shody

testovani hypotéz

toleraréni meze

transformace funkci
transformace pravg®dobnostni
arovei

variani koeficient

véta Bayesova

vicenasobna korelace

vrstvy

vybér, nahodny
znahodnovani
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81 (9)

21 (4), 67 (8)
124 (13)
57 (7)

115 (12)

12 (2)

119 (12)

21 (4)

20 (4)

44 (6)

21 (4), 65 (8)
23 (4)

24 (4)

84 (9)

74 (8)

29 (4), 72 (8)
71 (8)

54 (7)

128, 129, 133 (14)
106 (11)

21 (4)

78 (8)

47 (6)
133,134 (14)
20 (4),104 (11)
103 (11)
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