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PREDMLUVA

S prudkym rozvojem techniky pocitacii roste i snaha pievést na n¢ praci pii feSeni
uloh z praxe, vyuzit jejich rychlosti a vykonnosti. Toto déni se vSak neobejde bez
ucinnych algoritmu feSeni a bez odbornika, ktery je schopen déavat ptislusné pokyny
pocitaci. Proto je nutné snazit se o co nejlepsi formulaci feSenych problému a zvySovat
uroven a znalosti matematického modelovani, numerickych metod, pocitacovych
programl a jazykd. Matematické modelovani s vyuzitim pocitacii je v soucasné dobé¢
jednim z nejaktualnéjsSich a nejzakladnéjSich aspekt védy a techniky.

Tento pfredmét by mél studentim pomoci vyznat se v problematice popisu, vybéru
a uziti jiz znadmych metod numerické matematiky v nékterych kapitolach fyzikalni
chemie. Nepijde o to vymyslet nové algoritmy vypoctd, ale snazit se pochopit podstatu
problému, umét ho sofistikované¢ formulovat a popsat zndmymi matematickymi
postupy. Z bohatych knihoven programi je pak mozné vybirat vhodny postup k co
nejrychlej$imu ziskani kvalitnich vysledkd.

V prvni Casti této studijni literatury se budeme zabyvat numerickym feSenim
zdkladnich analytickych matematickych uloh, a to feSenim algebraickych a
transcendentnich rovnic, feSenim soustav linearnich a nelinearnich rovnic, interpolaci,
numerickou derivaci a integraci a numerickym feSenim obycejnych diferencialnich
rovnic.

Ve druhé casti bude na konkrétnich ulohach ukéazana pokud mozno komplexni
formulace problému, tzn. myslenkova stavba modelu na zaklad¢ fyzikalni skute¢nosti,
matematicky popis modelu, zjednoduSovéani eventualné zobecniovani.

Ve treti ¢asti bude pomoci nékolika numerickych matematickych metod hledano
feSeni konkrétnich tloh vetné stanoveni parametri modelu pomoci linearni a nelinearni
regrese, vicenasobné linedrni regrese, pomoci optimaliza¢nich postupti pfimohledajicich
a derivacnich metod apod.

V posledni ¢asti na vzorovych experimentaln€é namétenych problémech bude
pomoci vypocetni techniky zpracovano nékolik konkrétnich tloh z fyzikéalni chemie —
reak¢ni kinetiky.

Doc. Ing. Frantisek Skopal, CSc.



1. UVOD

¢

G. E. P. Box: ,, Vsechny modely jsou mylné, ale nékteré mohou byt uzZitecné.

Ukolem chemického inZenyra je experimentilnd ziskavat fyzikalné chemicka
data, potfebna k zavadéni novych technickych pochodii nebo k racionalizaci stavajicich
technologii. Modelovani procesi a systémi je pracovni metoda spolena mnoha
disciplindm chemie. Na modelovani navazuje optimalizace urcit¢ cilové funkce,
vyplyvajici z ptislusného zadani problému. Clovék si vytvaii modely, aby poznal
zkoumané realné objekty a naucil se ovliviiovat je v pozadovaném smyslu. Pfednosti
modeltl, zvlasté matematickych, je jejich flexibilita. Objem vypoctii ovSem s rostoucimi
pozadavky na piesnost znacné vzrustd. Tak lze urCovat zkoumané vlastnosti procesu
Vv podstaté s libovolnou piesnosti. To vSe se neobejde bez vypocetni techniky.

Cislicové pocitate umoziuji ¢lovéku fesit slozité numerické vypodty nebo
realizuji ukladéni, tfidéni a vyhleddvani velkého mnozstvi informaci a dat. Vlastni
vypocet se provadi podle ptesného pracovniho planu programem V nékterém z mnoha
dostupnych jazykt a softwaru. Program je posloupnost instrukci, jez specifikuji, jak
Cist data, jaké operace s daty provést, co a jak vytisknout. Cinnost poéitade tedy musi
byt do nejmensich podrobnosti ur¢ena programem a vstupnimi daty. Sestavuje-li se
program, vytvaiime tzv. algoritmus FeSeni ulohy. Algoritmus je tedy piedpis definujici
vypoctovy proces vedouci od ménitelnych vychozich tdaji az k Zzadanym vysledktim.
Styk s pocitatem muze byt nejen pies klavesnici a ji podobnych zafizeni, ale je mozno
pomoci pirevodnika komunikovat s okolim analogovych veli¢in detekovanych riznymi
¢idly. Tak potom vznikaji méfici pfistroje, jejichz soucésti je pocitac s piisluSnym
fidicim a vyhodnocovacim softwarem s nejriznéjSimi numerickymi metodami. K
praci s matematickym modelem nalezi matematicka formulace problému, numerické
algoritmy a vypocetn¢ technicka realizace.

Vysoce vykonné ¢islicové pocitace vytvorily zaklad pro algoritmické konstrukce
a rozsahlé matematické experimenty v mnoha oblastech védy a techniky. To podporuje
zajem dalSich védeckych pracovnikli o feSeni redlnych fyzikalnich modeli a
matematickych uloh na pocita¢ich. Cenné zkuSenosti nashromdzdéné pii feSeni
praktickych uloh jsou posléze zuzitkovany pii konstrukci efektivnich metod a algoritmt
ve vSech oborech ptirodnich véd.

Pojmy aproximace, stabilita, konvergence vytvofily nezbytnou bazi pro feseni
diferencialnich a diferen¢nich rovnic. Vyvijeji se metody pro jejich pfimé feSeni,
pficemz se vénuje velkd pozornost metodam feSeni s vysokou piesnosti. Pti feSeni
numerickymi metodami hraje dileZitou roli korektnost formulace FeSené ulohy.

Nelze si nepovSimnout stale rostouciho zajmu o feSeni velkych soustav linearnich
rovnic. Dochazi k pfehodnocovani starych metod linearni algebry na nové algoritmy,
které se lépe hodi k automatizovanému vypoctu. Velmi dilezitym prostiedkem pro
feSeni uloh linearni algebry jsou metody iteracni, jejichz aktivni vyvoj vede
k vytvoreni fady novych algoritmi pro pocita¢. Dilezitym cilem numerické matematiky
je nalezeni co nejrychlejSich a ekonomicky vyhodnych metod pro feSeni tloh, tj.
optimalizace vypoctovych algoritmi. Jsou to ulohy vétSinou spojené s hledanim
vazaného extrému, zndmé sice jiZ z minulosti, ale dnes vypracovdvané témér
k dokonalosti. V neposledni fad¢ pokrok v oblasti vypocetni techniky ovliviiuje mnohé
sméry matematické informatiky a informatiky viibec, kterd dostava integralni charakter.
Vzijemnd souvislost matematiky, programovani a programovacich jazyki je tak uzka,
ze volba strategie feSeni konkrétniho problému nabyva prvotadého vyznamu. Proto je



tedy nutné mit alespon trochu piehlednych znalosti pfi komplexnim feSeni konkrétni
problematiky.

Spravné formulovat a sestavovat matematické modely je mozné jen pii dobré
koordinaci snah matematikii a specialistd v odpovidajicich oblastech. Stavéni
matematiky do tulohy pomocného aparatu je Skodlivé stejné jako snaha vyuzit
matematické metody k ozdobé né&jakych tvrzeni bez hlubsi analyzy. Matematika dava
cit pro objektivnost, intelektualni ¢estnost a chut’ zkoumat. Svou naro¢nosti vede Kk ucté
Kk praci druhého a k odpovédnosti za vlastni samostatnou praci.

Ucebni text by mél byt privodcem pro studium nejen nejriznéjSich
fyzikalné chemickych problémii, ale i obecnym navodem pro FeSeni problémi
zZruznych oborua piirodnich véd. Obsah tohoto ucebniho textu je urcen pro
studenty vysSich stupiii vysokoSkolského studia.



2. RESENI ALGEBRAICKYCH A TRANSCENDENTNICH
ROVNIC

Béznou matematickou ulohou je fesit rovnici

f&x)=0 1)

kde f je realna funkce jedné proménné. Znamena to nalézt vSechna ¢isla X;, pro ktera
f(xi) = 0. Kazdé ¢islo Xj nazyvame koienem nebo téZ eSenim rovnice.

Pro algebraické rovnice prvniho ¢i druhého stupné (linedrni ¢i kvadratické) a
pro nékteré transcendentni rovnice jsou znadmy algoritmy piesného feSeni. Tedy napf.

pro  linearni  rovnici a-x+b=0proa #0je feSenim x = —b/a,
. .. . . —-b+Vb2—4ac
pro kvadratickou rovnici a - x2 + b - x + ¢ = 0 jsou kofeny dva, a to x; , = Tac

proa#0.
Casto se viak setkdvame s rovnicemi, pro néZ algoritmy piesného feseni neexistuji
nebo je jejich pouziti nevhodné.

Pti hledani redlnych kotent zpravidla postupujeme tak, Ze
a)  zjistime interval, ve kterém kofen event. kofeny lezi (tomu fikame separace

kofentt),

b)  uréime KkoFen S piedepsanou piesnosti .

Pfi separaci u transcendentnich rovnic se zpravidla opirdme o geometricky ndzor
nebo o inzenyrské ptedstavy o poloze kotfenii na Ciselné ose. Pro separaci kotenti
algebraickych rovnic existuje mnoho metod, uvadénych bézné v literature. Jedna
z nejjednodussich je pravidlo Descartovo, které fika, ze pocet kladnych kofent
algebraické rovnice

apx™ + a;x™t + ax"?+...+a,1x +a, =0 )

srealnymi koeficienty se rovna poctu znaménkovych zmén v posloupnosti jejich
koeficientd ay, a4, a,, ..., a, nebo je o sudy pocet mensi. Pocet zapornych kotfenti
stanovime tak, 7e za X dosadime do rovnice —x. Napf. rovnice X° — 6x* + 9x — 4 = 0 m4
tf1 znaménkové zmény koeficientl, takze rovnice ma bud’ tfi nebo jeden kladny koten.
Kofeny jsou opravdu tii , a to x;= X2 = 1 X3 = 4. Dosadime-li —x za x, dostaneme
posloupnost bez znaménkovych zmén a tedy pivodni rovnice nemd zadny zaporny
koten. Velky vyznam Descartova pravidla spocivd pravé v negativnich zavérech,
protoze urci, kde realny kofen neleZzi.

Dalsi metody je moZno nalézt v literatufe nebo jsou pfislusnymi algoritmy
vybaveny programy pro vyhledavani kofentu. V nasledujici ¢asti si ukdzeme nékolik
numerickych postupll pro vyhledavani kotenti X;.

21. METODA PULENI INTERVALU

Tato metoda je jednou znejjednodussich metod pro uréovani kofene
algebraickych a transcendentnich rovnic f(x) = 0 v intervalu (a, b), v némz je funkce
spojita a plati f(a).f(b) < 0. Interval (a, b) rozdélime na dvé ¢asti (a,c)a (c, b), kde ¢ =
(ath)/2. Jestlize |a -b | < g, pak ¢ je aproximace kofenu, jinak (a,c) nebo (c,b)
obsahuje kofen. Pro f(a) -f(c) < 0 je koten v intervalu (a, c), jinak je v intervalu {c, b).

8



Tento interval je znovu rozpllen a cely proces se opakuje, az je splnéna podminka
ptesnosti. Nevyhodou je velky pocet kroktli, vyhodou jednoduché a snadna realizace na
pocitaci. Tato metoda je vhodna tehdy, jsou-li pocate¢ni informace o poloze kotene
chudé. Princip je zfejmy z nasledujiciho obr. 1.

A 1

7

Obr. 1 Metoda piileni intervalu

Piiklad. Zjistéte objem 1 molu CO, pii teploté¢ 500 K a tlaku 10,04 MPa, jsou-li
konstanty van der Waalsovy rovnice
a = 0,365 m® Pa mol?,
b =4,28.10° m*mol™
metodou pileni intervalu. Kritické hodnoty pro CO;, jsou Ty = 304 K,
px = 7 MPa. Stav plynu je tedy nad kritickou teplotou, proto existuje jen jeden
koten objemu.

Reseni:  Z van der Waalsovy rovnice

N\ 2
[p+a-(v> ]'(V—b)=nRT
dosazenim a Gpravou se ziska kubicka rovnice
f(V) = V- 4,568-10 * V2 + 3,635:10 ® V — 1,556-10 * = 0

Z poctu znaménkovych zmén podle Descartova pravidla miize mit tato rovnice 3
nebo 1 kladny koten, ale zadny zaporny. Z principu zadani problému vime, ze bude jen
jeden koten reélny, ostatni 2 kotfeny jsou komplexné sdruzené.

Pro odhad kofene pouzijeme aproximaci ze stavové rovnice idealniho plynu
pV = nRT, ze které je Vig = 4,14.10* m®. Proto budeme hledat kofen V realného plynu
Vv intervalu napf. (2,5 - 107%,5 - 107*). Vysledky sestavime do tabulky



V-10* [ m?] f(v)-10* | Pozn.
1 2,5 5,39
2 5,0 27,4
3 3,75 0,572
4 3,125 -4,29 min
5 3,4375 2,42
6 3,59375 -1,07
7 3,671875 -0,291 min
atd.

Ukonceni vypoctu miizeme provést tak, ze relativni chyba dvou poslednich minim
je mensi neZ zvolené malé Cislo €. Sledovani funkéni hodnoty Vv novych polovinach
intervalu svédci o tom, ze algoritmus je ,,slepy®, puli intervaly zcela mechanicky, ale
vZdy konverguje. Posledni hodnota v tabulce zdaleka neni hledany objem, ktery ma byt
0,37 dm”®.

Vier = Vi
Vi1

2.2. METODA NEWTONOVA

<o

Piedpokladejme, ze f(X) = 0 ma v intervalu(a, b) jediny koten a necht’ f'(x) a f"’(x)
jsou v intervalu (a, b) spojité a neméni znaménko. Funkci f(X) v bod¢ X; nahrad’me
Taylorovym polynomem

y=FO) + f(x) - (= x) + 5 f7(x) - (x = x)? + -+ 3)

Jestlize zanedbame &len s (x — Xi)° a dalsi, pak miiZeme urcit prisecik te€ny s osou
X, kde X = Xj+1, 1.

fro) (K —x) + f(x) =0 4)
a feSeni pro X1 se ziska
f(xp)
Xi+1 = Xi — W};} ®)

Princip je ziejmy z obr. 2

y .y=ﬂﬂ/

: / X2 /X1 %o x>
Obr. 2 Metoda Newtonova

10



Priklad. Pfedchozi problém feste metodou Newtonovou.

Reseni. Rovnici
f(V) = V3 +4,568-10*V? +3,635:10 %V —1,556-10 2= 0
derivujeme podle V
f(V) = 3V*-9,136.10*V + 3,635-10°°
Potom budeme psat podle (5)

V3 -4568-10"*V? +3,635-1078 ;- 1,556 - 1012
3V2-9,136-10~*V; + 3,635-1078

Vier =Vi—

Budiz Vo = 4,14.10* m® z ide4lniho chovéni. Vysledky sestavime do tabulky

i Vi-10*[ m’] Vis1-10% [m] f(V;)-10"

0 4,14 3,783 6,16

1 3,783 3,703 0,961

2 3,703 3,701 0,0434

3 3,701 0,0215
atd.

Ukonceni vypoétu mizeme provést napt. tak, ze relativni chyba dvou po sobé
nasledujicich je mensi nez malé zvolené &islo .

Z tabulky je vidét pomérmné rychla konvergence algoritmu ke spravné ocekavané
hodnot& objemu 3,7.10“m®. V jinych konkrétnich piipadech nemusi byt vysledky tak
optimistické. Mozné nepfiznivé ptiklady, kdy nejsou splnény podminky metody ci
konvergence k jinému neZ o¢ekavanému kofeni, jsou na obr. 3a 4 - je poruSena zasada
stejného znaménka prvni a druhé derivace funkce.
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0 [\ Xg X5

zadany kofen  chybny nastrel
Obr. 3 a 4 — nezadouci postup feseni

V praxi se Newtonovy metody uziva velmi c¢asto. Je vyhodna tehdy, je-li
pocatecni aproximace blizka skute€nému hledanému kotenu. Jeji nevyhodou je, Ze
nemusi konvergovat. Proti tomu se da jistit zatazenim ¢itaci smycky do programu, coz
umoznuje omezit pocet krokii. Vypoftu derivace analyticky se da vyhnout
nahrazenim f’'(X) diferenci

' _ fO+Ax)—f(xp)
f(x) = LT (6)

kde Ax je krok derivace. Pak tedy pro xj+1 se dostane

Ax
_flxi+ax)
flxp)

2.3. METODA REGULA FALSI

Xiy1 =X + (6a)

Geometrické znazornéni uvedené na obr. 5 nas vede k metodé, spocivajici
v nahrazeni casti kiivky v intervalu (a,b) spojnici bodid [a, f(a)], [b, f(b)], je-li
nasobeni f(a). f(b) < 0. Toto nahrazeni neni obecné presné, misto toho dostavame bod c,
pro ktery je funkce nenulova. Algoritmus pak vytvarime na zakladg této predstavy tak,
ze ponechame praveé nalezeny bod ¢ a k nému pfiddme bod, v némz funkce mé opacné
znaménko nez f(c). Ziskame tak mensi interval, ve kterém je uzavien kofen a vracime se
znovu K pocateénimu nahrazeni kiivky spojnici obou okrajovych bodda.

A y = f(x /
f(b)

/ f(x)=0 X
f(d)

Obr. 5 Metoda regula falsi
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Pfimka, prochazejici body A [a, f(a)], a B [b, f(b)], ma rovnici

b)-f(@)
y—fla) =228 (x - ) )
a jeji prasecik bod C ma s osou X pro y = 0 soutadnici C
b-a
¢= e~ f@ Tr@ ©

Vytvoteni mensiho intervalu s funkénimi hodnotami opacnych znamének na
okrajich je obdobou metody puleni intervalu a proto metoda regula falsi konverguje
stejné tak jako metoda pileni intervalu.

Piiklad. Reste predchozi problém metodou regula falsi.

Refeni. Z tabulky vypodtu metodou pileni intervalu je vidét, 7e f(2,5:10%) < 0 a
f(5-10%) > 0. Je tedy pro metodu regula falsi a = 2,5-:10 %, b = 5-10*. Pak pro
prvni krok podle (8)

5-107* —2,5-107*
F(5-10-%) — f(2,5-10-%)

V,=c=25-10"%— f(2,5-107%) -

Vysledky sestavime do tabulky

i Vi - 10° [m’] f(V;) - 10"
2,5 5,39
5 47 4
1 2,755 5,30
2 2,981 4,82
3 3,167 —4,09
atd.

Reseni muzeme ukonéit obdobnym kritériem jako u Newtonovy metody.
Z tabulky je vidét pomal4, ale bezpeéna konvergence ke spravnému feSeni ve shodé
teorii.

2.4,  METODA ITERACNI

Pti feSeni rovnice f(X) = O itera¢ni metodou se feSena rovnice nahradi nékterou
rovnocennou rovnici tvaru

x = O(x) (9)

Zvoli-li se pocate¢ni aproximace xg, pak se dalSi aproximace pocitaji podle
rekurentniho vzorce

Xiy1 = O(x;) (10)

Funkci @(X) nazyvame iteraéni funkci. Konvergence metody a pracnost
nezbytnych vypoCth zévisi na vhodné volbé iteratni funkce @ a na pocatecni
aproximaci Xo, coz je znazornéno na obr. 6a, b.
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A A O(x)

Yy = y .
konvergence y=x divergence

> >
X X3 X X4 Xo X X Xp X X5 X3 X

Obr. 6a, 6b Vhodny a nevhodny tvar itera¢ni funkce
Piiklad. Reste predchozi piiklad metodou iteraéni.
ReSeni. Rovnici f(V) upravime napf. na tvar
Vie1 = 4,281-10° + 12566,7 V¥ — 2,751-10" V{°

a prvni odhad pouZijeme opét z idealniho chovani. Céast vypoétu je v nasledujici tabulce

i Vi -10* [m7] Vis1-10% [m] f(V;)-10"™
1 4,14 2,446 6,157
2 2,446 3,921 -5,361
3 3,921 3,165 2,755
4 3,165 4,294 -4,112
5 4,294 1,814 9,018
6 1,814 2,926 ~4,0254

Z uvedené tabulky vyplyva, ze uprava funkce f(V) neni vhodna pro iteraéni
metodu. Jednotlivé hodnoty Vis1 osciluji zcela nahodile a nekonverguji ke spravné
hodnoté. Proto musime provést upravu f(V) na jiny tvar

Vis1 = 3\/4,568 +107* V2 - 3,635-10"8 V} + 1,556+ 10712

a z prvniho odhadu V; = 4,14.10™* m® dostaneme nésledujici vysledky shrnuty v tabulce

i Vii1-10*[m7] f(Vis1) -107
1 4,014 2,868
2 3,929 2,015
3 3,867 1,434
4 3,821 1,030
5 3,788 0,745
6 3,765 0,542
atd.
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Po dvaceti iteracich se ziska kone¢ny vysledek V = 3,7-10 m°.
Ke stanoveni redlnych i komplexné sdruzenych kofenii je mozno pouzit dalsi
metody popsané v literature, napf.l)

Zaveérem této kapitoly je nutno si uvédomit, ze pii numerickém feSeni rovnic
zustava pomérné hodné ¢innosti, které nemusi provadét pocitac, napt. separaci koreni,
volbu metody a ovéreni jejich predpokladi, volbu pocateéni aproximace, odhad
chyby apod.

Udinnost zvolené metody je nutno posuzovat z mnoha hledisek, napf. rychlosti
konvergence, poctem iteraci k dosazeni pfesnosti, pracnosti vypoctu iteraci apod.
Volba metody zalezi na piedbéznych znalostech o poloze kofene a na matematickych
predpokladech, které spliuje f(x) = 0. Jsou-li informace malé, musime uzit metodu
bezpecné konvergujici, byt’ konvergujici pomalu, tedy napt. metodu ptileni intervalu ¢i
metodu regula falsi. Naopak, vyZadujeme spise zpfesnéni znamé hodnoty kofene a jsou-
li splnény matematické piedpoklady, zvolime metodu konvergujici rychleji, napf.
metodu Newtonovu. Nékdy je vyhodné provadét i kombinace jednotlivych metod.

Priklady ke cviceni

1. Pro reakci N,O4 <> 2 NO, pii 25 °C je AG®, = 4,855 ki-mol ™, AH, = 57,2 kJ-mol™
nezavisi na teploté. Vypocitejte rovnovazné moléarni zlomky pii teplotach 25 °C a
100 °C a tlaku P = Po. [ 25 °C: XN204 = 0,6883, 100 °C: XN204 = 0,0606 ]

2. Pro reakci A + 2B < C v plynné fazi pro p = po je rovnovazna konstanta K =
=0,19. Vypocitejte rozsah reakce a rovnovazné molarni zlomky po smichani 2 mola
latky A se 2 moly latky B.

[ £=0,0833 mol, xa = 0,5, Xg = 0,4783, xc = 0,0217 ]

3. Hydrogenace naftalenu na trans-dekalin probiha v plynné fazi pii 260 °C a p = po
podle reakce 5 H, + CyoHg <> CygHis. Vstupni smés obsahuje vzdy 5 mold vodiku a
bud’ 1, 2 nebo 5 molu naftalenu. Vypocitejte iteracni metodou rozsah reakce, je-li
rovnovazna konstanta reakce K = 0,5.

[€1=0,155, & = 0,144, & = 0,069 moli]

4. Zjistéte objem 1 molu CO; pii teploté 273 K a tlaku 11,132 MPa, jsou-li konstanty
van der Waalsovy rovnice a = 0,365 m®-Pa-mol, b = 4,28.10 > m*mol™. Vypodet
srovnejte  se  stanovenim objemu pomoci generalizovaného diagramu
kompresibilitniho faktoru, jsou-li kritické veli¢iny CO; px = 7 MPa, T = 304 K.

[V =68cm?]

5. Stanovte rozpustnost soli ze sou¢inu rozpustnosti soli:
8) Sca(ony,= 43-10°°
b) Smgco, = 2,35-10°°
€) Spper, = 1,62:10°7°
s pomoci Debye-Hiickelova limitniho zdkona riiznymi numerickymi metodami.

[@) cs=0,0175, b) ¢s = 1,654:10*, ¢) c; = 0,0335 mol-dm ]
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6. Stanovte rozsah £ pii T = 25°C reakce O + 3Aé 3E + G za ptedpokladu
idealniho chovani, jsou-li pocateéni podminky: a) nap = 3,0 N, b) Nag = 3,3 Noo,
¢) Nao = 3,6n0p a je-li AG? = —20,549 kJ-mol .,

[ Kos =3983,2 a) £=0,8882,b) £=10,94,¢) £E=0,9787 ]

7. Je-li AH°, z piedchoziho prikladu rovno —7,2 kd-mol™? nezavisla na teplots,
vypocitejte & pii teploté 60 °C s danymi pocatecnimi podminkami.

[ Keo = 2936, a) & = 0,8803, b) & = 0,9380, ¢) & = 0,9736]

8. Vypocitejte pH 0,001 moléarnich roztok:
a) CH3;COONa
b) HCOONa
C) NH4C|
d) NH;
jsou-li disociaéni konstanty pfi 25 °C Key,coon = 1,76-10°, Kncoon = 1,77-10°°,
Ky, = 1,79-10°° riiznymi numerickymi metodami.
[a) pH=7,88, b) pH = 7,41, c) pH = 4,94]

ki _k
9. Pro které bezrozmérné Casy nasledné monomolekularni reakce A SBSC je
relativni koncentrace meziproduktu rovna: a) 0,2, b) 0,4, c) 0,5, je-li ko/k; = 0,2.
[a): 11 =0,2292, 1, =9,1596, b): 11 = 0,5528, 1, = 5,6421, ¢): 11 = 0,7900, 1, = 4,4355]

10. Rovnovazna konstanta K reakce SO, +% 0, g SO3 pii 800 K a normalnim tlaku
je 35. Vypocitejte rovnovazné molarni zlomky pii pouziti:
a) dvojnasobného
b) ¢tyinasobného latkového mnozstvi O, viici SO; (& je rozsah reakce)
[ a) £E=0,9645, xg0,= 0,0141, x(, = 0,6028, x50, = 0,3831]
[ b) &= 10,9686, x50, = 0,0070, xq, = 0,7785, x50, = 0,2145]

3. UVOD DO PROBLEMATIKY RESENI SOUSTAV
LINEARNICH ROVNIC

S tlohou fesit soustavu algebraickych linearnich rovnic se setkavame pti studiu
mnoha problémt, je to jedna ze zédkladnich uloh matematiky.
ZjednoduSeny nazev soustava linearnich rovnic o n nezndmych Ize maticové
zapsat
XA=b 1)

kde A = (ajj) je ¢tvercova matice n-tého stupné, X = (X;) je vektor neznamych a b = (b)
je vektor pravych stran, oba jsou n-rozmérné sloupcové vektory, index i znamena

fadek, index j sloupec. V soufadnicich l1ze soustavu rovnic (1) napsat

Z?zlaij'xj=bi i:1,2,...,n (2)
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V soustavach linearnich rovnic je mozné provadét elementarni Upravy, jejichz
provedenim vzniké soustava ekvivalentni:

1) Zména potadi rovnic

2) Nasobeni libovolné rovnice ¢islem Kk # 0

3) Pfipojeni rovnice, ktera je linearni kombinaci ostatnich

4) Pripojeni libovolného k-nasobku k jiné rovnici

5) Vynechani rovnice, ktera je linearni kombinaci ostatnich.

Je-li matice A regularni, tj. determinant matice A je nenulovy, pak ma
soustava rovnic jedno feSeni. Dale budeme piedpokladat nenulovy vektor b, znamena to
tedy fesit nehomogenni soustavy.

Metody feseni soustavy (2) 1ze délit do dvou skupin:

1) metody pFrimé, pii kterych je dan algoritmus teoreticky piesného feseni, x; =

= fi(aij, bi)

2) metody iteracni, pii kterych se ziska piiblizné feseni.

Vybér typu metody feSeni zavisi na pravidelnosti rozlozeni nulovych a
nenulovych prvkd v matici A, na poc¢tu neznamych, na kapacité pocitac¢e a na dalsich
okolnostech.

3.1. PRIME METODY
POUZITI INVERZNI MATICE, CRAMEROVO PRAVIDLO

Pro soustavu linearnich rovnic (1), kde matice A je regularni, existuje inverzni
matice A™. Jestlize soustavu (1) vynasobime zleva inverzni matici A, dostaneme

At-A-x=At-b (3)
Protoze A" . A =E, kde E je jednotkova matice a E . x = X, kde X je vektor
feSeni, tak dostaneme ze vztahu (3) pro vektor kofenti X vztah ve tvaru
X=At-b (4)

Reseni soustavy rovnic (1) Ize tedy ziskat jako soucin matice inverzni s vektorem
pravych stran.
Z linearni algebry plati pro inverzni matici Al

Al=A/detA (5)
kde A je adjungovana matice k matici A, tj. matice transponovana k matici dopliikii
prvkl matice A, tedy

- A11; A211 Anl
A= : P (6)
A, Ao oo Apn

kde Aj; je doplnek prvku aj; matice A, piii =1, 2, ...n. Dosazenim ze vztahu (5) do (4)
ziskame feSeni soustavy linedrnich rovnic (1) ve tvaru

X=A-b/detA @)
ktery rozepsan v soutradnicich
Xj= Qi1 Ajj - bi)/detA  proj=1,2,...,n (8)
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To je vlastné znamé Cramerovo pravidlo. Soucet i, A;; - bi je rozvojem
determinantu, ktery vznikne z determinantu matice A nahradou j-tého sloupce sloupcem
pravych stran soustavy (1).

3.2. GAUSSOVA ELIMINACE

Vétsina pifimych metod pouzivanych na pocitacich jsou rizné modifikace
Gaussova elimina¢niho procesu. Piedpokladejme, ze matice A je regularni, prvek
a1 # 0 a v kazdém kroku je pfisluSny diagonalni prvek nenulovy. Gaussova eliminace
ma pak dvé faze. V prvni, v tzv. pfimém chodu, upravime rozsifenou matici soustavy
tak, aby pod diagonalou byly samé nuly. V druhé fazi, tzv. zpétném chodu, vypocitame
soufadnice vektoru X.

Matici soustavy (1)

a11, 12, - Ap|by
a1, A2, . Ap|b,

. M . . . )
an1, A12, ... apnlb,

postupn¢ upravime ekvivalentnimi Gpravami na matici naddiagonalni:

(0 © | O
/aﬁ), a9, .. a9 b \

(1) @ | o
| O bz |

ay;, .. Ay,

o o gl

s nenulovymi diagonalnimi koeficienty. Pfitom je

0) _
a;;” =

aj, b§°) =hi, proi,j=1,2,...,n
Pii zpétném chodu vypocitavame soufadnice x; pro i =1, 2, ..., n podle vztahi
Xn= by [ alt

xn1= (0977 =l x, ) a0, atd,

n—-1n n—-1,n-1

) - . -
obecngé: X; = (bgl ) — eit1 ag. 2 -Xj)/ai(; ) €)]

Nékdy vlivem nevyhodnjch absolutnich hodnot délitele ai ™ proi =1, 2, ...,
n—1 dochazi Kk velkym zaokrouhlovacim chybam. Proto se uziva Gaussovy
eliminace s ¢asteénym nebo uplnym vybérem hlavniho prvku. Podprogram pro tento
typ eliminace byva zpravidla uveden v kazdé knihovné programu.

Priklad. Zjistéte spektrofotometricky slozeni roztoku tfi barevnych latek X, Y a Z,
které spolu nereaguji.

Reeni. Mame-li urcit slozeni, tedy koncentraci tfi latek v roztoku, musime mit
k dispozici tfi rovnice z experimentalnich dat. Vime, ze absorbance podle Lambert-
Beerova zakona je linearné zavisla na koncentraci rozpusténé latky a navic ma aditivni
vlastnost.

Plati-li uvedené ptedpoklady pro latky X, Y a Z, mizeme psat pro absorbanci A:

A=x-C a A=Xx"'¢G
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Musime tedy zméfit alespon pii tfech riznych vinovych délkach A absorbanci
smési a pii stejnych vinovych délkach urcit koeficienty umérnosti k (= molarni
absorp¢ni koeficient nasobeny délkou kyvety) mezi absorbanci a koncentraci
jednotlivych latek. Vysledky méteni sestavime do tabulky

M A2 A3

Al 08 0,5 1,0
« [dm>mol ] 1 0,5 2,0
k [dm®mol™] 10 20 25
« [dm®mol™] 100 10 60

Oznagime-li postupné koncentrace latek X, Y a Z symboly x4, X, a X3 [mol-dm™],
muzeme piimo napsat soustavu tii rovnic o tfech neznamych

xl + 10 " x2 + 100 " X3 = 0,8
0,5 " X1 + 20 * Xy + 10 " X3 = 0’5
2'x1 + 25'x2 + 60'X3 = 1,0

kterou mizeme fesit libovolnym zptisobem.
1) Uziti inverzni matice

1 10 100 0,8 X1
A= < 10 20 25 > b= <O,5> X= <x2>
100 10 60 1 X3

Inverzni matici miizeme vypoditat pomoci adjungované matice A a determinantu
soustavy. Adjungovanou matici vypocitame jako matici transponovanou k matici
dopliikti (minorti) prvkl matice A

Aq1 = (20-60 — 10-25) = 950, Ay, = —(0,5:60 — 2:10) = —10, A3 = (0,5:25 — 2-20)
=—275
Ag; = —(10-60 — 25-100) = 1900, Az = (1-60 — 2:100) = —140, Ags = —(1-25 — 2-10)

Az = (10-10 — 20-100) = —1900, A3, = —(1-10 — 0,5-100) = 40, As3 = (1-20 — 0,5-10)
=15
Z toho adjungovana matice

A=| —10 —140 40

( 950 1900 —1900)
-275 =5 15

Determinant soustavy
det A=1-(20-60 — 10-25) — 10-(0,5-60 — 2-10) + 100-(0,5-25 — 2-20) = -1900
Potom inverzni matice

A=A/ (-1900)
Pro vektor kofenli X pak mizeme psat
X1 950 1900 -—1900 0,8
X2 | =(—-10 -140 40 .10,5 /(—1900)
X3 -27 =5 15 1
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x; = —( 950-0,8 + 1900-0,5 — 1900.1) / 1900 = 190 / (-1900) = 0,1 mol-dm™

X2 =—(-10-0,8 — 140-0,5 + 40-1) / 1900 = —-38 / (—1900) = 0,02 mol-dm™

X3 =—(27,5-0,8 —5-0,5+ 15-1) /1900 =-9,5/(-1900) = 0,005 mol-dm™
Koncentrace latek X, Y a Z ve smési jsou 0,1, 0,02 a 0,005 mol-dm™.

2) Cramerovo pravidlo

0,8 10 100 1 10 100
x1 =10,50 20 10 /0,5 20 10 (=
1 25 60 2 25 60

= (0,8:(20:60 —10-25) — 10-(0,5:60 —10-1) + 100-(05:25 — 20-1)) / (~1900) =
0,1 mol-dm™

1 08 100

x, = 05 05 10 /(—1900):0,02 mol-dm™
2 1 60
1 10 100

x; =05 20 05 / (=1900) = 0,005 mol-dm3
2 25 1

3) Gaussova eliminace
Postupné¢ z rozsifené matice ekvivalentnimi upravami dostavame

1 10 100]0,8
05 20 10 0,5>
2 25 6011

Prvni krok: prvni fddek nasobime postupné 0,5 a 2 a odecteme od druhého a

tietitho fadku
0,8
0,1 )
—-0,6

Druhy krok: druhy fadek nasobime 1/3 a odecteme od tietiho

1 10 100 0,8
( 0’1 )
~0,6—0,1/3

0 15 —-40
0 0 —140+40/3
Zpétny chod: X3-(-140 + 40/3) =-0,6 -0,1/3
X3 = 0,005 mol-dm™

0 15 —40

<1 10 100
0 5 -—140

15-x, —40-0,005=0,1
X» = 0,02 mol-dm™

X; +10-0,02 + 100-0,005 =0,8
x1= 0,1 mol-dm™,

Existuje n¢kolik modifikaci Gaussovy metody. Napt. metodou Jordanovou se
pfevadi ptivodni matice na matici diagondlni, tj. vynuluji se vlastné nejen koeficienty
pod thloptic¢kou, ale i nad ni v pfislusném sloupci. Odpada tedy zpétny chod a ziska se
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piimo feseni. Pfesto, ze tato metoda vypadd na prvni pohled elegantn¢, potiebuje
k vypoctu vice rovnic, proto se ji pouziva na pocitadich jen ve zvlastnich ptipadech
(napf. pro vypocet se stejnou matici A, avSak s riznymi pravymi stranami b).

3.3. ITERACNI METODY

Pii itera¢nich metodach feSeni soustav linearnich rovnic vytvaiime posloupnost
postupnych aproximaci x®, které konverguji k presnému feSeni x dané soustavy a
feSeni x nahrazujeme nékterou z téchto aproximaci se zvolenou piesnosti. Teoreticky
nekonecny konvergentni proces tak nahrazujeme kone¢nym za soucasného vzniku chyb.

3.3.1 PROSTA ITERACNI METODA

Pti prosté iteracni metod¢ pievedeme soustavu (1) na ekvivalentni soustavu

X=U-'x+v (10)
a vytvotime posloupnost postupnych aproximaci podle vzorce
xX¥V=u-x¥+v prok=0,1,... (11)

pficemz x© je libovolna pocatecni aproximace. Jestlize posloupnost postupnych
aproximaci (11) konverguje, mluvime o konvergentnim iteranim procesu nebo o
konvergentni metodé.

Cely proces je mechanické a velmi jednoduché pocitani. Kémen urazu je vSak ve
splnéni podminek konvergence. Jedna z velmi jednoduchych podminek konvergence je,
ze tzv. Fadkova a sloupcova norma matice U je mensi nez jedna, tedy

IUI =max X | Ujj | < 1 pftes radek 1 sloupec.
Metodu prosté iterace (11) lze zapsat v soufadnicich ve tvaru

xED =y g x]-(k) +vi i=1,2,...n, k=0,1, ... (12)

4

Priklad. Jaké jsou molarni hmotnosti tfi plyni za konstantni teploty 334,4 K, zname-li
parcidlni tlaky a hustoty tfi riznych smési (viz tabulka). Predpokladame
ideélni chovani.

p[kg'm™] P, [Pa] P,[Pa] P3[Pa]
0,9999 10000 30000 60000
0,8484 20000 60000 20000
0,4604 60000 30000 10000

ReSeni. Podle stavové rovnice idealniho plynu a s pouzitim Daltonova zikona

dostaneme
_z _RT __RT-mg  psRT
P= =y LT, TS M,

Protoze plati p; = p - x;, pak dosazenim a ipravou ziskdme
X M; - p; = RTps

coz je vlastné soustava rovnic bud’ pro M; nebo p;. Pomoci tabulky tedy miZzeme napsat
soustavu rovnic po deleni 1000
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10 My + 30 Mo+ 60 M3 =2,78
20 M1 + 60 My + 20 M3 = 2,36
60 M1+ 30 M, +10 M3 =1,28

Tuto soustavu budeme fesit prostou iteraci apravou podle (10) event. (11). Proto
Z prvni rovnice ¢asteéné vypocitame M3 z druhé M; a ze tieti M3, tedy napf.

M?Ek+1) - (-10 M{k) _ 30 Mék) — ME+ 2,78)/59
M2(k+1) = (=20 M{k) _ Mék) _ 20 M3(k) +2,36) / 58
MV = (=3 M® 30 M® — 10 MP +1,28) /57

Uprava ovSem musi byt takova, aby matice U méla fadkovou a sloupkovou normu
mensi nez jedna, napf.

10 30 1
59 59 59
U _ | 20 2 20 |
- 58 58 58
3 30 10
57 57 57

ProtozelUly = | (—10/59) + (—20/58) + (—3/57)| = 0,754 < 1, bude iteraéni
proces konvergentni. Vysledky prosté iterace jsou shrnuty v tabulce.

K M [kg-mol™] M [kg-mol™] M{9kg-mol™]
0 0 0 0
1 0,0224 0,0407 0,0471
2 —0,084 0,0153 0,0218
3 0,0110 0,0355 0,0404
4 —0,0039 0,0217 0,0265
5 0,0066 0,0321 0,0363
6 —0,0012 0,0248 0,0290
7 0,0046 0,0302 0,0342
8 0,003 0,0263 0,0304
9 0,0032 0,0292 0,0331
10 0,0011 0,0271 0,0311
atd.

Z tabulky je vidét byt pomala a oscilujici, ale ptesto konvergujici posloupnost ke
spravnym hodnotam M; = 0,002, M, = 0,028 a Ms; = 0,032 kg-mol™. Rychlejsi
konvergence se da dosahnout podle dale popsané Seidelovy itera¢ni metody.

3.3.2 SEIDELOVA ITERACNI METODA

Pti Seidelové iteratni metod¢ vychazime opét ze soustavy linedrnich rovnic ve
tvaru (10). Na rozdil od prosté iteraéni metody pii vypoctu i-té soufadnice vektoru
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(k+1) (k+1)

(k + 1)-ni aproximace dosazujeme do pravé strany uz vypocitané x;  , x,  , ...
x((fjll)) této (k + 1)-ni aproximace. Vypocet soufadnic postupnych aproximaci tedy

provadime podle vzorce

k+1 - k+1 k
tedy xi( ) = o1 w;. xj( ) + Yl w; .xj( )+, (13)

pro i=1,2,...n a k=0,1,2, ...

Priklad. Pfedchozi problém feste Seidelovou iteracni metodou.
Reseni. Ziskanou soustavu rovnic prepiSeme do tvaru

M:gk-l-l) - (_10 M:Ek) - 30 Mz(k) _ Mgk) + 2,78) / 59
MED = 20 P — 2 MP — 20 M+ D+ 2,36) /58
Ml(k+1) = (-3 Mik) _30 M2(k+1)_ 10 M§k+1)+ 1,28) / 57

Vysledky opét shrneme do tabulky

k M® [kg'mol™] | M [kg-mol™] M [kg-mol™]
0 0 0 0

1 0,00132 0,0244 0,0471

2 0,00186 0,0277 0,0337

3 0,00197 0,0280 0,0321

4 0,00199 0,0280 0,0320

5 0,00200 0,0280 0,0320

ze které je vidét mnohem rychlejsi konvergence ke spravnym hodnotadm.

3.3.3 JACOBIOVA A GAUSS-SEIDELOVA ITERACNI
METODA

Pii Jacobiové a Gauss-Seidelové metod¢é vychdzime ze soustavy linearnich rovnic
(1) a predpokladame, Zze vSechny diagonalni prvky matice A jsou nenulové. Pak pro
soufadnice x; vektoru X feSeni soustavy plati

Xi=<bi - Z}l:laij' xj>/aii i=1,2,...n (14)
j#i
Soustavu (1) jsme tedy upravili na ekvivalentni ve tvaru
x=Uy X +V, (15)
0 —ajp/ayy - —ap/an by /a4
kde U, = _321:/322 O Taer/azz ' — b1/:322 (15a)

_anl/ann _anz/ann w0 bn/ann

Prosta itera¢ni metoda takto specialn¢ upravené soustavy se nazyva Jacobiova
itera¢ni metoda. Pro soufadnice vektoru (k+1)-ni aproximace plati vztah
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LD (e Y a - MOAYAS (16)
i i J=1% 0 4 u

j#i
V maticovém zapisu potom dostaneme
x® = U, xI0+v (17)

Pti Seidelové iteraénim metodé jsme vychézeli ze soustavy linedrnich rovnic tvaru
(10). Jestlize soustavu (1) upravime na tvar (15), kde prvky matice U, a vektoru v, jsou
dany tvarem (15a) a pro feSeni této soustavy pouzijeme Seidlovu metodu, dostavame
tzv. Gauss-Seidelovu iteraéni metodu. Pii této metodé pro vypocet i-té soutfadnice

. . . oy w1 k+1 k+1 ;o w1
(k+1)-ni aproximace uzivame jiz soufadnic xi ), xi(_1 ) a vypocet soufadnic
postupnych aproximaci provadime podle vzorce

(k+1) _ i-1 (k+1) n (k)
X; = (bi —2j=135-X; 0~ Aj=i413ij - X )/aii (18)
nebo ve tvaru maticovém
X&) = Uy x0 4y (19)

kde matici Us a vektor vs lze ziskat uzitim matice U, a vektoru v, zcela obdobné jako
jsme ziskali matici U; a vektor v; pro Seidelovu metodu uzitim matice U a vektoru
V pro prostou itera¢ni metodu.

Existuji dalsi metody urychlujici konvergenci uvedenych metod. Mezi né patti
napt. metody relaxacni, superrelaxaénil) apod. Pouziti jednotlivych metod je nutno vzdy
zvazovat podle charakteru soustavy rovnic z hlediska cild, kvality a pfesnosti feseni.

Piiklad. Reste predchozi spektrofotometricky problém Jacobiovou a Gauss-Seidlovou
metodou.
Reseni.
1) Jacobiova itera¢ni metoda
Z pivodni soustavy linedrnich rovnic, kterd mé diagonalni prvky nenulové

X1+ 10x, + 100x3 = 0,8
0,5x1 + 20x, + 10x3=0,5
2X1 + 25X, + 60x3=1,0

Vypocitame podle (14) event. (16) z prvni rovnice X3, Z druhé x; a z tieti x3,

x5 = (0,8-10x9 —100x) /1 1

xI* = (05 - 052" - 10x{?) /20
xI = (1,0 22— 25x{9) 1 60

Nyni do pravych stran dosadime vhodnou nultou aproximaci neznamych, napft.

xio), xéo) a xéo) = 0. Tak vypocitame xf), xgl) a xél)

shrneme do tabulky.

a vypocty opakujeme. Vysledky
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| <P NS Mo
0 0 0 0

1 0,8 0,0250 0,0167
2 -1,1167 —-0,0033 —-0,0200
3 2,8750 0,0630 0,0550
4 5,3590 —-0,0740 0,1050

Z tabulky je vidét, ze iteracni proces nekonverguje. Pficinou je nevyhovujici tvar
matice U; a to

0 -10 -100
U,=(—-0025 0 —05
2 2 25
-= ==
60 60

ktera ma radkovou event. sloupcovou normu vétsi nez jedna (fadkovou 110, sloupcovou
100,5). Proto tedy musime pievést soustavu rovnic ekvivalentni upravou na jinou, kdy
budou splnény podminky konvergence, tj. kdy fadkova a sloupcova norma bude mensi
nez jedna. To lze napt. tak, Ze od dvojnasobku tieti rovnice odecteme prvni rovnici a
1,98 nasobek druhé rovnice a tak dostaneme

2,01x; + 0,4x, + 0,2x3=0,21
0,5 X1 +20 X +10 x3= 0,5
2 X1+ 25%x, + 60x3=1,0

Potom tedy podle Jacobiovy metody ziskame
x5 = (021-04x%-0,2x) 72,01
x* =05 - 05x%-10 x{?) /20
xI* = (1,0 - 2,0 x% - 25 x{?) /60

Pro xio), xg") a xéo) = 0 dostaneme konvergujici alternujici itera¢ni proces, jehoz

¢ast je v nasledujici tabulce

k x x9 x{¥
0 0 0 0

1 0,1045 0,0250 0,0167
2 0,0987 0,0140 0,0075
3 0,1014 0,0212 0,0045
4 0,0995 0,0187 0,0056
5 0,1003 0,0203 0,0049
6 0,0999 0,0197 0,0051

atd.

Z tabulky je vidét, ze feSeni se blizi spravnym hodnotdm. Pomémé vysoky pocet
iteraci l1ze ukoncit pomoci kritéria podle pozadované piesnosti vysledk.

2) Gauss-Seidlova itera¢ni metoda
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Podle vyrazu (18) event. (19) pfepiSeme vzniklou soustavu na

o0 =(021- 04x7 - 022{?)/2,01

x* = (05 - 0,52 - 102 ) /20

2 = (1,0 - 225 - 254*Y) /60
a dostaneme vysledky shrnuté v tabulce

K xik) xgk) xgk)
0 0 0 0

1 0,1045 0,0224 0,0038
2 0,0996 0,0206 0,0048
3 0,0999 0,0201 0,0049
4 0,1000 0,0200 0,0050

Z tabulky je vidét daleko rychlejsi konvergence ke spravnym vysledkim nez u
predchozi Jacobiovy metody.

Priklady ke cviceni.

1. Reste spektrofotometricky problém z textu s nasledujicimi daty a) pomoci inverzni
matice, b) Cramerovym pravidlem, c) Gaussovou eliminaci

M A2 A3

A 0,3 0,26 0,51
kx [dm®-mol ] 1 0,5 2
K, [dm*-mol™] 10 20 25
i; [dm3*mol™] 100 10 60

[cx = 0,1 mol-dm2, ¢, = 0,01 mol-dm3, ¢, = 0,001 mol-dm]

2. Vypocitejte molekulové hmotnosti plynti tvofici smés S nasledujicimi daty
v tabulce a) metodou prosté iterace a Seidelovou metodou, b) Jacobiovou a Gauss-
Seidelovou metodou

plkgm>] | p:i[Pa] | p2[Pa]
1,1947 40000 | 60000
1,2270 60000 | 40000

[ My =32 grmol™, My =28 grmol™]

3. Trojciferné piirozené Cislo n ma ciferny soucet 15. Zapiseme-li Cislice tohoto ¢isla
Vv opacném poradi, dostaneme c¢islo, které je o 99 mensi nez n. Délime-li se
zbytkem prostfedni Cislici Cisla n sou¢tem jeho krajnich Cislic, dostaneme podil
jedna a zbytek rovnéz jedna. Urcete Cislo n. [n =483]
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4. Mame k dispozici 20%, 30% a 40%-ni roztok lihu. Kolik kg prvniho a druhého
roztoku musime smichat v zavislosti na mnozstvi tietiho roztoku, abychom dostali
15 kg 35%-niho roztoku. [m1=m3 —7,5kg, my =22,5-2m3Kkg, msz kg]

5. Pomoci a) inverzni matice, b) Cramerova pravidla, c) Gaussovy eliminace
vypocitejte koeficienty a, b, ¢ v polynomu pro molarni tepelnou kapacitu za
konstantniho tlaku €, = a + bT + cT?, je-li je dano

A) T [K] 300 330 | 380
Co[d:mol*-K™]| 853 | 884 | 9,32

B)
TIK] 300 | 400 | 500

Co[J-mol K] | 38,45 42 | 42,25

[A)a=452,b=0,0161,¢c=-9,17-10° B)a=7,5, b =0,15325, ¢ = —1,675-10 ]

6. Pro reakci druhého fadu v plynné fazi 2 NO; i 4 NO; + Oy byl%/ stanoveny pfi
dvou teplotich 348,6 K a 378 K rychlostni konstanty 0,00683 [s™] a 0,122 [s1].
Vypocitejte iteraénimi metodami frekvencni faktor A a aktivacni energii Es.

[A=855310"s" E, = 107,428 ki-mol™]

7. Reste soustavy linearnich rovnic

A) 2x+y+z=-1 B) 2x-3y+z =2
AX-y—-2= 17 X+5y—-4z=-5
X +z=-6 4Xx+y-3z =4

[A)x=1,y=2,z=-5 B)x=5,y=6,z=10]

8. Do kontinualné€ pracujici rektifikacni kolony se nastfikuje smés obsahujici 28%
benzenu a 72% toluenu. Destilat obsahuje 52% benzenu a destilacni zbytek 5%
benzenu. Kolik % benzenu obsazeného V nastiiku se ziskd v destilatu (vse
Vv hmotnostnich procentech). Vypocet proved’te piimou a iteracni metodou.

[Mbenz v dest. = 48,936 Kg, Mpenzve b = 51,064 kg ze 100 kg, vytézek = 90,88 %]

4. UVOD DO PROBLEMATIKY RESENI SOUSTAYV
NELINEARNICH ROVNIC

Predpokladejme soustavu n rovnic o0 N neznamych ve tvaru
f(x) =0 @

kde f = (f1, fo, ... f,)" je vektorova sloupcova funkce n nezavislych proménnych Xy, X»,
..., Xn. Vektorovy zapis (1) odpovida zapisu ve slozkach

fi(xy,%2,,%,) = 0
fz(xl:xzs:""xn) = 0 2
fn(xlle""lxn) = 0
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Regit soustavu (1) znamena urcit viechny vektory X = ( Xt, Xa, ... Xn )", pro néz
f(X) = 0. Vektor X'nazyvame téz FeSenim uvedené soustavy.
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substitucemi a algebraickymi upravami piejit na feSeni o mensim poctu rovnic. Uspéch
zavisi vétSinou na vhodné formulaci konkrétniho problému. V nasledujici ¢asti budou
ukézany dvé metody feseni, a to iteraéni a Newtonova.

4.1. ITERACNI METODA

Pti iteracni metodé upravime soustavu (1) na ekvivalentni soustavu tvaru

X = d(x) ©)
kde funkci @ = (0, @y, ..., ®n )T nazyvame vektorovou itera¢ni funkei. Vektorovy
zapis odpovida zéapisu ve slozkach

xXp = ©O1(%q1,%g, ., Xn)
X, = CDz(xl,x:Z, vy Xp) @)
Xn - (Dn(xl,x'z, vy Xp)

Podstata itera¢ni metody spoc¢iva v konstrukci posloupnosti aproximace podle vzorce
X&) = @ (x®) k=0,1,2, ... (5)

ktera konverguje k feseni X'soustavy (1).

Zde v praxi mohou vzniknout nemalé potize, protoze podminky konvergence
nemusi byt splnény. Pak nezbyva, nez hledat jinou itera¢ni funkci ® nebo volit jinou
metodu feSeni. Podrobné podminky konvergence této metody nebudu uvadeét, jsou napf.
v literatufe?.

Priklad. Zjistéte pH a koncentraci [SO%‘] 0,1 molarniho vodného roztoku Na,SOs,
jsou-li disocia¢ni konstanty kyseliny sifi¢ité K; = 1,29-10_2, K, = 1-107”7
itera¢ni metodou.

ReSeni. Z podminek L., II. a 11l. druhu (konstanty, latkové a nabojové bilance) plyne
soustava nelinearnich rovnic

e [H*] [H']?

Cs = [A ]<1+ ra +K1K2>

: _ P o, HT]
[H*] + 2¢, = [H+]+[A | <2+ Kz)

kde P je iontovy produkt vody roven 1:107** a symboly [I] znamenaji rovnovazné
koncentrace.

Soustavu upravime do vhodného tvaru pro iterace podle (5), aby cely proces
konvergoval. Oznaéime-li [H'] = x a [AZ_] = y, dostaneme napf-.

Cs — y(k)
y® - (K + x®)

(+1) — g x®2 4 2c.x® — p
YU TR ®™ (2K, + )

x(k+1) — K1K2 .
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Pro 0,1 molarni roztok Nay;SO3 zvolime nultou aproximaci x© = 1077,
y© = 0,09 mol-dm 3. Jednotlivé kroky mizeme sestavit do tabulky

k x® [mol-dm™] | y®[mol-dm™]
0 1,00-10”' 0,0900
1 1,11-10°8 0,0667
2 5,00-10° 0,0947
3 5,55-10°° 0,0800
4 2.50-10° 0,0973
5 2,78-107° 0,0880
atd.
24 1,00-10°%0 0,0999

Z tabulky je vidét oscilujici aproximace, které konverguji ke spravnym fyzikalné
smysluplnym hodnotam. pH roztoku je tedy 10, pro uplnost lze vypocitat v ramci
piesnosti vedle koncentrace iontu [SO2 ] = 0,0999 mOI dm™ tZ iontu [HSO3] =
0,0001 mol-dm™ a nedisociované kyseliny H,SO3 = 10 mol-dm™3

4.2, METODA NEWTONOVA

Newtonova metoda je zobecnéni Newtonova postupu pro feseni jedné rovnice o
jedné neznamé f(x) = 0.

Predpokladejme, Ze je dana x® aproximace blizka feSeni X soustavy (1). Pr1
Newtonové metodé nahradime kazdou funkei f; linearni funkef, ktera se v okoli bodu x*
nejlépe ,,pfimyka“ k funkci f; .

Ptechod od aproximace x® k aproximaci x** uskutecnime pocetné tak, ze
nahradime funkci fi Taylorovym rozvojem prvniho stupné

(®)
i) = fi(x®) + 7 i (x ). (0D — R ©6)
a x®Y ur¢ime fesenim soustavy N linedrnich rovnic o N nezndmych
afi(x®
fi(x®) + Z}Ll%- (xC+D — x®) = 0 )
Vyhodnéjsi je za neznamou povazovat vektor prirastkt
A(k)z x(k+1) — x(k)’ tJ (8)
T
A= (x§k+1) x0) D)y e x,sk)) (8a)

Existuji také modifikace urychleni vypoctu, napt. pouzitim vztahu
AP = (x®+D — x©) /2% pro A €(0,1) (8b)
Oznacime-li matici (Jacobiova matice)

0fi(x)/0x, 0f1(x)/0xz . 0f1(x)/0xy
fr=|0R@/0x 9f(x)/9%, . f>(x)/0%n

0f.(0 /0%, Ofi(0)/xs .. 0f(x)/9xn

Pak lze soustavu (7) psat v maticovém tvaru
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£(x9) - A0 = —f(x®) ©)

Je-li determinant této soustavy nenulovy, pak ma (9) jediné feSeni

AK) = —f(x(k))/f’(x(k)) (10)
a plati podle vztahu (8) pro (k+1)-ni aproximaci
x kD) = (0 — £ Ry /£ (x®) (11)

Z tohoto vztahu je ziejmé, ze jde o zobecnéni postupu Newtonovy metody pro
feseni jedné rovnice f(x) = 0 o jedné neznamé. Podminky pro volbu pocatecni
aproximace x© zajistuji konvergenci metody. Jestlize X je feSeni soustavy (1), pak
existuje & >0 tak, ze pii libovolné volbé x©, pro které plati, ze |x(0) —x*| <6, tato
metoda konverguje.

Priklad. Vypocitejte pH a koncentraci nedisociované formy 0,1 molarniho vodného
roztoku kyseliny Stavelové Newtonovou metodou feSenim soustav

nelinearnich rovnic, jsou-li disociacni konstanty K; = 5,62-107,
K, =5,25-10".
ReSeni. Pro zadanou chemickou rovnovahu dvojsytné kyseliny ve vodném roztoku
plati
+]-[HA-
H,A < H*+HA" s disociaéni konstantou K; = [H[I-]I [:]A]
2
+1.1A2-

HA < Ht+A?% sdisocia¢ni konstantou K, = H[HA_ :
latkové, nabojové bilance a iontovym produktem vody (podminky 1., Il. a Ill. druhu) se
ziska soustava péti nelinearnich rovnic pro pét neznamych [H'], [OH], [H2A], [HA ] a
[A%]. Ze zadéani problému mame urcit [H'] a [HoA], proto upravime soustavu péti
rovnic ekvivalentnimi ipravami na dvé rovnice, po oznaeni [H'] = x, [H2A] =y a
uprave

a spolu s podminkami

C — Y. (1+Ky/x+KiKao/x?)=0=fy(x, y)
X—PIx—y . (KX + 2K 1Kol X*) = 0 = (X, Y)
Nyni vypocitame matici f'(X,y)

y'(Kl/x2+ 2K1K2/x3) _(1+K1/X+K1K2/x2)
1+P/x*+y- (K /x*+ 4K, K,/x3) —(K;/x + 2K K,/x?)

Budeme tedy fesit soustavu linearnich rovnic podle (9) jakymkoli jizZ uvedenym
zpusobem

flx,y) = [

K 2K K, K K1K2>] _ —f1(x(k) y(k))

(k) . (), .| 1 12
Ax y <x(")2 + M{E > + Ay [ (1 + N7 + (02

K, 4K K K, 2KiK
W) . (S #) W) . [_ (_1 #)] =
Ax 1+ 200 Ty (x(k)z + MGE + 4y x (K) + x (k)2
= —f,(x®,y®)
x(k+1) — x(k) + Ax(k)
a potom yEHD = ) 4 Ay

je-li determinant f(x, y) # 0.
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Vg’/poéet muizeme sestavit do tabulky, kdyz napt. zvolime pocatecni odhady
X0 =y©® =01 mol-dm.

k x® [mol-dm™] | y®[mol-dm™] det £(x,y)
0 0,1 0,1 3,068

1 0,05290 0,04707 3,0815

2 0,05199 0,04805 3,0805

3 0,05201 0,04804 3,0805

4 0,05201 0,04804 3,0805

Posledni dva fadky se prakticky nelisi, mame tedy vysledek [H'] = 5,2.107
mol-dm=, tj. pH = 1,28 [H»A] = 4,8.10 mol-dm™. Pro uplnost miZzeme vypocitat
z Ky koncentraci [HA] = 0,0519 mol.dm™ a z K koncentraci [A*] = 1,23:10* mol-dm™
3

, Poznamka: byla-li by dvojsytna kyselina silna (napi. H,SO,), pak by pH = 0,7 a
[A7]=c

Priklady ke cviceni.

1. Vypocitejte pH a koncentrace ptislusného aniontu 0,001 molarnich vodnych
roztokid nasledujicich soli: a) KsPOy4, b) K,HPO,, ¢) KH,PO, pomoci iteraéni a
Newtonovy metody, jsou-li dany disociaéni konstanty HsPO, pii 25°C
Ki1=6,92:10° K, =6,17-10° K3 =4,79-10 .

[ @) pH = 10,98, [PO3~]= 4,38-10™° mol/I
b) pH = 8,15, [HP0O%~] = 8,88-10 *mol/l
c) pH = 5,13, [H,P0;]=9,9-10* mol/l]

2. Pro naslednou konkurenéni reakci A+ B E C+D, C+B Iiz> E+D za
konstantniho objemu s rychlostnimi konstantami k; = 10 dm®mol*s? a k, =
1 dm®mol™s™ byly zméfeny v jistém &ase nasledujici reakéni rychlosti pro latku A
=510% B =5,251073 C =4,75-10"° mol-dm*-s*. Zjistéte aktualni koncentrace
latek A, B a C v tomto ¢ase obéma metodami.
[ [A] = 0,01 mol-dm™3, [B] = 0,05 mol-dm~3, [C] = 0,005 mol-dm ]

3. Reste soustavu nelinearnich rovnic
2x3—y2—-1 = 0
xy3—y—4 = 0
obéma metodami.
[x=1,2343,y=1,6615]
4. Reste soustavu nelinearnich rovnic
x2+y?2—4 = 0
In2-x)—y = 0
Newtonovou metodou.
[ dve FeSeni: X3 = 1,9634, y; = 0,3808; x, = 0,6509, y, =-1,8911]
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5. Reste soustavu nelinearnich rovnic
x2+y?2—4 = 0
x3-y+1 =0
libovolnou metodou.
[dve feSeni: x; =0,9191, y; = 1,7763; X, = -1,3524 ,y, =-1,4735 ]

6. Naleznéte prusecik dvou kuzelosecek, ktery lezi nejblize pocatku:

x2—y*+x—-y—-1 = 0

4y +20x +4y—15 = 0 b)
0 x2+y*+4x—-2y—-11 = 0

a
)4x2 —4y%2 +8x — 20y =
metodou Newtonovou a itera¢ni
[a) x=0,7189,y=0,1371, b) x =1,0112, y = -1,6330]

5. NUMERICKA INTERPOLACE

Ulohou interpolace je
1) najit k funkci f(x) funkci @®(x), napi. polynom P,(X) n-tého stupné, ktery
nabyva pro n+1 riznych argumenti x¢ pro kK = 0, 1, ... n tychZ hodnot jako
funkce f(x) — uzlové body
2) pocitat z tabulky funkce f(x) sestavené pro x = Xy piiblizné hodnoty f(X) pomoci
funkce ®(X) nebo napt. polynomu P,(X).
Tyto skute¢nosti jsou schematicky zndzornény na nasledujicim obr. 7

A

d y=f(x)
—
Y =Py(x)
uzlové body
— —
a XO X1 Xn b X
Obr.7

Je-li funkce f(x) redlnd v intervalu (a,b), pak uvazujeme funkci ®(X) jako
linearni kombinaci libovolnych jednoduchych funkci ¢(X) (napf. goniometrické
funkce)

D) = ag Qo) +ay @1(X) + -+ @ Pu(x) = XiZoa; " @i(x) 1)

kde a; jsou realné koeficienty. Volime-li za ¢i(X) = x', mluvime o polynomické
interpolaci a pak hleddme polynom ®(x) = Pp(x) tak, aby platilo pro x; z daného
intervaluproi=0, 1,2, ... n, tedy n + 1 bodi polynomu n-tého stupné

O(x) = P(x) = f(x) =ap+ay-x+ay x>+ +a, x" (2)
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Dosazujeme-li postupné za X = X; proi =0, 1, ..., n do (2), dostaneme systém
(n+1) algebraickych rovnic pro neznamé koeficienty a;, maticové psano

X-A=f @3)
nebo po rozepsani
Qo + a1xg + azx§ + -+ axd = f(x)
Ao+ ayxy + apxf + -+ axl = f(xy) )
Ao + A1 Xy + AxxZ + 4+ ayxl = f(x)

Pro numerické feSeni neni tato soustava pro neznamé koeficienty a; vhodna, je
zbytecné slozita zvlasté pro vice bodi, proto byly navrzeny metody usnadiujici
vypocet.

5.1 NEWTONOVA INTERPOLACE

Interpolacni polynom muze byt vyjddien pomoci diferenci ve tvaru Newtonova
interpola¢niho polynomu

Py(x) =co+ c1(x — x¢) + cp(x —x0)(x — x1) + -+ cp(x — x0) ==+ (X — xp—1) (5)

Polynom Pp(x) opét hledame takovy, aby v uzlovych bodech pro x; nabyl hodnot
f(xi), tj.

P(xi) = f(xi) (6)
Ukolem je tedy uréeni koeficientii ¢ pro i =0, 1, ... n. Postupnym dosazenim pro
Xi, =0, 1, ..., n do polynomu P,(x) ve vztahu (5) obdrzime pro ekvidistantni déleni

s krokem
h=xj;1—x;proi=0,1, ---,n

Oznacime-li f(x;) = y;, pak se postupné dostane

Yo = Co

yl = C0+C1'h

Y2 = C0+C1'2h+C2'2h2 (7)
Yn = cot+cnh+c n(n—1)-h?+c, -n!-h"

Reseni systému linearnich rovnic (7) lze Gaussovou eliminaci — pfimym chodem
a tak ur¢ime urcime koeficienty ¢;

Co = Yo

—C A
¢, = Y1~ _ 2o

h h

Y2—C€12h—cg — Ay, —Ay, — A2y, (8)
G2 = 2h2 212 2h2
Cn = Ayo
n!hh

Dosazenim do Newtonova interpola¢niho polynomu (5) dostaneme kone¢ny vztah (9)

_ Ayo(x—x9) , A2yo(x—x0)(x—x1) AMyo(x=x0) (X =X1)"(X—=Xpn—1)
Py(x) = yo + 20 | Seboxglern) 4 ©)
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Symbol A'y; se nazyvaji i-té diference v j-tém bodé& a uvedeny vyraz je tzv. prvni
Newtonova interpolacni formule, ktera se hodi pro zacatek tabulky dat a nehodi se pro
konec tabulky. Pro konec tabulky se pouziva druha Newtonova interpola¢ni formule
ve tvaru (10)

_ Ayn_1(x=xp) | Ayn_(x—xp)(x—xn_1) AMyo (x=2xpn) (X=Xp—1)"(X—%1)
Bu(x) =y + == + = 2t —= — = (10)

Mozny vypocet diferenci je znazornén na nasledujicim schématu

Yo
Ao
Y1 A%y,
Ayl A3y0
Y2 A%y, Aty
Ayz A3y1 Asyo
Y3 A%y, Aty
Ay3 A3y2
Ya AZy,
Ay4
Y5

Piiklad. Naleznéte hodnotu In 1,04 uzitim a) linedrni, b) kvadratické interpolace

Newtonovym interpolaénim vzorcem a vysledky porovnejte s tabelarni
hodnotou 0,03922, je-1i dano

X 1 1,1
0,0953

1,2
0,1823

In x 0

Refeni. Z uvedenych dat je vidét ekvidistantni déleni v uzlovych bodech. Pro linearni
a kvadratickou interpolaci je zapotiebi vypocitat ptislusné diference. Potiebné

hodnoty jsou uvedeny v nasledujici tabulce

X In x Alnx A% In x
1,0 0,0 0,0953 —0,0083
1,1 0,0953 0,0870

1,2 0,1823

Potom podle (9) proh=0,1

a)  Py(x) =Inxo+ Aln Xo - (X — Xo)/h = 0,953(x — 1)
P; (1,04) = 0,03812 = In 1,04

b)  Py(X) = Inxg+ A ln Xo/h - (X — Xg) + A% In Xo/2h? (X — Xo) * (X — X1) =

=0,953 (x—1) - 0,415 (x - 1) (x - 1,1)
P»(1,04) = 0,03912 = In 1,04
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Porovnanim vysledkt z kvadratické interpolace s tabeldrni hodnotou plyne chyba
0,25%.

5.2, LAGRANGEOVA INTERPOLACE

Newtonova interpolace je vyhodna pro ekvidistantni déleni intervalu nezavisle
proménnych Vv uzlovych bodech. Jestlize rozloZeni uzlovych bodi je libovolné, pak se
Casto pouziva Lagrangeova interpolace, opét polynomicka.

Je-li vintervalu {(a, b) dano (n+1) ruznych bodu Xg, X1, ..., X5 a zname-li v nich
hodnoty funkce y = f(xj) proi=0, 1, ... n, pak sestavime polynom nejvyse n-tého stupné
Pn(x), ktery v uzlovych bodech nabyva stejnych hodnot jako funkce f(X), tj. plati

Po(x;) =yi=Xio¥i-¢i proi=0,1,...n (11)
Nejdiive definitoricky sestavime polynom Pn(X) tak, ze plati
(pl-(xj) =0 proj #1
(pl-(xj) =1 proj=1i
Protoze hledany polynom je roven nule pro xo, Xi, ..., Xn (kromé x;) ma tvar
P =A;- (x—x0) - (x—2x1) - oos (X —x3-1) - (0 = X341) - - (x — %) (119)

kde A; je konstanta. Dosad’'me do vyrazu (11) za X = X; a protoze @j(x)) = 1, pak
pomoci (11) se vypocita ¢iselna hodnota konstanty A;

A= - (12)

T (=x0) (y=21) e (=% —1) (X=X 1) o (X=X

Dosadime-li tuto hodnotu do (11), ziskdme

0, = (x=2x0) (x=x1) (x=X—1) (X =Xj41) . (X—Xn) (13)

T (x=x0) (=21 e (=2 1) (X=X 1) o (Xj—X7)
Potom polynom splitujici podminky interpolace ma tvar
F(x) = XiLo 9i(x) - y; (14)

A dosadime-li vyraz (13) do vztahu (14), dostaneme Lagrangeuv interpola¢ni
polynom

Pn(x): n . (x=x0) (Xx=x1) s (e=23_1) (X=X 4 1) s (X—2p) (15)

=070 (xy=20)- (=) v (=X =) (X=X 41) o (X =X)

Vyhodou této Lagrangeovy interpolace je, Ze nezdvisle proménna X nemusi byt
rozdélena ekvidistantné a vyraz (15) se pomérn¢ dobie programuje. Nevyhodou ovSem
je, Ze pii ptipadném zpfesiiovani aproximace piidanim dalSich uzlovych bodl se musi
vypocet provadét znovu, u Newtonovy interpolace po ptidani bodu Ize pokracovat.

Priklad. Proved’te ptfedchozi aproximaci Lagrangeovou interpolaci a) linearni, b)
kvadratickou. Data pouzijte stejna.
ReSeni.

a) Pi(x)=y- XX x-xo _ 0,0953(x-1)

+ .
X0—X1 y1 X1—X0 1,1-1

P,(1,04) = 0,0381 ~ In 1,04
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b) P,(x) = yg - X o Goxg)lexy) L Goxgdeon)

Yo (?o—xﬂ(go(—xz) )1 (xl_xo)(xl_(xZ) )2( (x2_x03(x2_x1) -
x—1D(x—-—1,2 x—1Dkx-1,1
= 0,0953 - 0,1823 -
01-(—01) 0.2-0,1

=-953-(x—D(x—12)+9115- (x — 1)(x — 1,1)

P,(1,04) = 0,03912
Vysledky jsou prakticky stejné jako u Newtonovy metody.

Pozndamka. V ptipadé, Ze dana funkce f(X) je periodicka a je tfeba stanovit jeji
dobrou aproximaci v daném intervalu, uziva se nejéastéji interpolace trigonometrickymi
polynomy s periodou 2m, nebot libovolnd perioda velikosti 2 -d se jednoduchou

line4rni transformaci t =1 -= pfevede na uvazovany piipad. Potom trigonomicky
d
polynom n-tého stupné ma tvar ve (2n + 1) rozmé&rném prostoru polynom n-tého stupné

B, (x) = % + Yi.(a;-cosi-x+b;-sini - x) (16)

Priklad. Stanovme interpola¢ni trigonometricky polynom P4(X) periodické funkce f(x)
s periodou 2, pro kterou jsou dany hodnoty
FO=1f(5)=87m=17(3)=-2f (%) =1
- ) 2 - ) - ) 2 - ) 6 -
Refeni. Postupnym dosazenim do vztahu (16) pro n = 2 (zname 5 hodnot, tedy 2n + 1
= 5) se dostane soustava péti rovnic pro neznamé koeficienty ao, az, @y, bs, ba.
Jejim feSenim se dostane vysledny polynom

P,(x) = 2 + 5-sinx -cos2x
Piiklady ke cviceni.
1) Vypodcitejte ¢”* Newtonovou aproximaci pomoci polynomu tfetiho stupné
[P3(x) = 1,0 + 1,037x + 0,49x* + 0,2x%: 1,15533, Taylor e = 1 + x + 0,5x* + 0,166x°]

2) Urcete Lagrangetv interpola¢ni polynom pro data predepsana tabulkou

Xi -1 1 2 3

Vi -6 -2 -3 2

[ P3(x) =3 —3x% + x— 1]

3) Pti studiu vyuzitelnosti jistého antibiotika dostal pacient postupné tyto davky:
ve formé roztoku antibiotikum A, ve formé suspenze B a ve form¢ kapsle C. Byly
ziskany zavislosti koncentrace na ¢ase uvedené v nasledujici tabulce. Vypocitejte
pro kazdé antibiotikum Newtondv interpolacni polynom P3(t) pro zacatek tabulky.
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Cas t [hod] 1 2 3 4

A konc. 6,3 5,0 4,0 3,2
B suspenze 5,0 7,0 7,4 7,0
C kapsle 3,1 4,7 5,2 5,3
[mmol/1]

[ A: P3(t) =8—-1,9333t+ 0,25t — 0,0167 t°, B: P3(t) = 0,6 + 5086 t — 1,6 t* + 0,133 ?,
C: P3(t) = 2,3+ 1,1667 t — 0,45 t* + 0,0833 t* [mmol-dm ] ]

4) Urcete pro nasledujici data uvedena v tabulce Lagrangetiv polynom tfetiho stupné
P3(x)

Xj -2 -1 1 2
Yi 10 4 6 3

[ P3(x) =4,5+1,917 x + 0,5 x> — 0,917 x°]

5) Jako 4) s nasledujicimi daty pro polynom ¢tvrtého stupné P4(4)

Xj -1 0 2 3 5
Yi -2 1 0 2 -1

[ Pa(x) =—3/20 x* + 11/10 x* — 109/60 x* — 1/15x + 1]

6) Zmétend zavislost molarni koncentrace kyseliny octové na Case, uvolnéné pti
enzymatické hydrolyze acetylcholinu pomoci acetylcholinesterazy, je v nasledujici
tabulce. Aproximujte ji Newtonovym polynomem tietiho stupné a vypoditejte
koncentraci kyseliny octové v ¢ase 40 minut a 65 minut.

Cas [s] 1800 2700 3600 4500
konc.

0,002193 0,002809 0,003235 0,003525
[mol/l]

Casy jsou na zadatku a na konci tabulky, je nutno vypoditat ob& Newtonovy
interpolacni formule.

[P3(t) = 1,751-10* + 1,472:10 °t - 2,172:10 ° 2 + 1,234-10 * £,

P3(2400) = 0,002629]

[P(t) = 1,751-10* + 1,472:10 °t - 2,172-10 ° ? + 1,234-10 * ¢,

P3(3900) = 0,003343]

Z vysledku je vidét, Ze v tomto piipadé je malo experimentalnich bodi (4, n = 3),
a proto jsou polynomy ziskané z prvni a druhé formule stejné.
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7) Vypocitejte hustotu vody p v g-Cmf3 pii teploté T = 18 °C z nasledujicich dat:
p(15 °C) = 0,999126, p(20 °C) = 0,998230, p(25°C) = 0,997071, p(30°C) =
0,995673 [p(18 °C) = 0,998621 g-cm ]

6. NUMERICKA DERIVACE A INTEGRACE

Pro aplikace poznatki matematické analyzy je nutné umét provadét operace
derivovani a integrovani funkci. Klasické exaktni metody diferencidlniho a integralniho
poctu v praxi selhavaji napt. tehdy, je-li funkce zadéna tabulkou nebo je pro danou
operaci pfili§ ,,slozitd“. VétSina metod numerické derivace a integrace je zaloZena na
aproximaci funkce jejim interpola¢nim polynomem n-tého stupné Pp(x).

6.1. NUMERICKA DERIVACE

Razné vztahy pro numerickou derivaci dostaneme derivaci vhodného
interpolaéniho polynomu Pp(X).

af(x) _ dPp(x) | dPny1(X)
dx - dx + dx (1)

kde Pn+1(X) = f(X) — Pn(X) je chyba interpolace.

. v ° . v v X—Xo
Vezmeme-li napt. Newtoniv interpolacni polynom s novou proménnou s = —
kde h je ekvidistantni krok, pak
X=X _ X—Xo—Xi+Xo _ s—i (1&)
h h
atedy
o)D) gL (s~ i 41) (1b)
Dosadime-li do polynomu P,(X) podle (9) piedchozi kapitoly 5, dostaneme
Azyo ASyO
Fi(x)=yo+s-Ayo+s(s=1) - 5= +s(s =D(s=2) ==+
455 = 1D)(s—2) - - (s —m + 1) - 20 @)

n!
Provedeme-li pfislusné derivace vztahu (2) podle pravidla o derivaci slozené
funkce

y=f(sC) atedy Z=2-2=2/h (2a)

ziskame pfislusny vzorec pfipraveny k pouziti na pocitaci. Jeho celé znéni je prakticky
Vv kazdé ucebnici numerické matematiky. Uvedeme nékteré jednoduché ptipady
numerické derivace, a to za predpokladu, Ze:

1)  s=0,tj. X =X, kde xo mize byt libovolny bod nezavisle proménné X, ale vzdy

bréan jako prvni a pak tedy
2 3
Yo = Ayo—%+%—.-. (3)
dx h

Po tprave ziskame vzorce pro derivaci v prvnim bodé Xy a to pro
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n =1 (uziti prvnich dvou bod) 20 = f(ag) 22 (4)

dx
n = 2 (uziti prvnich i bodt) 20 = 2 (-4 2y, - 2) (5)
n =3 (uziti prvnich &ty¥ bodit) Do S(-E43y, - 2242) ()

Obdobné ziskame derivace pro Y1, Yo, atd. vynechanim piedchozich bodu.
2) s=1,tj. X =xq, tedy derivace v druhém bod¢ a pak tedy pro
n =2 (uziti prvniho a tfetiho bodu, derivace ve druhém bodg)

% _ —YotY2 (7)
dx 2h
3)  s=2,1j. X =Xy, tedy derivace ve tfetim bod¢ a pak tedy
n = 3 (uziti tfi bodu, derivace ve tfetim)
4y2 _ Yo—4Y1+3y2 (8)
dx 2h

n =4 (uziti ¢tyt bod vyjma prostiedni, derivace ve tfetim bod¢)
4y2 _ Yo—8Y1+8y3—Ya 9)
dx 12h

Dalsi vzorce lze odvodit kombinaci polynomu (2) spomoci vyrazu (2a)
S moznostmi pouziti rizného poctu bodi a vypocet derivace v libovolném bodé¢.

Numericky vypocet derivace je zvlast’ choulostiva operace, pii vypoctu je nutno
byt velmi opatrny a volit na pocitaci co nejvyhodné&jsi a nejptesnéjsi postup.

Priklad. Byly sledovany koncentrace peroxidu vodiku pfi jeho rozkladu v zavislosti na
Case, vysledky méteni jsou shrnuty v nasledujici tabulce

cas [s] 0 120 240 360 480 600

konc. H,0,

25,4 22,39 19,74 | 17,40 | 15,34 | 13,53
[mol/l]

Zjistéte pocatecni reakéni rychlost a reakéni rychlost v ¢ase 240 s numerickou
derivaci.

ReSeni. Musime zjistit hodnoty prvni derivace v bodé ¢as t = 0 a t = 240 s.
Hodnoty koncentraci jsou méfeny s ekvidistantnim krokem h = 120 s, proto mizeme
napft. volit vzorce bud’ (4) nebo (5)

prot=0
n=1
dc 22,39-25,4 3
Il = (ﬂ) ~ 222222 = _0,0251 mol-dm s
dt Ji=g 120

n=2
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dCHZOZ) _ —19,74/2+2:22,39-1,5-254 _
t=0

ILyog= ( 2 —0,0265 mol-dm=s*

120
prot=240s
n=1
Llmg40 = (dcc‘jioz)t=240 ~ 28 = —0,0195 mol-dm s
n=2

dcy,o -15,34-0,5+2:17,4—1,5-19,74 3 -1
Ilepeng = 22 ~ = —0,0207 mol-dm—-s
t=240 dt 120

t=240

Poznamka: Rozklad peroxidu vodiku je reakci 1. fadu s koncentracni zavislosti na
Gase, VnaSem pifpadé danou vyrazem cy,o, = 25,4 -e” %9019 tedy s rychlostni
konstantou k = 0,00105 s*. Potom pro reakéni rychlost r.r. plati

dCHZOZ =—-002667 - e—0,00105.t
dt ’
a potom prot = 0 s je rr. = —0,02667 mol-dm™>'s™ a pro t = 240 sje

r.r = —0,02073 mol-dm=-s™. Ze srovnani ttibodovych derivaci plyne chyba mensi nez
1%, tedy vysledek nadmiru optimisticky, coz pti numerické derivaci neni pravidlem.

Priklady ke cviceni.

1)  Pro reakci 2A — P byla namé&fena nasledujici zavislost koncentrace latky A
[v mol-dm®] na Gase v minutach

t [min] 0 0,5 1 1,5 2 2,5

konc. 1 0,667 | 05 0,4 0,333 | 0,286

Vypocitejte v jednotlivych ¢asech pomoci numerické derivace reakéni rychlosti a
z diferencidlni kinetické rovnice urcete rychlostni konstantu.

n =1 (dvoubodova derivace)

—I.I. 0,667 | 0,333 0,2 0,133 | 0,094

k 0,667 | 0,75 0,8 0,831 0,85

n =2 (tiibodova derivace)

—I.T. 0,833 0,4 0,233 | 0,153

K 0,833 0,9 0,932 | 0,956
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2)

3)

5)

6)

Vypocitejte nekolika zpisoby numericky derivaci funkce f(x) = (1- x) e*
Vv bod¢ x = 1 pomoci nasledujici tabulky

X 0,9

f(x)

1,0 11 1,2

0,2460 0 -0,3004 | —0,6640

Vypoététe priblizné hodnoty prvni derivace pro funkei f(X) = sin X vbodé x = 1
ne¢kolika zpiisoby a porovnejte s presnymi hodnotami z nasledujicich dat a
porovnejte hodnoty derivaci z numerickych a analytické metody pomoci relativni
chyby.

X 0,99 1,00 1,01 1,02
sinx | 0,836026 | 0,841471 | 0,846832 | 0,852109
[f'(1)=cos 1 =0,540302, ze dvou bodt 0,536100 atd.]
4) Na zakladé experimentu byla naméfena nasledujici data
10 12 14 16 18 20 22
45 55 66,2 87,4 12,1 131 142

Vypocitejte ve vSech bodech prvni derivaci pomoci tii bodu.

Zavislost hustoty p [kg-m] roztoku glycerol-voda na hmotnostnim zlomku
glycerolu  je v nasledujici tabulce

& 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

p 19982 |1022,1|1046,9|1072,7|1099,3|1126,3

Vypocitejte derivace dp/d§ riznymi zplisoby a vysledky porovnejte mezi sebou.
[napt. v bodé & = 0 je ze dvou bodi derivace 239, ze tii bodii 234,5 kg'm~]

Vypocitejte molarni tepelnou kapacitu za konstantniho objemu C, = (dE/dT),
numerickou derivaci v J-mol™ z prikladu 6) z nasledujici kapitoly 6.2. ve tvaru
konstanta — c¢iselna hodnota pro vSechny zadané kovy a ©/T = 1 numerickou
derivaci tfibodovou.
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6.2. NUM’ERICKY VYPOCET URCITEHO
INTEGRALU

Jestlize 1ze k funkci f(X) urcit v intervalu (a, b) primitivni funkci F(X) spojitou
vintervalu (a,b), zpravidla uzivame k vypoétu daného urcitého integralu Newtonuv
vzorec.

1= [ f(x) dx = F(b) — F(a) (10)

V praxi vSak Casto tato moZznost nenastava a proto je nutné opct se obratit na
vhodnou numerickou metodu. Uvedeme dvé tradicni, geometricky velmi nazorné
metody — lichobéZnikovou a Simpsonovu.

6.2.1 LICHOBEZNIKOVA METODA

y N . . b o . L
Moznost piiblizného urceni integralu I = fa f(x)dx spociva v jeho aproximaci

integralem f: P1(x) dx, kde P1(x) je interpola¢ni polynom prvniho stupné s uzlovymi
body a a b, tedy

[y Fydx = [ Py (x)dx (11)
Podle Newtonova vzorce pro interpolaci je
Py (x) = y(a) + Ay(a)* (x —a) (11a)

kde Ay(a) = 22222, pak

I P (dx = (b-a) M ~ [0 f(0)dx (12)

Graficka interpretace je na nasledujicim obr. 8 pro spojitou funkci f(x)

A Pi(x)

Yol / = pfimka

Yal|

f(x)

0 a b X

Obr. 8 Lichobé&znikova metoda numerické integrace
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Plocha plo$ného obrazce ohrani¢eného piimkami y = 0, x = a, X = b a grafem
funkce f(x) je hodnota integralu I. Tuto plochu jsme pro numericky vypocet integralu
nahradili plochou lichobéZzniku o stranach y = 0, x = a, X = b a P1(X).

Vztah (12) udava velmi hruby odhad integralu 1, tvoifi pouze zaklad
lichobéznikové metody. Rozdélime interval (a,b) na n stejnych dila délky h = ?,
délici body jsou pak x; =a+i-h, i = 0, 1, ..., n. Potom vypocitame pomoci
lichobéznikového pravidla numerickou hodnotu v kazdém casteném intervalu a
vSechny ziskané hodnoty secteme. Tim dostaneme

b n-1 Xit n—-1
i+1 . _|_ i
ff(x)dx z2f flx)dx zh-Z—(yl y+1)=
a i=0 " Xi i=0 2
=h- (B2t vy ot v (13)

Zjemiovanim dé¢leni intervalu {a, b) lze zvySovat piesnost vypoctu integralu I.

6.2.2 SIMPSONOVA METODA

Zakladni mySlenkou odvozeni Simpsonovy metody pro numericky vypocet
integralu je aproximace funkce f(x) interpola¢nim polynomem druhého stupné P,(X)

suzlya,c = aTer a b, (bod c je stied intervalu) viz obr. 9, tedy

[} fdx = [P, (x) dx (14)

Podle prvniho interpola¢niho vzorce vpied pro h = Ta je

b b Ay(a)(x—a) | A’y(a)(x—a)(x—c)
J, P2(x)dx = [ (y(a) +—+ e )dx (15)

Jeho tpravou se dostane

[} P, ()dx = 2 (y(a) + 4y(c) + y(b)) = [ f(x)dx (16)

Toto je opét zakladem pro presn€j§i numericky vypocet obdobné jako u
lichobéZnikové metody. Pro kazdé sudé prirozené ¢islo n = 2m rozdélime interval

(a,b) na n stejnych dilt délky h = b;—a délicimi body x; =a+i-h,i = 0,1,...,n.

Jako obvykle po oznaceni y; = f(x;) vkazdém c¢astetném intervalu vypocitame
hodnotu integralu (16) a vSechny hodnoty seCteme, tedy

b m—1 rX2i+2 h jiaby
j f)dx = 2 J fx)dx = 3 Z (V2i + 4Y2i41 + 2Y2142)
a =0 Jxpg i=0
h
=5 Wo+yn+4i+ys + -+ Y1) + 2002+ Ya + - Yn2)) 17)
Opét dalsim zjemnovanim intervalu h pro suda n Ize zvySovat piesnost hodnoty

integralu I.
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Na obr 9. je vidét geometricka nazornost pouziti Simpsonovy metody.

A

Y P,(x)

= parabola

>

0 a c b X
OObr. 9 Simpsonova metoda numerické integrace

Priklad. Pii reverzibilni expanzi plynu byla namétena zavislost tlaku na objemu (viz
tabulka). Zjistéte vykonanou praci A v J.

p[kPa] | 1000 | 789 | 646 | 543 | 466 | 406 | 359

V[dm® | 25 | 3 | 35| 4 | 45| 5 | 55

ReSeni. Plyn vykonal objemovou praci, pro kterou plati
V.
A= —fvlzp.dV [J]

Protoze zavislost tlaku na objemu je zndma pouze z tabulky, je nutno provést
integraci numericky.

1) LichobéZnikové pravidlo

Podle vztahu (13) s krokem h = 0,5 dm® maZzeme psat

A=—05-10-3 (1000+359

+ 789 + 646 + 543 + 466 + 406) 103 = 1764,75 J

2) Simpsonova metoda
Podle vztahu (17) mizeme psat, protoze n = 6, tedy ¢islo sudé
0,5-1073

A= T(1000 + 359 + 4(789 + 543 + 406) + 2(646 + 466)) - 10% =

A= 1764,83J

Pozndamka. Uvedena zavislost tlaku na objemu pfii expanzi plynu je dana rovnici
414,31

polytropy p = ——5~.

Potom miizeme provést vypocet integralu pro praci V uzavieném tvaru

0,0055 414,31 414,31 1 1
0,0025 y13 0,3 0,0055%3  0,00259:3

) — ~1755,38J
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Porovnanim s numerickou integraci je vidét, Ze Simpsonova metoda piinasi

vyborné vysledky (v naSem piipad¢ relativni chyba mensi nez 0,03 %).

Priklady ke cviceni.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Vypoététe  pfibliznou  hodnotu integralu I = f:Vl + x* dx pomoci
lichobé&znikové a Simpsonovy metody s krokem 0,125

I = (P22 4 £(2,125) + £(2,25) + f(2375) + f(2,5) + f(2,625) + f(2,75) + £(2.875))

[IL=6,41846]
I, = % (F(2) + f(3) + 4 - (f(2,125) + £(2,375) + f(2,625) + f(2,785)) + 2 - (f(2,25)
+ £(2,5) + £(2,75)))
[1s=6,416]

Pro srovnani, hodnota integralu po zaokrouhleni na 7 desetinnych mist je
6,4160012.

Vypoc&téte piibliznou hodnotu integrdlu I = | 02 e *’dx s krokem 0,5 pomoci
lichobéznikové a Simpsonovy metody.
[ 1. =0,5:((f(0) + f(2)) / 2 + f(0,5) + f(1) + f(1,5)) = 0,8806]
[ 1s=0,5:(f(0) + f(2) + 4(f(0,5) + f(1,5)) + 2 f(1))/3 = 0,88094]

Vypoctéte ptibliznou hodnotu integralu I = f_z 1 e* dx pro n = 8 lichobéznikovou
metodou. [1~20,4163]

Vypoctitejte pribliznou hodnotu integralu [ = | 01 f(x)dx lichobéznikovou a
Simpsonovou metodou s krokem h = 0,25 a f(0, 0,25, 0,5, 0,75 1) =1, 0,57, -0,3,
0,712 1,28. [1=0,31]

2sinx

Vypocitejte pfibliznou hodnotu integralu [ = | L dx skrokem 0,25

Simpsonovou metodou. [1~0,6586]

Pro Debyeovu aproximaci energie E krystalti na teploté T za konstantniho objemu

plati
8/T 3

E = konst - (T/06)* f dx = konst - f(6/T)

X _
o €e*-1

Vypocitejte ptibliznou hodnotu funkce f(1) a f(2) pro rizné kovy lichobéznikovou
a Simpsonovou metodou, jejichz charakteristické teploty (Debyeovy teploty) jsou
uvedeny v nasledujici tabulce

Prvek Al Fe Cu Au

O [K] 428 470 343 165

45



7)  Specifické teplo ¢, [J-kg™-K™] vody v zavislosti na teploté t [°C] pii tlaku
101325 Pa je v nasledujici posloupnosti pii teplotach od 0 °C po 100 °C s krokem
10 °C: 4217,8; 4192,2; 4181,8; 4178,4; 4178,4; 4180,5; 4184,3; 4189,7; 4196,4,
4205,2.
Vypocitejte mnozstvi tepla potfebného k zahiati 200 g vody z 0 °C postupné na
20 °C, 40 °C, 60 °C, 80 °C a 100 °C.

8)  Vypocitejte mnozstvi tepla, které je zapotiebi na zahfati 1 molu isooktanu
z teploty 27 °C na 77 °C, je-li molarni tepelnd kapacita C, na teplot¢ t dana
tabulkou; lichobéznikovou a Simpsonovou metodou

t[°C] 27 37 47 57 67 77 87
C[I-mol K™ | 24,426 | 25,076 | 25,716 | 26,176 | 26,986 | 7,606 | 28,811

[cca 1300 J-mol ]

9) Dokazte, ze rozklad N;O — Ny + %4 O, je reakci II. fadu, bylo-li naméfeno za
konstantni teploty a objemu pii idealnim chovani

&as [s] 0 15 30 50 98

p [torr] 258 | 268 | 278 | 288 | 298

pomoci reak¢nich rychlosti a z integralnich dat.

7. NUMERICKE RESENI OBYCEJNYCH
DIFERENCIALNICH ROVNIC

Teorie diferencialnich rovnic tvoii obsihlou oblast matematiky nezbytnou pro
feSeni mnohych fyzikalnich a technickych problému. V klasické teorii se ukazuje velmi
malo tfid a typd rovnic, které lze rFeSit prfimo — analyticky, tj. feSeni vyjadfit
V uzavieném tvaru. Proto se v technické praxi neobejdeme bez numerickych metod,
které jsou pomérn¢ jednoduché a vhodné pro zpracovani na pocitaci, a to n€kdy i v téch
ptipadech, kdy je analytické feSeni znamé. Mame-li jednou v paméti pocitace
k dispozici jeden nebo i vice programt pro numerické feSeni diferencidlnich rovnic,
vyzaduje jeho aplikace minimalniho mnoZstvi ¢asu a pfedevsim vypocetni technika je
vidy uplné stejna. To méa velky vyznam i pfi modelovani. Pfi pocatecnim
jednoduchém modelu vystac¢ime napt. s jednoduchym exaktnim feSenim, zvolime-li

Numerické metody pro priblizné FeSeni diferencialni rovnice y'= f(x,y) davaji
vysledek ve tvaru tabulky hodnot partikularniho integralu, které pfislusi zvolené
posloupnosti hodnot argumentu. Nejobvyklejsi je pfipad, kdy rozdil po sobé
nasledujicich argumentt je stala velic¢ina h > 0, které fikame krok argumentu ¢i krok
integrace. ReSenim nebo integralem diferencialni rovnice je funkce y(x), ktera
obsahuje jeden voleny parametr, zpravidla urCovany z pocatecnich podminek (Xo, Yo),
tedy y = f(x, Xo, Yo)-
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7.1, EULEROVA METODA

Naznacme si graficky prub¢h integralni kiivky y(X), kterd je jednim
z partikularnich feSeni diferencialni rovnice y'= f(X, y). Nahradime-li integralni kiivku
y(X) v bod¢ Xo teCnou, l1ze pak vyjadtit ptiblizny priristek funkce y(X), jestlize xo Se
zvétsi o h, tj. na Xy = Xo + h, vztahem

Y1 =Yo+ f(x0,¥0) - h (1)

coz je ziejmé z nasledujiciho obr. 10. Nepiesnost této aproximace je usek A;B;.

y| Yi=Yoty*h
Yskutegne +
y’l = yl"eéenl' T ;
Yo+
h
s A— \
0 Xq X x>

Obr. 10. Eulerova metoda

Piesné feseni y = f(X;) je nahrazeno te¢nou y; v danych bodech x; a hodnoty y; jsou
dany vztahy

Yyi = Yo + f(x0,¥0) - h

= + f(xq, -h
yez y1+ f(x1, 1) )
Yn = Ynpat f(xn—l' yn—l) h

coz je princip Eulerovy metody. Tato metoda neni pfili§ piesna. Proto je snahou pro
zvyseni presnosti metodu modifikovat. Je popsédno n€kolik zplsobi, jejich uZiti je nutno
zvazit pro konkrétni ptipady.

7.2. METODA RUNGE-KUTTA

Zékladni myslenkou metod Runge-Kutta je vyjadrit priristkové zobrazeni tak, aby
jeho Taylortiv rozvoj souhlasil s Taylorovym rozvojem piesného relativniho pfirtistku
Vv mocninach kroku h (az na chybu).

Zobecnime-li ptedchozi metody, lze nalézt vicebodové vzorce, znamé jako

v

metody Runge-Kutta. Nejznaméjsi je vzorec ¢tvrtého Fadu
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Yn+1 =Yn T+ %' (ki + 2ky + 2k3 + ky) (3

kde
kl = f(xn’yn)
ky = f(xn+h/2, yo+h-ki/2) 3a)
ks = f(xn+h/2, yo+h-ky/2)
ke = flxn+h yo+h-ks)

Pro tento i jiné vzorce metody Runge-Kutta jsou v kazdé knihovné programt
k dispozici uzivatelské programy. Vybér a vhodnost postupu tak plné€ zavisi na feSiteli.

Metody Runge-Kutta je mozno pouzit i pro feSeni soustav diferencialnich
rovnic. Ve vzorcich (3) nahradime funkci y vektorem y(yi, Yo, ..., Yn) @ funkci f(x, y)
vektorem f(f1(x,y), f2(X,y), ..., Ta(X,y)).

Piiklad. Urdete feseni diferencilni rovnice y' = —y? s pocatecni podminkou y(0) = 4
v intervalu (0, 1) s krokem h = 0,1:
a) Eulerovou metodou,
b) Runge-Kuttovou metodou 4. fadu
Hodnoty piiblizného feseni porovnejte s analytickym fesenim v danych bodech.

ReSeni. Vypocet piiblizného feseni provedeme v bodech x;=0,1-iproi=1,2, ... 10
s respektovanim Xp =0 ayp =4

pro Eulerovu metodu podle vztahu (2) proi=1, 2, ... 10
Yiser =yi—h-y?

y; =4—0,1-4% =24, y, =2,4—0,1-2,4% = 1,824, atd.
Pro Runge-Kuttovu metodu 4. ¥adu podle vztahu (3) proi=1,2, ... 10
Vis1 =0,1.(Yi + (K1 + 2(ko + k3) + ky)) /6

kde podle vztahti (3a) plati
ky = _yiz
k, = —(y; + 0,05 - ki)?
k3 - _(yl + 0,05 . k2)2
k4 - _(yl + 0,1 . k3)2

. 0,1
tJ 3’1 == yo +?(k1 + 2k2 + 2k3 + k4_)

kde  ky=-4* =-16
ko = —(4 — 0,05-16)* =-10,24
ks =—(4 — 0,05-10,24)* = —12,166
ks = —(4-0,1-12,166)* = —7,747
tedy  y1=4+0,01667 . (-16 — 2(10,24 + 12,166) — 7,747) = 2,85734 = y(0,1)
atd.
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Analytické FeSeni je po separaci proménnych

dy
F = —dx
a po integraci v mezich 0 a 1 se dostane y = oo
Vysledky shrneme do nésledujici tabulky
[ Xi Yanal YEuI YRK
0 0 4,0 4,0 4,0
1 0,1 2,85714 2,4 2,85734
2 0,2 2,22222 1,824 2,22340
3 0,3 1,81818 1,149 1,81832
4 0,4 1,53846 1,2689 1,53857
5 0,5 1,33333 1,10789 1,33342
6 0,6 1,17647 0,98515 1,17654
7 0,7 1,05263 0,88809 1,05269
8 0,8 0,95238 0,80923 0,95243
9 0,9 0,86956 0,74374 0,86960
10 1,0 0,80000 0,68843 0,80003

Ze srovnani obou numerickych metod s analytickym feSenim vyplyvaji
jednoznacéné lepsi vysledky u Runge-Kuttovy metody 4. Radu.

Metoda Runge-Kutta 4. fadu je dosti pracna, ale je stabilni a velmi pfesna. Je také
snadno programovatelnd, nevyzaduje Zzadné derivovani, ale jen vypocet funkénich
hodnot.

Ptiklady ke cvi€eni.

1) Reste pomoci Eulerovy metody diferencialni rovnici y’ = cos x — y na intervalu
(0,1) skrokem h = 0,25, je-li y(0) = 1 a hodnoty porovnejte s hodnotami
ziskanymi z analytického feSeni.

[napt. Y(1)eu = 0,9056, Y(1)arar = 0,8748, y (X)anal = 5 (cos x + sinx + e™)]

2)  Reste piedchozi diferencialni rovnici metodou Runge-Kutta za jinak stejnych
podminek.
[napt. y(0,5)rk = 0,98176, y(0,5)ana = 0,98177,
k; =-0,10418, k, = -0,15778, k3 = 0,15108, k, = -0,21231]

3) Rychlost rozpadu radia je reakce I. fadu s polo¢asem rozpadu 1590 let. Kolik %
radia se rozpadne za 20 let. Vypocet proved'te analyticky a metodami Eulerovou
a Runge-Kutta s krokem 2 roky pro Eulerovu a s krokem 5 let pro metodu
Runge-Kutta.
[cca 1,25 %]
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4)

5)

6)

7)

8.1

Kava v hrni¢ku se ochlazuje z teploty To na teplotu T pfi konstantni venkovni
teploté T,. Rychlost ochlazovani je pfimo imérna rozdilu teplot kavy a venkovni
s koeficientem Kk z experimentu stanoveném s hodnotou 0,04 min™. Je-li Tp =
100 °C, T, = 20 °C, za jak dlouho se kava ochladi na 50 °C. Vypocet proved'te
obéma numerickymi metodami s krokem AT=10°C a vysledek porovnejte
s analytickym feSenim. [cca 24,52 min]

Reste diferencialni rovnici y’ = 0,3 - y - sinx s podminkou y(1) = 2 na intervalu
(1,3) s krokem h = 0,5 metodou Eulerovou a srovnejte vysledky s analytickym
feSenim. [ napt. Y(2)ey = 2,5895, Y(2)anal =2,6647]

Je-li podil rychlostnich konstant k,/k; = 2 pro naslednou reakci I. tadu

k
ASBS C, vypocitejte zavislost relativni koncentrace meziproduktu ¢g = [B]/a
na bezrozmérném Case T = a -k, Vv intervalu (0, 1) s krokem At = 0,2 metodami
Eulerovou, Runge-Kutta a vysledky porovnejte s analytickym feSenim. Podil
anal _ e_m_e_T]

k,/k, oznacte n. [goB -

Kulicka z naftalinu o poloméru r = 8 mm v Satniku sublimuje. Rychlost sublimace
je uméméa povrchu kuli¢ky skonstantou Gmérnosti k = 5,71-10% m-den™.
Vypocitejte Eulerovou metodou, za jak dlouho kulicka zmizi a vysledek
zkontrolujte s pfesnym analytickym feSenim. [14 dni]

FORMULACE PROBLEMU
FYZIKALNI SKUTECNOST A JEJI MODEL

Ma-li fesitel vytesit néjaky inzenyrsky problém na vymezeném objektu (systému),

muze v zasad¢ postupovat dvéma zplisoby:

1)

2)

primo — tj. bez védomého vyuZivani pomocnych objektli pro hledani fesenti, je to
feSeni typu pokus —omyl

nepiimo — feseni hleda prostiednictvim pomocného objektu - modelu, ktery se
vytvoii nebo vybere z jiz existujicich modeli podobnych ptivodnimu objektu.

Tyto postupy jsou znazornény na nasledujicim schématu (obr. 11). V této

kapitole ptjde hlavné o druhy postup hledani feseni problémt.
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Pfimo
pokus x omyl
abstraktni obraz

Skuteénost

zpétna vazba (pokus, pozorovani)

Obr. 11

Fyzikalni podstatou feseni problému jsou nejcastéji dva rizné objekty, prototyp a
model. Obvykle nemusi byt mezi prototypem a modelem zadna vné&jsi podoba.
Modelem muze byt materialni objekt, jehoz prototypem je ur€ité formalni, teoretické
schéma. Casto vystupuje model jako uréité abstraktni schéma a prototyp naopak jako
realny jev Vv celé mnohotvarnosti svych znakii. Model a prototyp mohou piedstavovat
teoretické konstrukce. Toho se vyuziva pii odhalovani analogii, napf. mezi logikou a
algebrou, mezi raznymi fyzikalnimi, chemickymi a matematickymi teoriemi apod.
Nesmirné prakticky vyznam mé objeveni podminek, za nichZ zavéry podle analogie
maji urcitou pravdépodobnost. Tim je pak mozné potvrdit opravnénost vyuziti
pfislusnych modelil pfi zkoumani konkrétnich jevii a problémi.

Pti studiu problémti budeme dusledné zdiraziovat, Ze vSechna nase poznani
Vv oblasti pfirodnich véd a fyzikalni chemie obzvlast jsou zalozena na experimentu a
pozorovani. Zkoumame objektivni realitu existujici mimo nas a vytvaiime si o ni
subjektivni predstavy. Tyto predstavy vyjadiujeme viceméné kvalitativné i
kvantitativné ve formé fyzikalnich modela, které v mezich pfesnosti a dokonalosti
naSich znalosti vysvétluji chovani fyzikalni reality samotné. Model je tedy abstrakci
ziskany obraz urcitych vlastnosti objektu. ,,Kvalita“ modelu je pfitom dana piesnosti
vystizeni objektu, jednoduchosti a stupném vérnosti popisu zakonitosti, které plati pro
objekt. Modely slouZi mimo jiné k ziskavani znalosti a k ptipravé podkladli pro
rozhodovani a progndzy. Z chovani modelu usuzujeme zpétné na chovani objektu.

NemulzZeme vSak nikdy prohlasit, Ze model je totozny se skutecnosti, kterou
popisuje.

Model popisuje realitu s danou presnosti v ur¢itém rozsahu proménnych.
Béhem vytvareni modelu a prace s nim se stdle méni a zvetSuji nase znalosti o ném.
V soucasné dobé se pii vytvareni modelu Casto kombinuji fyzikalni, fyzikalné-chemické
a matematické Gpravy. S vyvojem poznani, neplati-li pivodni model dostatecné ptesné,

vvvvv

Model nedokdze v zddném piipadé obsdhnout samotnou realitu, nybrz je
zjednoduSenym pohledem a nahlizi jen na urcitou Cast realného svéta. Pro Uspésné
dotvofeni a vyuziti modelu je tfeba pochopit problém, ktery chceme zachytit, mit

pfedem specifikovany cil a zaroven mit k dispozici kvalitni data.
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8.1. MODELOVANI

Modelovani je ¢asto pouzivanou metodou v odborné a védecké praxi v mnoha
oborech lidské cinnosti. Podstatou modelovani ve smyslu vyzkumné techniky je
nahrada zkoumaného systému jeho modelem, jehoz cilem je ziskat pomoci pokusi
s modelem informaci o piivodnim zkoumaném problému. Modelovani slouzi nejen pro
feSeni problémi zpraxe, ale je urCeno k provadéni nejriznéjSich vyzkumii a
experimentll z mnoha oboril v pfirod¢ 1 ve spolecnosti. Pf1i modelovani neni otazka,
jestli budeme modely pouzivat, ale jaké modely budeme pouzivat.

V posledni dobé s rozvojem pocitacti a pouzivani novych vypocetnich metod
doslo k velmi vyznamnym zménam v modelovani. Na zakladé¢ teorie podobnosti a
teorie rozméra se prechazi k bezrozmérnym rovnicim, které maji stejny tvar pro
celou skupinu déja. Myslenky ze zobecnéné teorie podobnosti vedou k nahrazeni
redlného fyzikalniho modelu modelem matematickym, vytvofenym soustavou rovnic
vV nejsir§Sim  slova smyslu. Toto je vlastné nejobtiznéjsi krok feSeni problému
modelovani, dalSi postup je zaloZzen na cCist¢ matematickych principech. Pivodni
soustavu rovnic, kterou jsme popsali — namodelovali — nasi objektivni realitu, zpravidla
upravujeme. Proto rozliSujeme pilvodni model fyzikalni od sekundarniho,
vznikajiciho modelu matematického, ktery je vhodny ke zpracovani pomoci vypocetni
techniky. Schéma postupu od skute¢nosti k poéita¢i mulze byt znazornéno napft.
nasledujicim vyvojovym diagramem (viz obr. 12).

Skutecnost

Y

Fyzikalni model

<

\
Pfepis pro poéitaé
Matematicky model

Y

Model vyhovuje

Realizace nového
matem. modelu

A

Lze sestavit
novy matematicky
model

ano

Novy fyzikalni model

Obr.12 |
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8.2. POSTUP MODELOVANI

Modelovani a prace s modelem lze pracovné rozdélit do nékolika fazi:

1)  Pripravna faze — uspofadani usudku, znalosti a parcialnich vysledku (reserse,
sdéleni, exkurze apod.), pozorovani o realném objektu, rozhodnuti o analogickych
vztazich, ujasnéni uc¢elu modelu

2)  Faze vystavby modelu — cilem je vytvofeni fyzikalniho a matematického modelu
(intuice, zkuSenosti, vzdé€lani, rady). Pouzivame pfitom pracovni metodiky
jednotlivych védeckych disciplin (fyziky, chemie, matematiky atd.)

3) Faze pokusi na modelu — z ni vyplyvaji vysledky, které vedou k vyrokim o
realném objektu (mravenci prace, imérné pecliva a presna)

4)  Faze optimalizace — ze vSech moznych alternativ modelu musime vyhledat
takovou, ktera je pro dany Gcel optimalni (bez pocitaci se neobejde)

5) Faze provéieni modelu — vysledky feSeni a tim také model se musi proveéfit na
zaklad¢ vybranych kritérii (dukazy, zkousky, legislativa atd.). K tomu mohou
slouzit dalsi pokusy na objektu

6) Faze rozhodnuti a provedeni — vyuziti ziskanych vysledkt v praxi (realizace a
postupny navrat vynalozenych prostiedkll, namahy a umu)

8.3. ZJEDNODUSOVANI A ZOBECNOVANI

Pti feSeni problému se v prvni fazi snazime vytvofit co nejjednodussi model.
Albert Einstein fika: Vse délat tak jednoduse, jak je to jen mozné, ale ne jednoduseji.
Naklady na vytvofeni jednoduchého modelu jsou malé a pii jeho feSeni zjistime
Vv pomérné kratkém ase spoustu kvalitnich informaci. Casto se v§ak prokazi i neshody
se skutecnosti a potom je nutno vénovat v dalSich fazich daleko vice energie, Gsili a
Casu upiesiiovani ptivodniho modelu. Schematicky tyto trendy jsou na obr. 13

~
3z 77
© N
'
(0
[

-y > - >
slozitost modelu slozitost modelu

Obr. 13. Nakladové a ziskové funkce modela
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Nekdy je vSak nutno védomé zjednoduSovat skuteénost na zakladé osobnich
zkuSenosti, stupné€ poznani a urovné teoretickych znalosti. Typy zjednoduSovani mohou
byt napt.:

a)  Vlivy, o kterych si myslime, Ze jsou malé, zanedbavame (napt. vliv tlaku pii
studiu rovnovah v kondensovanych systémech)

b)  Okoli zkoumaného systému se poklada béhem déje za neménné (termodynamické
okoli)

c)  Latkové vlastnosti se pokladaji za konstanty (napf. AH.y, # f(T) v Clausius-
Clapeyronove rovnici)

d)  Zavislosti proménnych v systému se pokladaji za linearni (napf. koncentrace
v tésném okoli elektrody pii polarizaci, feSeni Fickova zdkona). Tento typ
zjednoduSovani je velmi Casty a nepochybné mozny v dostate¢né¢ malém intervalu
proménnych.

e) Zanedbava se nahodny charakter n€kterych veli¢in (napf. nahodné necistoty ve
vychozich latkéch)

wewvr

poznatkd. Snaha po obecnosti se projevuje ve dvou hlavnich smérech. Predevs§im se

snazime najit vypocetni postupy — algoritmy, které se hodi pro feSeni co nejvétsiho

poctu uloh blizkého typu. Potom postupné uvadime do zivota obecnosti

V programovanti.

K feSeni problémui je nutno pfistupovat se zdkladnimi znalostmi, které mame

k dispozici:

a) zakon zachovani hmotnosti a celkové energie, zachovani hybnosti, entalpie,
entropie apod. Vztahy, vyjadfujici zachovani hmotnosti a energie oznacujeme
jako latkové a energetické bilance

b)  defini¢ni rovnice velifin, Snimiz hodlame pracovat, napf. rovnice a vztahy
popisujici fazové a chemické rovnovahy, pohybové rovnice, diferencialni rovnice
v chemickeé kinetice apod.

8.4. VELICINY A JEJICH KLASIFIKACE

Mezi pojmy, které jsou zasadni z hlediska modelovani obecné a inzenyrského a
vypocétového zvlast, je pojem veli€¢ina. Intuitivné chapeme veli¢inu jako prostredek,
kterym vymezené vlastnosti realného objektu pfifazujeme ¢islo vyjadiujici kvantitativni
charakteristiku této vlastnosti — jeji miru, velikost, mohutnost apod. V technické praxi
se veli¢ina chape pfedevsim jako veliCina fyzikdlni, napt. ve fyzice se definuje jako
soucin Ciselné hodnoty a mérové jednotky. Toto nemusi byt spravné predevsim proto,
ze nékteré vlastnosti systému jsou patrné az z kontextu. Napf. veli€ina 50 N-m miize
vyjadfovat jak praci, tak moment. O co skute¢né jde, musi vyplynout z textu.

Veli¢ina je tedy pojem, ktery ma:

a) Formu - vyraz béZného jazyka (pismena, indexy, dopliiky, identifikatory apod).
b)  Specifické prifazeni K objektu na zakladé miry ve srovnani s jinym objektem —
etalonem.

Veli¢iny obecné mtizeme rozd¢lit do tii skupin:
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1) Veli¢ina vypocltova:
a) Ciselna, svyznamem podle oboru, s c¢iselnou hodnotou a ptifazenou
jednotkou
b) logicka, s charakteristickym vztahem pravdivosti k etalonu - vyrok je
pravdivy — ano,( 1), vyrok nepravdivy — ne,( 0)

2) Veli¢ina geometricka, S charakteristickym vztahem geometrickym —
konfigura¢nim vzhledem k etalonu. Realité je piifazen geometricky utvar stejnych
nebo jinych parametra

3) Veli¢ina matematicka se vSeobecnym etalonem SI (ve fyzice hmotnost,
v matematice velikost — oboji napt. v kg. Matematické veli¢iny maji obecnou, nad
oborovou platnost.

Bézné povazujeme za veliCiny ¢Ciselné veli€iny (s rozmérem ¢i bez
rozméru), u nichZ je tedy kvantifikator ¢islo a jemu pfifazena jednotka (ta
muze chybét). Tyto ¢iselné veliCiny délime na skalarni, vektorové, tenzorové
(zobectiuji skalar a vektor, nezdvisi na volbé soufadnic, jsou vyjadiené pomoci
sloZzek v n-rozmémém prostoru), maticové atd. Rozvoj vypocetni techniky
vyzaduje k veli¢inam fadit i to, co se dosud k veli¢inam nepocitalo.

8.5. KLASIFIKACE MODELU

Modely se tfidi podle nejriznéjsich hledisek, pficemz hranice mezi nimi
nejsou vzdy piesné urceny.

Kritériem pfi klasifikaci modeli mohou byt napf. vlastnosti originalu,
které maji byt v modelu obsaZeny. Tak rozliSujeme:
1)  Funkéni modely — modelovani pozadovaného funkéniho chovani objektu k okoli,
kopirovani okoli objektem
2)  Strukturni modely — vzajemné uspofadani prvki objektu a vazeb mezi prvky
3) Modely chovani — modelovani interakci objektu S okolim, napodobovani,
analogie

Vychazime-li z u€elu upotiebeni modelu, pak rozliujeme:

1) Demonstra¢ni modely predvadéji ¢astecné nebo uplné chovani nebo vlastnosti
objektu — (demo-modely) - velkou mérou v pocitacich

2)  Experimentalni modely — aktualni preference experimentu

3)  Rozhodovaci modely — usnadni dalsi cesty feSeni problému

Klasifikace, kterd ptihlizi pouze k vlastnostem modelu, vyjadfuje soucasné rizny
stupen abstrakce:
1)  Vypovédni modely — pouze slovni vyjadieni, predstavy
2)  Fyzické modely — fyzikalni a technické zobrazovaci prostredky
3)  Grafické modely — grafické vyjadiovaci prostiedky, ¢rty, schémata, grafy apod.
4)  Formalni - matematické modely — zobrazovaci prostiedky jsou matematické a
logické symboly, aritmetika, algebra, geometrie apod.
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Matematické modely se d¢li na:

1)  Deterministické (proménné, prvky nepodléhaji ndhodnym vlivim) a
stochastické (proménné, prvky se povazuji za nahodnou veli¢inu s danym

rozdélenim Cetnosti)

2)  Spojité (proménné se méni kontinualné, spojit€) a nespojité (proménné

nabyvaji diskrétnich hodnot)

3)  Statické (ustalené, stacionarni, neménici se s ¢asem, napf. chemicka nebo
fazova rovnovaha) a dynamické (méni se s cCasem, popis vétSinou

diferencidlnimi rovnicemi, napi. pribéh chemické reakce)
4)  Jednostupinové a vicestupiniové (na prvni dil¢i model navazuji dalsi)

Dalsi dulezité tfidéni mtze byt podle typi rovnic modelu:

1)  Statistické (empirické) modely — modelové rovnice maji ¢isté empiricky

charakter a pokud mozno volime jejich co nejjednodussi tvar)

2)  Mechanistické modely — odvozené na zaklad¢ piirodnich zakonitosti
(fyzikalné-chemicky odiivodnitelné modely z dosud dostupného stupné

lidského poznani)

Bylo by mozné uvadét fadu dalSich hledisek a typii modelll. Nebylo by to ucelné,
nebot’ v klasifikaci lze prubézné pokracovat podle konkrétnich pozadavkd oboru,

problému a piistupu.

V nésledujici tabulce je srovnani hlavnich znaka statistickych a mechanistickych

systém obsahuje zpravidla jak empirické, tak fyzikalné-chemicky odivodnéné rovnice

(napf. termodynamické, kinetické apod.)

vvvvvv

Modely z pFirodnich zakonii,

Model istické PP

odely statistické mechanistické
Jednoduchy tvar Reprodukovani  skute¢nych
Parametry se snadno urcuji zékonitosti

Lze pouzit statistické planovani
pokusii

Je moZno extrapolovat
Parametry maji  fyzikalni

Pfednosti | Jednoducha optimalizace smysl
Casto je lze ziskat z méfeni
nebo v tabulkach
VétSinou maly pocet
parametrQ
Parametry nemaji fyzikalni Rovnice jsou vétSinou slozité,
vyznam nelineéarni
Nedostatky | Parametry nelze urcit nezavisle Regresni analyza obtizna
Neni mozno vibec nebo jen Optimalizace slozita
omezené extrapolovat Analyza chyb obtizna
Obor uziti Pro slozité;si systémy Pro jednodussi systémy
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8.6. METODY SESTAVOVANI MODELU

Pracovni postupy zde popsané se budou tykat druhé faze — vystavby modelu. Lze
je zhruba roz¢lenit do tii krokt:
1)  Vybér vyznamnych vstupnich veli¢in (nezavisle mezi sebou)
2)  Volba vhodného typu modelu (podle libovolnych kritérii)
3)  Urceni velikosti parametri (S pomoci vypocetni techniky)

Je ziejmé, ze tyto kroky nelze oddélit od tieti faze (experiment s modelem) a paté
faze (provétovani modelu). Jednotlivé kroky se musi opakovat tak dlouho, az se ukaze,
ze model znazornuje redlny systém s dostate¢nou piesnosti.

Nejprve uvedeme pouzitelné metody vypocétu parametri statistického modelu a
potom modelu na zakladé¢ fyzikalné-chemickém.

8.7.1 STATISTICKE MODELY

Aniz bychom pfihlizeli k fyzikdlnéchemickym nebo jinym zdkonitostem, budeme
se snazit popsat chovani ptivodniho systému soustavou rovnic co nejjednodussiho tvaru.
Pti volbé modelovych rovnic mohou byt rozhodujici kritéria:

1) Matematicky co nejjednoduss$i tvar (podle velikosti intervalu a poctu

parametril)

2) Co nejmensi pocet parametri

3) Zachovani typického pribéhu funkce (napt. asymptotické pfiblizeni k limitni
hodnot¢)

Dilezitym rozliSovacim znakem je linearita vzhledem Kk parametrim
(nezaménovat s linearitou vzhledem Kk nezavisle proménnym). Modelova rovnice
linedrni v parametrech ma tvar

n
y=zai'fi(x1,x2,---)
i=1
napf. y=a-x+b
y=a+b-x+c-x?
y=a;-e* +a,-e*

Nelinearni jsou naproti tomu rovnice

a-xb

a- eb~x
ax

1+bx

_R R
Il

Zm¢étime-li napt. zavislost molarni tepelné kapacity C, dané latky na teploté T,
muzeme dostat nasledujici zavislost na obr. 13.
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Exaktni funkéni zavislost C, = f (T) je sice z kvantov¢ teorie principialné znama,
ale i u nejjednodussich latek pro praktické vypocCty je pfili§ komplikovana, proto lze

provést nahradu v intervalu (T;, T, ), napf.

C, = a + b.TneboazpolynomC, = a + b-T 4+ ¢c-T?> + d-T?

Kdyz je tedy stanoven typ modelové rovnice, je dal$im tlohou a vypocitat
parametry (koeficienty), které se v ni vyskytuji. Ve shod¢ s empirickym charakterem
modelu je vzdy ziskame z experimentalnich vysledkl. Pfitom mohou nastat dvé typické
situace:

1)  Experimenty jiz byly provedeny nebo experimentalni body nemohou byt vybrany
podle hlediska vyhodnocovani (napf. jde o pasivni pozorovani — astronomie,
meteorologie)

2)  Experimentalni body mohou byt piedem planovité urceny. Tuto mozZnost
vetSinou mame pii chemickych laboratornich pokusech a ¢asto 1 pii pokusech na
provoznim zafizeni.

Metody statistického planovani pokusi umoziuji ziskat s malymi naklady na
experimenty a vypocty velké mnozstvi informaci. Vychazeji z regresni analyzy, 0 niz
bude pojednano v dalSich kapitolach.

8.7.2 MODELY ZALOZENE NA PRIRODNICH ZAKONECH
~MECHANISTICKE

V kazdém chemickotechnologickém procesu ma ustiedni misto chemicka reakce.
Neznamena to vSak, Ze tato reakce urCuje sama cely dé€j. Uz v samotném reaktoru je
pribéh reakce urcovan také vymeénou tepla event. i hmoty. Pfed reaktorem 1 za nim
mohou byt zafazeny dalSi pracovni operace (doprava, separace apod.) Kone¢né tato
stanice je soucasti celého zavodu ¢i pramyslového odvétvi, jak je znazornéno na
nasledujicim schéma.

Systém, zavod odvétvi

Proces, doprava separace

Reaktor, ohiev, chlazeni

Konkrétni chemicka reakce
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Z toho tedy vyplyvaji rizné irovné modelovani:

— Modelovani chemické reakce

—  Modelovani reaktoru

— Modelovani procesu

— Modelovéni systému

Kazdy z téchto modelt je tady dil¢im modelem pro model nésledujici. Na jejich
feSeni se musi podilet vice riznych profesi.

V dalsi ¢asti probereme modelovani reakce na prikladu nasledné reakce druhého
fadu s jednim meziproduktem P

keq
A+B-P
ko
A+P-C
Typicky Casovy pribch koncentraci je na obr. 14.

Ci
@

B

e Obr. 14

Z obrazku je vidét, Ze koncentrace meziproduktu probiha maximem. Jestlize od
hledaného modelu zadame pouze uspokojivé zjiSténi soufadnic maxima pii danych
reakénich podminkach, pak by stacilo modelovat statisticky, tj. nahradit sloZitou
neznamou funkci koncentrace meziproduktu [P]= f(t) jednodussi funkci s pozadovanou
pfesnosti a pak urcit extrém. Pokud se vSak nespokojime s takovymi vysledky a
polozime si kol zjistit vSechny ¢asové pribéhy koncentraci v Sirokém rozmezi Casu,
teploty, pocatecnich koncentraci apod., pak je exaktni modelovani na zakladé
diferencidlnich kinetickych rovnic mnohem vyznamngj$i. Takovy problém obvykle
obsahuje dvé dil¢i tlohy:

1)  Urceni rychlostnich konstant dil¢ich reakénich kroku
2)  Vypocet pribéhu koncentraci reak¢énich komponent, které nas zajimaji.

vvvvvv

Matematickd formulace tohoto problému je pomérné jednoducha. Podle zdkona o
pusobeni aktivnich hmot a z principu superpozice reakénich rychlosti za predpokladu
konstantniho objemu lze napsat systém diferencialnich kinetickych rovnic, kde symbol
[1] je aktudlni koncentrace, t — Cas.

—d[A]/dt = ki[A][B] + k,[A][P] 1)
—d[B]/dt = k,[A][B] (2)
d[P]/dt = kq[A][B] — ky[A][P] (3)
d[C]/dt = k2 [A][P] (4)
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Tato soustava diferencialnich rovnic neni linedrni a nelze ji proto jednoduse
integrovat v uzavieném tvaru. Pfesto mame fadu moznosti, jak stanovit rychlostni
konstanty a pocitat priibéh koncentraci reakénich komponent na ¢ase. Nabizi se napf.
jednoduché diferencni metoda (nahrada derivaci diferencemi) nebo vypocet souradnice
extrému, jsou to vSak postupy velmi neptesné, vhodné pro dobry ptehled o fadovych
velikostech jednotlivych rychlostnich konstant. Vyhodné€j$i je vyhodnocovat cely
casovy prubéh kiivek, jinak zlstava vétSina informaci nevyuzita. To vSak je podminéno
integraci diferencidlnich rovnic. Zde se nabizi feSeni grafickd pomoci rtznych
nomogramul a grafti ke ztotoznéni s experimentalnim pribé¢hem nebo je mozné pouzit
k feSeni n¢kterou z numerickych metod (napf. Runge-Kutta). K tomu je pak obvykle
nutné pfidat 1 optimalizacni metody na zdkladé souctu ctvercii odchylek
experimentalnich a vypocitanych hodnot a stanovit co nejpiesnéji rychlostni konstanty
(viz dalsi kapitoly).

Uvedenou soustavu diferencidlnich rovnic lze vSak fesit v uzavieném tvaru pro
vztahy typu koncentrace-koncentrace, které také obsahuji rychlostni konstanty. Tak
napt. podélenim rovnice (3) rovnici (2) se dostane nésledujici diferencidlni rovnice

_dlP]_ ks [P]
dBl =~ k; [B]

kterou Ize snadno fesit v uzavieném tvaru (substituci X = [P]/[B] nebo metodou variace
konstanty) a ziska se zavislost koncentrace meziproduktu P na vychozi latce B ve tvaru

[B])"_1
-(5)
n—1
kde n = ko/ki. V této zavislosti se jiz vyskytuji rychlostni konstanty a Ize je potom
postupné stanovit jesté€ pomoci dalsich fesitelnych zavislosti koncentrace-koncentrace.

[P] = [B] -

8.7. LATKOVE A ENTALPICKE BILANCE

vvvvvv

zakonitosti pro formulaci a modelovani fyzikalné-chemickych problémi. Latkové
bilance jsou zvlastni ptipady vét o zachovani veli¢in, v tomto piipadé se jedna o
hmotnost (napf. kg) nebo latkové mnozstvi (napt. mol). Potom mutzeme zapsat pro
latkovou bilanci vztah (1) takto:

Vstup + Zdroj = Akumulace + Vystup (1)

platici pro kazdy ¢asovy okamzik.

Pokud mame peclivé vymezen systém, ktery bilancujeme, pak vstupem
rozumime mnozstvi bilancované veli¢iny, kterd do systému béhem zvoleného casového
intervalu vstoupi. Zdroj zachycuje to mnozstvi bilancované veli¢iny, které béhem
zvolen¢ho casového intervalu v systému vzniklo (kladny) nebo zaniklo (zéporny) —
napf. produkty ¢i vychozi latky pfi chemické reakci. Vystup je to mnoZstvi bilancované
veli¢iny, které béhem zvoleného Casového intervalu ze systému vystoupi. Akumulace
vyjadfuje prirGstek nebo Ubytek bilancované veliCiny v systému za zvoleny casovy
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interval pfi neustaleném déji (napt. v zasobniku kapaliny stoupa hladina, protoze pfitok
je vetsi nez odtok).

Entalpické bilance, pro které plati stejny obecny vztah (1) jako pro latkové
bilance, jsou zvlastnim piipadem obecnych energetickych bilanci, tj. prvni véty
termodynamické pro otevieny termodynamicky systém.

Pti formulaci problému pro stacionarni déj mizeme bilanc¢ni vztahy psat pro
libovolny ¢as 1 libovolny ¢asovy interval ptfislusného déje. Jinak je tomu ovSem pro
neustalené déje. Potom bilan¢ni rovnice piSeme pouze pro velmi maly ¢asovy interval
(diferencialn¢ maly) a vysledkem je pak diferencialni rovnice nebo jejich soustava. Jeste
proménné s mistem, tj. zavislé na jedné ¢i vice prostorovych soufadnicich.

Ptesny popis neustadlenych déjii v chemickém primyslu nabyva na dulezitosti
zejména pii Fizeni provozu pocitaci. Proto je nezbytna schopnost formulovat
problémy v diferencialnim tvaru.

8.8. STACIONARNI A NESTACIONARNI DEJE

Problematiku formulovani, modelovani a simulace systémut je mozno posuzovat
podle dvou hledisek: jednak podle poétu ,,prvki“ proménnych nebo radéji podle
poctu rovnic, kterymi je systém popisovan a jednak podle zavislosti vlastnosti systému
na ¢ase. Posuzovani problematiky je schematicky znazornéno na obr. 15

Zavislost
Ci nezavislost
Problém nacase
Ziskatelna data,
Jeden | Diskontinual. _| pocet kroku,
Ci vice Ci kontinual. proménnych,
rovnic
Obr. 15

Podle poctu ,,prvki budeme rozeznivat systémy s konenym poctem, a to
jednim a vice jako systémy nespojité. Systémy s nekoneénym poétem oznacime jako
systémy spojité. Systémy nezavislé na ¢ase budeme oznacovat jako ustalené c¢i
rovnovazné, systétmy proménné v ¢ase jako neustilené. V nasledujici tabulce je
uveden piehled feSenych systému s charakterizaci pouziti zdkladnich matematickych
kategorii.

. Pocet | Nezavislé na Case Zavislé na Case
Systémy o o s
prvkil | Ustalené Neustalené
. Obycejné rovnice Obycejné rovnice
jeden o g et
o algebraické diferencialni
nespojite . ‘s
, Soustava obycejnych Soustava obycejnych
vice S . . a1 .
algebraickych rovnic diferencialnich rovnic
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Z tabulky, ktera nemusi byt uplna, je vidét, s jakym matematickym aparatem se
bude fesitel zabyvat pfi feSeni konkrétniho problému. Nékteré modely mohou vést
k obyc¢ejné linearni rovnici s jednoduchym feSenim, jiné modely mohou poskytovat tak
slozity systém rovnic v §irSim slova smyslu, ze kfeSeni musi byt znamy velmi
specifické a originalni znalosti a postupy.

8.8.1 VYPOCETNI ASPEKTY STACIONARNICH SYSTEMU

Pti tfeSeni systémil ve staciondrnim stavu se vyskytuje zpravidla nasledujici
problematika: zjistovani pribéhu funkce, ktera je dana rovnici (tj. vlastné tabelace
funkce jedné ¢i vice proménnych), pak mize navazovat aproximace slozit¢ zadané
funkce jednodu$s$im tvarem, dale bude tieba znat kofenmy linearnich a nelinearnich
rovnic (mnohdy bude staCit separace kofenu), V neposledni fadé je nutno provadét
numerickou derivaci a integraci ziskanych vztaht. Z toho je vidét, Ze bez dobré
vypocetni techniky a solidniho programového vybaveni véetné jeho vhodného vybéru a
pouziti se fesitel neobejde.

Piiklad stacionarniho systému: Zjistéte pribéh zavislosti pH na koncentraci
zasady pfi titraci slabé kyseliny slabou zasadou za konstantniho objemu podle
stechiometrické rovnice

K
HA+BOH & B*+ A +H,0
Kk + - KZ + _
HAo H + A BOH < B" + OH

ReSeni: Z obecného matematického postupu feSeni acidobazickych rovnovah
plyne pouziti podminek I., 11. a Ill. druhu:

l. Podminky termodynamické (disocia¢ni konstanty, iontovy produkt vody atd.)
[H*]-[A7] [B*]-[OH7]

_ _ — [g+1. -
K, = THA] K, = TBOH] ,P=[H*]-[OH7]
Il.  Podminky o analytickych koncentracich
ck = [AT]+[HA]
¢, = [B*]+[BOH]

Ill.  Podminka elektroneutrality
[B¥] + [H*] = [A7] + [OHT]

Dostali jsme tedy soustavu Sesti algebraickych rovnic. Jejim feSenim miiZeme
dostat Sest kotfend pro uvedenou acidobazickou rovnovahu. Tak napf. zname-li Ky, K;,
P, ck a c;, miZzeme urcit za téchto podminek numerickymi metodami kotfeny [H+],
[OHT], [B™], [A], [HA] a [BOH]. Z hlediska formulace zadani problému vsak stadi
zjistit —log [H'] = pH v zavislosti na ¢,. Ostatni proménné nis nezajimaji, proto je
mtizeme eliminovat. Upravou uvedené soustavy rovnic dostaneme

Cy _ Ck + P
[H*] * [H*]

K] 1tx,

1+
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a nyni po substituci [H'] = 107P# budeme zjistovat pribéh titraéni kiivky tabelarni
nebo grafickou formou. Na prvni pohled je vSak vidét, ze uvedena funkce neni
explicitné vyjadiena vzhledem k pH. Proto pro kazdou zvolenou hodnotu ¢, se musi
fesit numericky nelinearni rovnice pro realny kofen pH, ktery ma fyzikalni smysl. Je to
tedy pomérné obtizny kol a neobejde se bez pocitace. Uvedeny funkcni vztah vsak
nabizi jinou moznost, a t0, ze pro zvolené hodnoty pH s fyzikalnim smyslem
vypocitame hodnotu c, tedy provést inverzi — zaménu zavisle a nezavisle proménné.
Vysledky tak mohou byt dokonce piesnéjs$i nez pivodnim postupem. Komplikace by
vSak mohly nastat pii dalsim, hlavné statistickém zpracovavani ziskanych dat. Proto i
zdanliveé jednoduché postupy je nutno volit s rozvahou a citlivé.

8.8.2 yYPO(“:ETNi ASPEKTY NESTACIONARNICH
SYSTEMU

Proti staciondrnim systémim zde piijde o vypocetni problematiku tykajici se
systémt, jejichZ stav se obecné méni s asem. Chemici oznacuji né€kdy takové chovani
systémd jako ,,dynamiku systému“ nebo ,,kinetiku systému*.

Matematickd a vypocCetni problematika neustdlenych systémii vede k feSeni
oby¢ejnych diferencialnich rovnic, zpravidla prvniho a druhého fadu, jejich soustav,
feSeni parcialnich diferencidlnich rovnic a numerickou derivaci a integraci.

Piiklad nestacionarniho systému: Za konstantniho objemu a teploty z reakéni
komponenty A o pocate¢ni koncentraci a vznikd rovnovadznou reakci produkt B o
pocatecni koncentraci b s rychlostnimi konstantami k; a k ;. Zjistéte ¢asovy prubéh
vychozi reakéni komponenty A a produktu B.

k_q
v «—
Reseni: Pro rovnovaznou reakci A R B plati z formalni reakéni kinetiky systém
keq
kinetickych diferencidlnich rovnic
d[A] _ d[B]

Je to soustava dvou diferencialnich rovnic, kterou po dosazeni ze vztahu
koncentrace—koncentrace

[Bl=-[Al+a+b
feSime separaci proménnych
d[A] _
kit ko) (Al =k (a+b)
a naslednou integraci dostaneme zavislosti komponent A a B na Case

kl a— k—l * b . e_(k1+k—1)'t + k_l(a + b)
ky + k_q ky + k_q

dt

[A] =

_kl(a+b) kl’a_k_l’b
kg kg ky+k_q

. e_(kl'l'k—l)'t

[B]

63



Vzhledem k formulaci zadani problému je feSeni hotové, ale komplexni vyfeSeni
problematiky uvedené nejjednodussi rovnovazné reakce prvniho fadu obsahuje dalsi
faze a postupy. Tak napt. plijde o stanoveni hodnot rychlostnich konstant, stanoveni
rovnovaznych koncentraci, stanoveni rovnovazné konstanty, urCeni Ccistoty obou
reak¢nich komponent apod. K tomu je pak nutné pouzit metody statistické matematiky,
metody optimalizace apod. O né€kterych z nich bude zminka v dalSich kapitolach.

Poznamka: Uvedené diferencialni rovnice prvniho fadu lze fesit pievodem dal$im
zderivovanim na diferencialni rovnici druhého tadu s konstantnimi koeficienty bez
praveé strany

d*[A] d[A]

F-{_ (k1+k_1)'T: 0
a tu vyfeSit pomoci charakteristické rovnice a?+ (k; +k_;)-a =0 skofeny
a, = — a, = 0 atedy

ky+k_q’

[A] = Cl + Cz . e_(k1+k_1).t

kde integraéni konstanty C; a C;lze vypocitat z pocate¢nich a rovnovaznych podminek.

9. ANALYZA VZTAHU MEZI VELICINAMI

Pii feSeni riznych problémi ziskdvdme méfenim dvé nebo vice veliCin, tzn., Ze
vysledkem je pak vybér dvojic hodnot, trojic hodnot atd. hodnot. Nyni se budeme
zajimat o stupné zavislosti mezi t€émito napt. pary hodnot a o povaze vztahu mezi
nimi.

Miizeme tak rozeznavat z hlediska statistiky dva druhy zavislosti:

1) Bude-li ze dvojice (x, Vi), napt. X; néjaka znama konstanta nezatiZena
chybou, mizeme také fici, Ze X; je pevna hodnota nezavisle proménné X a Y;
bude pozorovand veliina zavisla na X;. Tato skuteCnost se nazyva regrese.
V chemické kinetice se napt. za regresi povazuje zavislost koncentrace latek na
case. Nezavisly proménny Cas 1ze métit dostatecné piesné a lze jej tak povaZovat
za pevnou hodnotu x;, zatimco aktualni koncentrace jsou zatizeny daleko vétsi
chybou se statistickym rozlozenim. Pak tedy koncentrace je zavisle nahodné
proménna ;.

2) Budou-li obé veli¢iny X; a yi ndhodné proménné a méfitelné s relativné velkou
chybou, pak se jedna o vztah korelace. Piikladem muze byt analyza produktu pfti
stanoveni dvou necistot. Korelaci je vztah mezi procenty obou necistot. MliZze nas
zajimat napf. proto, ze 1ze vysledovat spolecnou pficinu zmén v obou znacich.

Zavislosti jsou znazornény na nasledujicim obr. 15 a 16
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Regrese obr.15 Korelace obr. 16

Vyhodnocovani experimentalnich dat lze povazovat za optimalizaci hodnot
parametri predpokladané funkcni zévislosti matematického modelu. Pfi raznych
postupech urceni parametrii podle druhu funkéni zdvislosti je nutno pouZzivat jista
kritéria, nazyvana jako Kritéria priléhavesti. Kromé metod vychazejicich z klasické
matematické analyzy, které jsou zikladem linedrni regrese, setkdvame se pii
vyhodnocovani dat nejcastéji s matematickymi metodami souhrnné nazyvanymi jako
metody nelinearniho programovani.

Zakladnimi formami interpretace naméfenych experimentalnich dat jsou:

1)  Tabulka, kde zvolenym hodnotam nezavisle proménnych jsou piifazeny hodnoty
zavisle proménnych veli¢in.

2) Graf, kde na jedné ose (ose useCek) vynasSime zvolené hodnoty nezavisle
proménné a na druhé ose (ose potfadnic) naméfené hodnoty zavisle proménné
veli¢iny.

3) Matematicka funkéni zavislost typu y = f(x, @), kde y je namétena hodnota
zavisle proménné veli¢iny, X je zvolena hodnota nezavisle proménné veliiny a a
je vektor uré¢ovanych parametru ( ,.konstant*).

Pro dalsi zpracovani budeme ptedpokladat znalost tvaru funkce y = f(x, a)

z formulace problému z jeho matematického modelu. Pro naméfené hodnoty x a y bude

cilem dalSich numerickych postupl stanoveni parametrt. Dulezitym kritériem pro

volbu postupu pii vyhodnocovani dat je linearita modelu vzhledem k parametrim.
Kineticka rovnice pro reakci prvniho fadu, ktera ma tvar r.r. = k-C je linearni
vzhledem k rychlostni konstanté K, ale po integraci se ziska zavislost koncentrace—Cas
ve tvaru ¢ = a - e %t ata je vzhledem ke k nelinearni.
Metodika vyhodnocovani dat u linearnich modeli je podstatné jednodussi nez u
nelinearnich. Proto se nejprve budeme zabyvat regresi linearnich modeli.
Nejuzivangj$im kritériem pfiléhavosti je nalezeni minima sumy ¢tverci
odchylek Q

n
2
Q = Z (yi,exp - f(xi; &)) = minimum
i=1
kde n je pocet experimentalnich bodi. Funkci Q téZ nazyvame ucelovou funkci.
Jestlize oznac¢ime

Ai = yi,exp - f(xi' C_();
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pak kromé uvedeného tvaru nejcastéji vyuzivaného se také pouzivaji nasledujici
tvary:
pQ=Y|Ai| nebo Q=3 | Ai| /f(xiy nebo=Q =Y (A)*nebo Q =Y w; - A?, kde w;
je statisticka vaha jednotlivych bodi atd. Z matematické analyzy plyne, Ze je nutno
nalézt souradnice minima funkce Q zavislé na a4, ay, ... ax. Geometrickd predstava
uvedené situace znamena fizenou Volbu parametrii a hledani cest po nadplose Q Vv
(k + 1) rozmérném prostoru s neustalym sestupem do nejnizs$iho bodu udoli, viz obr. 17
pro oz a oy, kde Kje pocet parametri. Pro kazdou zvolenou uroven ucelové funkce
existuje vlastn¢ nekonecny pocet kombinaci a; a ay a tyto kombinace tvoii pak izo¢ary
sumy ¢tverci odchylek. Jedind kombinace parametrti a odpovidda minimélni hodnoté
ucelové funkce Qmin. Charakteristické pro linearni modely je, Ze pro dva parametry jsou
izocary eliptické, pro n-parametricky prostor vznika hyperboloid (viz obr.17)

A

A-- -

- -
B

Obr. 17

9.1. JEDNODUCHA LINEARNI REGRESE

Nejjednodussi model linearni regrese znamend, Ze kazda hodnota y; S normalnim
rozdélenim (Gaussovo) a konstantnim rozptylem je linearné zavisld na pevné nezavislé
proménné veli¢ing X;. Ocekavané hodnoty leZi pak na piimce

y=a1-x+a0

kterou nazyvame regresni primkou. Parametr a; se nazyva regresni koeficient.
Uveden4 situace je zndzornéna na obr. 18

A
y
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Obr.18

Maximaln¢ vérohodné odhady parametrii a; a ap dostaneme s pouzitim metody
nejmensich ¢tverci, tzn., ze Gcelova funkce Q

Q=X —ay-x; —ap)® )
nabyde svého minima. Proto musi byt splnéna nutnd podminka pro extrém tucelové
funkce Q proménnych ap a a;

a9Q a9Q
aao 0 aal ( )
Po provedeni parcidlnich derivaci, jejich vynulovani a Gpravé ziskdme soustavu

dvou linearnich rovnic

n — n
ay - di=1% + QoM = Li=1Yi 3)
n 2 n — n
a; - YimaXi + ao-Xitix = i=1XiVi
a jejim feSenim dostaneme nejlepsi odhady pro parametry ag a a; ve tvaru
a, = fmg X By Vi~ By X Bl XY
- 2
n¥L,xf - (S %) (4)
_ n'Z{lei'yl' _Zln:lxi 'Z?=13’i
a1 = n .2 n 2
nEL, xf - (2 %)
s v v — ?zlxi = Z?:lyi 7 : : R TR
Jestlize ozna¢ime X = V= , pak z prvni rovnice soustavy je vidét, ze
n n

regresni pifimka prochazi pravé bodem (X, y). Znamend to prvni, velmi jednoduchou
kontrolu vypoctu.

V praxi se obvykle nespokojujeme s odhadem koeficientl ag a a;, ale provadi se
dalsi testy regrese. Testuji se predevs§im koeficienty regrese a dale se stanovuje
interval spolehlivosti (konfiden¢ni interval). Uzivané vztahy pro vyznamnost
regresnich koeficientl a jejich intervall neni tfeba uvadét, nebot’ jsou v prevdzné casti
uzivatelskych programi linedrni regrese. Snad jen pro informaci lze uvést, ze jejich
principem je porovnavani urcitych hodnot vyrazt s kritickymi hodnotami Studentova
rozdéleni.

9.1.1 TRANSFORMACE NA LINEARNI REGRESI

Line4rni regrese je nejéastéjsi piipad regresni zavislosti. Casto je oviem hned
Z pozorovanych dvojic patrnd nelinedrni zavislost. Potom vznika otdzka, zda mizeme
predpokladat existenci takového regresniho vztahu, ktery transformaci jedné nebo vice
proménnych piejde na linearni vztah nebo zda pfedpokladany tvar nelinearni zavislosti
nelze jednoduSe transformovat a pak je nutno jej feSit prostfedky nelinedrni regrese.
Metody nelinearni regrese budou vyloZzeny pozdéji. Nejcastéjsi formy nelinearnich
zavislosti pouzivanych v chemii jsou Vv nasledujici tabulce 1 s jejimi moznostmi
transformace.

Funkce Transformace X Y a Ao

y=o-ef* Iny=Bx+Ina X Iny |B Ina
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y=a-eb/* Iny=p/x+Ina Ux [Iny (B |Ino
y=oaX/(1+p.x) |1ly=1/ax+ p/a Ux |1y |la |Plo

y=axP Iny=p:Inx+Ina |Inx |Iny |B Ina

Z tabulky je tedy vidét, ze nova zavislost mezi X a Y je opét linearni a Ize tedy
obecné psat

Y=a1'X+a0

a regresni koeficienty pocitat obdobnym zptsobem jako v piedchozi kapitole. V praxi
se vSak muze stat, Ze netransformované veli¢iny Y; sice maji normalni rozdéleni
s konstantnim rozptylem, ale jejich transformovana veli¢ina jiz nikoli. Potom ovSem pii
pouziti transformace pro linearni regresi nedostavame nejleps$i odhady ve smyslu
principu maximalni vérohodnosti. Pokud budou na hodnoty pivodnich parametrt
regrese o a B kladeny piisné€j$i pozadavky, je nutno transformaci zavrhnout a pouzit
metod nelinearni regrese.

9.1.2 VICENASOBNA (VICEPARAMETROVA) LINEARNI
REGRESE

V mnoha ptipadech, kdy analyzujeme néjakd data, nemlizeme piedpokladat, ze
pozorované hodnoty y zé&visi pouze na hodnotach jedné znamé proménné. Také neni
mozné nebo neni zaddouci v téchto piipadech provadét fadu pokusti pro fadu hodnot
jednoho faktoru a pfitom zachovavat ostatni faktory konstantni. Je tedy tfeba mit
k dispozici takovou vypocetni techniku, ktera umozni prolozit pozorovanymi hodnotami
model, v némz nékolik faktorti soucasné ovlivituje hodnotu zavisle proménné.

Uvazujme tedy linedrni regresi s vétSim poctem pevnych nezavisle proménnych
X1, X2, ..., Xm, Na kterych zavisi proménna y podle vztahu

Vy=ay+a; -x;+a; x,+ -+ ay, xny (5)
PouZzijeme-li u méfeni zavisle proménné y;, pak miZeme pro m < n nalézt hodnoty
odhadt ap, a, ..., an pouzitim metody nejmensich ¢tvercl jako soufadnice minima
ucelové funkce Q
_yn 2
Q=221(vi—ap—ay xi1 — " — Q" Xim) (6)
Pro extrém (minimum) musi platit
a2Q .
— =0 pro j=0,1,..,m. @)
6aj
Derivaci a tipravou ziskdme soustavu linearnich rovnic pro nezndmé ay, ay, ..., am
Ay n + Ay X Xyt GY X toa QX Xgn = =1 Yi
g Xis Xy t  a Xy x4 @Y Xp X * e+ QX X Xim = i X Vi (8)
n H
Qo Xic1Xim  + QY X Xim t G NP Xpp Xim + e+ G Y, x2, = Y Xium Vi

kterou feSime ne¢kterou vhodnou metodou uvedenou v kapitole 3.

Opét je mozné proveést testy vyznamnosti koeficientd ap, aj, ..., am pomoci
statistickych t a F testil, které byvaji soucasti standardnich uZivacich programi pro
tento typ regrese.
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9.1.3 NELINEARNI (POLYNOMICKA) REGRESE

Predpokladejme, Ze naméfena proménna veliCina y zavisi na jedné pevné
nezéavisle proménné x polynomickou funkei ve tvaru

y=ap+a; -x+a, x*+-+a;-xk 9)

V uréitych ptipadech necini potiz urcit stupenn k nelinedrni regrese z fyzikalni
podstaty, charakteru grafu apod. Postup urceni koeficientu ag, ai, ..., a totiz zavisi na
stupni polynomu. Ukazuje se, ze pfi stupni polynomu mensim neZ pét ¢i Sest uzitim
metody nejmensich ¢tverct se ziskaji docela dobré vysledky.

Postup feseni spociva v pievedeni polynomické regrese na vicenasobnou regresi
substituci

X=X, X; = X%, .., X = x¥ (10)

a tu potom zpracovat normalnim postupem nejmensSich Ctvercli a feSenim vzniklé
soustavy linedrnich rovnic.

Volime-li v§ak hodnoty k vétsi nez Sest, ziskame tim hor$i aproximace, dokonce
nezavisle na tom, jakym zptsobem feSime vzniklé soustavy rovnic.

U polynomické regrese je opét opravnénost testovat jednotlivé koeficienty
v regresni funkci pomoci t a F testd. Testovani u polynomické regrese je vSak dulezité
pravé z hlediska poctu urCovani parametrti a tim i stupné polynomu k. Mize se tak
projevit skute¢nost, ze dalsi zvySovani stupné polynomu uz nema vyznam.

9.2. NELINEARNI REGRESE

V predchozich kapitolach jsme se presveédcili, Ze problém nalezeni optimalnich
hodnot parametrit v néjakém modelu pro naméfena data spociva v minimalizaci
kritéria priléhavosti namétfenych a vypocitanych hodnot. Hledame tedy soufadnice
minima sumy ¢tverct odchylek

0 = 2ty (Ve — fG @) = min (11)

U linearnich modelti vzhledem k parametrim stailo derivovat minimaliza¢ni
funkci Q podle parametrd, jednotlivé derivace polozit rovny nule a vzniklou soustavu
linearnich rovnic fesit riznymi metodami.

Jestlize je model nelinearni vzhledem k parametrim, neni tento postup mozny a
minimum funkce Q je nutno najit bud’ zkusmo nebo linearizaci po usecich — tedy
zjednoduSovat. Metody feSeni tohoto problému maji tedy iterativni charakter:
zvolime-li nebo né&jakym zptisobem odhadneme nultou aproximaci parametrt af, a?,

.., @y , potom miiZzeme jistym zptisobem ménit hodnoty parametrt tak, aby hodnota
kritéria ucelové funkce Q (11) klesala. Vypocet zakonCime tehdy, kdyz se jiz
nedosahuje podstatného zlepSeni. Na tomto mist¢ je tieba pfipomenout, ze
minimaliza¢ni metody nelinearni regrese, které¢ budou popisovany, jsou pouze Casti
obecnych metod hledani extréml funkce vice proménnych. Tato ¢ast je vétSinou
oznacovana jako optimalizaéni metody. Jejich zvlaStnosti je pravé ta skutecnost, Ze
zpracovavaji kritérium (11) a nemaji Zadné dalSi omezovaci ¢i vazebné podminky.
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9.2.1 MINIMALIZACNI METODY

Cilem minimaliza¢nich metod je najit takovou strategii volby parametri a, o,
... O, aby cesta od jejich pocate¢nich odhadu k jejich optimalnim hodnotdm v minimu
byla co nejpriméjsi, aby se minimum dosahlo s CO nejmensim poctem iteraci. Tvar
izokfivek ucelové funkce Q zéalezi na analytickém tvaru studované  funkce
surCovanymi parametry. V idedlnim pfipad¢ jsou izocary pro dva parametry ay, op
témér kruhové, coz je zndmkou toho, ze mezi parametry oy a oy nejsou silné interakce
a citlivost sumy ¢tverct je k obéma parametriim pfiblizné stejna. V praxi se Casto stava,
Ze izoCary maji tvar velmi protahlé elipsy, coz signalizuje zvySenou interakci mezi
parametry o; a op. Disledkem toho je, ze ucelova funkce Q je citlivéjsi k nékterému
parametru a ten je pak minimalizacnimi postupy pfesnéji uren. VSechny tyto
skute€nosti musime mit na paméti pfi vybéru a aplikaci minimaliza¢ni metody na feSeni
konkrétniho problému.
Metody pro hledani volného extrému, minima ucelové funkce Q, mizeme rozdélit
do dvou skupin:
1) metody primého hledani extrému
2) metody gradientové.

9.2.2 METODY PRIMOHLEDAJICI

V literatufe je uvadéna celd fada téchto metod, naptf. relaxaéni metoda,
Rosenbrockova metoda, metoda paralelnich tangent (PARTAN), metoda pruzného
mnohosténu (SIMPLEX) apod. V této kapitole se omezime na popis metody
SIMPLEX, jejiz algoritmus je pomérn¢ jednoduchy, velmi casto uzivany pfi
pocatecnich vypoctech a proto tato metoda byva soucasti programového vybaveni
vétsSiny pocitaci.

9.2.2.1 METODA PRUZNEHO MNOHOSTENU (SIMPLEX)

Jak je jiz z ptedchoziho zifejmé, snazime se minimalizovat ucelovou funkci Q(a),

kterd je funkci proménnych o, 02, ... ox. Simplexovy algoritmus za¢ind nalezenim
(k + 1) parametri, které z geometrického hlediska vytvareji vrcholy polyedru —
simplex.

Pti optimalizaci musime provést poéateéni odhad proménnych oy, op, ... ok a ty
upiesnovat tak, aby minimalizovaly funkci Q(a). Ozna¢me pocate¢ni odhad jako bod @,
V N-rozmérném prostoru &, = (01, O, ... 0k) Pro k parametrt, ktery pouzijeme k urceni
dalSich bodu a4, ap, ... 0k, kde

@G = (Ll-a, az e )

_ 1,1 -a, .. .

@ (ay, %2 ) proi=1,2,....k  (12)
@ = (s, az o Ll-ay)

Takto ziskame (k + 1) vrcholi simplexu ( ap, 04, Oz, ... 0O).

Podle hodnoty Q(ap), Q(d1), ..., Q(ox) ozna¢me minimalni funkce Q pro a;
jako a; (I — infimum), pro maximalni hodnotu as (S — supremum). Zpisob nalezeni
nového vrcholu dal§iho simplexu (zavrZzeni pivodniho horsiho) je zaloZen na ctyfech
operacich:

1)  Odraz (Reflexe)
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vV

(B )
b=

Zrcadlovym promitnutim as ptes B je urcen dalsi vrchol

ag = (1l +a)-B-a-ag

Pro a = 1 se ag nachazi ve stejné vzdalenosti od B jak as, ale na opa¢né strané, viz
obr. 19. Pro zabranéni ptipadného vynulovani nékterého parametru je doporuceno volit

a=0,9985.
o
Expanze
Q5 @i-nmmmoomnee @R
hd (VG @i .
o
Reflexe
(a5}
Pocateéni sunplex_ QG)=S Go=ds
" Qa)=1 d=d
@)
Redukce
Kontrakce
e
Qg .af
Qs e p Q)
534
or
Obr.19 Simlex

2)  Prodlouzeni (Expanze)

V ptipad€, Ze je vetap€ odrazu ziskano nové minimum, tedy plati-li, Ze
Q(ar) < Q(au), je ziejmé, ze vypocet je provadeén ve spravném sméru. Je proto vhodné
prodlouzeni

(_XE == b(_XR +(1—b)ﬁ

Pro b = 2 bude prodlouzeni dvojnasobné oproti prodlouzeni ag odrazu, viz obr 19.
V praxi je doporuceno b = 1,95, aby se zabranilo ptipadné nestabilite.
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Podle toho, jestli je Q(ar) nebo Q(ag) mensi, pfemistime ag resp. ag na as (tedy
eliminujeme nejvyssi hodnotu Q). Tim vznikne novy simplex, uréime nové tézisté 3 a
proces odrazu se opakuje.

3)  ZKkraceni (Kontrakce)
V piipadé, ze Q(ar) > Q(a), je zfejmé, Ze vypocet je provadén V nespravném
sméru. UrCime

(-XK = (1—C)B + C'ds,

kde pfi ¢ = 0,5 je zkraceni provedeno na polovinu mezi os a 3, viz obr. 19. V praxi se
voli ¢ =0,4985. Zaménou ok na as vznikne novy simplex a prejde se na vypocet odrazu.

4)  ZmenSeni (Redukce)

Ke zmensSeni se piistoupi v pfipad¢€, ze nebylo ani v etapé€ prodlouzeni ani v etapé
zkraceni dosazeno lepSiho bodu nez as. Je pak proto pouzito bodu, ktery je urceny
vztahem

df=d1+0,5(d1—d1) l:].,z,k

Tim se zmensi vSechny hrany polyedru pfi zachovani jeho orientace a vrcholu a,
viz obr. 18., kde novy polyedr je oznacen aj ,&7, 4. Tento simplex nahrazuje ptivodni a
ptejde se na vypocet odrazu. Geometricky nazor je na obr. 19.

Vhodnym ukonceni vypoctu je napf.
|Q(6‘1)‘Q(5(1+1)| <Eg (13)
9.2.3 DERIVACNI METODY (GRADIENTOVE)

Spoleénym znakem téchto metod je znalost prvni, pripadné vysSich derivaci
ucelové funkce Q. Derivace ucelové funkce lze zadat v jednodusSich ptipadech
analyticky, ve slozitéjsich ptipadech je vypocet gradientu provadén numericky obvykle
S konstantnimi pfirustky.

Gradient uc¢elové funkce

VQ = (3Q/0ay,dQ/das,, ...,00/0a;)

udava smér, na kterém ucelova funkce Q v daném bod¢€ a roste nejrychleji. Pomoci
gradientu 1ze ucelovou funkci aproximovat. Vychazime piitom z Taylorova rozvoje
Vv okoli bodu a. Pro zjednoduseni predpokladejme, ze k =1 a pak plati
a2Q 1 09%Q 5
Qla+da) =Q(a) + — -da+ = -—" (da)" + -
oa 2! da?

Pro linearni aproximaci dostaneme
d
Q(a +da) = Q(a) +£- da

Zobecnénim tohoto vztahu pro Kkproménnych plati nasledujici linearni
aproximace

Q(a+da) = Q(a) + 92 . da; + 2 . da, + -+ 92 day, tedy zkracené (14)
daq da, day
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Tento vztah je vlastn¢ zakladem pro rekurentni formule gradientovych metod.

V praxi se uziva i druhych derivaci a tak je mozno jednoduSe odvodit i
kvadratickou aproximaci.

9.2.3.1 METODA NEJVETSIHO SPADU

Tato popularni metoda vychazi z pocatecniho odhadu a = (g, ap, ... ak), ktery se
Vv nasledujicich krocich méni o pfirtistek da, a to tak, aby se hodnota ucelové funkce Q
zmensSila. Protoze prirastek oa je vektor, je definovan smérem a velikosti. Zmény
parametrd o jsou voleny tak, aby byly ve sméru zaporného gradientu

8a. = -a - VQ()

Kladna konstanta a se voli tak, aby v daném sméru gradientu byl co nejvétsi
pokles ucelové funkce. Obvykle se toho dosdhne normovanim derivaci vztahem

=1/ 3, ()

Hodnoty 8Q/da; pro vypocet gradientu pro k-rozmérny vektor event. konstantu a,
uré¢ime bud’ analyticky, nebo pouzijeme numericky vypocet. Princip této metody je
schematicky znazornén na obr. 20.

5’(1) 541 o
Obr. 20
9.2.3.2 GAUSS-NEWTONOVA METODA
Tato metoda je jednim z nej€astéji pouzivanych postupli pii vyhodnocovani dat.
Princip metody spociva v jakési kvasilinearizaci modelu f(x, @) pomoci Taylorova

rozvoje, kdyz zanedbame Cleny vysSich fadi nez prvniho. Pak Ize napsat rekurentni
vztah

FO+D (x, 6+ Ad) = FOxa) + X, af Dlda; - Aa” (15)
kde i je index parametru, r je index iterace a
Aai(r) =g ai(r) (15a)

L
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Dosadime-li vztah (15) do ucelové funkce, ziskame rovnici

Q =Sy @) — XOF” foa) - 2a)’ (16)

V této rovnici ze znalosti pocatecniho odhadu @ zname na pravé strané vse, kromé

korekce Aaj. Vztah (15) je vSak vzhledem Kktémto korekcim linearni (a tim i

K parametrim a(r+ ), protoze a( )Znéme). Proto mizeme nalézt extrém funkce Q

z nulovych derlva01 Q podle Aq; a ziskame tak soustavu K linearnich rovnic (tolik, kolik
je parametrit).

) (] ™ ()
) _ f o . Ly o
Jj= 1(}7] f ‘Aay — da, Aay day Aay day; 0
(17)
Q)] (r) Q) Q)
n £ U pay - pay == gy ) L =
j=1\Yj — o« 251 az — " g k) Far

kde j je index experimentalnich bodt. Upravou dostaneme soustavu K linearnich rovnic
pro neznamé Aq;

[ /5™ Q) Q) ) ) | Q)
of; af; " df; of;" 9f af;
n Ji _ n L ™)y . %)
j=1 (60{1 ) -Aay + A 2+ + 2, Aa, = j=1(y] fJ ) ey
' : ' (18)
[+ Q) @ @) Q) )
ar;” af; of; af f; af!
no|=-4L.- . - n M.
=1 %ar 3an Ay + 5 Aaz + et < ak> Aay, (v f; ) o

kterou v maticovém tvaru muzeme piepsat
A-Ao=g (19)
kde A=J"3,9=3" (y-f®),d = (8fldey, 0fjld, ..., Df;jld).

Novy vektor parametrii pak vypocitame ze vztahu

Tt = ai(r) + Aq; (19a)

L

Gauss-Newtonova metoda rychle konverguje v blizkosti minima. Symetricka
matice A se nazyva Gauss-Newtonovou matici nebo také matici variaci a kovariaci.
Spatny pocateéni odhad parametrd mize vést k divergenci vypoétu. V takovém
ptipad¢ je vhodné kombinovat Gauss-Newtonovu metodu s metodou nejvétsiho spadu.

9.2.3.3 MARQUARDTOVA METODA

Tato metoda je jednoduchou a piirozenou kombinaci Gauss-Newtonovy metody
s metodou nejvétSiho spadu. Korekce parametri Ao se ziskaji feSenim soustavy
rovnic, CoZ zapsano maticove

(A+A-E)-Aa =" (y—f) (20)

kde E je jednotkova matice a A je konstanta. Volbou velikosti konstanty A je mozno
posouvat zpﬁsob feéeni na stranu Gauss-Newtonovy metody nebo na stranu metody

wevr

vhodné nejprve volit velkou hodnotu konstanty A a tim se blizit metod¢ nejvétsiho
spadu, a potom v blizkosti minima nechame hodnotu A klesnout az k nule, aby vypocet
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postupoval Gauss-Newtonovou metodou. Vhodnym zptisobem optimalizace iteracniho
postupu muze byt pouziti linedrniho vztahu

A = 20 . g®/Q® (21)

Hodnota konstanty A potom klesa ve sméru k minimu a tim se postupné zvysuje
rychlost vypoctu. Na zacatek vypoctu volime obvykle A = 0,01 az 0,1.

Osobni pocitace dovoluji rychlé provadéni komplikovanych vypoctl a umoziuji
zvolit z velkého poétu metod metodu optimalni. Podle povahy problematiky lze volit
individudlni piistup k experimentdlnim vysledkiim. Naopak metody zpracovani dat
urcuji volbu a planovani jednotlivych pokusi.

9.3. STATISTICKE PLANOVANI POKUSU

Matematické postupy regresni analyzy jsou zavislé na rozloZeni
experimentalnich bodu. Podstatou statistického plénovani pokusti je to, zZe
experimenty se neprovadéji libovolné (intuitivng), nybrz podle schématu vyplyvajiciho
z matematicko-statistickych uvah. To ma pak zna¢né vyhody:

1)  PIn¢ se vyuZije informace obsazena v experimentalnim materialu, takze hledané
parametry modelu lze ziskat s minimem experimentalnich nakladi.

2)  Vypocty se znaéné zjednodusi

3)  Ziska se dobie zduvodnitelna informace o spolehlivosti vysledku.

Tyto modely se zvlasté osvédcuji tam, kde model slouzi k optimalizaci a kde se
tedy hleda extrém tucelové funkce jako funkce vice proménnych (oznacované jako
parametry, faktory apod.).

Problematiku si ukazeme na dvou ptikladech

Priklad — neplanovany pokus: byly naméfeny nasledujici zéavislosti odezvy
Z na proménnych x; a Xo shrnuté v nésledujici tabulce

X1 Xo Zexp Zyp
0 6,0 0,84 1,199
1 4,6 1,73 1,834
2 3,0 2,41 2,378
3 14 3,56 3,322
4 0 4,10 3,957
5 [-1,3 5,04 4,537
6 |-29 551 5,281
7 |-4,6 6,62 6,080
8 |-50 6,09 6,715
9 |74 6,99 7,350

Podle modelu ma byt proménna Z linearné zavisla na X; a Xz, tedy hleddme parametry
Ao, 41 a Ay linearniho modelu

Z=a0+a1'x1+a2'x2

K dispozici mame dostatek bodii (deset pro urceni tii parametrl) a proto linearni
regresi podle kapitoly 9.1.2 dostaneme tyto vysledky véetné smérodatné odchylky s;
ap = 4,493 Sp = 9,624
a; =-0,134 s;=2,394
a; =-0,5948 s2 =1,598
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Je ztejmé, Ze smérodatné odchylky jsou népadné velké, coz je pres velké naklady

vynaloZené na pokusy vysledek malo potésitelny. Napt. pro X3 =9 a xo = 2 je vypocitané
Z =2,2 1+ 47 pro 95% hladinu vyznamnosti. V ¢em tedy vézi pti¢ina? Jestlize vyneseme
experimentalni body v rovin€ X, Xz, vidime podle obr. 21a, ze body lezi ptiblizné¢ na

pfimce, tj. jsou na sob¢ linedrné zavislé X

= k'x; + . Jde tedy pii vybéru

experimentalnich bodii o nevhodny vybér. Tim vznikla Spatna podminénost parametrd.
nevhodnym vybérem experimentalnich bodu a zavislost Z = f(X1,X2) ptesla prakticky na
zavislost Z na jedné nezavisle proménné, tedy Z = Ag + A1-Xy (Viz obr 21 b)

S 7] .
+
4 0“ ,/
® 6 L+
N ’
2 e ,-|,
O\ 5 +,
> 7’
- S ) ,
0 2 4 "Q 6 8 10 4 +°
.~ Iy +,/
Q‘ 37 /’
N 4
b\O S + + + Zexperimentalni
‘\‘ 27 4.’ ———  Zzmodelu: Z = Ay + A,
~ ’
y
o) o
1
£y
Obr. 21a obr. 21b

Piiklad — zména jediného faktoru (vzdy jen jedné nezavisle proménné): mame zjistit

reak¢éni podminky, za kterych je vytézek kaprolaktamu (C) pfti jeho vyrobé
z kyseliny cyklohexankarboxylové (A) pomoci NOHSO,4 (B) maximalni

COOH O
HQSO4.SC)3 NH
(A) (B) (©)

Vstupni parametry, kterymi lze ovliviiovat vytéze, jsou:

teplota T
doba reakce t
molarni pomér A:B o
H.SOsB B
SO;:B Y
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Byly provedeny tyto fady pokusi:

t=60min,a=B=y=1
proménna teplota T od 60 do 120 °C po 10 °C, tedy 7 pokust.
Vysledek: maximum pii 80 °C

T=80°C,a=B=7y=1

t se méni od 20 do 90 min po 10 min., tedy 8 pokust
Vysledek: zadna vyznamna zavislost
T=80°C,t=60 min.,,=y=1

a se méni od 1 do 2 po 0,2, tedy 6 pokusti
Vysledek: slabé maximum piia = 1,2

T=80°C,t=60min.,,a=1,2,y=1
B se méni od 0,5 do 1,75 po 0,25, tedy 6 pokusit
Vysledek: velmi slabé maximum pii B = 0,75

T=80°C,t=60min.,a=1,2,p=0,75
v se méni od 0,4 do 1,4 po 0,2, tedy 6 pokust
Vysledek: vyrazné maximum pii y = 0,8

Téchto pomérné hodn¢ pokust (33) sice dava kvalitativni informaci o vlivu
jednotlivych faktorti (nejvétsi vliv y), ale pfes zna¢né naklady na experiment jsme
neziskali zadnou exaktnéj$i informaci o skuteéné¢ poloze maxima a spolehlivosti
vysledkd.

Z uvedenych prikladl vychazeji najevo nedostatky neplanovanych nebo nevhodné
planovanych pokusti stejné jako nedostatky ,klasické metody*, kdy se méni pokazdé
jen jedna proménna ovlivitujici odezvy.

Vsem pokusim statistického planovani pokusu je spolecné to, Ze se méni
soucasn¢ vice vstupnich proménnych podle pfedem stanoveného planu. Plan se fidi
podle typu pouZzitého modelu a podle cilti vyzkumu.

V dal$ich odstavcich si kratce objasnime podstatu metody na dvou zvlast casto
uzivanych typech planovani pokusu. Piedpokladejme, ze vystupni funkce — odezva Z
zavisi na n vstupnich proménnych, tedy plati

Z = f(X1,X2, ..., Xn) @

Geometricky to tedy znamena pro
n =1 kiivku v roving
n = 2 plochu v trojrozmérném prostoru
n > 2 nadplochu v (n + 1) rozmé&rném prostoru
O tvaru tohoto geometrického obrazce se nelze obecné vyslovit. Pokud jsme vSak
dostatecné daleko od lokalniho extrému funkce Z a méni-li se vstupni proménné X;
azZ X, jen v relativné malé rozsahu, mizeme provést nasledujici aproximaci:
n =1 aproximace pifimkou
n = 2 aproximace rovinou
n > 2 aproximace nadrovinou v (n + 1) rozmérném prostoru
Vztah (1) pak ptechéazi na

Z =¥ "X (2)
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pricemz Xo = 1 (nova formalni proménna). Matematicky to znamena nahradu vztahu (1)
Taylorovym rozvojem, kde vyssi ¢leny mimo linearni zanedbavame (linearni model).
Nelze ovSem obecné rozhodnout, co se rozumi ,,relativné malym rozsahem®. Ve
veétSim rozsahu, zejména v okoli lokdlniho extrému, linearni model nepostacuje.
Taylortiv rozvoj musime pak rozsitit je$té o kvadraticky ¢len a tak dostaneme obecny

tvar modelové rovnice druhého stupné

— n n
Z = Yizo Xj=1aij XiX; (3)
coz miizeme pro N = 2 explicitné zapsat

— 2 2
Z=ag+ Qo1Xq T Agpx, T apxy T apxx, +axp x; (4)

Pro linearni zavislost plati, Ze pocet parametrii p ve funkénim vztahu je o jeden
vétsi nez k pocet proménnych, tedy p = k + 1, pro kvadratickou zavislost je pocet
parametru dan vztahem p = (k + 1)-(k + 2)/2, tj. podstatné vice a tak se musi tato
skutecnost respektovat pii vedeni experimentd.

Na ¢em tedy zalezi pti volbé vhodného planu pokust?

K vypoétu modelu je zapotfebi alespon tolik pokusii, kolik je neznamych.
Abychom vSak dospéli ke statisticky jisté informaci, musime volit jest¢ o néco vice
pokust, tzn., Ze mame mit k dispozici dostatecny stupen volnosti ve statistickém slova
smyslu.

Naklady na experimenty se maji pohybovat ve zdivodnitelnych mezich.

Body maji lezet tak, aby celkovy zkoumany rozsah parametrii byl pokud mozno
rovnomérné rozloZen a zmapovan (srovnej ptiklad neplanovany pokus).

Vypocetni postup ma byt pokud mozno jednoduchy.

KdyzZ se dostatecné prokaze, ze linearni model je nedostacujici, ma byt snadno
uskutecnitelné jeho rozsifeni na kvadraticky model.

9.3.1 PLANO\{ANi POKUSU U LINEARNIHO MODELU
(FAKTOROVY POKUS 2%

Nejrozsifengj$i metoda statistického planovani pokust spociva v tom, Ze kazdému
faktoru (proménné) se prifadi dvé hodnoty a piihlédne se ke vSem moZnym
kombinacim. Pak se dostane 2 experimentalnich bodi, které tvoii pravidelny obrazec
V n-rozmérném prostoru. Pro k = 2 (dvé nezavisle proménné) je to ¢tverec, pro k = 3
krychle atd., viz obr. 22. Tato metoda je téz nékdy nazyvana Boxova-Wilsonova.

k=2 K=3
A
T3
o A
[ ", @ 0 ----------
1 : [ PET SRR—. i
1 0 1 1 LZ}-
A N 4
e s T P G 7
&
Obr. 22
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Protoze plati pro k > 2, ze 2 > k + 1, tj. pocet experimentalnich bodii je v&tsi nez
pocCet parametrii pro linearni model, staci pocet pokusi k odhadu parametrii napf.
metodou nejmensich ¢tvercti. Na obr 22. Jsou Ctyfmi event. osmi plnymi krouzky
oznaceny body mozného faktorového pokusu, kdy zavisle proménné jsou funkei dvou
event. tfi nezdvisle proménnych. Postup vypoctu se znacné zjednodusi, kdyz za
nezavisle proménné X; dosazujeme normované (transformované) veliCiny tak, aby
vSechna X;j méla hodnotu —1 a +1. Normovani provadime dle vztahu

xi-(;+48) _ —
—, =t 1
kde A je rozdil mezi maximalni a minimalni hodnotou X;.

Priklad. Pii vyrobé herbicidu Simazinu reakci kyanurchloridu s etylaminem ve vodné
suspenzi vznikd jako nezddouci vedlejsi produkt dichloretylaminotriazin
podle schématu

NHC,H,

+2 CoHgNH» N/JH“\‘N 0
- 1

¢l - 2 HC A A

C1” N" TNHC,H:

N™™N .

cl | N s
+ CoHgNHo N .N/JQ-QN
ol (Z2)
-HA g JL\I{&L‘M—[CEHE

Mame sestavit modelové rovnice pro vytézek Simazinu (Z;) a dichlorderivatu (Zy)
a sjejich pomoci zjistit optimalni reakéni podminky. Podle ptfedbéznych pokust se
zjistilo, ze pribéh reakce ovliviluje teplota T, reak¢ni doba t a otd¢ky michadla v.
Nejprve byl proveden faktorovy pokus 23 v okoli bodu T = 15 °C, t = 180 min. a
v=350 min'. Bylo zvoleno AT = 5 °C, At = 30 min., Av = 50 min*. Vysledky jsou
Vv nasledujici tabulce, kde byla provedena transformace a normovani proménnych takto:
X1 =(T—-15)/5, xp = (t—180) / 30, x3 = (v—350) / 50.

T t \% Zl Zz
[°C] |[min] | [min?] | X | 2 | % [%] [%]
20 210 400 1 1 1 75,1 19,5
20 210 300 1 1 -1 79,6 21,3
20 150 400 1 -1 1 83,2 19,6
20 150 300 1 -1 -1 81,9 19,4
10 210 400 -1 1 1 75,8 22,6
10 210 300 -1 1 -1 79,1 21,3
10 150 400 -1 -1 1 75,1 24,0
10 150 300 -1 -1 -1 77,0 25,3
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Pro (Z1) a (Z2) mtizeme podle linearniho regresniho modelu (2) psat
Zi=ag+ a;xqg t+ axx, t azxs
Z,=bo+bx; + box, +bgxg

Z metody nejmensich ctverct plynou hodnoty

ap=178,35 bo = 21,625
a; =1,60 b1 =-1,675
a, =-0,95 b,=-0,45
az;=-1,05 b3 =-0,20

s korela¢nimi koeficienty ry = 0,539 a rp = 0,720. Tyto hodnoty jsou nizké a jiz z této
skutecnosti plyne nevhodnost linearniho modelu. Vysledky by bylo nutno statisticky
testovat, coz presahuje ramec predmétu. Nachazime se zfejmé s experimentalnimi daty
Vv blizkosti extrému nebo alespon v oblasti, ve které skuteéné zavislosti Z; a Z, vykazuji
siln¢ zaktiveni. Proto je tieba model rozsifit na kvadraticky. Znamena to tedy zvétsit
pocet experimentalnich bodii a pocitat parametry zase metodou nejmensSich Ctvercil.
Protoze pro tfi nezavisle proménné je pocet parametri kvadratického modelu deset a
stdvajici experiment obsahuje pouze osm pokusil, je nutné data z této problematiky
rozsifit na vice pokusi jak deset.

Blizsi informace o planovani pokust, modelech a statistickém planovani uvedené
metody najdete v literatuie®.

9.3.2 STATISTICKE PLANOVANI MULTIVARIABILNIHO
SYSTEMU

Faktorovy pokus 2" je vhodny pro feSeni problémii, kde odezvy (zavisle
proménné) jsou ovliviitovany malym poctem nezavisle proménnych, nebot’ pak piibyva
exponencialné pocet pokust. | jednoduché experimentalni badani ve vyvojové
laboratofi je ekonomicky velice narocné. Je nutné nalézt takové experimentalni postupy,
které by poskytly maximum informaci pfi minimalni cené¢ a ndmaze. V r. 1946 védci
Plackett a Burman'® navrhli efektivni postup minimalniho poctu pokust v zavislost
na poctu nezavisle proménnych, ktery byl vyvojem zdokonalovan. Nejprve byl navrzen
postup pro chovani systému s poctem proménnych > 5, a s postupem casu i pro
mnohem vice proménnych (20 a vice).

9.3.2.1 EXPERIMENTALNI STRATEGIE

Budeme studovat chemicky ¢i fyzikalnéchemicky d& a jeho chovani. Nejprve
oznacime vSechny mozné a nemozné proménné, které mohou ovliviiovat studovany
déj. Potom vybereme nebo zvolime skutecné mozné proménné s fyzikalnim smyslem,
jako napf. teplotu, tlak, koncentraci, ¢as, pH, viskozitu, neéistoty, pFitomnost Ci
nepiitomnost katalyzatoru apod. Zavisle proménné (odezvy) jsou pak vysledkem
pusobeni zvolenych nezavisle proménnych bud’ z konkrétniho modelu ¢i podle néjaké
aproximace. Zavisle proménné pak budeme méfit.

80



Pocet nezavisle proménnych pak diktuje nejvhodnéjsi typ planovani. Napi. pro
grafické zpracovani v roviné mame jen dvé proménné, v prostoru pak tfi a déle jiz nase
grafické predstavy koncCi. Faktorova analyza doporucuje maximaln¢ 5 nezavisle
proménnych, Plackett-Burman neni omezen.

V prvnim kroku urc¢ime hranice nezavisle proménnych studované¢ho problému
(napf. na zéklad¢ zkuSenosti, orienta¢nich pokust apod.). Spodni hranici (minimalni
hodnotu) oznac¢ime (—) nebo (1) a horni hranici (maximalni hodnotu) ozna¢ime (+)
nebo (+1). Tyto hranice je nutné spolehlivé znat z prvnich orientaénich pokusi.

Ve druhém kroku podle ptedem pfipraveného experimentalniho planu budeme
studovat zavisle proménné pro rizné kombinace hranic nezavisle proménnych.
Podle Plackett-Burman® je nejmensi pocet variaci (a tim i pokusi) o jeden vyssi, nez
je podet nezavisle proménnych, tj. n pokust, (k — 1) nezavisle proménnych. Cislo n neni
ledajaké, podle zakont statistiky bude n = 8, 12, 16, 20 atd.

V dalSich krocich napiSeme navrh kombinaci ve tvaru matice — tedy
experimentalni plan. Prvni fadek matic pro jednotliva n je dan nasledujici tabulkou.

Pocet pokustin | Prvni fadek pro proménné x; v hranicich + a — P(Z"et,
proménnych
8 +++—+—— 7
12 ++—+++——+— 11
6 t+++—+—++——F+——— 15
20 +t+——Ft++t+—t—+————++— 19

Dalsi Fadky matice vznikaji cyklicky rotaci doleva nebo doprava, az posledni
fadek jsou samé —. Neni-li v problému dostatecny pocet nezavisle proménnych,
zavedou se pro doplnéni nové, tzv. slepé ¢1 modelové (ndhradni — dummy). Ukéazka
matice pro poc¢et proménnych 7 (pokust 8) je v nasledujici tabulce.

Nezavisle proménné x; Zavisle proménné -

Pokus 1234567 méfeni
1 +++-+- -
2 ++-+-—+
3 +—+——++
4 —+-——+++
5 +——+++-
6 ——+++-—+
7 —+++—+-
8

9.3.2.2. LINEARNI MODEL

Priklad. Pfedpokladejme nésledujici polymeracni reakci
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katalyzator
n >:< y -
X H rozpoustédlo X H

Budeme studovat vliv nezavisle proménnych na molarni hmotnost produktu.
Molérni hmotnost polymeru je métena viskozimetricky.

hranice

Nezavisle proménné (ovliviyjici viskozitu) jsou: spodni (=1)  horni (+1)
Teplota [°F] 0 32
Nosic¢ katalyzatoru [%] 5 10
Konc. katalyzatoru [%] 0,2 0,4
Rozpoustédlo techn. p.a.
Dummy (slepa) — —
Michani [ot-min!] 100 500
Dummy (slepa) — —

Znamena to, zZe pro 7 nezavisle proménnych je nejblizsi n = 8 (tedy osm pokust),
bylo nutno dodat dvé slepé proménné. Ziskané vysledky méfeni jednotlivych pokust
jsou shrnuty v nasledujici tabulce.

Nezavisle promeénné X; Zavisle proménné Y
Pokus 1234567 Viskozita normovana
1 +4++—-—+- - 0,315
2 ++—-—4+—-=—++ 0,336
3 +—-+—-—++ 0,330
4 —+——+++ 0,464
5 b ——F++ 4 — 0,322
6 —— 4+ ++—+ 0,507
7 44— 0,482
8 | o ___ 0,463

Vysledky odezvy lze jiz nyni statisticky zpracovat a vyhodnotit z nich zavéry. Je
mozné stanovit intervaly spolehlivosti, smérodatné odchylky, tésnost proloZeni atd. a
kriticky vyslovit zavéry. Pro statistick¢é vyhodnoceni budeme ptedpokladat linearni
model

Y=a,+ X a;x
Pro dany problém je vyhodné provést normovani nezavisle podle vztahu
Xi= ( 2'(Xi — Xmin)) /A -1 nebo Xi= 2.(Xi — Xip) /A

kde Ximin @ Ximax je dolni a horni hodnota i-t¢ nezavisle proménné, A = Ximax — Ximin, Xip =
(Ximin+ Ximax) / 2. Potom napt. pro T= 32 °F

Xy =(2.(32-0)/32 - 1=+1atd.
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Linearni regresi metodou nejmensich ¢tvercii modelu
Y =ag + aiXy + axXy + azXz + asXs + agXe
se ziska
Y = 0,402 — 0,0765X; — 0,003X;, + 0,006X3 +0,009X, — 0,003X5

kde X; = (T-16)/16, X» = (Wo— 7,5)/2,5, X3 = (W — 3)/0,1, Xs = F 1, Xs = (N — 300)/200

Protoze nezavisle proménné jsou normovany, absolutni ¢len modelu znamena
primémou hodnotu odezvy (meéfené viskozity). Navic porovnanim linedrnich
koeficientii 1ze okamzité zjistit, ktery parametr nejvice ovlivituje odezvu a jaky vliv
maji ostatni. Tedy v nasem pfipadé nejvétsi vliv na polymeraci ma teplota. Vztah
Z linearni regrese pro hodnotu Y umoziiuje téZ prognozu Y pro libovolné podminky
proménnych v danych méfenych intervalech. Napf. pro zvolené proménné teplotu 25 °F
nosi¢ 8 %, katalyzator 0,3 %, rozpoustédlo technické a michdni 500 ot-minfl, to
znamend X; = 0,56, X,=0,2, X3 =0, X4 = -1, X5 = +1 se dostane Y = 0,346.

9.3.3 gLANOVANi ,POKI’JSI°J PRO MULTIVARIABILNI
SYSTEMY — ROZSIRENE METODY

Scilem ziskani vice pokusii pro vérohodné vysledky jsou vétSinou popsany
modifikace zakladnich postupi planovani pokust popsanych v ptedchozich kapitolach.

Ptida-li se k meznim hodnotdam normovanych nezavisle proménnych -1 a +1
jesté hodnota stiedni, tj. 0, pak lze vyuzit faktorovy pokus 3. Potom napf. pro k = 2,
tedy x; a Xo bude nutno proméfit 9 pokusu podle nasledujiciho schématu.

X1 -1 10 |+ | -1 0 +1 | -1 0 | +1

Z toho je vidét, Ze tento zplisob planovani by stalil i pro popis modelu
kvadratickou funkei.

S vyuzitim stfedni hodnoty po¢ita i planovani dle Box-Behnken'?. Tato metoda
vyuziva jiz mnohem vice pokust, tak napf. pro kK = 3 je nutno zméfit 15 pokusu, pro
k =4 jiz 27, pro k = 7 pak 62 pokusi. Podrobny rozpis nebude uvadeén, je napf.
Vv piivodni literatute.

Podobny program vyuziti experimentli pro spolehlivé stanoveni vérohodnych parametrti
navrhuje Rechtschaffer.
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10. RESENE PRIKLADY PRO FORMULACI
PROBLEMU

Piiklad 1 (michani roztoki). Idealné michana nadrz opatfena piepadem
obsahuje staly objem V [dm?] roztoku o pocatedni koncentraci ¢ [mol‘dm_3J. V Case t =
0 [s] do ni zaéneme dodavat stalou objemovou rychlosti v [dm?s™] roztok o
koncentraci c; [mol-dm~]. Jaky je Gasovy pribéh koncentrace c(t) vystupujiciho
roztoku.

Reseni. Z latkové bilance vyplyva, Ze molové mnozstvi vstupujici za ¢as dt je
rovno molovému mnozstvi vystupujicimu a akumulujicimu za ¢as dt. Zdroj je nulovy
(bez chemické reakce). Tento fakt 1ze matematicky formulovat

vecyrdt = v-c(t)-dt + V-dc(t)

To je diferencialni rovnice fesitelna separaci. Po Gpraveé dostaneme

Cc t

j dc v fdt
c,—c V

Cq 0

a po integraci

V.
c=c,+(ci+cy) eV

Graficky kvalitativni prub¢h je na obr. 1., kde zalezi na vzajemné velikosti C; a Cp.

C
C2
Cy > (1
&3]
cy < C1
C2
t

Obr. 1

Priklad 2 (pritokovy idealné michany reaktor — Koncentrace se nemeéni s
mistem v reaktoru). V prato¢ném idealné¢ michaném reaktoru probiha rekce A—P, ktera
se pii konstantni teploté fidi kinetickou rovnici

dc
——2-35.107*. cy®  [mol-dm™3-s71
dt

Vypoéitejte objem reaktoru, v némz bude pfi nastiiku v = 20 dm®*h™ reakéni
komponenty A o po&atecni koncentraci Cap = 2 mol-dm™ dosaZeno stupné piemény
x=0,8, viz obr.2
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Obr. 2 Prutokovy idealné michany reaktor

Z latkové bilance: vstup + zdroj = akumulace + vystup pro vstupni reakcni
komponentu A musi platit v ustaleném stavu za ¢as dt (akumulace je nulova)

VeCag-dt—V-35-107% . cy° - dt =v-cy-dt

Hodnota ca je dana stupném pfemény x = CA:—_CA a po dosazeni lze vypocitat
A0
hledany objem V
20
. 57nn - 0,8
v-x )
V= = 3600 = 100,39 dm?

&% (1 —x)15 20°-(1-08)1°

Piiklad 3 (trubkovy reaktor s pistovym tokem). Vypocitejte potiebny objem
trubkového reaktoru s pistovym tokem, vnémz probihd reakce A—P, popsana
v pfedchozim ptikladu, aby vném pifi stejném ndastiikovém objemu a pocatecni
koncentraci bylo dosazeno stejného stupné piemény, viz obr. 3

ResSeni.

cq+ dcy v

dV
obr. 3 Trubkovy reaktor

V ustaleném stavu musi platit pro element objemu dV latkova bilance (akumulace
je nulovd)

voca—dV-3,5-107% cy® = v(ca + dcp)

Je to diferencialni rovnice a separaci se dostane
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dcp, 35107

= dv
15
Cp v
a po integraci se ziska
-05 _ —05
€A T Cao
V=2v 7
3,5-10%
a pomoci stupné premény X
o5 (1—x)7% -1
V=2v-c-

3,5-107%

Po ¢&iselném dosazeni je objem trubkového reaktoru V = 27,72 dm®. K dosazeni
stejného stupné premény je v reaktoru s pistovym tokem zapotiebi mensiho objemu
nez u vsadkového reaktoru.

Piiklad 4 (pratokovy idedlné michany reaktor). Do idedln¢ michaného
prittoéného reaktoru objemu V [dm?] vtékaji konstantni objemovou rychlosti va a Vg
[dm3s ] vychozi reakéni komponenty A a B o koncentraci Cao a Cgo [mol-dm™®] a
z reaktoru prepadem vytéka konstantni objemovou rychlosti v [dm?-s™] reakéni smés.
Vysledkem je vytvofeni ustaleného stavu. PopiSte tento ustaleny stav pro reakci
druhého tadu za konstantni teploty A + B — C, viz obr. 4

Up

Obr. 4 Pritokovy idealné michany reaktor

ReSeni.
V ustaleném stavu musi platit lakové bilance pro vSechny tfi reakéni komponenty
(akumulace za ustaleného stavu je nulova).

latka A:  vp-Cpg-dt—V - -k-cp-cg-dt = (va+vg)-cp-dt
|étkaB UB‘CBo'dt_V‘k'CA'CB‘dtz(UA+UB)'CB’dt
latka C: V'k'CA'CB‘dtZ(UA+UB)'Cc'dt

kde ca, Cg, Cc jsou molarni koncentrace reakénich komponent A, B, C v ustadleném
stavu. To je tedy soustava tii nelinedrnich rovnic pro neznamé koncentrace Ca, Cg, Cc.
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Soustava je pomérné jednoducha a neni tieba numerické feSeni. Postupnou eliminaci
komponent B a C se ziska soustava kvadratickych rovnic

21 _(VB‘CBO—VA'CAO UA"‘UB)_VA'CAOZO
A A UA+UB k-V k-V
24 '(_UB'CBO_UA'CAO UA+UB>_UB'CB0=O
B B UA+17B k-V k-V
i _(VB'CBO+UA'CA0 vA+vB) UA'UB'CAo'CBozo
¢ ¢ Vp + Vg k-V (UA+UB)2

Kofeny téchto rovnic s fyzikdlnim smyslem jsou feSenim uvedeného problému.
Staci ovSem vyftesit jednu kvadratickou rovnici (napf. prvni) a ostatni neznamé reakéni
komponenty dopocitat ze vztaht typu koncentrace—koncentrace.

Vpa Cao VAt Vg o = VA Cao
- c

Cgp =

"k Vocn kV' ~Ca

UA+UB

Priklad 5 (acidobazické rovnovahy). Popiste acidobazickou titra¢ni kiivku pro
titraci slabé dvojsytné kyseliny o koncentraci ¢k a poc¢ate¢nim objemu V silnou zasadou
(NaOH) o koncentraci ¢, objemem V,.

ReSeni. Pro acidobazickou rovnovéhu plati obecny matematicky postup, a to
pouziti podminek 1. II. a III. druhu.

+1. -
I.  Prodisociaci H,A < H + HA™ K, = [H*]-[HA™]
A
HA < H" + A” K, = Hla]
[HA™]
Pro iontovy produkt vody P =[H*]-[OH7]

II.  Latkové bilance ¢y - Vi = ([HA] + [HAT] + [A%7]) - (Vi + V)
¢, -V, =[Na™]- (V, + 1)
IIl. Nébojové bilance [H'] + [Na"] =[OH ] + [HA ] + 2.[A%]

Jde o feseni soustavy $esti nelinearnich rovnic pro neznamé [H'], [OH™], [Na'],
[H.A], [HA ] a [AZ*] pro libovolné c;, Cx, V;, V. Pro zavislost pH na V; je nutno vSechny
ostatni neznamé eliminovat a tak dostaneme implicitni vztah

MU ¢ -t N

V.
Vi +V, [H] Vi +V,

[H*] +

+

KK,

Konkrétni pritb¢h [H+] event. pH na V; zalezi na ¢iselnych hodnotach c;, ¢k, P, Vi,
K1 a Ks. Pak je nutné fesit uvedenou algebraickou rovnici pro neznamou [H'] pro kazdé
V,. Je oviem mozné lehce uvedeny vztah pievést na inverzni funkci V, = f([H']) a
pocitat tak jednoduse funkcni zavislost tak, aby vypocet mél fyzikalni smysl.

Cx Vi - ([2:] + 2)

P . . P
[ [T ey e I /<[H I+ e~ )

VZ:

1+
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Vypocet zavisi na spravné volbé v tomto piipadé vypocétu nezavisle proménné
[H] tak, aby pro dané zadané parametry méla fyzikalni smysl.

Priklad 6 (vedeni tepla). Popiste vedeni tepla v nekonecné desce. Ideovy namét:
deska ma pivodné vSude stejnou teplotu T, [K] a v case t = 0 [s] ji ponofime do
promichévané 1azné o teploté T; < T,. Zndme tloustku desky 2r [cm], jeji tepelnou
vodivost & [J-ems K™Y, hustotu p [g-cm™],  specifickou tepelnou kapacitu
Cp pfi konstantnim tlaku [J-cm™-K™], koeficient piestupu tepla o z desky do kapaliny
a[J-cm2-st-K™, to vie v odpovidajicich jednotkach v SI.

ReSeni. Pii vedeni tepla napti¢ deskou je zavisle proménn4 teplota T funkci mista
X V desce a Casu t. Soufadnici X méfime od stfedu desky v roviné kolmé k povrchu
desky (smér tloustky desky). Rozlozeni teplot podél tloustky desky 2r bude symetrické,
proto staci fesit pouze polovinu desky, tj. soufadnice pro stied tloustky desky je x = 0,
viz obr.5.

o
Q "

I\\\\\\M\\%\\\\m\\\\\\ |

T T

AT e
0

r x+dz

Obr.5

V desce vymezime hranolek o vySce dx a ploSe zdkladny S. Béhem kazdého
Casového intervalu musi platit tepelna bilance
vstupujici teplo = vystupujici teplo + akumulované teplo (zdroj je nulovy)
oT(x,t) :_A.S.dt.mﬂ -p-S-dx-dT
dx; ox; P

Upravou dostaneme II. FourierGv zdkon ve tvaru

—1-S-dt-
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(6T) A 0%T

ot), cp p \0x?

coz je vlastné parcialni diferencialni rovnice s nezavisle proménnymi t a X (jen jeden
smér). K jejimu feSeni je nutno piidat pocateéni a okrajové podminky. Pocatecni
podminka je jednoducha, nebot’ T(X, t=0) = T, pro vSechna x € (—r,r). Okrajové
podminky je nutno formulovat pro plochy vx=0ax =r.Pro x =0 z divodu symetrie
je v kazdém case (0T/0X); = 0, pro x = r plati pro tepelny tok plochou

A(aT) —a-(T,—T
atx:r_a(p 1)

kde T, je teplota povrchu, T; je teplota okoli, pro X = —r by byla okrajovd podminka
stejna az na znaménko. Reseni je tedy vypocet teploty v libovolném case a v libovolném
miste.

Piiklad 7 (rovnovaha a bilance). Plynny systém v rovnovdze ma pét slozek:
metan, vodni paru, vodik, oxid uhelnaty a oxid uhli¢ity. Uved’te nékteré mozné
kombinace rovnovah.

ReSeni. Ideovy namét problému: piedpokladejme sumérni reakci
aCH;+bH,O+CcH,+dCO+eC0O,=0

Pak mizeme psat pro jednotlivé prvky latkové bilance

proC: a + d+ e =0
proH: 4a+ 2b+ 2c =0
pro O: b + d + 2=0

Ziskali jsme tak soustavu tfi rovnic pro pét neznamych a, b, c, d, e, tedy dvé
Z nich mizeme libovolné volit. Volime-li napt. d a e, pak

a=—-—d--ce
b =-d - 2
c = 3d+ 4e

Je-linapt.d=-1,e=0,paka=1,b =1, c=-3atedy rovnhovazna reakce je
CH; + H,0 & CO +3 H;
nebo napi. d =0,e=-1, paka=1,b =2, c =4 atedy rovnovazna reakce je
CH4 +2 H,0 « CO; + 4H;

Piiklad 8 (parcialni molarni objemy — bez interpolace). Zjistéte parcialni
molarni objemy H,O(1) a H;SO4(2) pro hmotnostni zlomek w; = 0,2 numerickou
derivaci z nasledujiciho tabelarnich dat

W, 0 0,1 0,2 0,3 0,4 05
Upfcm®g™ | 1,003 | 0929 | 0869 | 0813 | 0,759 | 0,705

Reseni. Pro binarni smés H,O (1) a HySO4(2) plati pro extenzivni vlastnost
(objem smeési Vs [cm3]) Eulerova véta za konstantniho tlaku a teploty

Vi=n1"71+n,7; 1)
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kde n; a n, jsou poéty moltt H,O a HySO, v roztoku, 7, a ¥, [cm* mol™] jsou parcialni
molarni objemy H»O a H;SO,; daného roztoku (zavisi na slozeni). Protoze
experimentalni méfeni hustoty je pfesnéjs$i nez méfeni objemu a plati pro hustotu p a
hmotnostni zlomky w; jsou dany vztahy (m; a ms jsou hmotnosti jednotlivych
komponent v roztoku)

p=mgdVs a w; =mi/ms (2 a (3)
muzeme vztah (1) piepsat na tvar
2w (o) P
Ps - (Ml Mz) + M, (4)

kde M; a M, jsou molekulové hmotnosti [g:mol™] H,0 a H,SO,. Vztah (4) je zakladni
zavislosti pro stanoveni 71 a v, za konstantniho tlaku a teploty pro rtizna slozeni
roztoku. Hodnoty parcidlnich objemt pro riizna slozeni se ur¢i pomoci tecen kiivek (4).
Pro te¢ny kiivky 1/psproti w; mizeme napsat

(Upe)ieeny = Wi - (73/M1 — 75Ny ) + 53/My (5)
1 (P2 B2
(ps) e (M1 Mz) o, (52)

tecny

Hodnoty 77 a v pro libovolné slozeni se uréi z hodnot useku, které te¢na vytina
na ose koordinat pro w; =0 aw; = 1, viz obr. 6 Pak tedy ze zavislosti (5a) plati

7= M- (=) (6)

Ps/ isek tecnyw; =0

— 1
vi( - M1 . (_)
Ps/ isek tecnyw; =1

1
Os
Uy
w; =0 wy w; =1
w9 1 Wo = 0
Obr. 6
Musime tedy urcit rovnici teCny pro w; = 0,2. Smérnici teCny vypocitame

numerickou derivaci (bud’ dvoubodovou nebo tfibodovou) v bod¢ wy = 0,2

do- 0,813—0,869
Sm = <ﬁ) =—-——""=—0,56 neho
dW1 0,1
W1=0,2
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do- -3-0,869+4:0,813-0,759
Sm= |2 = - - — = —0,57.
dWl 0,2
W1=0,2

Potom rovnice tecny je
(1/ps)tetny = 0,869 — 0,56 - (w; — 0,2) nebo
(1/ps)teény = 0,869 - 0,57 - (w; — 0,2)

Z toho usek prow; =1 prow; =0
(1/ps)usek = 0,421 nebo 0,413 (1/ps)asek = 0981 nebo 0,983
Podle vztahi (6)

77 =18,00 - 0,981 = 17,658 cm*>-mol ™

73 =98,07 - 0,421 = 41,290 cm*-mol™
nebo

7 =18,00 - 0,983 = 17,694 cm®-mol ™

73 =98,07 - 0,413 = 40,500 cm*-mol ™

Piiklad 9 (parcialni molarni objemy s interpolaci). Zjistéte parcialni moléarni
objemy H,0 (1) a H,SO4(2) pro w; = 0,15 z dat piikladu 8.

ReSeni. Tento problém nema data pro wy = 0,15, je tedy nutno provést nejprve
numerickou interpolaci tabelarnich dat polynomem, vypocitat Zadanou hodnotu 1/ps pro
w = 0,15 a timto bodem k interpolaénimu polynomu vypocitat rovnici te€ny. V tomto
ptipadé Ize smérnici te€ny pocitat jednoduse analyticky derivaci polynomu.

V tabulce jsou data uvedena pro ekvidistantni krok hmotnostniho zlomku w, lze
pouzit Newtonovu prvni interpola¢ni formuli s krokem Aw = 0,1 a podle pozadované
pfesnosti pouzit napf. kvadratickou nebo kubickou aproximaci. Z uvedenych dat tedy
vypocitame piislusné diference a dosadime do Newtonovy formule pro krok h = 0,1 —
polynom kubicky

L = 1,003 - 0,074 - 2741 1 0,014 . a0 _ ¢ g7 Ml 01(01702)
s 0,1 2:0,01 60,001

tedy Newtonilv interpolacni polynom tfetiho stupné s uzlovymi body 0, 0,1, 0,2, 0,3
1/ps = 1,003 - 0,843 -w; + 1,2 - w? — 1,667 - w3

Derivaci polynomu podle w; vypocitame smérnici teCny

1
Sm = (—p> =—-0,843+2,4-w; — 5 - w2

dw,
Nyni napiSeme rovnici te¢ny v bodé wy = 0,15

(i) = 0,8979 aSm,,, —g15 = —0,5955 a tedy rovnice teny je
Ps’w,=0,15

(1/P5)tetny = 0,8979 — [0,5955 - (w; — 0,15)]

Z toho usek pro wy =1 je 0,3917 a pro w; = 0 je 0,9872. Potom opét podle vztahu
(6)

91



7 =18,00 - 0,9872 = 17,77 cm* mol ™
73 =98,07 - 0,3917 = 38,41 cm® mol ™

Priklad 10 (Bernoulliho rovnice). K U-manometru o celkové délce kapaliny
(vody) 1 m ptipojil student takovy pietlak, Ze podle jeho nazoru se nemohlo ,,nic stat.
Stalo se?

Data: délka sloupce kapaliny 1 m, hustota p = 1000 kg-m*, dynamicka viskozita
n = 1 mPa-s, vnitini polomé&r trubky r = 0,005 m, gravitatni zrychleni 10 m's %, m&feny
pretlak Ap = 3 kPa (30 cm vodniho sloupce).

ReSeni. Nahl4 zména tlaku uvede sloupec kapaliny v trubici do pohybu podle
pohybové rovnice F = m-a (Newtonova sila). Oznaéme rovnovaznou hladinu na
zacatku (v klidu) jako pocatek soufadnic, vysku vychyleného sloupce y (viz obr.7)

¢ Obr. 7

Na sloupec kapaliny pusobi tii sily: sila tlakova (vlivem Ap) rovna T[I’zAp, sila
hydrostatického tlaku rovna —2ymr’pg a sila tieni rovna —8mnl-dy/dt. Jejich suma se
musi rovnat sile Newtonové mrélp-d’y/dt?, takze

2
d
mrilp - d_t)zl = nr?Ap — 2ynripg — 8mnl i

dt
Upravou a substituci, kde b = :'Z—np (koeficient wtlumu), w3 = ZTg a P= %,
dostaneme
d*y dy
——+2b-—+wi-y=P
dt? ac oY

Je to diferencialni rovnice druhého tadu s konstantnimi koeficienty nehomogenni.
Jeji teSeni je dano souctem feSeni homogenni rovnice (bez pravé strany) a
partikularniho integralu

Yy =yn+p(t)

Charakteristickd rovnice je a? + 2b - a + w3 = 0
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s kofeny @, , = —b +/b? — w{ a feSeni homogenni rovnice je pak dano vyrazem
yn = C1-exp(a; -t) + C; - exp(a; - t)
kde C; a C; jsou integra¢ni konstanty, které se vypocitaji z poc¢ate¢nich podminek.
Nyni zalezi na tom, jestli jsou kofeny charakteristické rovnice realné nebo
komplexni. Protoze b = 0,16 Sfl, w(z, =20s?aP=3 m-sfz, jsou a4 » komplexni. ReSeni
homogenni rovnice podle Moivreovy véty pak miizeme napsat ve tvaru

Yh = <A - sin <t- /a)g — b2> + B - cos <t- /a)g — b2>> ce7bt

Podle tvaru pravé strany diferencialni rovnice (konstanta P) provedeme odhad
tvaru partikularniho integralu

p() =Q p'@®)=0 p"(t)=0 atedy
0+2b-0+w5-Q=P

Z toho Q = P/w3. Potom tedy obecné feseni je

P
y = <A-sin<t- /wg—b2>+B-cos<t- /wg—bz»-e_b't—i-ﬁ
0

Integracni konstanty A a B zjistime z po¢ate¢nich podminek, prot=0jey =0 a
dy/dt =0, tj.
B=-LX = 4=-—2

@o w?2- ’w%—bz
Vysledny vztah tedy je

y=<— b-P -sin<t- /wg—b2>—i-cos<t- /wg—b2>>-e‘b't+£
wé /w3 — b? w§ w?

Je to tedy periodickd funkce se snizujici se amplitudou a nova rovnovazna poloha
prot— oo je v, = Plwg, tj y., = 15 cm.

Nyni je nutno vypocitat maximalni moZnou vychylku Ymax. Tu ur¢ime bud
piimym vypoctem y = f(t) a uspofadame do tabulky nebo analyticky vySetfenim
prib&hu funkce s grafickym pribéhem na obr. 8

t[s] 0 0,1 0,2 0,3 0,4 05
y [cm] 0 14 55 11,2 175 23,1
t[s] 06 07 08 0,9 1,0 1,1
ylcm] | 27,0 28,4 27,2 23,6 18,5
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0 1 2 3 4 ¢ (q)

Obr. 8

Z tabulky a z grafu je vidét, ze v Case t = 0,7 s je maximalni hodnota
Ymax ~ 28,4 cm, tedy prekmit o vice jak 13 cm. Nebude-li trubice dostate¢né dlouha,
dojde k vyliti kapaliny po necelé sekundé.
Poznamka. V piipadé, ze charakteristickd rovnice ma kofeny realné, nedojde
Kk piekmitu a ,,nemusi se“ nic nebezpec¢ného stat“, nic nevytece.

Piiklad 11 (vicenasobna extrakce). Rozdélovaci koeficient naftalenu mezi
hexan a vodu a = 4700. Piivodni koncentrace naftalenu v 1 dm® vody je 30 mg-dm 2 a
ma byt sniZzena na 3 pg-dm pouzitim nejvyse 10 cm® hexanu v jednom extrakénim
kroku. Kolikrat je tieba extrakci opakovat?

ReSeni. Pro kazdy krok musi platit latkové bilance, tedy

Cop - Vo = Cpi - Vo +cpni -V, azdefinice a = cy;/cy;

kde cgy je pocatecni koncentrace naftalenu ve vodé, cy a Cyi jsou koncentrace naftalenu
V hexanu a ve vodé v i-tém kroku extrakce, Vo a Vj, jsou objemy vody a hexanu. Pro
I =1 se tedy ziska soustava dvou rovnic pro neznamé Cy; a Ch1. Eliminaci cp; pak plati
Pro Gy

Con = Cov
vi = T 1
1+a- %
0
pro prvni krok extrakce. Pro n-ty krok se stejnym postupem dostane
c _ Cov
vn — n
(e )
0

Po ¢&iselném dosazeni ¢y, < 0,003 mg-dm*3, tedy 30/(1 + 4700-10/1000)" < 0,003
a po zlogaritmovani n > 2,38, je tedy nutno extrakci provést tiikrat.

Piiklad 12 (vicenasobna extrakce). Rozdélovaci koeficient jodu mezi vodou a
sirouhlikem je a = 0,0017. Kolikrat ge tieba protiepat 1 dm> nasyceného roztoku jodu ve
vod¢ vzdy Cerstvym podilem 50 cm® sirouhliku, aby vysledna koncentrace jodu ve vodé
byla 1 ug -dm~? Rozpustnost jodu ve vodé je pii dané teploté 0,3 g-dm >,
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ReSeni. Opét musi pro kazdy krok platit latkové bilance, tedy

Cov " Vo = cCpi - Vo + 5 - Vs azdefinice a = c,;/cg;
kde coy je pocate¢ni koncentrace jodu ve vodg, Cyi a Csj jsou koncentrace jodu ve vod¢ a
sirouhliku v i-tém kroku extrakce, Vo a Vs jsou objemy vody a sirouhliku. Stejnym

postupem jako v ptedchozim piikladu se dostane vztah pro koncentraci jodu ve vodé po
n-tém kroku extrakce Cy,

Cov
Cyn n

(1 + a ]-/SVO)

Po &iselném dosazeni 0,3/(1 + (50/(1000-0,0017))" = 10°® a po zlogaritmovéni
n = 3,7, tedy extrakci je nutno provést ¢tyrikrat.

Piiklad 13 (opakovana extrakce, omezené mnoZzstvi extrakéniho ¢inidla).
Rozd¢lovaci koeficient latky mezi organickou a vodnou fazi je o = 150, celkovy objem
organické faze V=500 cm® a pocateCni objem vodné faze Vo= 1000 cm®.
Koncentrace ve vodné fazi ma byt snizena 10000 krat. Kolikrat je tfeba extrakci
opakovat?

Refeni. Oznadime n podet extrakénich krokd, pak je-li definovan rozdélovaci
koeficient ¢ = c,;/cyi, pak bilanéni vztah pro prvni krok je

a
Vo * Coo = Cp1 * (Voc : Z + Vvo)
atedy

Cvo

a-V
1+ —%

n‘Vvo

Cy1 =

a pro n-ty krok

Cvo
n

(1+57%)

CUTl

kde ¢, a ¢y jsou koncentrace latky v organické a vodné fazi, Voe/n je objem extrakéniho
¢inidla v kazdém kroku. Po Upravé se ziska transcendentni rovnice

o _ (1 + a'V"C)n
Cvn n'Vvo

Po &iselném dosazeni 10% = (1 + 150-0,5/n)" a numerickém feSeni dostaneme
n=2,76. Extrakci je tedy nutno tFikrat opakovat s objemem extrakéniho ¢inidla
V, = 166,6 cm”.

Priklad 14 (vytok kapaliny z nadoby). Nadoba ve tvaru koule 0 poloméru 1 m
je naplnéna do poloviny kapalinou. Ve dné nadoby je otvor o prufezu Sy = 4 mm?. Za
jakou dobu po otevieni otvoru klesne hladina kapaliny o polovinu poloméru, jestlize

koeficient zuzZeni vytékajiciho kapalinového proudu a = 0,6.

ReSeni. Situace je znazornéna na obr. 9.
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Obr. 9

Musi platit, ze vyteCeny objem otvorem je roven ubytku objemu kapaliny za
libovolny ¢asovy interval. Vytok kapaliny je ddn Torricelliho vztahem, tedy

dVygrok = AVibyteks - @ - So-/2gx - dt = —=S(x) - dx
kde pro okamzity plosny prufez hladiny kapaliny S(x) z geometrického nazoru plati
SxX)=m-R*=n(@?-(r—-x)?)=n-Qrx—x?)
Po dosazeni za S(X) do piedchozi diferencialni rovnice a po separaci se dostane
s

a'So'\/E

a po integraci s po¢ateénimi podminkami pro t = 0 je X = r ziskame ¢asovou zavislost
vysky hladiny kapaliny v nddob¢ v implicitnim tvaru

c(2r - xM? —x3/2)  dx = —dt

t =

- x3/2 (2 4 ) 147 - r5/2

N +
a-So-\29 15a- Sy /29

5% 737
Pro x = r/2 dostaneme
L nr®/? . (28v2 — 17)

60a- Sy - /g

Pro dané hodnoty hladina klesla o polovinu piivodni hodnoty za t =8 min a 18 s.

Priklad 15 (vytok kapaliny s pritokem). Do vélcové nadrze se svislou osou o
poloméru r pfitéka stalou objemovou rychlosti v kapalina. V okamziku, kdy je vySka
hladiny hy, otevie se maly otvor o plose S s vytokovym koeficientem a. Zjistéte casové
chovani vysky hladiny.

Reseni. Je to problém na objemovou bilanci, kdy vstupujici objem za ¢asovy
interval je roven odtoku objemu za stejny casovy interval (Torricelliho vztah) a
akumulovanému objemu

v-dt=a-Sy2gh-dt+m-r?-dh

coz je diferencialni rovnice prvniho faddu nelinearni feSitelnd separaci. Jesté pred
feSenim je zfejmé, ze existuje rovnovazna vyska hladiny kapaliny h;, pro kterou plati
(v case t — o0) dh/dt = 0, tedy
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v
hr = 2ga?S?
pro kterou muze platit bud’ hy > hy (prltok vétsi nebo rovny odtoku) nebo hy < hy (pfitok
je mensi neZ odtok. Po substituci x* = 2gh a separaci dostaneme
X
gSa(Sa —x) dx

Integraci v mezich ot = 0 do ta h =h, do h po resubstituci se ziska implicitni
zavislost vySky h na Case

v —
—( 2gh, —+/2gh ) 25 1S]a =t
Sag Sa < —+/29h,
Sa p
Podrobnou analyzou prubéhu této funkce zjistime nasledujici kvalitativni prubéh
vysky kapaliny h na ¢ase, viz obr. 10.

A

v=—dt

hy > Ty,

hy = hy

hy < hy,
hp | ——— ————

Obr 10

Poznamka: Naformulovanou diferencialni rovnici lze ptevést nasledujicimi

. . h v S-a-t v
substitucemi H = —, U = , T=—%" I do bezrozmérného tvaru
hp Sa,/Zghp nr 2hy
dH
dv =77

a po integraci v mezich t =0 a H =1 se dostane implicitni zavislost H na ¢
VH—-U
1-U

Pro t—o musi platit pro rovnovaznou vysku h, = U? ,je-li U =1, vyska se
neméni, pro U > 1 se hladina zvySuje, pro U < 1 klesa.

T=1—H-Uln
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Piiklad 16 (sledovani teploty na ¢ase) PopisSte zavislost reakeni teploty T na Case
t ve vsadkovém adiabatickém reaktoru.

Reseni. Tento problém nélezi do adiabatické kalorimetrie. Vzhledem k tomu, Ze
mame sledovat zavislost teploty reakéni smési na case, potfebujeme zavislost
koncentrace—Cas (platici pro rizna reakéni schémata) prevést na zavislost teplota—cas.
To 1ze provést nésledujicimi ivahami. Predpokladejme platnost obecné stechiometrické
rovnice

izvi-1=0 1)

kde r je pocet reak¢nich komponent, vi je stechiometricky koeficient reakcni
komponenty I (pro vychozi komponenty je zaporny). Musi platit entalpicka bilance, a to
zdroj = akumulace (vstup a vystup pii adiabatickém d&ji jsou nulové). Pro entalpii Hs
reagujicich latek (zdroj) plati

Hy = Tl m() - by )

kde ni(t) je aktualni latkové mnoZstvi i-té reakéni komponenty, hi(p,T,n;) je parcialni
molarni entalpie i-té¢ reakéni komponenty. Pro diferencial entalpie smési pomoci Gibbs-
Duhemovy véty se dostane

dHs = Y74 h; - dny 3)
Rovnéz plati z definice molarni tepelné kapacity za konstantniho tlaku Cpi(T) pro
akumulaci (ohfev nebo ochlazeni reakéni smési) vztah
dHS = ?=1 ni(t) . Cpl(T) -dT (4)

Protoze vSe, co jde do termodynamického systému, je kladné (uzance) lze psat
tepelnou bilanci

by dng = iy () - Cou(T) - dT (5)

Definujeme-li reak¢ni rozsah d§ = dnj/vi pak integraci pro &= 0 az & a nj = ngj az n;
se dostane

ng =ng; +v;-§ (6)
a po dosazeni do vztahu (5) se ziska
—d¢ - Zir=1 Vi }_li = ir=1 Cpi(T) : (noi +v;- §)-dT (7)

To je diferencialni rovnice, jejimZ feSenim je zavislost & na teploté T. Nas vSak
zajima zavislost teploty T na Case t. Proto musime znat konkrétni zavislost & na Case pro
libovolny reakéni mechanismus a potom vyfesSit eliminaci & v rovnici (7) zéavislost
teploty na Case.

Nejprve zavedeme zjednodusSeni. Pfedpokladejme, ze pro konkrétni reakci je
1)  Reakeni objem konstantni
2)  Celkova tepelna kapacita reakcni smési je konstantni }.;_; Cp; - (ng; +v; - &) = C
3) T_,vi - hy = AH, — tepelné zabarveni reakce nezavislé na teploté.

Potom vyraz (7) 1ze jednoduse psat po déleni dt

@ __ ¢ dr
dt = AH, dt (8)
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k
Pro reakci I. fadu A— P s rychlostni konstantou k 0]

. dé
plati L= k- (noa— &) ©
kde nga je pocatecni latkové mnozstvi reakéni komponenty a K je rychlostni konstanta
zavisla na teploté podle Arrheniovy rovnice

k=A-e E/RT (10)

kde A je frekvencni faktor a E aktiva¢ni energie. Po dosazeni vyrazu (9) do (8) pomoci
vztahu (10) se dostane

. e~ E/RT . _=-.9
A-e (noa — ) AL, dt (11)
Dosadime-li do vztahu (11) za & po integraci diferencidlni rovnice (9), ziskame
finalni diferencialni rovnici ve tvaru
—A-e"E/RTy _ € dT

.e -
AH, dt

(12)
kterou Ize fesit pouze numerickou metodou pti znalosti A, E, C a AH;.
Je-li zména teploty mala, rychlostni konstanta k se s teplotou prakticky neméni a
tedy po zjednoduseni vztahu (12) a separaci proménnych se ziska
c
AHynop

k-e k. dt = — (13)

a integraci, kdy pro t = 0 je T = Ty se ziska vysledna zavislost teploty na ¢ase pro reakci
L. fadu (I)

T =Ty— =4 (1 — k) (14)

Vase t — oo je teplota T,, = Ty, — AH, - nye/C (rovnovazna teplota) a pak
dosazenim do vztahu (14) plati pro vyslednou zavislost reakéni teploty na Case ve
vsadkoveém adiabatickém reaktoru pro reakci I. fadu

T=Ty+ (To —Ty) - (1 —e7 k) (15)

Z tohoto vyrazu miizeme nelinearni nebo linedrni (po transformaci) regresi
stanovit potiebné parametry k, To event. T,.

Kvalitativni pribéh moznych zavislosti teploty na ¢ase podle vztahu (15) je na
obr.11.

Ty
AH, <0
AH, =0
Tl
AH, >0
T
.
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Obdobnym postupem ziskdme zavislost reakéni teploty na Case ve vsadkovém
adiabatickém reaktoru pro reakci II. fadu s rychlostni konstantou k

k
A+B> P 1)

Pro pocatecni koncentrace latek A a B a = b se ziska

ak-t

T=To+(Tw—To) 13 (16)
aproa#b
1—e—kt(b-a)
T=To+(Too—To)'m 17)
b

Z nich miizeme opét urCovat nezndmé parametry bud’ linearni nebo nelinearni
regresi.

Sledovani reakéni teploty na Case je jedna z mnoha experimentalnich metod pro
studium kinetiky chemickych reakci ve vsddkovych adiabatickych reaktorech.
Konkrétni vypocty se statistickym vyhodnocenim budou uvedeny v dalsi kapitole.

Piiklad 17 (sledovani reakci pomoci ¢asové zmény tlaku za konstantniho
objemu a teploty). Ve vsadkovém reaktoru o objemu V probiha reakce s reak¢énimi
komponentami v plynné fazi

k
2A-P

Zjistéte Casovou zavislost tlaku p pifi konstantnim objemu a teplot¢ T za
predpokladu idealniho chovani reakéni smési.

ReSeni. Musi platit diferencidlni kinetické rovnice
dn dn nj
_4na _dnp _ 4, NA (1)
2v-dt  vdt v?2

kde na a np jsou aktualni latkova mnozstvi latek A a P, nag pocatecni latkové mnozstvi
A.
Z nich pro latkové bilance plati

(nAo - nA)/2 =Np (2)
Integraci diferencidlni rovnice (1) dostaneme
ny = Mo (3)

T 1+42-k-tngg/V

S pouzitim Daltonova zakona o tlacich pro celkovy tlak p reakéni smési plati

p(t) = (na +1p) - = @)

Po dosazeni ze vztahti (2) a (3) do (4) dostaneme pro ¢asovou zavislost tlaku p(t)

1+k't'nA0/V

P = Do iy (®)
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Z této zavislosti lze stanovit nelinearni regresi rychlostni konstantu k nebo po
transformaci z linearni regrese

" 2p(D)-Peo v
Tlak béhem reakce logicky klesa (ubyva latkové mnozstvi) na hodnotu p., = po/2.
Schematicky je Casova zavislost tlaku zndzornéna na obr. 12.
P

__ po—p(t) _ kitngg (6)

yeim

e e I

Obr 12.

Piiklad 18 (sledovani reakei pomoci ¢asové zmény objemu za konstantniho
tlaku a teploty). Ve vsadkovém reaktoru za konstantniho tlaku p a teploty T probiha
reakce s reakénimi komponentami v plynné fazi

k
2A- P

Zjistéte Casovou zavislost objemu V za konstantniho tlaku a teploty za
predpokladu idealniho chovani reakéni smési. (Obr. 13)

ReSeni. Opét musi platit vztahy (1) a (2) z predchoziho piikladu. Pro celkovy
objem reak¢ni smési V(t) meénici se s ¢asem musi za predpokladu idealniho chovani
platit Amagatv zékon o objemech

V() = (nao +1a) - 3 ()

Po dosazeni vztahu (7) do diferencidlni rovnice (1) z ptfedchoziho ptikladu
dostaneme diferencialni rovnici

dnp 4kp ni

e d ®

nao+na
Po separaci a integraci dostaneme implicitni zavislost latkového mnozstvi na na
Case

MA0 _ 1 4 qpRtae _ kP 9)
na na RT

Dosadime-li do vztahu (9) za na ze vztahu (7), ziskame implicitni vztah objemu
V na case
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pv(®)

RT _1n(ﬂ(t)_1)=ﬂ.t (10)

T2pv(D_ NaoRT RT
RT n A0

nao—
A0

Protoze pro uvedenou reakci plati, ze V., = Vo/2, pak po dosazeni do vztahu (10)
dostaneme

2V =V (t) V() _ 4knao
—V(t)—Voo —In (E — 1) = v t (ll)

Linearni regresi 1ze ziskat rychlostni konstantu k.

vA

Vo

Obr. 13
Priklad 19 (izochoricka reakce v plynné fazi ve vsadkovém reaktoru) Pro
reakci
k . . . .
A + B - C za konstantniho objemu Vj a teploty vypocitejte zavislost objemu na
Case a navrhnéte zptisob stanoveni rychlostni konstanty k.
Reseni. Konstantni objem V, podle Amagatova zakona je roven

Vo = (nao + npo + nco)RT /o @
Pak 1ze psat pro uvedenou reakci systém diferencidlnich kinetickych rovnic

dnA _ dnB _ dnc _ . na . np (2)
Vodt  Vodt  Vodt Vo Vo

Pro latkovd mnozstvi tak plati relace
ng = Npyg — Nag +7Np (3a)
N =MNgo + Npp — Na (3b)
Podle Daltonova zakona pro celkovy tlak reakéni smési pak plati
pe = (na +ng + nc)RT/Vo = (np + npo + nco)RT/ Vo (4)

kde nao, Ngg @ Ncp jsou pocateéni latkova mnozstvi reakénich komponent A, B a C.
Zavislost na na Case lze vypocitat vyfeSenim diferencialni rovnice (2), tedy

NnBo—NAo+NA (5)

__:k.nA. VO

Po separaci a rozkladem na parcialni zlomky a integraci (za podminky ngy # n,g)
se dostane
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F(npo-nao)t
nao-(npo—nag)-eVo " o0 A0 (6)

(ngo—nao)t

nA = —_k
ngo—nag-e’o

Dosazenim vztahu (6) do (4) se ziska explicitni zavislost celkového tlaku reakéni
smési na Case (viz obr.14)

-k
n4oRT\ p—(nBo—mA0)t ngoRT
o (o425 ¥ B0 Ay E2ET) @
Pt = -
. - 't
NBo—Tag-€"0 (nBo-na0)
Dt
Do A
Pxt---cee e TTTe—emMe—————
0 >
Obr. 14

Z experimentalnich méfen lze stanovit rychlostni konstantu k bud’ nelinearni
regresi nebo transformaci a jednoduchou tipravou regresi linearni.

RT
nBo'pt+nAo(Po—nBo'V—o)

Y=In

-kt
ROV = (npo — Nao) (8)
nAo'Pﬁ”Bo'(l’o‘”Ao'ﬁ) 0

; . WORT .. ,_ —k
Vynesenim Y proti Casu se ziska piimka se smérnici = o (ngo — N40)-
0

Priklad 20 (izobaricka reakce v plynné fazi ve vsadkovém reaktoru).

k
Pro reakci A + B — C za konstantni teploty a tlaku po, pro ktery podle Daltonova
zékona musi platit

Po = (Mao + Ny + n¢e)RT/Vy %)

kde nao, Neo @ Ngp jsou pocatecni latkova mnozstvi reakénich komponent A, B a C.
Podle Amagatova zakona plati pro celkovy objem Vi na Case

Vi = (na + ngo + nco)RT /po (10)
Z toho

dng _ po _dV
dt = RT dt
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Po dosazeni do diferencialni rovnice (2) pomoci (3) a (1) se dostane

av. _ pok [V_(nBo+nco)'§—§]-[V—(nAo+nCO).%]

dt = RT v

(11)
To je diferencialni rovnice fesitelna separaci po integraci rozkladem na parcialni
zlomky , feSenim je implicitni zavislost objem-Cas ve tvaru

RT RT
V-(ngo+nco) - V—(nAo+nco)'%

__ (npo—nao0)kpo

Y= —(ngg+nc) - In———B&+ (npo + n¢p) - In t
(mso co) Vo—(nBo+nco)'§—: (0 co) Vo—(nAo"'nco)'S—oT RT
(12)
. T . wr « . . (npo—mag)k: .
To je v soufadnicich Y proti ¢asu ptimka se smérnici %"po, ze kter¢ lze

stanovit rychlostni konstantu K.

Piiklad 21 Priitokovy reaktor s pistovym tokem se spektrofotometrickou
indikaci.
Ideovy namet: Umélé vytvoreni ustdlen¢ho stavu reakce v priitokovém reaktoru
, , . . 13) . . , v
S pistovym tokem navrhli Hartridge a Roughton™. Princip je znazornén na obr. 15

latka A
misici
\komﬁrka duk
rodukt
(5 - P Y
latka B
Obr. 15

Dva roztoky reagujicich latek vtékaji konstantni definovanou pritokovou
rychlosti do misici komirky K a takto smiSeny roztok protéka rychlosti v méfici trubici
T o konstantnim priméru. V méfici trubici dojde k vytvotfeni umélého ustaleného stavu
v kazdém misté trubice a reakéni stupen je zavisly na délkové soutadnici (na poloze) lze
jej udrzovat libovolné dlouho. Za ptedpokladu spektrofotometrické indikace
koncentraci reakénich komponent pak matematické zpracovani zavisi na tom, jaka je
vzdjemnd poloha svételného paprsku a méfici trubice. V podstaté¢ lze studium
pratokového reaktoru s pistovym tokem rozdélit na dva typy, a to: reaktor se svételnym
paprskem kolmym ke sméru toku reakcni smési v méfici trubici a reaktor se svételnym
paprskem koaxialnim se smérem toku reak¢éni smési v méfici trubici.

Vyhodou téchto reaktorti je velmi kratkd doba smiSeni vstupnich reakénich
komponent, ktera zavisi na typu misici komulrky a je vétSinou krat$i nez 1 ms, coz
umoznuje sledovat velmi rychlé reakce.
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Reseni. Priitokové uspofadani s indikaci kolmou ke sméru toku.
Pro jakoukoli reakci lze obecnou cCasovou zavislost koncentrace ¢j i-té reakéni
komponenty napsat ve tvaru

¢; = fi(a;, kj, t) 1)

kde a; jsou pocatecni koncentrace, Kj rychlostni konstanta a t ¢as od okamziku smiSeni.
Pro métenou fyzikalni veli¢inu Y, kterd je linedrn¢ zavisld na koncentracich
reagujicich latek a ma aditivni vlastnost (napt. absorbance), pak plati

Y =2ic K )

kde «; je konstanta imérnosti. V pritokovém reaktoru je reakénim ¢asem doba, kterou
potiebuje reakéni smés k piekonani vzdalenosti | mezi mistem miSeni a mistem méteni
pfi pratokové rychlosti v za ustaleného toku, tedy podilem I/v, viz schéma na obr. 16.

Cib—
Absorbance

T

0 11\
X

Obr. 16

Pak pro veli¢inu Y lze psat
Y =Xk - filay, kj, 1/v) (3)

a z experimentalnich méteni konkrétni reakce 1ze s pouzitim vypocetni techniky urcovat
neznameé parametry.

Pro reakci II. fadu (kineticky urcujici) s rychlostni konstantou k a pocate¢nimi
koncentracemi a a b reakénich komponent A a B

ZAA+ZBB—>ZBC+ZBD (l)
a substituci n = % po integraci diferencialnich kinetickych rovnic, dostaneme pro
5

aktualni koncentrace [I] jednotlivych reak¢énich komponent nasledujici ¢asové zavislosti

1-n
[Al=a- oZBbRA-Mt_), fa

esz-k(l—n)t

Bl =b-(1-n) —pramr = fo (4)

Za esz-k(l—n)t_l
[D] = ; ' [C] =n-a- eZBbk(1-n)t_, = fD

Pro pritokovy reaktor s pistovym tokem S indikaci kolmou ke sméru toku plati
pro Cas

t=1 )
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Ptredpokladejme, ze sledovanou veli¢inou bude absorbance reakéni smési. Potom
musi platit, ze Ay = X ;a; - k; (absorbance v ¢ase t = 0, tj. v okamziku smiSeni) a
A, = X c; ' K; (@bsorbance v rovnovaze, tj. v ¢ase t — o) po dosazeni ze zavislosti
(4) do vztahu (3) s pouzitim vztahu (5)

pron>1
_ (n—1Ag+n-Ag-(e?BPFM-1DUv_1)
A= n-eZBbk-(n-1)-l/v_q (63.)
pro n<1
_ (1-n)Ag+Ac-(eZBD - _1) b
A= ezpbk-(1-n)l/v_1q (6 )
pron=1
Apt+Aco-zp-b-kl
A — 0 0 'ZB /17 (6C)

1+zgb-k-l/v

Jsou-li roztoky reakénich komponent A a B nastfikovany napt. injekénimi
stiikackami o poloméru Ry a Rg S rychlosti posuvu pisti S do trubice o konstantnim
poloméru r, pak pro prakticky nestlacitelné kapaliny 1ze psat

(RE+ R2) s =r1%v )

a odtud je mozno dosazovat do zavislosti (6). Je-li napt. zg = 1, n = 1 a Ra = Rg, plati
pro zavislost A na s nebo |

l
_ AgtAw bkt —os

A= (8)

l
2.
1+k-r 2RZ S

Piiklad 22 (stejné jako piiklad 20, ale spektrofotometricka indikace paralelni
se smérem toku — Gerischer, Heim)'. Formulujte kvantitativnd problematiku
prutokového reaktoru s pistovym tokem s optickou indikaci paralelni se smérem toku
pro reakci II. fadu (I)

ReSeni: Aktualni koncentrace reakénich komponent se méni podél reaktoru o
délce I. ,,Stafi reakéni smési je dano (jako v predchozim ptikladu) pritokovou rychlosti
V a mistem Y, plati tedy

¢ = fi(a,b,k,y/v) 1)

podle vztahti (4) z piedchoziho piikladu. Situace je schematicky znazornéna na
nasledujicim obr. 17

Ci —

dy

®£—' |_| v —= Absorbance
ceeccsncne ............r]_|_|

0 Y {
Obr. 17
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Pro métenou absorbanci (linearné zavislou na koncentraci a s aditivni vlastnosti)
V misté y pro délkovy element dy musi platit

dA =3, fi(ai k,y/v) - & - dy )

kde € je molarni absorpéni koeficient i-té reakéni komponenty, ostatni symbolika je
stejna jako u predchoziho prikladu. Potom celkové absorbance A je dana integralem

A= [ % fiaiky/v)- & dy 3

To je obecny tvar zavislosti A na libovolnych nezavisle proménnych pro jakykoli
typ reakce.
Pouziti tohoto modelu predpoklada splnéni nasledujicich podminek:
1) Musime znat integrované tvary diferencialnich kinetickych rovnic pro dany
reak¢éni mechanismus (f;)
2) Musi byt ustaleny pistovy tok v reaktoru
3) Musi byt dokonale smichany vstupni reakéni komponenty v kratkém cCase a
vV malém prostoru
4) Musi byt splnéna linearita a aditivita veli¢iny A
5) Musi byt moznost méfeni hodnot veliéin Ap (tj. jako kdyby reakce
neprobihala) a A, (tj. hodnotu A v rovnovaze — Gplna ,,proreagovanost™)
Pro reakci II. fadu (I) plati integrované vztahy (4) diferencialnich kinetickych
rovnic z piedchoziho ptikladu. Po dosazeni do vztahu (3) tohoto problému se integraci

ziskaji nasledujici zavislost pro definované x = b k l/v

pron>1
- —_e~x (-1
Ay = Ag +2702 0 () (4a)
pron<l1
1 Ag—Aco eXx(1-1)_p
A =2 [Ap — (1= 1) - Ag] + 2222 . In (—72) (4b)
pron=1
Ag—Aco
Ay =Ay + -In(1 + x) (4c)

X

Je-li cilem popisu a pouzivani této problematiky stanoveni rychlostni konstanty k,
potom je nutno bud’ fesit transcendentni rovnice (4) pro neznamou K pro jednotlivé
hodnoty absorbance Ay nebo 1épe pouzit metody nelinearni regrese (viz priklady
posledni kapitoly)

Priklad 23 (zpétnovazebny reaktor). Formulujte problematiku reaktoru fizeného
zpétnou vazbou pro kineticky wurCujici krok reakci II. fadu. Ideovy namét
zpétnovazebného reaktoru: Nastfik jedné libovolné reakéni komponenty nebo
rozpousStédla do druhé reakéni komponenty (reakéni smeési) tak, aby indikovana
fyzikalni veli¢ina zavisla na koncentracich reakénich komponent byla konstantni. Tento
nastiik je provadén automaticky pomoci zpétné vazby, kterd je urCovana vlastni
kinetikou chemické reakce. Zjednodusené feCeno napt. co v reaktoru zreaguje je
okamzit¢ dopliovano. Fyzikalni veli¢inou mohou byt napf. absorbance, vodivost,
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potencial reakéni smési apod. Blokové schéma zpétnovazebného reaktoru je znazornéno
na obr. 18

nastiik

R idealné michany reaktor
C ¢&idlo
K kompenzator
D davkovac Obr.18
ReSeni. Ve zpétnovazebném reaktoru je udrZovana na konstantni hodnoté
aditivni veli¢ina Y (napf. absorbance) linearné zavisld na koncentraci (plati i pro
konstantni potencidl). Tento proces je zajiStovan nastifikem reakéni komponenty nebo
dokonce vsech. Musi tedy platit
dr
e
Jelli Y=Yy, b @)
v +SiL, Vi)

0 1)

kde r je pocet reakénich komponent, nj(t) je latkové mnozstvi i-té reakéni komponenty,
ki je koeficient timérnosti i-té reakéni komponenty, Vo je pocatecni objem, Vi(t) je
nastiikovany objem i-té reakéni komponenty. Po zderivovani vyrazu (2) pomoci vztahu
(1) se dostane
dv; dn;
Yo - ir=1d_tl = Xi=1Ki ‘d_tl 3

kde Yo je konstantni hodnota veli¢iny Y. Protoze celkova ¢asova zména se rovna sumé
dil¢ich Casovych zmén (princip superpozice), mizeme psat

dni/dt = (dni/dt)reakci + (dni/dt)néstfikem (4)
ProtoZe plati
(dni /dt)néstfikem = Ci’dVi /dt (5)
kde c; je koncentrace nastikované latky, pak dostaneme ze spojeni vztaht (3), (4) a (5)
d i dVl'
- ;':1 (d_rllf)reakcl' = Z;ﬂ:l(ciki - YO) ) E (6)

Nyni bude zalezet na reak¢énim schématu, tj. co dosadime za reakcni rychlost.
Predpokladejme reakci se stechiometrickou rovnici

i=vi-1=0 ()

kde vj je stechiometricky koeficient i-té reakéni komponenty I (vi je zaporny pro vychozi
reakéni komponenty). Bude-li v reakénim systému (7) nejpomalejsi krok I. fadu
(nevratny) na kazdou reakéni komponentu, pak podle zakona plsobeni aktivnich hmot
muzeme psat
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nj

dn; kv, TV —
(dt)reakci vy HJ:l (V0+Z{=1Vi)v_1 8)

kde k je rychlostni konstanta nejpomalej$iho kroku a Vv je pocet vychozich reakénich

komponent. Dosazenim vyrazu (8) do vztahii (4) a (6) dostaneme soustavu

diferencialnich rovnic
dn;
dt

nj dv;
R ez, v) T bode
n:
S R
(VO+Z{=1 Vi)v !

Resenim této soustavy po eliminaci ¢asu dostaneme nejprve vztahy pro latkova
mnozstvi zavisla na nastfikovanych objemech. Integraci pro t = 0, kdy Vi = 0 a nj = njx
dostaneme

k-v- H?=1 iz (K vy) = Xl (e kg — 1) '% (10)

n; =N + Ci- Vi + Vi Z?:l aiVi (11)

kde a; = St 7 rovnice (10) pomoci vztahu (11) ziskame jedinou diferencialni
Ki'V;i

rovnici
njk+cj'Vj+Vj'Z{=1 a;-V;
v—1
(VO+Z{=1 Vi)

Z modelu vyplyva, Ze nejvétsi pocet nastiikovanych komponent mize byt r (ij.
nastfik vSech reak¢nich komponent). Protoze jsme vSak ziskali jedinou diferencidlni
rovnici, mizeme nastiik (r — 1) reak¢nich komponent libovolné volit. Nastiik r-té
reakéni komponenty je vSak fizen zpétnou vazbou spliujici diferencialni rovnici (12).
Rizeny nastiik miizeme provadét napi. tak, Ze mezi jednotlivymi objemy bude platit
nasledujici vztah

dv;
=@ = kIl (12)

Vi=KiV, (13)

kde K je nezaporny koeficient (K, = 1). Po dosazeni vztahu (13) do rovnice (12)

dostaneme diferencialni rovnici
av, Nig+Vp-(cj K i+viYi—, a;iK;)
P r _ v JkTVp \Cj R TV Li=1 %i R
dt 'Zizlai 'KL - kl_[jzl

(VO"'VP' ‘lr=1 Ki)v_1

(14)

Tuto diferencidlni rovnici lze feSit separaci. Nasledna integrace je zavisla na
konkrétnich experimentalnich podminkach pro danou reakci. Dostaneme tak implicitni
zavislost nastfikovaného objemu V, na Case. Statistickym vyhodnocenim — nelinearni
regresi 1ze pak ziskat nezndmé parametry.

k
Specidlni piipad nastane pro isolovanou reakci II. f4ddu A + B - C + D
s nastiikem latky A do B, pro kterou bude platit ka # 0 a zaroven k; = 0 pro i # A.
Znamena to, ze v reakénim systému je pouze opticky aktivni latka A. Pak ze vztahu (11)
1ze psat

_ Yo — y() _ YO
Ap =Ca = ng = my, *+ P Va ng = Npgg — (CA - K—) Va,
n Y , ,
% = K—o = konstantni koncentrace latky A , (1a,b,c
0 A

Dosazenim ze vztahti (1la,b,c) do diferencialni rovnice (12) dostaneme
jednoduchou diferencialni rovnici fesitelnou separaci

109



(CA _ &) VA _ o Tao [nBo _ (CA _ :_Z) VA] (12a)
a po integraci
Vy = =29 (1 — e ktmao/Vo) (15)

Pro ¢as t — oo plati, ze
Vpw = ngo/(CA — Yo/KA) (158.)
A po dosazeni vztahu (15a) d (15 dostaneme vyslednou zavislost nastfikovaného

objemu latky A na Case

Vo = Vaw - (1 — 7Kt a0/10) (16)

Casovy priibéh nastfikovaného objemu latky A je zndzornén na obr 19.

A

VA VAx

Obr. 19

Reakce je tak pfevedena na reakci pseudoprvniho fadu (ubyva pouze predlozena
latka B az do jejiho upIného vycerpani) pro Yo/ka = [A] = konstanta, kterou je mozno
libovolné€ volit, a tak fidit reakéni rychlost. Vyhodnocovéani experimentalni zavislosti
(16) 1ze bud’ linearni nebo nelinearni regresi.

Piiklad 26. (Vicestupiiova extrakce). Systém extrakénich nadrzi fazenych za
sebou o poctu n a kazda o objemu V obsahuje rozpusténou latku o koncentraci c. V Case
t = 0 zacne do systému proudit rozpoustédlo o pratokové objemové rychlosti v za
predpokladu idealniho michéani. Popiste tento model.

ReSeni. Formulace tohoto problému spo&iva v latkové bilanci rozpusténé latky
Vv jednotlivych nadrzich podle schématu na obr. 20
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U Vob v;_VOL) U>VC>LD v

c1 C2 C3 e

Obr. 20

Pro kazdou i-tou nadrz musi platit

Vstup = Vystup + Akumulace
tedy
Ciq-v-dt=c;-v-dt+dc; -V

Pro i = 1, tj. pro prvni nadrz, je vstup nulovy a musi tedy platit ¢co = 0. Uvedeny
vztah je vlastné diferencialni rovnice, jejimz feSenim ziskdme rekurentni vzorec pro
zavislost Cj V i-té nadrzi na Case. Tedy pro i = 1 po separaci

d . P “r, x s ;
% = — 5 - dt a integraci s pocate¢ni podminkou t = 0 a ¢; = ¢ dostaneme
1

Yy
co=c-evV

Obdobné pro i =2

v
ccevli.v.dt=c,-v-dt+dc, -V

To je nehomogenni diferencidlni rovnice a feSime ji tedy metodou variace
konstanty. Dostaneme tak

v Y
cz—c-(v-t+1)-e 4
Tak mizeme pokracovat pro libovolné i a dostaneme

i-1
s (7Y
o =c-e_7't-z
" (i—1)!

i=1
Tyto zavislosti Ize pievést pomoci bezrozmérnych proménnych

= =z
=23 T=7 t natvar

n i—1
q) — e_T.ZL
n L (i—1)!
=1
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Tuto funkci mizeme vyjadiit pro riznd n tabelarni nebo grafickou formou (viz
tabulka a obr. 21). Z toho pak podle pozadovaného poklesu ¢ pro dané n muzeme
jednoduse urcit 7.

T 1 02 ®3
0 1 1 1

0,5 0,606 0,910 0,986
1,0 0,368 0,736 0,920
15 0,223 0,558 0,809
2,0 0,135 0,406 0,677
2,5 0,082 0,287 0,544
3,0 0,050 0,199 0,423

0.0 . - ‘ - - —-

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

Obr. 21

Z vysledku v tabulce je vidét, ze nejvetsi pokles je pro n = 1, tj. existuje-li pouze
jedna nadrz. S rostoucim poc¢tem nadrzi roste 1 celkové latkové mnoZstvi
N=n-V-c

a tim 1 logicky dochazi ke zpomalovani fedéni roztoku v jednotlivych nadrzich.

Poznamka:

1) Casové priibéhy koncentraci v jednotlivych nadrzich jsou pro stejné poiadi
totozné bez ohledu na celkovy pocet nadrzi.

2) Zavislost ¢, na 7 je vlastné partikularni integral homogenni diferencialni
rovnice n-tého fadu s konstantnimi koeficienty s n-ndsobnym kofenem o = -1
charakteristické rovnice

(a+1D"=0

Tak mulzeme napsat pfisluSnou diferencidlni rovnici n-tého stupné podle
binomické véty
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o™+ (Do + (Do P+ ..+ (2 )e® +p=0

Tato diferencialni rovnice n-tého fadu vznikne feSenim soustavy n diferencialnich
rovnic prvniho fadu. Tak napf. pro n = 2v bezrozmérnych proménnych plati soustava

de,
a0
do,
— 4 —
dr P2 = P1
Zderivovanim druhé rovnice pomoci prvni rovnice dostaneme
d?@, de
2 — =0
dz? * dr T2

coz je diferencidlni rovnice druhého fadu (n = 2) homogenni S konstantnimi koeficienty
ve shod¢ s uvodem této poznamky.

Piiklad 27. (Vicestupiiova extrakce). Systém extrakénich nadrzi fazenych za
sebou o poctu n a celkovém objemu V obsahuje rozpusténou latku o koncentraci c.
V case t = 0 za¢ne do systému proudit rozpoustédlo o pritokové objemové rychlosti
v za predpokladu idedlniho michani. Popiste tento model.

ReSeni. Formulace problému je obdobna jako v piedchozim piikladu (viz schéma
na obr. 22)

Obr. 22
Rozdil je vSak vtom, Ze objem jednotlivych nadrzi zavisi na jejich poctu a
celkove latkové mnoZstvi N = V-C je konstantni, tj. nezavisi na poctu n nadrzi. Objem
jedné nadrze tedy je V/n a potom z latkovych bilanci mizeme psat

%4
ci_l-v-dt=ci-v-dt+dci-z

Stejnym postupem feSeni jako v piedchozim piikladu ziskdme rekurentni vztah
pro koncentraci rozpusténé latky v libovolné i-té nadrzi

—vt . Zl (v% t)j_l

A ]
j=1
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Zavedenim stejnych bezrozmérnych proménnych jako Vv piedchozim piikladu
dostaneme

(nt)/—1

Q; = e . 23':1 G-D! pro i=1,2,n

Zuvedeného vyrazu vyplyvd (na rozdil od ptedchoziho ptikladu), ze casové
prabehy relativni koncentrace v odpovidajicich si nadrzich (stejné potadi) jsou rtizné.
Tak napf.

T

pron=1 p1=e"
pron=2 p1=e " p2=e "2t + 1)
pron=3 p1=e 3" @, =e 3" (Bt +1) @3=e 3 (4572 +31+1)

Tyto pribéhy jsou v nasledujici tabulce a grafické znazornéni je na obr.23a,b

n=1 n=2 n=3
P1 @1 P2 P1 ¥2 ®3

0 1 1 1 1 1 1

0,5 0,606 | 0,368 | 0,736 | 0,223 | 0,558 | 0,809
1,0 0,368 | 0,135 | 0,406 | 0,050 | 0,199 | 0,423
1,5 0,223 | 0,050 | 0,199 | 0,011 | 0,061 | 0,173
2,0 0,135 ( 0,018 | 0,091 | 0,002 | 0,017 | 0,062
2,5 0,082 | 0,007 | 0,040 | 0,001 | 0,005 | 0,020
3,0 0,050 | 0,002 | 0,017 | 0,000 | 0,001 | 0,006

oA
1.0
0.9 1
0.8
0.7 1
06
0.5 1
0.4
03
0.2 |
0.11
0.0

¥1

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

7

Obr.23a, b

Z jednotlivych pribéhii ¢asovych zavislosti relativni koncentrace ¢n je vidét, ze

vvvvv

mensich nadrzi (jejich celkovy objem je konstantni).
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Priklad 28. (Pohyb ¢astic Vv odstredivee). Formulujte problém pohybu tuhé
Castice v kapaling pii odstfed’'ovani.

ReSeni. Piedpokladejme, Ze &astice ma objem Va hustotu p a pohybuje se
V kapaliné o hustoté¢ py. Odstfedivka se otaci thlovou rychlosti w. Na castice ve
vzdalenosti r od stfedu otaceni plsobi sily: odstiFediva sila F,, sila vztlaku F,, sila
tieni F; a gravitacni sila Fy. Predpokladejme, Ze sila tfeni a sila gravitacni jsou
zanedbatelné. Potom tedy musi platit pohybova rovnice

FF=m-a=F,—F,
atedy
dr V-p=V 2y 2
de2 p=V -prTw Pr T w
a po uprave dostaneme
ﬁ_ 2, .= 2 _ .2, PPk
Dp>p, 7 bs-r=0, kde b‘=w o

prop<pe, Sipr=0, kde b®=qw? L2
dt Pk

A4

V prvém piipad¢é je vlastné¢ c&astice ,,t€z8i“, tj. bude se pohybovat od stiedu
(Castice pisku ve vodé€), v druhém ke stiedu (tuk v mléce). Matematicky musime feSit
diferencidlni rovnici druhého tadu s konstantnimi koeficienty. Charakteristickd rovnice
je

1) az - bZ = O — al'z = ib
2) a2+b2=0 — a1'2=ib‘i
Potom

rn=A-elt+B.e7bt
r,=A-sin(b-t)+B-cos(b-t)

Integra¢ni konstanty miizeme vypocitat z poc¢ateéni podminky, kdy napt. prot =0
je r =rparychlost je téZ nulova (Castice se zrychluje z klidu v misté rp). Potom

d
S pp.ett—B.p.ebt=0
dt
drz .
E=A-b-cos(b-t)—B-b-sm(b 1) =0

Vysledkem je bud’ A = B = ro/2 nebo A =0, B = ry a pak mizeme psat vysledné
fesSeni
11 =051 (ePt+e70%)
r, =1y-cos(b-t)

Grafické pribéhy obou zavislosti v bezrozmérnych soufadnicich R = ri/ry a
T =>b -t jsounaobr. 24a, b
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Obr. 24a Pohyb od stfedu 24b Pohyb ke stiedu

Piiklad 29. (Pohyb ¢&astic v odstiedivee). Reite piedchozi problém za
predpokladu, Ze silu tfeni nelze zanedbat. Predpokladejte, ze je pfimo iimérna okamzité
rychlosti castic.

ReSeni. Bude-li sila tfeni dana vztahem F; = k; - v (v je okamzita rychlost &astic),
muzeme analogicky z formulaci pfedchoziho ptikladu napsat pohybovou rovnici
d?r
Fazm'ﬁzFO—Fv—Ft
a po dosazeni
d?r X dr
F'V'PjV(P—Pk)'w ke
Upravou po substituci 2¢ = V—_; dostaneme pro
d

2
1) pro p > py, %+20-d—:—b2-r=0

dz'l" dr 2 _
2) pro p < pg, F+2C'E+b r=0

Pro piipad 1), kdy castice ma hustotu vétsi nez kapalina, je charakteristicka
rovnice o + 2¢ o — b* = 0 s realnymi kofeny a1z = —C + Vc2 + b? a tedy feSeni je ve
tvaru

r=A-e¥1t 4+ B.e%t

kde konstanty A a B pro konkrétni ptipady ziskame z po¢atecnich podminek.

V ptipadé 2), kdy castice ma hustotu mensi nez kapalina, je charakteristicka
rovnice > + 2ca + b>=0's kofeny a12 = —C + Vc? — b?, které mohou byt vSech tii
typl, tj. oba redlné rtizné, jeden dvojndsobny a dva komplexné sdruzené. Zalezi to
pochopitelné na vzajemném vztahu b a c.

Poznamka: Sila tieni miiZze byt jinak formulovana, napf. Ze je zavisla na ctverci
rychlosti apod. ReSeni muize zkomplikovat i zavedeni gravitaéni sily pravé napt.
V oblasti osy otaceni.

116



Piiklad 30. (Sedimentace v gravita¢nim poli). Vypoctéte sedimentacni rychlost
v &astic kulového tvaru o poloméru r = 5-10° m z kfemene v gravita¢nim poli ve vodé
pii teploté 25 °C. Pro vodu je viskozita n = 1 mPa-s, hustota p = 1 g-cm>, hustota
kiemene py = 2,6 g-cm >,

ReSeni. Musi platit rovnovaha sil pusobici na Gastici, sila gravitaéni se musi
rovnat sile vztlakové a Stokesové, tedy

4 3 4 3
§nr -pk-gzgnr “prgtoénrn-v
Z toho
2r2g
v= %7'@k_m

Po dosazeni v = 31,4 cm-hod ..

Piiklad 31. (rozd€lovaci funkce pii sedimentaci). Statistické rozdéleni velikosti
¢astic ve vodné emulzi je popsano rozdélovaci funkci ve tvaru (viz obr. 25)
Fr)=a-r-e’b7
s konstantami a = 3,6:10" m?, b = 6:10° m ™. Vypogitejte: a) polomér &stic, které jsou
V systému nejhojnégi zastoupeny, b) jakou hmotnost maji Castice, jejichz polomér je
vétsi nez ry = 3:-10° m, jeli celkova hmotnost disperzniho podilu 928 g.

F(r)

250000

200000 -

150000

100000

50000

o 2 4 6 8 10 12 14 16 r

x10°°
Obr. 25

ReSeni. a) jde o extrém rozd&lovaci funkce (maximum), pro ktery musi platit
dF/dr =0, tedy

a-e " —q-b-r-e?T=0
Z t0h0 Imax = 1/b = 1,67-10°m
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b) pro polomér mensi nez ry plati

1 a
I(ry) = f a-r-ePTdr = ok (b1 e P4 e P — 1)
0

(fesi se metodou per partes)

Po dosazeni se dostane I(r1) = 0,5372, coz je relativni podil ¢astic o poloméru
mensSim nez r;. Relativni podil vétsich Castic je zbytek do 1, tedy 0,4628. Hmotnostni
podil ¢astic o poloméru vétsim nez rqj 0,4628-928 = 429,5 g.

Priklad 32. (Kinetika sprazenych déji). Zjistéte ¢asovy chod zluknuti masla.
Vlastni kostku masla (zabalenou ve folii) pokladejte za idealné michany reaktor.

ReSeni. Zikladni idea Zluknuti mésla spo&iva v prostupu kysliku porézni folii a
pak néslednou oxidaci tuku (maésla) v celém objemu podle obr. 26 s koncentracnim
rozlozenim v ¢ase t = 0.

difuze

|
I
=@+TLP
|
|

vzduch folie tuk Obr.26

Casova zména koncentrace je dana bilan¢nimi rovnicemi, tj. zménou difuzi a
reakci. Mizeme tedy napsat pro kyslik O, atuk T
K- (co, —[0,])-V-dt —k-[T]-[0,]-V-dt =d[0;] -V
—k - [T]-[0,] -dt =d[T] -V

Tento systém je vhodné pievést substituci

@=Y, m=Z, = =B, T=k-t-cor
co, CoT k-cor

na systém bezrozmérnych diferencialnich rovnic

dY

— = BA-Y)-Y-Z
dr

dz B V.7

dr

kde [I] jsou aktuadlni koncentrace, k je koeficient imérnosti difuze, co, a cor je
konstantni venkovni koncentrace kysliku a pocatecni koncentrace tuku, V je objem
kostky masla. Tento systém diferencidlnich rovnic miizeme feSit numericky metodou
Runge-Kutta.
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Yi+l = Yi +h/6 - (kj_Y + 2(k2Y + k3Y) + k4Y)

Zis1 = Zi+ hl6 - (Kiz + 2(koz + Ksz) + Kaz)

kde kly =B (l — Yi) —Yi Z klz =7z

koy= B (1—Yi)—Yi Zi+h/2 - kyy koz ==Y;iZ; + h/2 - ki
ksy =B (1—Yi)—Yi Zi+h/2 - Koy ksz ==Y;iZ; + h/2 - kyz
Key =B (1—-Yi)—=YiZi+h - kay Kaiz=-YiZi+h - Ksz

Zvolime-li tedy Yo = Zo = 1, B = 0,1 (slaba difuze — dobra folie) a krok h = 0,1,
dostaneme vysledky shrnuté v nasledujici tabulce.

Bude-1i nulova difuze — velmi silna folie a tedy B = 0, pak dostaneme vysledky

T Y VA T Y YA
0 1 1 0,6 0,604 0,590
0,1 0,895 0,895 0,7 0,570 0,553
0,2 0,812 0,811 0,8 0,542 0,520
0,3 0,744 0,741 0,9 0,517 0,491
0,4 0,689 0,683 1,0 0,495 0,461
0,5 0,643 0,634 1,1 0,476 0,440

metodou Runge-Kutta i analyticky vypocitané v nasledujici tabulce

Zvolime-li B = 1, (silna difuze — slaba folie), pak dostaneme nasledujici tabulku

T Y=ZRK) | Y=Z(A) t |Y=ZRK)| Y=Z(A)
0 1 1 0,6 0,592 0,625
0,1 0,895 0,909 0,7 0,555 0,588
0,2 0,811 0,833 0,8 0,523 0,555
0,3 0,741 0,769 0,9 0,494 0,526
0,4 0,684 0,714 1,0 0,468 0,500
0,5 0,634 0,667 1,1 0,445 0,476
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T Y VA T Y z
0 1 1 0,6 0,693 0,581
0,1 0,895 0,895 0,7 0,683 0,539
0,2 0,822 0,811 0,8 0,678 0,500
0,3 0,770 0,740 0,9 0,676 0,464
0,4 0,734 0,680 1,0 0,677 0,431
0,5 0,710 0,628 11 0,680 0,400

Podrobnéjsi analyzou zjistime, Ze zavislosti Y na z (kyslik na ¢ase) v ptedchozim
ptipadé prochazeji extrémem (minimum), zatimco Z proti z (tuk na ¢ase) neustale klesa
k nule. Cas extrému ovliviiuje jediny parametr B, tj. pomér rychlosti difuze chemické
reakce.

Poznamka. Pti feSeni tohoto problému mohou nastat dva extrémni ptipady:

a) folie bude velmi slaba — silna difuze, tj. v kostce masla bude konstantni
koncentrace kysliku cq, a pak lze psat

dZ e
dr
a po integraci
Z=e"
tedy jde o reakci I. fadu

b) folie bude velmi silna — prakticky nulova difuze (reaktor na poc¢atku nasycen

kyslikem o koncentraci cp, a pak lze tedy psat

dy dz
& w e
po integraci
1
Y=Z=T+1

tedy jde o reakci II. fadu.

11. FORMULACE A ZPRACOVANI PROBLEMU
Z CHEMICKE KINETIKY

11.1. STATICKY IDEALNE MICHANY REAKTOR

Priklad. Reaktor opatieny citlivym manometrem byl naplnén plynnou latkou pti
teplot¢ T, = 25°C a tlaku pp= 101,3kPa. Za té€chto podminek neprobihd Zzadna
chemické reakce. Koncem tydne byl reaktor ponofen do vrouci vody a tim se teplota
Vv reaktoru okamzité zvysila na To = 100 °C. Od tohoto okamziku byl pofizovan zdznam
tlaku na cCase.
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t [min] p [kPa] t [min] p [kPa]
1 114,1 7 86,1
2 105,3 8 84,3
3 99,5 9 82,5
4 95,2 10 81,0
5 91,7 15 76,7
6 88,1 20 73,7

Reaktor byl ve vrouci lazni ptes nedéli a poté by analyzou zjiStén jediny plynny
produkt beze stop ptivodni latky.

Urcete tad reakce, rychlostni konstantu a poloc¢as reakce tak, aby experimentalni
data byla co nejlépe popsana pii idedlnim chovani.

ReSeni. Reakce probiha za konstantniho objemu a teploty v plynné fazi z vychozi
latky A na produkt B. Béhem reakce dochazi k poklesu tlaku. Nemiize to byt reakce I.
fadu A — B, musi jit tedy o reakci vyssiho tadu.

k

Ptedpokladejme reakci v plynné fazi za konstantniho objemu a teploty 2A 5B
s diferencialnimi kinetickymi rovnicemi

d[A] _ d[B]
——— =—— =2k, - [A)?
e~ dt 1o (4]

Integraci se ziska vztah typu koncentrace-koncentrace (a — [A])/2 = [B], kde a je
pocatecni koncentrace latky A, [A], [B] aktuadlni koncentrace latek A a B, ki je
rychlostni konstanta reakce. Parcialni tlaky latek A a B jsou Pa=[A]RTo, Pg=[B]RTo
a podle Daltonova zakona pro celkovy tlak p; plati p; = pa + ps. Dosazenim za
parcialni tlaky a spojenim s integrovanym tvarem se dostane zavislost celkového tlaku
na Case

kpot
1+P0

2RT
Pt = Po 'T};—gg (A)

Tlak po je tlak na pocatku reakce v Case t = 0 a Ize jej vypocitat z tlaku plnéni p, a
teploty plnéni T,

Po = Ppp - 2
J=p, R
14 Ty

Nyni je nutné provést verifikaci uvedenych vztahi a stanovit parametr t.
rychlostni konstantu. Je mozné volit né€kolik zplsobt, napt. graficky nebo numericky —
linedrni ¢i nelinedrni regresi (optimalizaci).

a) Pro grafické feSeni event. pro linedrni regresi transformaci zavislosti (A)
dostaneme vyraz

Po —P: _ kpot
2pt —po  2RT,
To je rovnice piimky prochazejici po¢atkem v soufadnicich Y proti t se smérnici
_ kpo'
"~ 2RT,
Data pro linearni regresi event. grafické feseni jsou v tabulce pro po = 126,8 kPa.

Y =
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t [min] Y t [min] Y
1 0,125 7 0,896
2 0,256 8 1,016
3 0,378 9 1,159
4 0,497 10 1,301
5 0,620 15 1,938
6 0,783 20 2,577

Graficky ode¢tena smérnice (viz obr.) S = 0,1285 min™

}

2.57

2.0

1.57

1.0

0.5

A

3.0

Y =0.1287208 -t

|

Y= 0.1295910

|

-t -0.0097662

8 10 12 14 16 18 20 !

Linearni regresi ziskana rovnice pifimky prochazejici pocatkem je Y; = 0,1287 - ¢
event. obecné pifimky Y, = 0,1296 -t — 0,0098. Ze vSech smérnic byly vypocitany
rychlostni konstanty k s rozmérem [dm®-mol™1-s] — viz tab.

k
dm®mol?-s?

graficky lin. regrese Y,

0,1048

lin. regrese Y
0,1056

Zvysledk a z tabulky je vidét, ze usek je zanedbatelné¢ maly ve shodé
s modelem. Proto byly pro rychlostni konstantu k = 0,1049 dm®mols™ vypocitany

teoretické tlaky a porovnany s experimentalné stanovenymi-viz nésledujici tabulka

t [min] Pexp [KPa] | puyp [kPa] t [min] Pexp [KPa] | Puwyp[kPa]
1 114,1 113,8 7 86,1 86,0
2 105,3 105,2 8 84,3 84,1
3 99,5 99,2 9 82,5 82,5
4 95,2 94,6 10 81,0 81,1
5 91,7 91,1 15 76,4 76,4
6 88,1 88,3 20 73,7 73,7
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Z tabulky je vidét velmi dobra shoda Pexp @ Pvyp pro vSechny experimentalni body.
Tak je mozné piijmout predpokladany reakéni mechanismus pro reakce II. fadu
s rychlostni konstantou k = 0,1049 dm®mol*sta polocasem

1 RT, _
t1/2 = E = po_k = 3,88 min.

Pro uplnost byla vypogitina suma kvadratii odchylek ¥ A%, ktera &ini 0,9343.

b) Pro optimalizaci lze pouzit pfimo rovnice (A) po upravé na tvar
1

— 1-|_1‘111‘12t — —
pt —_ AZ 'T, kdEAl —_ k/TO aAZ —_ pp * TO/TP'

Z ptedchozich vysledkli je mozZno vzit pocatecni odhady pro libovolnou
optimaliza¢ni metodu:
A1 = 0,00203kPa "min™*
Ay =126,8 kPa.
Pro vypocet pak lze optimalizovat bud’ pouze parametr A; — postup 1 nebo oba
dva — postup 2. Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce.

Parametr/postup 1 2

A; [kPa 'min ] 0,00200 0,00201

A; [kPa] 126,8 126,85

k [dm’mol s 1] 0,103 0,104

Z A 0,68 0,67
Tésnost proloZeni je uvedena v nasledujici tabulce
t[min] | Pexp Puyp 1 Puyp 2 t[min] | Pex Py 1 Puyp 2

1 114,1 113,93 113,95 7 86,1 86,19 86,18
2 105,3 105,41 105,41 8 84,3 84,27 84,27
3 99,5 99,34 99,34 9 82,5 82,66 82,66
4 95,2 94,81 94,81 10 81,0 81,28 81,28
5 91,7 91,29 91,29 15 76,4 76,55 76,56
6 88,1 88,48 20 73,7 73,81 73,81

Vysledky v tabulkach ukazuji na dobrou shodu namétfenych a vypocitanych
hodnot, proto je mozno povazovat piedpoklad mechanismu reakce II. fadu za spravny.
Jde tedy o reakci II. ¥adu s rychlostni konstantou 0,104 dm’mol™s™. Po&atecni tlak
vypocitany z A, je prakticky stejny jako naméieny, coz svéd¢éi o velmi kvalitnich
experimentalnich hodnotach. Tento divod také opraviiuje povazovat vSechny
vyhodnocovaci metody za rovnocenné.

Ptedchozi problematiku feSte s nové zadanymi daty
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DATA 1: p, = 103 kPa, Ty, = 298 K, Tp = 373 K.

t [min] p [kPa] t [min] p [kPa]
1 91,1 7 69,7
2 81,4 8 69,0
3 76,8 9 68,5
4 74,0 10 68,0
5 72,0 15 66,6
6 70,9 20 65,9
Ptedchozi problematiku feste s noveé zadanymi daty
DATA 2: p, = 79,89 kPa, T, = 298 K, To = 373 K.
t [min] p [kPa] t [min] p [kPa]
1 95,7 7 79,2
2 92,0 8 78,0
3 88,5 9 76,1
4 86,0 10 75,0
5 83,0 15 70,0
6 81,2 20 67,0
Ptedchozi problematiku feste s noveé zadanymi daty
DATA 3: p, = 80,93 kPa, T, = 298 K, To = 373 K.
t[min] p[kPa] t[min] p[kPa]
5 91,0 50 65,0
10 84,5 60 63,0
15 79,5 70 62,0
20 76,0 80 60,5
30 71,0 100 59,0
40 67,5 120 58,0
VYSLEDKY.
Z dat 1 a) Grafické feSeni a linearni regrese
t [min] Y t [min] Y
1 0,644 7 4,529
2 1,210 8 5,157
3 1,865 9 5,712
4 2,490 10 6,386
5 3,185 15 9,397
6 3,755 20 12,164
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Y =0,6144 t + 0,0997
Y =0,6233t

14

12

10
| Y'=0.6233030t — =,

=— Y=0.6144209-t + 0.0996766

O ’ T T T N T ' T M T T 1 T T T )
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 ¢
Optimaliza¢ni metoda

A;=0,01 kPa *min! A; = 126,91 kPa
Tabulka vysledkt
Graficky Linearni regrese Optimalizace
k [dm°mol ’s ] 0,507 0,508 0,517
Po [kPa] 126,8 126,8 126,91
ty, [Min] 0,8 0,8 0,79
Z A? 0,417 0,489

Srovnani prubé&hti Pexp S Pvyp Z linedrni regrese a z optimalizace

U pe[kPa] | | P Puyp t Pexp Pyyp Pyyp
[min] | " LR[kPa] | OP[kPa] | [min] | [kPa] | LR[kPa] | OP[kPa]
1 91,1 91,6 91,2 7 69,7 69,9 69,8
2 81,4 81,6 81,2 8 69,0 69,2 69,1
3 76,8 76,8 76,5 9 68,5 68,6 68,5
4 74,0 74,0 73,8 10 68,0 68,1 68,0
5 72,0 72,2 72,0 15 66,6 66,6 66,6
6 70,9 70,9 70,7 20 65,9 65,8 65,8
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Z dat 2 a) Grafické feSeni a linearni regrese

t [min] Y t [min] Y
1 0,047 7 0,356
2 0,095 8 0,393
3 0,149 9 0,455
4 0,194 10 0,500
5 0,258 15 0,750
6 0,301 20 0,971
y A
1.0
0.9
0.8
] Y =0.0494624 -t
0.7
0.6
0.5
0.41
. Y =0.0490731t + 0.0043682
0.2
0.1
, \ ‘ 1 , . ‘ . >
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 ¢
Y = 0,04907 t + 0,0437
Y = 0,04946 t
Optimaliza¢ni metoda
A1=0,0102 kPa'min? A, =100,4 kPa
Tabulka vysledk
Graficky Linearni regrese | Optimalizace
k [dm°mol s ] 0,517 0,512 0,527
Po [kPa] 100 100 100,4
tyj [min] 0,967 0,970 0,980
2 A? 0,697 0,486
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Srovnani prib&htli Pexp S Pvyp Z linedrni regrese a z optimalizace

t Dewo[kPa] | | PP Pvyp t Pexp Pvyp Pvyp
[min] | "% LR[kPa] | OP[kPa] | [min] | [kPa] | LR[kPa] | OP[kPa]
1 95,7 95,5 95,7 7 79,2 79,5 79,4
2 92,0 91,7 91,8 8 78,0 77,9 77,8
3 88,5 88,6 88,6 9 76,1 76,5 76,3
4 86,0 85,8 85,8 10 75,0 75,1 75,0
5 83,0 83,5 83,4 15 70,0 70,1 70,0
6 81,2 81,4 81,3 20 67,0 66,8 66,6

Z dat 3 a) Grafické feseni a linearni regrese
t [min] Y t [min] Y

5 0,128 50 1,265
10 0,248 60 1,551
15 0,378 70 1,731
20 0,499 80 2,071
30 0,744 100 2,533
40 1,103 120 2,946

YA

3.5

3.0

Y =0.0249395t + 0.0194399

Y =0.0251984 -t

20

40

Y =0,02494 t + 0,078

60

Y =0,25198 t

80
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Optimaliza¢ni metoda

A; = 0,04895 kPa min*

A, = 101,07 kPa

Tabulka vysledka
Graficky Linearni regres | Optimalizace
k [dm°mol™'s™] 0,026 0,0256 0,0253
Po [kPa] 101,3 101,3 101,07
t1 [min] 19,6 19,93 20,17
Z A? 0,245 0,232

Srovnani prib&hti Pexp S Pvyp Z linedrni regrese a z optimalizace

U peo[kPa] | Pop Pyp t Pexp Pvyp Pyyp
[min] | 7% LR[kPa] | OP[kPa] | [min] | [kPa] | LR[kPa] | OP[kPa]

5 91,0 91,1 91,1 50 65,0 65,1 65,1

10 84,5 84,4 84,3 60 63,0 63,3 63,3

15 79,5 79,5 79,5 70 62,0 61,9 61,9

20 76,0 75,9 75,9 80 60,5 608 60,7

30 71,0 70,9 70,9 100 59,0 59,1 59,0

40 67,5 67,5 67,5 120 58,0 57,9 57,8
11.2. PRUTOKOVY REATOR S PISTOVYM TOKEM

11.2.1 PRUTOKOVE USPORADANI S INDIKACI KOLMOU
KE SMERU TOKU

Priklad 1. Na pritokovém reaktoru s kolmym paprskem k toku reak¢éni smési
byla proméfovana reakce V(II) + V(IV) — 2V(II) v prostfedi 1M H,SO4 pii 30 °C.
Byly nastiikovany roztoky V(II) a V(IV) o nastiikovych koncentracich [V(II)]o = 0,125
mol-dm a [V(IV)]o = 0,08 mol-dm® injekénimi stiikackami o poloméru R = 10 mm.
Ve vzdalenosti | = 250mm od misici komurky byla sledovana absorbance reak¢ni smési
Vtrubici o poloméru r = 15mm v zavislosti na posuvu pisth stiikacek S
v jednotkach mm-s ™,

s [mm/s] 1,72 2,9 3,7 4,76 5,65 6,5 7,2

A 0,073 0,103 0,118 0,129 0,137 0,143 0,150

Soucasné¢ byla zmétena absorbance Ag = 0,2 a A, = 0,013. PopiSte experimentalni
zéavislost rovnici a zjistéte rychlostni konstantu reakce.

Reseni. Logickym predpokladem uvedené reakce je jeji II. ad. Pro aktualni
koncentrace musi tedy platit vztahy (4) z kapitoly 10 RESENE PRIKLADY PRO
FORMULACE PROBLEMU - piiklad [16] a pomoci nich odvozené vyrazy (6) pro
tento typ reaktoru. ProtoZe pocatecni koncentrace jsou rizné, je potom n # 1. Jelikoz je
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pocate¢ni koncentrace ag = [V(I)]o/2 (v misici komurce dochazi k fedéni), pak n =
0,08/0,125 = 0,04/0,0625 = 0,64 < 1 spojenim vyrazu (6) srovnosti (7) se ziska
zavislost absorbance A na rychlosti pistu S vyuzitelnd pro naméiena data ze zadani
ptikladu

r2
(1-n)-4o +A°°-<ezB'k'(1_n)'R_2/S—1>

zg-a -k-(1—n)-ﬂ/s
e B'94B R2/°_

A=

(1

n

Pro verifikaci vysledki a stanoveni parametri v uvedeném vztahu je mozno
pouzit grafickou metodu s linedrni regresi nebo optimaliza¢ni proces stanoveni

nékterych parametra.
a) Pro grafickou metodu s linearni regresi se transformaci (I) ziska
(1-n)-Ay—Ax+A-n r?l 1
InZ =1In e =zBaBk(1—n)-ﬁ-E

Vynesenim levé strany pro zndmé a dostate¢né presné uréené hodnoty Ag a A.
proti 1/s se dostane linearni zavislost (prochazejici pocatkem soutadného systému).

2
Z jeji smérnice S = zgagk(1l —n) - ;—Zl lze stanovit rychlostni konstantu K. Potfebné
hodnoty pro praktickou linearizaci jsou v nasledujici tabulce a grafu

s[mm/s] | 1,72 2,9 3,7 4,76 5,65 6,5 7,2
Us 0,581 0,345 0,270 0,210 0,177 0,154 0,139
[s/mm]

InZ 0,566 0,328 0,248 0,199 0,168 0,147 0,123

Avwyp 0,074 0,103 0,116 0,129 0,137 0,143 0,147

Acxp 0,073 0,103 0,118 0,129 0,137 0,143 0,150

anA

O.Gi

0.5

1 1
0.41 1InZ=0.9568897 S —_—

0.3
InZ = 0.9871387% -0.0104531
0.2
0_1 L B B B B B S AL B | )
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
S
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Z grafu je vidét linearni pribéh, coz je dikazem spravnosti piredpokladaného
modelu.

Ze smérnice grafu S = 0,956 mm/s je rychlostni konstanta k = 15,1 dm®mol™s
Numerickou linearni regresi lze nalézt tyto linearni zavislosti: In Z = = 0,9871-1/s —
0,0105 event. pro ptimku prochazejici pocatkem In Z = 0,957-1/s. Ze smérnice S =
0,9571 je vypo&itana rychlostni konstanta k = 15,12 dm®mol s,

V piredchozi tabulce jsou pro porovnani uvedeny hodnoty absorbance naméiené
Aexp a zpétné vypocitané z regrese Ayyp pro jednotlivé posuny s. Suma kvadratl
odchylek Y'A2 =1,52:10°°.

b) Pro optimalizaci lze pouzit pfimo zavislost (I) pfepsanou na tvar

4 (1-n)-4; + Az - (eM/s = 1)
B ed1/s —n

kde A = ZBaBk(l —n), Ay = Ay, Az = A..

Z ptedchozich vysledkt vyplyva, Ze prvni odhady jsouA; = 0,957 mm/s, A, = 0,2,
Az = 0,013. Potom Ize optimalizacni metodou napft. ptimohledajici Simplexovou nebo
derivacni Levenberg-Marquardt stanovit bud’ jen nékteré nebo vSechny parametry.
Napt. posledné jmenovanou metodou se dostanou vysledky, kde postupem A je
optimalizovana pouze rychlostni konstanta k, postupem B navic parametr A, postupem
C vSechny parametry.

-1

Parametr/Postup A B C

Ai[mm/s] 0,952 0,994 0,955

A, 0,200 0,205 0,203

As 0,013 0,013 0,011

k [dm°mol s '] 15,04 15,71 15,09
YA 1,3-107° 7,6:10° 7,2:10°

Porovnani experimentalnich a vypocitanych hodnot pro postupy A, B, a C je
V nasledujici tabulce

s [mm/s] 1,72 2,9 3,7 4,76 5,65 6,5 7,2

Aexp 0,073 0,103 0,118 0,129 0,137 0,143 0,150
Awp A 0,074 0,103 0,116 0,129 0,137 0,143 0,147
Awpp 0,073 0,103 0,116 0,129 0,138 0,144 0,149
Awp, c 0,073 0,103 0,116 0,130 0,138 0,144 0,149

Z tabulky vyplyva prakticky velmi dobra shoda pro vSechny postupy vypoctu, coz
dokumentuje kvalitni experimentalné namétfené hodnoty O tom svédci 1 predchozi
tabulka porovnanim experimentélnich a vypoctenych parametri riznymi postupy A, B,
C.

Piiklad 2. Na prutokovém reaktoru byla prométovana reakce Ce(IV) + V(IV) —
Ce(lll) + V(V) vprostiedi 1 M H,SO,. Roztoky 0,01 mol/dm® Ce*" a VO** byly
nastfikovany injek¢nimi stiikatkami o priméru 20 mm do misici komlrky a ve
vzdalenosti 100 mm byla kolmo k méfici trubici o priméru 3 mm sledovana zavislost
absorbance na rychlosti posuvu pistt stiikacek s v mm/s.
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s [mm/s] 1,5 2,5 3,5 4,3 5,9 6,5 7,5

Sskutetns 1,72 2,9 3,7 4,76 5,65 6,5 7,2

Absorb.A | 0,145 0,145 0,203 0,260 0,284 0,301 0,313

Soucasné byla zméfena absorbance v tésné blizkosti misici komutrky Ag =0,516 a
po zastaveni posuvu stiikacek — ustadlena hodnota A, = 0,018.

Stanovte fad reakce a rychlostni konstantu graficky linearni regresi a numericky
optimalizaci.

ReSeni. Logickym predpokladem uvedené reakce bude jeji I tad Pro aktualni
koncentrace musi platit vztahy (6) z kapitoly 10. Priklad 21. Protoze pocatecni
koncentrace jsou stejné, je tedy n = 1. Pro n =1 se ziska spojenim vyrazi (6) a (7) se
ziska zavislost absorbance A na posuvu pistii S

zg-ag-kr?l

2R2.s5
()
2R2.s

Ag+Ac:

1+

Pro verifikaci tohoto vztahu a urceni rychlostni konstanty Ize opét pouzit graficky
postup s linearni regresi nebo nékterou z optimaliza¢nich metod.

a) Pro grafickou tpravu s linearni regresi se tpravou (II) ziska
_ AO_A _ZB'k'Tz'l
A—-A,  2R%*-s

coz je rovnice piimky prochazejici pocatkem v soufadnicich Z proti 1/s (viz nasledujici
tabulka)

Z

s [mm/s] 1,72 2,9 3,7 4,76 5,65 6,5 7,2

1/s [s/mm] 0,581 0,345 0,270 0,210 0,177 0,154 0,139
YA 2,921 1,592 1,349 1,058 0,872 0,760 0,680
Awyp 0,145 0,201 0,230 0,261 0,282 0,300 0,312
Acxp 0,145 0,203 0,203 0,260 0,284 0,301 0,313

Predpokladanou linearni zavislost velmi dobie potvrzuje graf. Ze smérnice S =
5,02 mm/s vypo&itan rychlostni konstanta k &ini 892,44 dm®mol™s™,
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3.0

274.9855831'1_ -0.0174952 —— =
25 °

2.0
1.5

1
1.0 <—— 7 =4.9349558"
. s

0.5 > o
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 1

Numerickd linedrni regrese davd nasledujici vysledky: Z =5,03--—0,014
event. pro ptfimku prochézejici pocatkem Z = 4,99 %

Ze smérnice S = 4,99 mm/s je vypocCitana rychlostni konstanta Kk rovna
887,11 dm®mol 's ™.

Suma odchylek £A%= 1,03-10°.

b) Pro optimalizaci lze pouzit ptimo rovnici (II) soznafenim piislusnych
uréovatelnych parametrii

AZ + A3 * Al * l
A= =
, 1 + A1 N E
kde A, = %f;r'l, Ay = Ay, As = A.. Pro prvni odhady parametri lze pouzit

ptedchozich vysledki A; = 5,02 mm/s, A, = 0,516, A; = 0,018. Simplexovou metodou
byly vypocitany tyto hodnoty: postupem A parametr A;, postupem B parametry A; a Ay,
postupem C viechny tii parametry, XA? je suma kvadrati odchylek absorbance
vypocitané a experimentalni.

Parametr/postup A B C

A [mm/s] 4,966 5,043 4,995
A=Ay 0,516 0,520 0,518
As = Ao 0,018 0,018 0,017

k [dm*-mol *-s7] 882,84 895,64 888,00
YA 8-10° 7,4-10° 7,3:10°

Porovnani experimentalnich a vypocitanych hodnot pro postupy A, B a C je

V nasledujici tabulce.

simm/s] [1,72 [ 2,9 37 476 |565 |65 7.2

Ao 0,145 |0203 |0,230 |0,260 |0284 |0300 |0,313
Awpb A | 0,146 |0202 |0231 |0262 |0283 |0,300 |0,313
AwpB |0146 |0201 |0230 |0262 |0283 |0301 |0313
Awp C | 0,146 0230 |0262 |0283 |0301 |0,313
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Z obou tabulek je vidét pomérn¢ dobra shoda vypocitanych hodnot
s experimentalnimi. Rychlostni konstanty ziskané rGznymi postupy se piilisS nelisi,
vypocitané hodnotyAy a A, se prakticky shoduji s experimentalné urcenymi. Z toho
plyne, Ze namétena data jsou kvalitni.

Ptedchozi problematiku feste s noveé zadanymi daty

Datal: [V(I1)]o = 0,125 mol/dm?® | =100 mm Ag=0,3
[V(IV)]o = 0,111 mol/dm? R=10 mm A, =0,02
r=215mm
s[mm/s] | 1,72 2,9 3,7 4,76 5,65 6,5 7,2
A 0,19 0,22 0,24 0,25 0,26 0,26 0,27
Data2:  [V(I1)]o = 0,125 mol/dm?® | =250 mm Ac=0,1
[V(IV)]o = 0,025 mol/dm? R =10 mm A, =0,01
r=15mm
s[mm/s] | 1,72 2,9 3,7 4,76 5,65 6,5 7,2
A 0,035 | 0,05 0,058 | 0,062 | 0,68 0,70 0,074

Data 3: [Ce(IV)]o = [V(IV)]o = 0,004 mol/dm® 1 =100 mm Ao =0,13
R=10 mm A, =0,01

r=15mm
s [mm/s] 1,72 2,9 3,7 4,76 5,65 6,5 7,2
A 0,07 0,08 0,09 0,095 0,100 0,102 0,105
Data 4: [Ce(IV)]o = [V(IV)]o = 0,08 mol/dm®  1=50 mm Ay=13
R=10 mm A,=0,1
r=15mm
s [mm/s] 1,72 2,9 3,7 4,76 5,65 6,5 7.2
A 0,20 0,26 0,30 0,34 0,37 0,41 0,43
VYSLEDKY:
z dat 1. a) Grafické FeSeni a linearni regrese
n=0,89
s[mm/s] | 1,72 2,9 3,7 4,76 5,65 6,5 7,2
InZ 0,069 0,043 0,30 0,024 0,018 0,018 0,013

Y =0,1246 x — 0,0028
Y =0,1166 x
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b) Optimaliza¢ni metoda A; = 0,1262 mm/s  A,=0,3079 A3 =0,0158
Tabulka vysledka
Srovnéani prib&hu Ayy, Z linedrni regrese a optimalizace s Ayyp.
Graficky Linearni regrese Optimalizace
k [dm°mol s '] 15,75 15,070 16,320
Ao =A, 0,300 0,300 0,308
Ar = Az 0,020 0,020 0,016
XA 8,810 4,5-107°

Srovnani prib&hli Aeyp S A \yp Tliznymi metodami je v nasledujici tabulce.

s[mm/s] | 1,72 2,9 3,7 4,76 5,65 6,5 7,2
Acxp 0,19 0,22 0,224 0,25 026 0,300 0,27
Ayp LR | 0,191 0,224 0,237 0,249 0,255 0,260 0,264
A, OP 0,188 0,224 0,237 0,251 0,258 0,264 0,267
z dat 2. a) Grafické FeSeni a linearni regrese
n=0,2
s[mm/s] | 1,72 2,9 3,7 4,76 5,65 6,5 7,2
InZ 1,125 0,693 0,531 0,460 0,366 0,336 0,281

Y=1871x+0,04
Y =1,987 x

b) Optimaliza¢ni metoda A; = 2,004 mm/s

Tabulka vysledki

A=0,097 A3=0,012

Srovnani priibéhu Ayy, Z linedrni regrese a optimalizace s Ayyp.

Graficky Linearni regrese | Optimalizace
k [dm*mol s '] 14,86 14,130 14,250
Ay=A; 0,100 0,100 0,097
A, = As 0,010 0,010 0,012
YA 1,4-107° 55-10 °

Srovnéani prib&hil Aexp S A vyp rliznymi metodami je v nasledujici tabulce.

1,72

2,9 3,7

4,76 5,65

6,5 7,2

0,035

0,050 0,058

0,065 0,069

0,070 0,074
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Awp LR 0,034 0,050 0,058 0,065 0,069 0,072 0,074
Ay OP 0,035 0,050 0,057 0,064 0,068 0,071 0,073

z dat 3. a) Grafické FeSeni a linearni regrese

n=10

s[mm/s] | 1,72 2,9 3,7 4,76 5,65 6,5 7,2

yA 1,00 0,714 0,500 0,412 0,333 0,304 0,263

Y =1,6934 x + 0,05

Y =1,8379 x

b) Optimaliza¢ni metoda A: A; =3,767mm/s A,=0,141 A3=0,037

B: A;=1898mm/s A,=0,130 A3=0,010

Tabulka vysledka

Graficky | Lin. regrese Optim. A Optim. B
k[dm®.mol s '] 933,3 755,16 1674,522 843,55
Ao=A; 0,130 0,130 0,141 0,130
A, =As 0,010 0,010 0,037 0,010
YA 2,110 8,7:10° 1,7-107

Srovnani prabéhi Ay, z linearni regrese a a Ayyyp z optimalizace je v nasledujici
tabulce

s [mm/s] 1,72 290 |370 |476 |565 |650 |7,20
Acxp 0,070 | 0,080 |0,090 | 0,095 |0,100 | 0,102 | 0,105
Awp LR 0,068 | 0,083 | 0,090 | 0,097 |0,101 | 0,104 | 0,106
Ayp OA 0,069 |0,082 |0,088 | 0,095 |0,099 |0,103 | 0,105
Ay,OB 0,067 | 0,083 |0,089 | 0,096 |0,100 |0,103 | 0,105
z dat 4. a) Grafické FeSeni a linearni regrese
n=10
s [mm/s] 1,72 29 |37 |4,76 |565 |65 7,2
z 11,00 | 6,50 | 5,00 | 4,00 |3,44 |2871 2636

Y =18,857 x + 0,01
Y =18,862 x

b) Optimaliza¢ni metoda A: A; = 19,23mm/s
Tabulka vysledk

A2: 1,306 A3 :0,102
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Graficky Lin. regrese | Optimalizace
k [dm®mol s "] | 853,2 838,31 854,670
Ag= A, 1,3 0,130 1,309
Ao = Ag 0,010 0,010 0,102
YA 6,32:10"° 5,04-10°

Srovnani prubéhti Ay, z linearni regrese a Ayyp . Optimalizace je v nasledujici
tabulce

simm/s] | 1,72 | 2,9 3,7 476 | 565 |65 7.2

Aep 0,200 | 0,260 | 0,300 | 0,340 | 0,370 | 0,410 | 0,430
AwpLR | 0200 | 0,260 | 0,297 | 0,342 | 0,376 | 0,407 | 0,431
AyOP | 0201 | 0260 | 0,296 | 0,341 | 0,376 | 0,406 | 0,430

11. 2. 2 PRUTOKOVE USPORADANI KOAXIALNI SE
SMEREM TOKU

Priklad. Na pritokovém reaktoru s koaxialni spektrofotometrickou indikaci
byla proméfovéana reakce Ce'” + V'V — Ce"' + VY pii 20 °C v prostiedi 1 M H,SO,.
Roztoky 0,01 mol/dm?® Ce" a V' byly nastiikovany injekénimi stiikackami o priméru
20 mm do misici komurky a trubice o priméru 3 mm a délky 100 mm. Byla sledovana
zavislost absorbance reakéni smési na rychlosti posuvu pistl injekénich stiikacek
S v mm/s pii vlnové délce A = 680 nm.

s[mmis] | 1,72 2.9 3,7 4,76 5,65 6.5 7.2

A 0,260 0,317 0,344 0,370 0,387 0,400 0,410

Experimentaln¢ byla stanovena absorbance Aq = 0,530 (jako kdyby latky spolu
nereagovaly) a A, = 0,018 (tj. po skonceni reakce). Stanovte rychlostni konstantu.

Reseni: Budeme predpokladat, e reakce je II. ¥fadu, potom pro n = 1 (stejné
pocateni koncentrace Ce' a V' pouzitim (7) z piikladu 22 se podle vztahu (4c)
kapitoly 10 dostane

r2
n(av(lv)'k'l'm-l' 1)

r2
avavyk-lezs

A:Aoo+(A0—Aoo)-l 1)

Pro verifikaci vztahu a urceni rychlostni konstanty lze pouzit rizné metody.

Jestlize jsou znamé hodnoty Ag a A, S dostate¢nou presnosti, pak v zavislosti (1)
je prakticky jedind neznama rychlostni konstanta. Matematicky se vlastné jedna o
numerické feSeni algebraické rovnice (1) pro rizna SSkofenem K. Tak napf.
Newtonovou metodou se dostanou nasledujici vysledky.

s [mm/s] 1,72
k 872,87

2,9
877,57

3,7
871,77

4,76
871,08

5,65
867,88

6,5
866,92

7,2
856,38
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Aexp

0,260

0,317

0,344

0,370

0,387

0,400

0,410

AVYD

0,260

0,318

0,344

0,370

0,387

0,400

0,409

A tedy stiedni hodnota k = 869,21+6,64 dm*mol s, Ctvrty fadek je vypocitana
hodnota absorbance pomoci stiedni hodnoty rychlostni konstanty, kde je vidét velmi
dobra shoda s hodnotami experimentalnimi. Pro rychlejsi orientaci lze pouzit graficky
postup pomoci piipraveného nomogramu. Oznacime-li

2

x=aV(IV)-k-l-RrT 2)

N

pak lze upravit vztah (1) na

A-Axw __ In(14x) _
Aop—4e X

U(x) 3

Jednou provzdy lze vypoéitat U(X) a vynést do diagramu (nomogramu)

0.9

0.8_
0.?‘_
0.67
0.5

0.4

Nomogram

Protoze pro jednotlivé rychlosti s 1ze z experimentalnich dat stanovit U(x) - levou
stranu vztahu (3), potom podle schematick¢ého postupu z diagramu pfifadime
jednotlivym rychlostem s hodnoty x. Z nich linearni regresi v soufadnicich X proti 1/s
podle vztahu (2) uréime rychlostni konstantu K (viz nasledujici tabulka a obrazek)

s [mm/s] 1,72 2,9 3,7 4,76 5,65 6,5 7,2
U(x) 0,473 0,584 0,637 0,688 0,721 0,746 0,766
X 2,56 1,702 1,34 1,04 0,88 0,76 0,69

Samoziejmé, ze tyto vysledky nebudou tak pfesné jako z predchoziho postupu,
nebot’ jsou zatizeny chybou subjektivniho odecitani z nomogramu U—x.
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b) Nejsou-li znamy hodnotyA, a A, nebo nejsou dostate¢né piesné zméfeny, pak
je nutné pouzit nékterou z optimaliza¢nich metod. Napt. metodou Levenberg-Marquardt
byly ziskany hodnoty uvedené v nasledujici tabulce. Postupem A je optimalizovana
pouze rychlostni konstanta K, postupem B navic parametr Ag, postupem C vsSechny tii
parametry.

Parametr/postup A B C

Ao 0,530 0,534 0,538
A, 0,018 0,018 0,027
k [dm°mol 's '] 870,22 890,84 941,33
A 3,1-10° 1,0-10° 0

Tésnost prolozeni je uvedena v nasledujici tabulce

s[mmis] | 1,72 2.9 37 476 5,65 6,5 7.2

Aexp 0,260 0,317 0,344 0,370 0,387 0,400 0,409

App A 0,260 0,318 0,344 0,370 0,387 0,400 0,409

Awp B 0,259 0,317 0,344 0,370 0,387 0,400 0,409

Ayyp C 0,260 0,317 0,344 0,370 0,387 0,400 0,410

Z porovnani vysledkt vyplyva, ze nejlepsi té€snost proloZeni je postupem C, ale
naopak urcené parametry vykazuji pomérné¢ velikou chybu pfi  srovnani
s experimentalné dostupnymi hodnotami nebo s hodnotami z literatury. Proto tyto
vysledky je nutno pfijimat s rezervou a podrobovat je narocné kritice a analyze, nez
vyneseme konecny soud.

Piedchozi problematiku feste s nové zadanymi daty

Data 1: [VV]o = [Ce™]o = 0,04 mol/dm® | =100 mm Ao = 1,055
R=10 mm A, =0,035
r=215mm
s [mm/s] 1,72 2,9 3,7 476 5,65 6,5 7,2
A 0,263 | 0,349 | 0,393 | 0,443 | 0,482 | 0,510 | 0,530
Data 2: [VV]o = [Ce™]o = 0,03 mol/dm® | = 100 mm Ao = 0,800
R =10 mm A, = 0,025
r=15mm
s [mm/s] 1,72 2,9 3,7 4,76 5,65 6,5 7,2
A 0230 [0305 [0339 |0,5380 |0411 |0433 | 0,448
Data 3: [V, = 0,02 mol/dm?® | = 100mm Ao = 0,980
[Ce™]o = 0,04 mol/dm? R =10 mm A, = 0,530
r=215mm
s [mm/s] 1,72 2,9 3,7 4,76 5,65 6,5 7,2
A 0586 | 0,620 | 0,644 | 0,668 | 0,688 | 0,702 | 0,715
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Data 4: [V, = 0,02 mol/dm?® | = 100mm Ag = 0,248
[Ce™]o = 0,01 mol/dm? R =10 mm A, = 0,008
r=215mm
s [mm/s] 1,72 2,9 37 4,76 5,65 6,5 7,2
A 0,065 | 009 | 0111 | 0,126 | 0,137 | 0,144 | 0,151
VYSLEDKY

Z dat 1. a) Numerické feSeni algebraické rovnice (1) Newtonovou metodou

s [mm/s] | 1,72 2,9 3,7 4,76 5,65 6,5 7,2
k 855,04 | 848,02 |853,63 |856,15 |843,73 |852,14 | 861,06
Acxp 0,263 0,349 0,393 0,443 0,482 0,510 0,530
Awp 0,263 0,348 0,393 0,444 0,480 0,510 0,532
a tedy stfedni rychlostni konstanta k = 852,82+5,64 dm®mol s,
b) Optimalizace
Parametr/postup A B C
Ao 1,055 1,048 1,021
A, 0,035 0,035 0,027
k [dm°mol s '] 852,98 841,53 776,90
A 1,16-107° 1,1-10° 9,80-10°°
Té&snost prolozeni je uvedena v nésledujici tabulce
s[mm/s] | 1,72 2,9 3,7 4,76 5,65 6,5 7,2
Acxp 0,263 0,349 0,393 0,443 0,482 0,510 0,530
Anp A 0,263 0,348 0,393 0,444 0,480 0,510 0,532
Ayp B 0,264 0,348 0,393 0,444 0,479 0,510 0,532
Ay, C 0,263 0,348 0,394 0,444 0,480 0,509 0,531

Z dat 2.a) Numerické feSeni algebraické rovnice (1) Newtonovou metodou

s[mm/s] | 1,72 2,9 3,7 4,76 5,65 6,5 7,2
k 868,22 | 846,22 | 8864,99 | 862,48 | 848,92 | 856,26 | 867,25
Acxp 0,230 0,305 0,339 0,380 0,411 0,433 0,448
Avyp 0,231 0,303 0,340 0,380 0,409 0,432 0,449

a tedy stiedni rychlostni konstanta k = 859,19+8,88 dm>mol™s™.

b) Optimalizace
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Parametr/postup A B C
Ao 0,800 0,799 0,772
A, 0,025 0,025 0,012
k [dm°mol s '] 858,81 856,14 757,28
A 1,51-107 1,50-10 1,25-107
Téesnost prolozeni
s[mm/s] | 1,72 2,9 3,7 4,76 5,65 6,5 7,2
Aexp 0,230 0,305 0,339 0,380 0,411 0,433 0,448
Awp A 0,231 0,303 0,340 0,381 0,409 0,432 0,450
Ay B 0,231 0,303 0,340 0,381 0,409 0,432 0,450
Ay C 0,230 0,303 0,341 0,381 0,409 0,432 0,449

Z dat 3.a) Numerické feSeni algebraické rovnice (1) Newtonovou metodou

s [mm/s] 1,72 2,9 3,7 4,76 5,65 6,5 7,2
k 849,20 |871,25 |849,94 |863,72 |854,72 |870,08 | 862,32
Acxp 0,586 0,620 0,644 0,668 0,688 0,702 0,715
Awp 0,585 0,621 0,643 0,668 0,687 0,703 0,715
a tedy stfedni rychlostni konstanta k = 860,17+9,06 dm>mol™s™.
b) Optimalizace
Parametr/postup A B C
Ao 0,980 0,973 0,976
A, 0,530 0,530 0,530
k [dm’mol s 1] 861,33 843,24 852,54
A 15,4-10° 4,9-10°° 4,80-10°
Té&snost prolozeni
s[mm/s] | 1,72 2,9 3,7 4,76 5,65 6,5 7,2
Acxp 0,586 0,620 0,644 0,668 0,688 0,702 0,715
Anp A |0,585 0,621 0,643 0,668 0,687 0,703 0,715
Awp B 0,586 0,621 0,643 0,668 0,687 0,706 0,715
Ay, C 0,586 0,621 0,643 0,668 0,687 0,703 0,715

Z dat 4.a) Numerické feSeni algebraické rovnice (1) Newtonovou metodou

s [mm/s] 1,72 2,9 3,7 4,76 5,65 6,5 7,2

K 852,04 |82498 |827,34 |840,45 |851,43 |850,88 | 849,47
Aexp 0,065 0,095 0,110 0,126 0,137 0,144 0,151
Awp 0,065 0,095 0,110 0,126 0,136 0,145 0,151

a tedy stfedni rychlostni konstanta k = 843,83+13,41 dm>mol s .
b) Optimalizace
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Parametr/postup A B C
Ao 0,248 0,243 0,232
A, 0,008 0,008 0,234
k [dm°mol 's '] 843,18 809,36 676,11
A 5,68-10° 3,75-10°° 1,38:10°
Té&snost prolozeni
s[mm/s] | 1,72 2,9 3,7 4,76 5,65 6,5 7,2
Aexp 0,065 0,096 0,111 0,126 0,136 0,144 0,151
Anp A 0,066 0,095 0,110 0,126 0,136 0,145 0,151
Ay, B 0,066 0,095 0,110 0,126 0,136 0,145 0,151
Awp C 0,065 0,096 0,111 0,126 0,136 0,145 0,150

Tato kapitola ukazuje vyuziti riznych metod vypocetni techniky pro zpracovani

vvvvvv
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