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ANOTACE

Pfedmétem této prace je problematika integralnich transformaci vyuzivanych v mnoha
odvétvich. Cilem je pfedstavit teoretické zaklady nezbytné pro pochopeni problematiky a

nazorna ukéazka nékterych vlastnosti transformaci.

KLICOVA SLOVA

Integralni transformace, Laplaceova transformace, Fourierova transformace, Z transformace.

TITLE

Application of integral transforms in the automatic control theory

ANNOTATION

The subject of this thesis is the issue of integral transforms used in many fields. The main
goal is to present the theoretical foundations which are necessary to understand the
problematics. Explanation and demonstration of some properties of transforms is part of the

thesis.

KEYWORDS

Integral transform, Laplace transform, Fourier transform, Z transform.
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UvVoD

Pfedmétem prace je problematika integralnich transformaci, které maji znacné
praktické vyuziti v teorii automatického tizeni. To zejména proto, ze jakykoliv redlny systém
lze popsat jednou ¢i vice diferencidlnimi rovnicemi. Integralni transformace, predstavuji
prostiedek pro feSeni takovych rovnic. Existuji i tzv. slovniky téchto transformaci, avSak
cilem prace je podlozit vSe potifebnou teorii a vysvétlit, jak se k uvedenym slovnikovym
vyraziim dospélo. Hlavni ndplni bude Laplaceova transformace, kterda je nejvyuzivanéjsi
V oblasti spojitych systémi. Jako jeji diskrétni ekvivalent bude popsana i Z transformace.
Ugelem je, aby prace ucelila znalosti o uzivanych transformacich a souvislostech mezi nimi.
Budou zdlraznény zakladni vlastnosti a pfedpoklady jednotlivych transformaci. Né&které
z uvedenych vlastnosti budou nasledné vyuzity pro praktickou interpretaci (tzn. pfi feSeni
LDR s vyuzitim definice). Pfedmétem prace je také aplikace s GUI, ktera bude umoziovat
feSeni LDR pomoci Laplaceovy transformace. Vysledky budou graficky interpretovany

S moznosti jejich dalSiho vyuziti. Tento software bude nasledné slouzit pro vyuku.
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1 INTEGRALNI TRANSFORMACE - TEORIE

1.1 PIERRE-SIMON DE LAPLACE

Jednim ze 72 francouzskych védct, jejichz jména jsou zapsana na Eiffelove vézi jako
ptipominka jejich celozivotniho dila a ptinosu pro Francii, je pravé Laplace. Pierre-Simon de
Laplace zil v letech 1749-1827. Byl to vyznamny matematik, astronom, fyzik ale i politik. Jiz
ve veéku dvaceti let vytvoril praci pojednavajici o infinitezimalnim poctu, ¢imz se dostal do
povédomi ostatnich matematikt. Byl také prvni, kdo vyfesil Gaussuv integral. Definoval a
podrobné studoval integralni transformaci, ktera nyni nese jeho jméno. Déle se zabyval teorii
pravdépodobnosti a teorii parcidlnich diferencialnich rovnic. Vymyslel postup pro vibec
prvni s¢itani lidu v rdmci Francie. Kromé statistiky se zamé&fil také na uceleni a rozvijeni
poznatkti svych pfedchidct v oblasti astronomie. Vse shrnul ve svém dile Nebeska
mechanika. Vysvétlil nesrovnalosti pfi méfeni rychlosti zvuku, kvili kterym se vysledky
odchylovali od Newtonovi teorie. Béhem svého zivota se setkal s mnoha vyznamnymi
osobnostmi, mezi které patii napt. Antoine Lavoisier nebo Napoleon Bonaparte. Stal se

¢lenem Francouzské akademie véd a celosvétové znamym a uznavanym védcem.

Obrazek 1.1 - Pierre-Simon de Laplace [Blanco, 2012]

41// . g

Obrazek 1.2 - Laplacetv podpis [Kralova, 2008]
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1.2 VZNIK LAPLACEOVY TRANSFORMACE

Z historického hlediska byla tato integralni transformace poprvé pouzita v roce 1737
Leonhardem Eulerem pii feSeni urCitych diferencialnich rovnic. Pozdé&ji v roce 1812 ji
kompletné odvodil pravé Laplace. Uplatnéni vSak nachazi zejména v soucasnosti pfi feseni
elektrickych obvodu, nédvrhu nejriznéjsich zatizeni ¢i simulacich.

Pro popis redlnych dynamickych systémua se uziva diferencialnich rovnic. To vSak
mohou byt v urcitych pifipadech i1 nelinedrni parcidlni diferencidlni rovnice s ¢asové a
prostoroveé proménnymi veli¢inami. Naprosta vétSina takovych rovnic je nefeSitelnd. Proto se
Vv praxi zavadi nejriiznéjsi zjednoduseni, kterd by jejich feSeni usnadnovala. Ptiklady takovych
aproximaci pouZivanych napf. ve fyzikalnim modelovani jsou vypsany v tabulce 1.1.
Vysledkem jsou pak obycejné linearni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty.
Obecné se tedy predpoklada, Zze dynamické déje ¢i systémy budou popsany praveé timto
zpuasobem. Ackoliv feSeni linearnich ODE s konstantnimi koeficienty je jiz snadnéjsi, potad je
pomérn¢ zdlouhavé a naroéné. To ziejmé také vedlo k myslence, jak toto rutinni pocitani

obejit a jesté vice zjednodusit.

Tabulka 1.1 - Aproximace pouzivané ve fyzikalnim modelovani [Biezina, 2013]

Aproximace Matematické zjednoduseni

Zanedbani malych vliva Snizeni poctu a slozitosti diferencialnich
rovnic

Ptedpoklad okoli nezavislého na pohybech SniZeni poctu a slozitosti diferencialnich

soustavy rovnic

Nahrazeni rozlozenych (distribuovanych) Vede na ODE (misto parcialnich)

charakteristik odpovidajicimi soustfedénymi
(redukovanymi) charakteristikami

Ptedpoklad linedrnich vztahti Vede na linedrni rovnice — umoziuje pro
feSeni pouziti principu superpozice

Piedpoklad konstantnich parametrii Vede na konstantni koeficienty
v diferencidlnich rovnicich

Zanedbani neurcitosti a Sumu Vyhneme se statistickému zpracovani

V diferencidlnich rovnicich vystupuji derivované veli¢iny. Pravé stémi se Spatné
pracuje. Nastésti integrovani funkce je opacny proces k derivovani funkce. Proto je
zjednodusené feceno vhodné pouzivat tzv. integralni transformace. Sem se fadi i Laplaceova
transformace. Je to takova skupina transformaci, které jsou dany defini¢nim integralem. Po

aplikaci transformace se jiz pocita s algebraickymi rovnicemi, coz vypocet velmi usnadiiuje.

16




Pivodni vypocet se oznacuje jako original, kdezto po uziti transformace se jiz mluvi o feSeni

Vv obraze. Schéma prace s Laplaceovou transformaci je na obrazku.

Tloha v ongnale Tima Tloha v obraze
Feferd soustavy diferencidlnich g FeBend soustavy algebraicksch
rovHie rovie
k 4 Y
fedeni v originéle fedend v obraze

Tpktnd

wysledek fedend v orgnale wysledek fedend v obraze

Obrazek 1.3 - Postup feseni

1.3 PRIMA LAPLACEOVA TRANSFORMACE

Obecné je integralni transformace ptedpis, ktery pfifazuje kazdé funkci f(t) spliujici

urcité predpoklady jednoznaéné funkci
b
F(p)=[K(t p)- f(thit, (1.1)

kde funkce dvou proménnych K(t, p) se oznacuje jako jadro, pivodni zadana funkce f(t) se

nazyva piedmét a funkce F(p) je obraz. Toto lze strucné zapsat téZ jako

F(p)=Qf(t) (1.2)

kde Q je symbol libovolné integralni transformace. U konkrétnich ¢&asto uzivanych
transformaci se pouziva K oznaceni jinych pismen. Ptifazuje-li transformace Q predmétu f

jeho obraz F , pak se Q oznacuje jako pfima transformace. Opac¢na uvaha vede k tomu, ze
pokud kazdym dvéma riznym piedmétim transformace pfifazuje dva rizné obrazy, pak je
tedy kazdy pfedmét jednoznacné urcen svym obrazem. Pfi opacném postupu, tj. vypoctu

predmétu dle daného obrazu, se pak Q ™ nazyva zpétnd transformace. Lze tedy zapsat
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f(t)=Q*F(p) (1.3)

Zvolenim mezi a,b a funkce jadra K(t,p) Ize definovat nekoneéné mnoho

integralnich transformaci. Pokud se vSak jedna o transformaci Laplaceovu, pak jsou meze a

jadro dény nasledovné

K(t,p)=e™, a=0, b=oo. (1.4)

1.3.1 Definice Laplaceovy transformace

Zakladnim predpokladem je, aby predmétem f(t) byla komplexni funkce realné

proménné. Pak je nutné, aby integral (1.6) existoval a m&l kone¢nou hodnotu (konvergoval)

pro nejméné jedno komplexni p . Pfedmét f (t) je oznaCovan jako funkce exponencialniho
fadu s indexem rustu &, pokud je bod +oo hromadnym bodem jejiho defini¢niho oboru a je

splnéna nerovnost
[ f(t) <Me>'dt. (1.5)

Ta je splnéna v ptipadé€, Ze existuje takové t, a takové ¢islo M , ktera vyhovuji nerovnici pro
t>t,. To se zapisuje jako f(t)= O(eélt), kde O symbolizuje funkci exponencialniho tadu.
Ma-1i funkce svilj index ristu &, pak 1 vSechny &, > &, jsou jejim indexem rastu. Kazda

funkce exponencialniho fadu jich ma tedy nekonecné mnoho. VétSinou se vSak uvadi ten
nejmensi z nich (pokud existuje). Zjednodusené feceno, k tomu, aby méla funkce Laplacetv
obraz, je tfeba, aby rostla mén¢ rychle nez libovolna exponencialni kiivka. Potom je defini¢ni

integral Laplaceovy transformace ve tvaru
F(p)=[ f(t)-e™dt. (1.6)
0

Proménna p je komplexni, ¢ili ji 1ze rozepsat na soucet realné a imaginarni ¢asti. Na
této proménné je zavisly Laplaceliv obraz. Oznaceni p je pon€kud zastaralejsi, ale stale se
pouziva. V literatute ale i v nejruznéjSich simula¢nich prostiedich (napf. Simulink) se
komplexni proménna vyskytuje pod pismenem S . VSechna komplexni ¢isla, pro kterd ma

defini¢ni integral konecnou hodnotu, tvoti defini€ni obor obrazu. Castou chybou byva zapsani
rovnosti mezi pfedmétem a obrazem. Ob¢ funkce jsou rizné, proto neni mozné mezi né psat

rovnitko. Jejich vzijemny vztah se oznacCuje jako korespondence, coz se zapisuje jako
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f(t)é F(p). Mnohem castéji se lze setkat s pouZzitim symbolu Laplaceovy transformace.

V literatufe byva oznacovan velkym L, tiskacim ¢i psacim. Rovnost je mozné zapsat mezi

vvvvvv

pro nazornost slozenych zavorek a tedy F(p)= L{f(t)}. Aby se nemusely predméty stale
ptepocitavat pomoci defini¢niho integralu, byly vytvofeny piehledy nejcastéji pouzivanych
korespondenci, které byvaji ptehledné zpracovany ve forme tabulek a ujalo se pro n¢ oznaceni
slovnik Laplaceovy transformace. Je obvyklé, ze v levém sloupci slovniku je zapsan predmét
a Vv pravém sloupci jeho obraz. Vse je samoziejmée odvozeno obecn¢ a do prisluSnych tvart uz
jen staci dosadit konkrétni Cisla.

Defini¢ni integral je jednoznacny piedpis, jak ziskat obraz ze zadané funkce.
Laplaceova transformace ma vSak i mnoho zajimavych vlastnosti, které nejsou na prvni
pohled zifejmé. Uvadi se vétSinou jako véty o transformaci a popisuji jednotlivé
charakteristické rysy transformace, které by byly zfeteln¢jsi az po vyfeSeni defini¢niho
integralu pro nékteré typové funkce.

Na ptfedmét jsou kladeny urcité pozadavky, aby mohla byt transformace uspésné

pouzit. Je nezbytné, aby predmét byl funkei, kterd méa funkéni hodnotu rovnu nule pro t <0.

Dale se musi jednat o funkci, kterd je na intervalu <0,+ oo) po ¢astech spojitd. To znamena, ze

funkce smi na kone¢ném intervalu mit pouze konecné mnozstvi nespojitosti prvniho druhu.
Posledni vlastnosti je, ze predmét musi byt exponencialniho fadu. Splituje-li predmét vSechny
tf1 uvedené vlastnosti, pak se oznacuje jako pfedmét standardniho typu. Pfedpokladem pro
vSechny uvedené véty o Laplaceové transformaci je pravé to, aby se jednalo o pfedmét

standardniho typu.

1.3.2 Véta o linearité primé Laplaceovy transformace
Tato véta fikd, Ze z linedrni kombinace konecného poctu funkci (predmétli) vznikne
transformaci opét linearni kombinace, tentokrat vSak obrazi, se stejnymi koeficienty a, .

Vysvétleni je jednoduché. Jestlize soucet pfedméti nasobenych konstantami dosadime do
defini¢niho integralu, pak je mozné integrovat kazdy ¢len zvlast’ a poté je secist. Koeficienty
a, zde vSak hraji roli nasobicich konstant, tudiz mohou byt vytknuty pted jednotlivé

integraly. Proto se vlastné transformuji pouze pfedméty a konstanty zlstavaji nezménény.

L{Z a, fk(t)} 3R (p) (L7)
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1.3.3 Véta o obrazu rady

Tato véta je pouze zobecnénym tvrzenim o linearit¢ transformace pro nekonecnou
fadu. Stejné jako v pfedchozim piipadé lze integrovat kazdy predmét zvIast a az poté secist

vSechny obrazy, proto tedy plati

0

L{ki f, (t)} =31 (). (1.8)

k=1

1.3.4 Véta o substituci v obrazu

at

Jestlize je pifedmét vynasoben exponencialni funkci e®, kde a je komplexni
konstanta, pak se v obrazu dosazuje misto p vyraz (p—a). Tato poucka byva nékdy také

oznacovana jako véta o nasobeni pfedmétu exponencialou.
L™ f(t)}=F(p-a) (1.9)

Toto 1ze snadno dokazat. Jestlize vysledkem defini¢niho integralu je obraz F(p), pak
pokud dosadime do tohoto vztahu pfedmét, ktery je vynasobeny exponencidlou, lze vyuzit
upravy, ze pii nasobeni Cisel se stejnym zakladem se mocniny s¢itaji. Pak jiz jen pro potieby
transformace staci vytknout (— 1)-t a z vysledného tvaru je jiz patrné, Ze plati vySe uvedeny

vztah.

L f(t)}=

O ey 8

f(t)-e" e ™dt=[f(t)-e™dt=[f(t)-e"dt=F(p-a) (L10)
0 0

1.3.5 Véta o derivaci obrazu

Tato véta tikd, Ze ndsobeni predmétu Casem se po transformaci projevi jako derivace

obrazu podle parametru p . Navic dojde ke zméné znaménka.

L{tf(t)}=—F'(p)=—dZ—E)p) (1.11)

Tuto vétu lze aplikovat vicekrat po sob€. Pii opétovném pouziti vEty, tzn. pii ndsobeni
pfedmétu funkci t?, se po transformaci dvakrat zméni znaménko (nejdiiv z kladného na

zaporné a poté zpct ze zaporn€ho na kladné) a obraz bude dvakrat derivovan podle komplexni

20



proménné p . Stfidani znamének lze snadno vyjadiit v obecném piipad¢ jako (— 1)“. Pokud

bude tedy véta aplikovana n-krat, bude vztah vypadat nasledovné

L £ ()= (-2)" 'Flp) oy, (1.12)

1.3.6 Véta o integraci obrazu

Platnost této véty lze dokazat pomoci véty o derivaci obrazu. ZjednoduSené bez

f(t)
t

dikazu lze fici, ze tento vztah plati, pokud ma funkce kone¢nou limitu zprava v bodé

t=0.

L{ f(t)} - I F(q)dg (1.13)

t

1.3.7 Véta o zméné méritka

Je-li déna funkce g(t)= f(kt), kde k je kladna konstanta, pak dojde ke zmé&né

méfitka. Obdobny vztah se ziska tak, Ze misto konstanty se dosadi jeji pfevracena hodnota,

coz se projevi nasledujicim zptisobem.

k \k

%L{f(a}: F(pk) (1.15)

Toto tvrzeni je mozné dokdzat dosazenim do defini¢niho integralu. Poté se pouZije

L)} = L {f (kt)} = EF(BJ (1.14)

i T , Y i, y e .
substituce t=E a po upravé je ziskdn opét definicni integral Laplaceovy transformace,

tentokrat s proménnou 7, coZ na vypoctu nic neméni. Jedna se pouze o pfeznaceni proménné,
podle které se integruje, coz u urCitého integralu nema vliv, protoze touto substituci se

nezméni integracni meze.

L{f(kt)}:Tf(kt)eptdtzimzljf(r)e(kjrdrzéF(Ej (L.16)
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1.3.8 Véta o obrazu derivace
Vyznam Laplaceovy transformace a jejiho praktického pouziti pfi feSeni linearnich
diferencialnich rovnic s konstantnimi koeficienty a dalSich wloh napiiklad v oblasti

elektrotechniky tkvi pravé ve vétach o obrazu derivace a integrélu. Jsou to ty nejzékladnéj Sia

vvvvvv

déan predpisem
L{f'@)j=p-F(p)- f(0+), (117)

kde f(0+)=lim f(t) se nazyva potate¢ni hodnota funkce f(t). Zjednodusené lze tuto vétu

t—0+
vysvétlit obecnym feSenim definicniho integralu pii pouziti metody per partes, kde jsou
funkce zvoleny nasledujicim zptisobem u(t)= f(t) v(t)=e ™, u'(t)= f'(t) v'(t)=—pe ™.
Potom plati

o0

LU} = [ £(0)-e ™t =[f(0)}-e ] - [~ pe™t(t)ct =
0 0 (1.18)
)-e "dt — f(0+).

O'—:S

Jelikoz vyraz f(t)- e ™ se pro hodnotu horni meze rovna nule, je vysledkem pouze
vyraz se zapornym znaménkem po dosazeni meze dolni. Exponencialni funkce méa v tomto
bodé¢ hodnotu jedna, takZe z prvni ¢asti per partes vychazi po dosazeni mezi pouze f(O).
Protoze jde vSak o predmét standardniho typu, je predpokladem, aby byla hodnota funkce
nulova pro t < 0. Z definice o spojitosti funkce vyplyva, zZe je-li funkce v bodé¢ spojita, pak se
jeji funkéni hodnota rovna jak limité zleva, tak limité zprava v tomto bod¢€. V tomto piipadé
vSak funkce nemusi byt nutné spojita, protoze limita v nule zleva je vzdycky nulova, kdezto
z pravé strany tomu tak byt nemusi. Funkéni hodnota pfedmétu v bodé t=0 je proto
definovéana pouze jako poc¢atecni hodnota funkce.

Zvlastnim piipadem véty o derivaci jsou pravé predméty, u nichZ plati predpoklad o

spojitosti v bodé t=0, tzn. ze f(0)= tIiron f(t)= tlirOn f(t)=0. V tomto ptipadé se pavodni
vztah zredukuje pouze na

Lif'(t);=p-F(p). (1.19)
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1.3.9 Véta o obrazu n-té derivace

Je-li véta o obrazu derivace aplikovana vicekrat, je mozné odvodit, Zze pro n-tou

derivaci ji Ize zapsat nasledovné

L{FO @)= p - L{F [} -2 p™* £ ¢2(0+), (1.20)

k=1

kde tad derivace ne N . Tato véta ma opét své zjednodusené znéni pro predméty s nulovou

n
hodnotou v poc¢atku, coz se projevi tak, Ze cela suma Z pf D (O +)=0.
k=1

1.3.10 Véta o obrazu derivace funkce po usecich spojité

Véta o obrazu derivace je uzpusobena pro spojité funkce. Je-li vSak predmét po
¢astech spojita funkce, ve vztahu se pak objevi dalsi ¢leny. Pifedpokladem je, ze predmét i
jeho derivace jsou standardniho typu. Piedmét f(t) ma dale v intervalu (0,+oo) konecny,
popiipadé i nekoneény, pocet bodl nespojitosti v ¢asech oznacovanych jako t,,k € N . Jako
skok funkce f(t) vbodé t, se oznatuje veli¢ina s, = f(t, +)— f(t, —), coz je vlastné rozdil
funk¢énich hodnot v bodech nespojitosti. Pocetné se opét fesi jako limita jdouci zleva a zprava

vV bodé t, .

L{f'(t) = p-L{f(t)— f(0+)—§skep‘k (1.21)

1.3.11 Véta o obrazu integralu

t
Platnost véty o obrazu integrélu, Ize dokézat zvolenim funkce g(t)= J- f(r)dz . Pak po
0

transformaci L{g(t)}=G(p). Protoze jsou splnény vSechny piedpoklady véty o obrazu
derivace, je mozné zapsat, ze L{g'(t)}= p-G(p). Oviem ve viech bodech, ve kterych je f (t)
spojita, plati rovnost g'(t)= f(t). Pak logicky L{g’(t)}z L{f(t)}= F(p). Jsou li oba tyto

poznatky dany do rovnosti, plati vzorec

0-6(p)=F(p) = G(p)=Lig)}=2), 122
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kde G(p) je obrazem integralu a je ziskano pouhym podé€lenim rovnice komplexnim

operatorem p . Véta o obrazu integralu se pak nejcastéji uvadi v nasledujicim tvaru

L{j: f(r)dr} = @. (1.23)

p

1.3.12 Konvoluce a véta o jejim Laplaceové obrazu

Konvoluce je velmi vyznamnym pojmem, se kterym se lze setkat nejen u Laplaceovy
transformace. Nékdy se také v literatuie oznaCuje pojmem kompozice. Konvoluce dvou

funkei je operace, kterd se oznacuje f(t)* g(t). Nejednd se pfitom o nasobeni. Pro tuto
operaci plati komutativni, distributivni a asociativni zékon. Jsou-li funkce f(t) a g(t) po

usecich spojité na intervalu <0,+ oo), konvoluci Ize vyjadtit timto zplisobem

()« oft)= [ £(t- o) olr)de. (1.24)

Véta o obrazu konvoluce je opét platna pouze pro pfedméty standardniho typu.

Vysledkem je pouhy soucin Laplaceovych obrazii jednotlivych funkei

L{f(t)*9(t)}=F(p)-G(p). (1.25)

1.3.13 Véta o limitnich hodnotach piFedmétu

Pocatecni hodnota pfedmétu je dana vztahem

lim f(t)=lim p-F(p). (1.26)

t—0+ p—oo

Aby bylo mozné hovofit o konecné hodnoté predmétu, musi existovat limita lim f(t).

t>ow
To nastava v ptipad€, ze funkce p- F(p) nema zadné poly v poloroviné Re(p)ZO. Pro

kone¢nou hodnotu pfedmétu plati, ze

lim £ (t)=lim p-F(p). (1.27)
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1.4 POSUNUTI

Je dan ptedmét standardniho typu f(t) a nezaporné nemeénné ¢islo (konstanta), které
bude oznafena jako 4. Pfedmétem dal§i zkoumani je funkce oznafena g(t). Jeji vztah

vzhledemk f(t) je ddn rovnosti

g(t)= f(t-9). (1.28)

Z ptedpisu (1.28) to mozna neni na prvni pohled ziejmé, ale ob&é funkce nabyvaji
stejnych hodnot, pouze s uréitym posunem ve sméru casoveé osy. Naptiklad pro hodnotu g(19)
plati, Ze je rovna pocate¢ni hodnoté funkce f(t). Z toho vyplyva, ze funkce g(t) je posunuta
viéi f(t) o hodnotu 9 smérem vpravo. Jinak feceno f(t)=g(t+9), coz lze také
interpretovat tak, ze funkce f(t) je posunuta vuci g(t) 0 hodnotu ¢ smérem vlevo.
Dusledkem toho jsou u predmétu g(t) nulové vSechny funkéni hodnoty v intervalu <0,9).
Piedpoklad, ze ¢ je nezaporna konstanta, je dulezity pravé z toho duvodu, ze pokud by toto

splnéno nebylo, predmét g(t) by byl posunut doleva ve smyslu ¢asové osy o hodnotu |9

, COZ

by ale mélo za nasledek to, ze nékteré funkéni hodnoty pro t <0 uz by nebyly nulové a g(t)

uz by tak nebyl pfedmétem standardniho typu. Proto se v ramci translace uvazuji pouze

nezaporné konstanty a tudiz i posuny pouze vpravo.

Heavisideova funkce (jednotkovy skok)

1 ---------- 1 1 i 1 1
5 E
o : : ‘ ‘ :
L B T A T Rt oo -
@ ' ' ' ' '
= 1 1 : 1 1

0 | | i | |

-1 0 1 2 3 4 b B

t, s
Jednotkowy skok posunuty v ase

e 1 _----------‘I----------:— --------- : 1 1
g !
E 1 1 : 1 1
% U.E R A [ [ i-----------l ---------- F Tttt ]
@ 1
= 1 1 1 1 1

0 | | i | |

-1 0 1 2 3 4 b B

Obrazek 1.4 — Vliv posunuti u jednotkového skoku
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1.4.1 Véta o translaci

Jsou-li splnény vyse zminéné podminky, pak pro posun vpravo plati vztah, ve kterém

se posun projevi pouze jako vynasobeni obrazu exponencialni funkci.
L{f(t—9)}=eL{f(t)} (1.29)

Je tieba stale pamatovat na to, Ze posunem funkce vpravo se vynuluji vS§echny funkéni

hodnoty pro t < $. Ke zdlraznéni tohoto faktu Ize vztah také zapisovat ve tvaru
L{f(t-9)-n(t-9)}=eL{f(t)-n(t), 9>0, (1.30)

kde n(t) je oznaceni pro Heavisidovu funkci, ktera se v praxi Castéji oznacuje jako
jednotkovy skok. Heavisidova funkce je v tomto ohledu velmi vyhodna. Je-li totiz libovolna
funkce vynasobena jednotkovym skokem 77(t), pak je vysledna funkce nulova pro t <0 a pro
vSechna t >0 nabyva stejnych hodnot jako funkce plvodni. Proto je mozné takto vynulovat
pozadované funkéni hodnoty prostym vyndsobenim jednotkovym skokem posunutym o
potiebnou hodnotu.

Pii ditkazu véty o translaci se vychazi ze vztahu (1.30). Funkce f(t—9)-n(t—3) ma
tedy nulové funkéni hodnoty pro t <., proto je zbyte¢né ji integrovat v celych mezich
defini¢niho integralu. Namisto toho staci integrovat az od hodnoty 4. Potom je tfeba zavést
substituci 7 =t—.9. To také znamend, ze t =7 +.9. Pfi této substituci se piepocitaji meze a
integruje se opét od <O,+ oo). Po aplikaci substituce vznika ¢len e P’ ktery je pii integraci
podle proménné 7 povaZovéan za konstantu, a miiZze byt tedy vytknut pted integral. Zbyly
integral je definicnim integralem Laplaceovy transformace pouze s pfeznaCenim proménné

coz nema na vysledek vliv.

L{g(0)}= £(t-9) nlt - 9)-e "t (130

0

Llg(O)= [ 1(t—8)- ™t = [ £(r)-e"hdr =e [ £(r)-e*dr (132)

0
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1.4.2 Véta o obrazu periodické funkce

Je dana periodicka funkce f(t) s periodou T . Pfedmét f(t) lze také ziskat tak, ze se
vezme pouze jedna perioda a ta se periodicky opakuje. Tento impuls konecného trvani (po

dobu T ) se oznagi f. (t). Pak pro transformaci impulsu plati, Ze
T
L{f (O} =Fr(p)=[ f(t)-e™dt. (1.33)
0

Diky znalosti FT(p) lze popsat, jakym zptisobem se pak bude transformovat cela

periodickd funkce. Integrovani od nuly do nekonecna je pak mozné nahradit souctem
integralt v mezich jedné periody. Nakonec se spocita soucet takto vzniklé geometrické fady a

prave proto

f(t) e "dt
L{f(t)-n(t) = Frlp) _ - (1.34)

1—e"T 1—e T

O Sy, —

1.5 ZPETNA LAPLACEOVA TRANSFORMACE

V ulohach, kde se pouziva pfi feseni Laplaceova transformace, nejdiiv dojde k jeji
aplikaci. Poté se tesi algebraické rovnice, v nichz vystupuji Laplaceovy obrazy. V posledni
fazi je vSak tfeba feSeni v obraze pievést zpatky na feSeni v origindle. Vysledkem tedy neni
obraz, ale jeho predmét. Jedna se o proces naprosto opacny, ktery je ponckud
komplikovangj§i nez samotna transformace. Nazyva se zpétna Laplaceova transformace.
ProtoZze jde o proces inverzni, kdy se k obrazu hledd pfedmét, je zpétnd transformace
oznadena symbolem L. Otazkou zistava, zda predmét k danému obrazu vibec existuje a
dale pokud je pfedmét skuteéné nalezen, zda je jedinym feSenim nebo k jednomu obrazu
existuje vice pfedméti.

ProtoZe se jednd o integralni transformaci, je tfeba brat v potaz, jaké situace mohou
nastat pfi poc€itani integralu z nejriiznéjSich funkci. Integraly dvou riznych funkci mohou byt
stejné pouze v pripadé, Ze funkce jsou naprosto stejné a liSi se pouze svymi funkénimi
hodnotami v izolovanych bodech. Z toho plyne, Ze pravé takové dvé funkce maji i stejny
Laplacetiv obraz. To pak ale znamend, Ze zpétnd transformace neni jednoznacna, nebot
k jednomu obrazu existuje nekonetné mnoho piedméti. Nastésti pii praktickém pouziti

nemaji funkéni hodnoty v izolovanych bodech funkce vyznam. Pokud by se vSak nékteré
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funkce liSili svymi hodnotami i mimo izolované body a piesto by mély stejné Laplaceovy
obrazy, byl by to pro praktické aplikace velky problém. Pfesn¢ touto problematikou se zabyva

Lerchova véta.

1.5.1 Lerchova véta

Jsou dany funkce f; (t), f, (t), kter¢ maji stejny Laplaceitv  obraz
F(p)=L{f,(t)} = L{f,(t)}. Pak na intervalu (0,+) je jejich rozdil z(t)= f,(t)— f,(t) skoro

vSude nulovy. To znamen4, Ze i nasledujici integral bude nulovy.
j | 2(t)|dt =0 (1.35)
0

Formulace této véty se dd vyznamné zjednoduSit, nebot se jednd o predméty
standardniho typu, které se pro t <0 zcela jisté shoduji. Navic rozdil dvou funkei po ¢astech
spojitych bude opét funkce po Castech spojita, tentokrat vSak nulova az na izolované body
nespojitosti. Takové body s funkéni hodnotou riznou od nuly se budou v rozdilu funkci
vyskytovat jen tam, kde je alespoil jedna z funkci nespojita. Zjednodusené tedy veéta miize znit
nasledovné. Necht’ fl(t), fz(t) jsou predméty standardniho typu a maji stejny Laplacetv
obraz F(p): L{ f, (t)}: L{f2 (t)} Pak se tyto pfedméty mohou liSit pouze funkénimi
hodnotami v izolovanych bodech, ve kterych je alespon jeden z nich nespojity.

Z teoretického hlediska vSak ani toto neni upln¢ uspokojivé. Lze to vSak obejit urcitou
umluvou. Napiiklad je mozné se omezit pouze na takové predméty, jejichz funkéni hodnoty
v bodech nespojitosti se budou rovnat aritmetického priméru limity zleva a zprava. Pomoci
takové nebo obdobné uUmluvy je mozné docilit vzijemné jednoznacnosti Laplaceovy

transformace.

£(t)= lim flt+e)+ f(t-¢)

>0+

(1.36)

1.5.2 Integralni vyjadieni zpétné Laplaceovy transformace

Existuji metody, jak postupovat pfi zpétné transformaci racionalnich lomenych funkei,
coZ je nejcastéji se vyskytujici pfipad pravé pii feSeni diferencidlnich rovnic. Nicméné toto
nebude predmétem prace, jelikoz se jednd pouze o konkrétni piipad. Vice informaci uvadi
napf. [Pirko, 1970]. Zpétna Laplaceova transformace mizZe byt zapsana v integralnim tvaru,

coz je mnohem obecnéj$i a univerzalngjsi pojeti. Transformace racionalni lomené funkce je
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pak pouze zvlastnim pfipadem tohoto vzorce. Aby bylo mozné hovofit o zpétné transformaci,
je nutné, aby byly splnény nésledujici tfi podminky:

. F(p) je funkce komplexni proménné a je regularni v poloroviné Re p > &,

e Dile at’ existuje posloupnost kruznic se sttedem v bodé¢ p =0 lezicich v poloroviné

Rep=>a>¢&,. Jejich polomér roste do nekone¢na. Maximum modulu F(p) na ¢asti

n -té kruznice se ozna¢i M . Potom limM, =0,

N—o0

e |Integral J|F(p] dp = r ma kone¢nou hodnotu, tzn. r e R,a>¢&;.

a—iow
a+ioo
1

f(t)zz—ni F(p)-e™dp (1.37)

Takto ziskany predmét je spojita funkce exponencialniho fadu s indexem ristu a. Je
nulova pro t <0 a jeji obraz je dan vztahem L{f (t)} = F(p). Piedmét je tedy ziskan vztahem
f(t)=L"{F(p)}. U zpétné transformace opét plati nékteré vlastnosti jako u pfimé, napf.

im F(p)=0

linearita. Druhou podminku, lze jednoduseji zapsat ve formé limity jako ‘I‘
p

Vv poloroviné Re p > a . Existuje jesté forma zpétné transformace vyjadiené pomoci rezidui.
Piredmét je pak urcen vzorcem (1.38), kde se sumou rezidui rozumi soucet rezidui ve vsech

singularnich bodech funkce F( p).

f(t)= Zres[F(p)-ept]. (1.38)

1.6 LAPLACEOVA-CARSONOVA TRANSFORMACE
1.6.1 Piima Laplaceova-Carsonova transformace

Krom¢ Laplaceovy transformace se téz ziidka pouziva i tzv. Laplaceova-Carsonova

transformace. Defini¢ni integral se v tomto pfipadé zméni pouze ve tvaru funkce K(t, p).

Funkce jadra je u Laplaceovy-Carsonovy transformace definovana nasledovné
K(t,p)=p-e™. (1.39)

Meze defini¢niho integralu zistavaji nezménény, tj. a = 0,b = +00. Aby se rozlisilo, o
kterou transformaci se jedna, v literatuie se piistoupilo ke stejnému znaceni jako je tomu u

Laplaceovy transformace, ale navic je zde pfidan symbol hvézdi¢ky. Obraz je tedy ozna¢ovan
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jako F*(p) a symbol transformace je znacen L*. Jelikoz operator p je komplexni
proménna, kterd je ¢asove nezavisla, je mozné jej v ramcei defini¢niho integralu povazovat za
konstantu a vytknout jej pied znak integralu. Obraz v Laplaceové-Carsonové transformaci je

dan vzorcem

F*(p)=L*{f(t)}=[p- f(t)-e™dt=p[ f(t)-e ™dt. (1.40)

0 0
V tomto tvaru je jiz patrné, ze mezi obrazy stejného piedmétu plati vztah
F *(p) =p- F(p), coz znamena, ze pokud jde o regularitu, linearitu a existenci obrazu, plati
pro Laplaceovu-Carsonovu transformaci stejna véta jako pro klasickou Laplaceovu
transformaci. Z vyse uvedeného vztahu tedy vyplyva, Ze pfepocet mezi obrazy je trivialni.

Pokud je zndm obraz v Laplaceové transformaci, staci jej pouze vynasobit operdtorem p a

ziskat tak obraz v Laplaceové-Carsonové transformaci bez nutnosti provadét cely postup

transformace znovu.

1.6.2 Zpétna Laplaceova-Carsonova transformace

Stejné tak jako je mozné prepocitat obraz v Laplaceové transformaci na obraz v L-C

transformaci, je mozné postupovat i opaén¢. Po vyjadieni ze vztahu (1.40) je ziejmé, ze pro

F*(p)

ziskani Laplaceova obrazu je tfeba délit operdtorem p, cili F(p)=—. V teorii

p
automatického fizeni se I1ze typicky setkat s pfenosy systému ve tvaru zlomku, kde v Citateli 1
jmenovateli jsou polynomy. Takovy piipad se oznaCuje obecné jako racionalni lomena
funkce. Problém nastava, kdyz neni mozné z polynomu ¢itatele vytknout operator, tak aby pfi
nasledném déleni doSlo k jeho zkraceni. Potom se zvySi stupen polynomu jmenovatele.

Ptibude tedy navic koten p=0.

Hledani pfedmétu pomoci zpétné Laplaceovy transformace je pak komplikované. Pro
zjednoduSené ptipady, kdy se uvazuji pouze jednoduché nulové body jmenovatele, je nutné a
zaroven postacujici podminka, aby stupet mnohoclenu jmenovatele byl vétsi nebo roven
stupni mnohoc¢lenu ¢itatele. Potom je tato racionalni lomena funkce v Laplaceové-Carsonové

transformaci obrazem wurcitého piedmétu. Méme tedy  racionalni lomenou funkci

P(p)

F *(p) = ——, pro kterou plati, ze polynom jmenovatele Q(p) je n-tého stupné a ma pouze

Q(p)
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jednoduché nulové body p,,i=12,...,n. Dale se ptedpoklada, ze Q(0)¢ 0, coz znamena

absenci kofenu p =0. Pak je pfedmét vyjadien nasledovné

f(t)=L**F*(p —O) Z (p' epit. (1.41)

1.7 FOURIEROVA TRANSFORMACE

1.7.1 Fourieruv integral
Jako funkce tfidy se oznaCuje takova funkce f redlné proménné, kterd spliuje
nasledujici dvé vlastnosti. Funkce f je po tsecich spojitd, coz musi platit i pro jeji derivaci.

Dale pak musi konvergovat tzv. Lebesgetiv integral
[f)dt. (1.42)
U funkce tiidy potom pro vSechna realna t plati véta o Fourierov¢ integralu

fe)r 1) 1 j[; )-cos aft - )dx}da) (1.43)

kde dvojnasobny integral vyskytujici se na pravé strané rovnice se nazyva FourierQv integral.
Pokud nastane pfipad, ze funkce f je v bodé t spojita, pak lze levou stranu rovnice snadno

upravit do tvaru

f(t4)+ fe-) _Nimfltre)vlim tlt-2) o)

= 1(9)

2 2 2 . (L.44)

Pro funkeci ttidy, kterd je definovana pro vSechna redlna cisla, je moZné dostat jeSté
jiny vztah. Sudou funkci je mozné integrovat od —oo do + oo a vysledek podélit dvéma misto

uziti pivodnich mezi integralu pouze v kladné poloroving realnych ¢isel. Potom plati

_ z_iﬂff (x)-cosaft - x)dx}da). (145

Po dalSich upravach vcetné aplikace Eulerova vzorce a zavedeni pojmu hlavni

hodnoty integralu lze dospét k Fourierové integralu v komplexnim tvaru. Hlavni hodnotou se
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rozumi limita pro b — +o0 zintegralu v mezich od —b do b. Komplexni tvar je pak

nasledujici

f(t):i p.V. TTf(x)-ei“’(‘X)dx}da), (1.46)

kde i je imagindrni jednotka a P.V. je hlavni hodnota integralu. Tento vztah lze upravit jesté
vytknutim exponencialy nezavislé na proménné X pted vnitini integral, nebot’ je povazovana

za konstantu.

)= pv Tei“’{Tf(x)-ei“’xdx}dw (L47)

1.7.2 Definice transformace

Vztah s dvojnasobnym integralem neni vhodny pro potieby transformace. Mnohem
vice se vyplati pouzit upraveny tvar, kde je vyhodné vnitini integral oznacit pouze jako funkci

proménné @ .
O(w)= [ f(x)-e"*dx (1.48)

S vyuzitim této substituce pak plati

f(t)= 2—1n+f(9(c())-e‘wt do. (1.49)

—00

Praveé z téchto dvou vztahli se vychazi pii ptimé a zpétné Fourierové transformaci.
Ustalilo se vSak jiné znaceni. Stejné tak jako u Laplaceovy transformace se obraz oznacoval
F , proto misto se funkce ®:R — R, kterd je funkci jedné proménné, zavadi funkce F . Ta
z

je definovana pro ryze imaginarni &isla z jako F(z)= ®(
|

j ,tzn. O(w)= F(io). Vysledkem

je tedy ziskdni vztahu pro vypocet Fourierova obrazu a tedy i definice pfimé Fourierovy

transformace F =@ f .

Fliw)= T f(t) e dt (1.50)
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V konkrétnich zejména elektrotechnickych aplikacich se Casto oznacuje Fouriertv

obraz jako spektrum signalu (pfedmétu). Piedmét lze ziskat zp&tnou transformaci f = ®'F

f(t):2—17ITF(ia>)-e"”t do (1.51)

1.7.3 Véta o linearité primé Fourierovy transformace

Mnohé z vlastnosti pfimé fourierovy transformace jsou popsany prislusSnymi vétami.
Jednou nejzakladnéjSich vlastnosti, stejné jako je tomu u Laplaceovy transformace, je

linearita. JestliZe konstanty jsou oznaceny c, , pak plati

CD{an;ck fk(t)} = an;,Cka (io). (1.52)

1.7.4 Véta o translaci

Hlavnim rozdilem oproti Laplaceové transformaci je, ze véta je univerzalni a lze ji
pouzit, jak pro posuny vpravo tak i vlevo. Odpada zde tudiz podminka, Zze a musi byt kladné
Cislo. Tato véta plati pro libovolné aeR. To proto, Ze integral, kterym je definovan
Fouriertiv obraz, je poc€itan v mezich od —oo do + o, kdezto u Laplaceova obrazu je spodni

mez nulova.

o{f(t-a)}=F(iw) e, F(iow)=df(t) (1.53)

1.7.5 Véta o limité obrazu

Jestlize F je obrazem f , pak pro w € R plati
lim F(iw)= lim F(iw)=0 (1.54)

@—>+0 W—>—0

1.7.6 Véta o obrazu derivace
Pokud plati véta o limité a derivace predmétu je tiidni funkce, potom plati

of (t) = ioF(iw) (1.55)
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1.8 VZTAH MEZI LAPLACEOVOU A FOURIEROVOU TRANSFORMACIH

Ptfi srovnani definic Fourierovy a Laplaceovy transformace jsou prvnim velmi

napadnym rozdilem meze defini¢niho integralu. Integracni obor je u Fourierovy transformace
(—oo,+ oo) , kdezto u Laplaceovy transformace se integruje v intervalu (0,+ oo). Dalsim velkym
rozdilem je, ze namisto komplexniho parametru p Fourierliv obraz zavisi na iw . Pokud vsak
plati, ze funkce f(t) je fourierovsky pfedmét standardniho typu a navic spliiuje podminku, Ze

funkéni hodnoty jsou nulové pro t <0, je zde souvislost mezi obéma transformacemi. Je-li

Laplacetv obraz tohoto piedmétu F(p) = '[ f(t)- e "'dt, pak Fourieriv obraz téhoZ predmétu
0

se ziskd pouhym dosazenim za p. Je-li tedy znam obraz Laplacelv, staci pouze dosadit za
operator p=iw a neni tieba pocitat celou Fourierovu transformaci pro tento piedmét.

Vzéajemny vztah Ize tedy popsat nasledovné

o{f ()} = Flio)=[Lf O], = [F (P, (1.56)

1.9 PRIKLADY DALSICH INTEGRALNICH TRANSFORMACI
1.9.1 Dvoustranna Laplaceova transformace

Krom¢ klasické Laplaceovy transformace se zavadi jesté tzv. dvoustranna Laplaceova
transformace. Jednd se v podstaté o spojovaci Clanek mezi Laplaceovou a Fourierovou
transformaci. Funkce jadra zlistava stejna, tj. K(t, p) =e ™. Jak jiz nazev napovid4, zméni se
pouze integratni meze a=—o0,b=+0. Symbol dvourozmérné Laplaceovy transformace

bude znagen L. Obraz Fy(p) je tedy ziskan podle definiéniho integralu vztahem

Fo(p)= Lo{ (1) = [ £(0)-e et (L57)

Zde jiz odpada pozadavek, aby byla funkce nulova pro t <0. Funkce mize nabyvat
libovolnych funkénich hodnot na mnoziné redlnych Cisel. Jediné omezeni je, Ze musi
existovat dvé komplexni ¢isla p,, p,, pro ktera plati, ze Rep, <Rep,. To proto, aby
Lebesguetv integral konvergoval. Nicmén€ pokud by byly skute¢né funkéni hodnoty

predmétu nulové pro t <0, pak je obraz pfedmétu stejny jak u klasické tak i u dvourozmérné
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transformace. V ptipadé, ze predmét spliuje vlastnosti funkce tfidy pro Fourierovu

transformaci, pak pro vSechna ryze imaginarni ¢isla p =i® plati CI){f (t)} =L, {f (t)}

1.9.2 Mellinova transformace

Necht’ f(t) je funkce po Castech spojitd, coz plati i pro jeji prvni derivaci na intervalu
<O,+ oo). Dale je tieba, aby konvergoval integral I| f (t)| -t*'dt pro viechna ael cR.
0

Oznacovani obrazu v Mellinové transformaci je podobné jako u ostatnich transformaci a to
Fy, =Mf . Je definovan pro vSechny komplexni parametry p=a+ib, kde a< 1. Obraz je

urc¢en vztahem
Fu(p)= [ f(t)-t""dt. (1.58)
0

Zpétna Mellinova transformace je definovana vzorcem

a+ioo
1

f(t)=—— JFu(p)-tdp. (1.59)

a—ioo

Existuje zde 1 souvislost mezi Mellinovou a dvoustrannou Laplaceovou transformaci.
Pokud se v defini¢nim integralu transformace provede takova substituce, ze t =€, pak je

souvislost patrn&j$i. Derivaci substituce je obdrzen vztah dt=-e *dx. Pak pii aplikaci
substituce vznikne vzorec (1.60). Pii ptepocitani mezi je horni mez mensi nez spodni, a proto
je tteba integracni meze zameénit, ¢imz se obrati znaménko pred integralem. Po rozndsobeni se
vyraz za integralem vyrazn€ zjednodu$i. Pro tento ptipad jsou obrazy Mellinovy a

dvourozmérné Laplaceovy transformace stejné. Plati pro né tedy, ze FM(p)=GD(p), kde

Go(P)=Lo {g(x)} pro g(x)=f(e™).

Fu(p)= —Tf (e’x)- e P e ™Xdx :Tf(ex)- e Pdx (1.60)
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Tabulka 1.2 — Piehled vlastnosti transformaci [Pirko, 1970]

Nazev transformace Integracni obor | Funkce jadra
Laplaceova transformace (0,+0) K(t,p)=e™
dvourozmérna Laplaceova transformace (—o0,+00) K(t,p)=e™
Laplaceova-Carsonova transformace (0, +oo) K(t, p) =p-e™
Fourierova transformace (—o0,+00) K(t,p)=e
kosinova Fourierova transformace (0,+) K(t, p)= cosat
sinova Fourierova transformace (0,+0) K(t, p)=sinaot

1.10 PRIMA Z TRANSFORMACE
1.10.1 Signaly a jejich zpracovani

Nauvod je tieba zminit se o zpracovani signall a zdaraznit tak na zakladni rozdil mezi
Z transformaci a diive zminénymi transformacemi. Signdlem jako takovym se rozumi funkce
zavisld na Case. MiiZze se samoziejmé jednat i o vicerozmérné signdly, prace se vSak bude
zabyvat pouze Casove zavislymi. Pokud se hovoii o zpracovani signdlu, obecné se tim rozumi
transformace néjakého daného (vychoziho) signalu na signél s pozadovanymi vlastnostmi.

Nézorné schéma je na obrazku 1.5. V tomto piipadé je vstupni signal oznacen f(t). Signal

prochazi systémem S, ktery jej transformuje na poZadovany vystupni signal h(t).

ity h(?)
S />

Obrazek 1.5 - Zpracovani signalu

Rozli8uji se signaly spojité a diskrétni. Spojité zavisi na spojité proménné, coz byva
nejcastéji napt. Cas. Diskrétni signaly jsou zase funkcemi diskrétni proménné, kterd je
definované pouze pro celoc¢iselné nasobky dané vychozi konstantni hodnoty. Jedna se tedy
vlastn€ o posloupnost, protoze jednotlivé definované hodnoty jsou izolované body. Diskrétni
signal vznika ze spojitého tzv. diskretizaci. K vysvétleni lze vyuzit obrazku 1.5. Soustavu S
si 1ze predstavit jako spina¢. Ten periodickym spindnim ze vstupniho spojitého signalu udéla
posloupnost funkénich hodnot. Po diskretizaci tedy funkce nabyva hodnot pouze v ¢asech
t=nT,kde neZ a T >0. Pismeno T oznacuje krok diskretizace. Vystupni signal je tedy

nyni funkce f(nT). Takto vznikla posloupnost se bude dale oznacovat jako {fn}. V praxi se
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oznaceni diskretizace pfiliS nepouzivd. Mnohem castéji je mozné setkat se s ndzvem
vzorkovani (v anglictiné sampling). Krok diskretizace T se pak nazyva vzorkovaci krok,

délka vzorkovaciho intervalu nebo zkratka perioda vzorkovani. Vzorkovaci kmitocet se ziska

jako prevracena hodnota délky vzorkovaciho intervalu, tj. f

1 e o .
. =—. Vanglictin¢ se pouziva
T

slovni spojeni sampling frequency. Dalsi pojem, ktery se Casto zavadi je kruhovy vzorkovaci

. . 2
kmitocet. Ten je dany vztahem o, =2=n f, = i

1.10.2 Funkcionalni transformace posloupnosti

Nejen signaly se déli na spojité a diskrétni. Stejnym zptisobem mohou byt rozdéleny i
soustavy. Pro popis spojitych systéml se pouzivaji diferencidlni rovnice, zatimco u
diskrétnich systémil slouzi k popisu jejich chovéni rovnice diferen¢ni. Diferencni rovnice
mohou byt feSeny metodami diferencniho poc¢tu. Vyhodnou alternativou je vsak jejich feSeni
pomoci tzv. funkcionalnich transformaci posloupnosti (diskrétnich transformaci), coz je
analogie Kk integralnim transformacim pouzivanym u spojitych systémi. Opét se piechazi
Z feSeni v originale, coZ je prostor predmétil, které jsou vétSinou funkcemi Casu, na feSeni
V obraze, kde uz vystupuji funkce komplexni proménné nebo ptipadné kmitoctu. V teorii
diskrétnich signdli a systému je nejpouzivanéjsi funkcionalni transformaci posloupnosti tzv.
Z transformace. Jeji nazev je pon€kud udivujici protoze, vSechny ostatni transformace jsou
pojmenovany po jejich objevitelich. Z transformace a teorie kolem ni se tykd zejména tzv.
Laurentovych fad. N¢kde byva oznaCena i jako Laurentova transformace, ale nejCastéjsi
pojmenovani, které pretrvalo do dnes je pravé transformace Z. Nejedna se sice o integralni
transformaci v pravém slova smyslu, pfesto je vSak vhodné uvést jeji vlastnosti a souvislosti
S jiz zminénymi transformacemi. Existuje samoziejmé cela fada dalSich transformaci a to

vcetné diskrétni Laplaceovy transformace nebo diskrétni Fourierovy transformace.

1.10.3 Definice primé Z transformace (teoretické znaceni dle matematiky)

Je dana posloupnost {fn}. Jeji n-ty ¢len se oznaci f, pro neZ. Lze ji tedy rozepsat

po Clenech vyctem prvki

{fh={. f, f,, f, f, 6.} (1.61)
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Cleny takové posloupnosti mohou byt komplexni. Podobné jako u jednostranné Laplaceovy
transformace byl pozadavek, aby pfedméty byly standardniho typu, které maji nulové funkéni

hodnoty pro t <0, tak i zde se bude piedpokladat, ze posloupnost {fn} bude jednostranna.

Tim se mysli, ze f, =0 pro n<0. Transformace Z je pak definovana vztahem

F(z)=>f,-z". (1.62)

Ptedpokladem definice je, Ze fada konverguje alesponi pro jedno komplexni z €C.

Pak se posloupnost {fn} nazyva posloupnosti schopnou transformace Z. Podobné jako u
ptedeslych transformaci posloupnost {fn} je ptedmétem a funkce F(Z) je jejim obrazem.
Predmét je tieba vzdy opatfit indexem n, aby bylo zdiraznéno, ze se skute¢né jednd o
posloupnost, nikoliv pouze o funkci. Obraz je znacen stejné jako u Laplaceovy transformace.
Lisi se pouze zavislosti na komplexnim parametru z . Nicméné v literatuie je mozné se setkat
I S oznacenim F *(Z) a to zejména kvili tomu, aby se od sebe dostate¢né odlisili Laplacetv a
Z obraz. Oba obrazy totiz jist¢ nemohou byt totozné. Znaceni transformace posloupnosti je

nasledujici

Z{f,}=F(2). (1.63)

1.10.4 Alternativni (praktické) znaceni a definice pfimé Z transformace

Je zde vSak vice moznosti, jak ke znaCeni pfistupovat. Uvedend metoda je vice
teoretickd a obtiZzné€ interpretovatelna pro zakladni pochopeni problematiky. Toto znaceni
odpovida spiSe matematice. Pfi praktickém pouziti se diferen¢ni rovnice mohou znacit jinak.
Pfi prezentaci vlastnosti Z transformace budou pouzity obé metody oznaceni, které jsou
vyznamoveé a logicky identické, ale pro snadnéj$i pochopeni se pfiklanim praveé ke druhé
formulaci, kterd je Casto vyuzivana pravé v oblasti teorie automatického fizeni. Diferencni

rovnice se obecné fesi pro vystupni signal. Ten se v automatizaci oznacuje pismenem Y .
Je tedy dana posloupnost {yk }, kterd vznikla vzorkovanim spojitého signalu v case

t =kT . Hodnota k se oznacuje jako krok. Co se ty¢e hodnot, jedna se o naprosto stejnou

posloupnost jako {fn}. Rozdil je pouze ve znaceni. Zde se budou jednotlivé prvky indexovat

od nuly s krokem jedna. TakZe dana posloupnost miuize byt zapsana

Yt =deo = Yur Yoo (1.64)
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Dalsi moznosti je predstavit si jednotlivé prvky posloupnosti, coz jsou izolované body
s ur¢itou funkéni hodnotou, jako Diracovy impulsy. Cely signal Ize pak ziskat sumaci vSech

impulst, ¢ili plati, ze

y()= 3 y(kT)-5(t - kT), (1.65)

k=0

kde 5(t - kT) jsou ¢asové posunuté Diracovy impulsy a T je perioda vzorkovani. Laplacetv
obraz takové fady je pak

Liy(®)} = y(kT)-e ™™, (1.66)

k=0

Kone¢né zavedenim nové komplexni proménné z =€, je ziskan defini¢ni vztah

Z transformace. Obraz funkce v Z transformaci se nazyva Z obraz. Takovy obraz je dle
definice funkci komplexni proménné z ' nebo po upravé proménné z . Hodnoty posloupnosti
{yk }, pripadné diskrétni hodnoty funkce y(kT), jsou predmétem. Obraz je v tomto piipade
znaden Y(z). Pro vSechny dale uvedené vlastnosti bude platit, ze F(z)=Y(z). Ob¢ varianty

jsou uvedeny pouze pro srovnani a li$i se pouze ve znaceni. Obraz musi byt vzdycky stejny,
at je oznaCen prvnim ¢i druhym zplsobem. Obraz originalni posloupnosti je tedy

Vv Z transformaci uréen

Y(2)=Z{y(kT)} =S y(kT)- 2 = Zly,}. (167)

k=0

Stejné¢ jako 1 Laplaceova transformace meéla jisté predpoklady, které museli byt
splnény, aby bylo mozné transformaci aplikovat, tak i Z transformace ma obdobné podminky.

Aby existoval Z obraz diskrétnich hodnot funkce y(kT) nebo posloupnosti {y, }, musi byt

splnéno
(KT ) < Mg, |y, | < Mo, (1.68)

kde M a ¢ jsou kladna kone&na konstantni &isla a krok k >0. Podminkou je, ze y(kT)=0
pro k <0. Totéz lze vyjadiit sou¢inem y(kT)- n(t). Diskrétni jednotkovy skok je definovan
pro hodnoty k <0, kde 7(kT)=0, a pro hodnoty k >0, kde 7(kT)=1. Pfedpoklad (1.68) je
podminkou nutnou i postacujici pro existenci obrazu.

V definici Z transformace (1.67) vystupuje z*. Zaporné exponenty mirné komplikuji

celou situaci, ale pfesto je opodstatnéné tohoto zapisu vyuzivat. Nicméné pro zjednoduseni je
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mozné zapisovat Z obraz jako funkci nové komplexni proménn ¢, pro kterou plati, ze

q=2z". Timto nevznikd novéa transformace, jednid se pouze o formalni zapis s novou

proménnou.

Y(a)=3 y(kT)-q" (1.69)

k=0
1.10.5 Véta o linearité transformace
Jsou-li dany komplexni konstanty ¢; eC, j= <0,a> a konecné celé Cislo o a pokud

existuji obrazy posloupnosti Z{ijn}: F; (Z), jejichz poloméry konvergence R; >0, potom

]

1 .
pro |z| > maX[R—J plati

z{icj fj,n}:icj -Fy(2). (1.70)

ZjednoduSeny a zfejme 1 piehlednéjsi zapis pomoci znaku korespondence by vypadal takto
Coifinf+...4c, {f,  }2c -F(z)+...4c, -F,(2). (1.71)
Pro srovnani, pfi alternativnim znaceni plati
Z{c,y,(kT)+...+c,y, (kT)}=c,-Y,(z)+...+¢c, -Y,(2). (1.72)
1.10.6 Véta o posunu posloupnosti

I u diskrétnich signall 1ze samoziejmé hovofit o translaci. Tato poucka byva téZ nékdy
oznacena jako véta o posunuti v originale. Musi byt dano pfirozené Cislo m, které¢ bude

reprezentovat miru posunuti posloupnosti. Jedna-li se o posun hodnot smérem vpravo, bude

vvvvvv

praktické (1.74).
Z{f, .}=2"F(2) (1.73)
Z{y(kT —mT )} = Z{y(KT —mT)- (kT —mT )} = 27 "Y(2) (1.74)

Stejn¢ tak lze hovofit o posunu v origindle smérem vlevo. Potom budou V rovnicich

znaménka kladnd a ob¢ varianty zapisu jsou nasledujici
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zZ{f . }= zm[F(z)—mi f, z} (1.75)

Z{y(kT +mT)} { vl (1.76)

v=0

,_‘
I—I

1.10.7 Véta o konvoluci posloupnosti

Konvoluce je samoziejmé mozna i v oblasti diskrétnich signalu a taktéz pro ni plati

komutativni, distributivni i asociativni zdkon. Konvoluci posloupnosti se mysli posloupnost,

n
ktera je definovéana predpisem z f; -9, ;- Tato véta ma vyznamné praktické pouziti, nebot’ ji
=0

lze pouzit pro vypocet odezev diskrétnich soustav. Proto je povaZzovdna za jednu

z nejdulezitéjsich vlastnosti Z transformace.
z{f, *9,}=2{g, * f,}=F(2)-G(2) (1.77)
k k
:Z{Zf(jT)- kT—jT} {Zg kT—jT)}z F(z)-G(2) (1.78)
i=0 j=0
1.10.8 Véta o transformaci diferenci

Diference posloupnosti se transformuje podle této véty. Diference se oznacuje feckym
znakem A. Jsou-li splnény vSechny poZadavky Z transformace a prvni diferenci se mysli

Af, = f ,— T, (n€kdy téz nazyvana doptedna), pak pro jeji obraz plati
z{af }=(z-1)-F(z)-z- f,. (1.79)
Podobné& pro druhou diferenci vyjadfenou pomoci prvni, plati A°f =Af  —Af . Ztoho

plyne, Ze obecn& N -tou diferenci je mozné ziskat predpisem A f =A " f  — AV f . Je-li

pak tato véta aplikovana na N -tou diferenci je jeji obraz ziskan nasledovné

Z
R

ZAV £ )= (-1 F(2)-2-3 (2-1)" Al e, (1.80)

i

n
o

kde A’ f, je j-ta diference pro n=0.Pro j =0 pak vznikne ¢len A° f,. Nulta diference viak
neznamena nic jiného nez, ze se jedna o nezménény ¢len f,. Tento vzorec se vyuziva pro
vypocet obrazu posloupnosti, u které je A" f, =0 pro nékterds N >1. Vyjadienim obrazu je

obdrZen potiebny vztah
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N-1 Aj 1 N
. ,Z;‘ - 1 = YAINENT (1.81)

Totéz zde bude uvedeno pii alternativnim znaceni. Zde se diference zapisuje Ay(kT) a
je definovana rovnici Ay(KT)= y(kT +T)-y(kT)=y[(k +1T]- y(kT). Obecny ptedpis je
opét ziskan jejim N -nasobnym pouzitim

N (N
AVy(KT) = A[A" 1y (kT)] = Z(—l)'“( ; jy(kT +T). (1.82)
=0
Pak Z obraz obecné N -té doptedné diference je dan vztahem
N-1
Z{A" y(kT)} = (z-1)" ~2.y (2-1)"7Aly(0). (1.83)

j=0

Kromé dopiedné existuje jesté tzv. diference zpétna. Zpravidla se znac¢i V, aby se
odlisila pravé od vySe zminéné doptedné diference. Princip je stejny zde se vSak uvazuje
rozdil aktudlni a minulé hodnoty. Kdezto u dopiedné se jednalo o rozdil nasledujici a aktudlni

hodnoty. Cili zpétna diference je uréena vzorcem Vy(kT)=y(kT)-y[(k—1)T]. Pro obraz

N -té zpétné diference plati

Z{V“y(kT)}{ZT_le -Y(z)—g[zzl) v iy(-1). (1.84)

1.10.9 Véta o transformaci posloupnosti ¢astecnych soucti

Existuje-li obraz dané posloupnosti, pak existuje i obraz posloupnosti ¢astecnych

souctll z ni vytvorené a plati

z{kzz fk} - ZL_Zl) , (1.85)
Z{T Y(JT)} :_Z)

Pokud je navic zahrnuta 1 diskrétni hodnoty y(kT), pak pro Z obraz ziskaného uplného souctu

LN

—

(1.86)

[EEN

T
o

je ziskan vztah

Z{y, (kT)} {Zk:y }=—1 Y(2). (1.87)

j=0
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1.10.10 Véta o derivaci obrazu posloupnosti

Tato poucka tika, Ze pokud existuje obraz posloupnosti, pak existuje i Z obraz

posloupnosti Z{n- fn}. Toto plati pro |Z| > % , kde R je polomér konvergence.

Z{n-f }=-z ;'—Z F(z) (1.88)
ZIT - y(KT) (T =Tz F(2) (1.89)

1.10.11 Véta o derivaci podle parametru

Véta se obvykle uvadi ve znéni pro prvni derivaci, ale existuje i obecné&jsi zapis.

Pokud ma funkce spojitou N -tou parcialni derivace podle redlného parametru X € (a, b) a

existuje obraz F(z,x), popt. Y(z,x) pro t =kT, potom plati

O"F(z,x)_[a"f,(x) (1.90)
ox™ axN )’ |
aNY(z,X):Z{aNY(LX)} (1.91)
oxM ox" . |

1.10.12 Véta o limité posloupnosti ¢astecnych soucti

Tato véta, plati za ptfedpokladu, ze fada na pravé strané rovnosti konverguje. DalSim
pozadavkem je, Ze komplexni ¢islo z, pro které je limita pocitdna, mad mit nulovou
imagindrni ¢ast. Je-li zndm obraz posloupnosti, pak je mozné tuto v€tu vyuzit k vypoctu
souctu nekonecné¢ fady.

+ 00

lim F(z)=>_f, (1.92)
limY(z)= fy(kT) (1.93)

1.10.13 Véta o limitnich hodnotach predmétu
Prvni ¢asti tohoto tvrzeni je o hodnotach pocatecnich. Opét zde plati, ze limity jsou

pocitany pro Re(z).

limF(z)= f, (1.94)

Z—©
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limY(z)= lim y(kT)=y(0) (1.95)

71— w

Druha ¢ast véty pojednava o konecné hodnoté. I zde plati, ze Im(z) =0.

JLrH(z ~1)F(2)= lim f, (1.96)
Zlirlrl(z—l)Y(z): lim y(kT) (1.97)

1.11 ZPETNA Z TRANSFORMACE

Zpétna Z transformace je uloha, v niz se hleda k danému Z obrazu Y(z) originalni
posloupnost y(kT). Pokud je funkce komplexni proménné Y(Z) analyticka v bod¢ oo, pak je
obrazem urcité diskrétni funkce ¢i posloupnosti. Pfedmét k tomuto obrazu je pak tvoien
posloupnosti koeficientdi Laurentova rozvoje funkce Y(Z) v okoli bodu o. Kurceni

diskrétnich hodnot pfedmétu s vyuzitim reziduové véty slouzi vyraz

y(kT)= L Y(z)-z¥dz = Zrzes[Y(z)- 2], (1.98)

2mi -

kde kiivka C je takova, Ze z = p-e'?. Komplexni &islo je zapsano v exponencialnim tvaru a
jeho argument ¢ € <0, 27r> . Jeho absolutni hodnota p ma byt vétsi nez polomér konvergence,
tedy p>R. Vposledni fadé¢ soucet rezidui je mySlen jako souéet rezidui ve vSech

singularnich bodech. Tim se mysli vSechny (izolované) singularni body funkce Y(Z)~Zk"l.

Zpétna transformace se znaci, stejné jako v predchozich ptipadech a to
y(kT)=2z7{¥(2)}. (1.99)
Pokud je obraz Y(z) ve tvaru racionalni lomené funkce, pak se pii hledani
odpovidajiciho pfedmétu y(kT) vyuzivé jednoho z nasledujicich postupi:
e metoda rozkladu na parcialni zlomky (analyticky),

e r0zvoj polynomialniho zlomku v Laurentovu fadu nekone¢nym délenim,

e rekurentni formule — Piercetiv algoritmus.
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1.11.1 Rozvoj v Laurentovu Fadu nekoneénym délenim

Omezeni tohoto postupu spociva v tom, ze muze byt aplikovan pouze pokud je
Z obraz racionalni lomena funkce. Jeho vyhodou je, ze nevyzaduje znalost p6li obrazu Y(Z).
Neni v8ak mozné takto ziskat pfimo analytické vyjadieni predmétu y(kT). Pfi tomto postupu
se vychazi z defini¢éniho vztahu Z transformace (1.67). Je-li fada rozepsana na soulet

jednotlivych ¢lend, potom plati

Y(2)= S y(kT) 2 = y(0)+ y(T)- 22 + y(2T)- 22 +.... (1.100)

k=0

Nyni je tieba rozvinout obraz Y (Z) v Laurentovu fadu se sttedem v nekonecnu. Potom
bude platit, Ze koeficienty této fady se pifimo rovnaji diskrétnim hodnotadm funkce y(kT).

Racionalni lomena funkce bude obecné ve tvaru

Y(2)= B(z) b,z"+...+bz+b,

= . 1.101
Alz) a,z"+..+a,z+a, (110D

Mize se jednat o popis diskrétniho systému, ktery se vtomto tvaru zapisuje.
Podminkou fyzikalni realizovatelnosti je, ze fad jmenovatele musi byt vétsi nebo roven fadu

Citatele, Cili musi platit, ze n>m. Polynom ditatele je oznacen zkracené B(Z) a mnohoclen
ve jmenovateli je zapsan jako A(Z). Rozvoj takové funkce v Laurentovu fadu je pak dan

délenim polynomt. Pokud je zlomek rozsifen ptevracenou hodnotou z s nejvyssi mocninou,
pak se koeficienty ¢iselné nezméni, ale budou zapsany v jiném pofadi. Proto je tieba je odliSit.

Zde jsou znaceny «, S . Plati tedy, ze

-1 -2 -m
Y(Z)zﬂo +ﬂlz_l+ﬁzz_2+.-.+ﬂmz_n =y0+y(T)Z_l+y(2T)Z_2+ (1102)
a, +0{12 +0.’22 +...+anZ

Nasledujici Uprava spociva v odstranéni zlomku a to tak, Ze je celd rovnice
vynasobena jmenovatelem a(z). Piedmét y(kT), Ize pak ziskat pti porovnavani koeficientti u
stejnych mocnin. Timto zplsobem lze zjistit, Ze

a,y(0)= 5, = y(0)="22. (1.103)

2%

(T)= 1, —ewy(0)] (1.104)

2%

a,Y(T)+ o, y(0)=B =y
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oy (2T )+ ay(T )+ ary(0) = , = y(ar) = e = ea¥(T)=:y(O)] (1105)

2%

Z prvnich tiech krokt je jiz mozné vypozorovat, jaké vztahy by platili dale. Takto je mozné
vyjadiit kone¢né i samotny predmét y(kT). Proto je obecné vyjadieni pro k <n dano

vztahem (1.106) a pro k > n je uréeno vzorcem (1.107).

|:ﬂk _iajy(k-r - JT)

QA

(1.106)

y(kT)= Za y(kT = jT) (1.107)

Ay j=0

1.11.2 Analytické FeSeni — rozklad na parcialni zlomky

Metoda rozkladu na parcidlni zlomky spoc¢iva v nalezeni tzv. poll. Jednd se o kofeny
polynomu jmenovatele obrazu. Pii ziskani nulovych boda se pak postupuje klasicky. Pivodni
zlomek se rozdéli na jednodussi neboli parcidlni zlomky prvniho a druhého druhu. Prvni
moznost, kterd mize nastat, je, ze poly jsou realna Cisla. To znamend, Ze obraz muze byt
rozloZzen na soucet parcialnich zlomkt prvniho druhu, které uz lze samostatné transformovat
zpét do origindlu. Kofenem mnohoclenu je pouze ¢islo, ale obecné se budou rtizné redlné

kofeny znaCit pismenem z;. Pro poly realn¢ a zaroven nasobné o ndsobnosti V, se pouZije

znaceni z, . Pak se rozklad provede obecné do tvaru

ZA +ZZ Bnm : (1.108)

n m=1l _Z)

Je-li nyni provedena zpétna Z transformace pro t=KkT, jednotlivé Cleny (obrazy)

budou odpovidat svym predmétim

t

A, = = Az (k)= Az¥n(k), (1.109)
B 2 _.g 4 - _B .zkm*l( K J-q(k—m+1) (1.110)
nm (Z—Zn)m nm er]n—l mT_l nm n m—l ! -

kde me N a jeho hodnoty jsou v intervalu (1,v, ).
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Dalsi moznosti, ktera pfi rozkladu mlize nastat, je, Ze kofeny jmenovatele mohou byt
komplexni. Polynom tedy nema feSeni v mnozin¢ realnych cisel. I v tomto piipadé vSak plati

uvedené vztahy (1.109) a (1.110). Pro dvojici komplexné¢ sdruzenych poéla

o 4in —ly leiw « -
z; =a; +if; =|z;]e"’ lze dospét ke korespondenci ve tvaru

C;——+Cj——=22z,'(a; cosw;k ~b; sinwk), (1.111)
Z1—17; Z1—17;
J ]

L= : B C .
kde C, =a, +ib;,Cj =a, —ij,‘zj‘:,/af+ﬁj2,a)j :arctgj.Druhymoznytvarjepak

J

€ Z_ZZJ_ +C, Z_sz 22C)|-Jz,|" coslek g, ), (1.112)

b.
kde ‘C j‘ = al+b’, ¢, = arctgj. Pro komplexni kofeny z,, které jsou navic Vv, -nasobné
J

plati bud’ korespondence
Sle, %t __L__éiz(k }
ST z—z ) -z | & m-1 (1.113)
|z,] "™ (a,, cod@, (k —m +1)] b, sin[@, (k —m +1)])- 7k —m +1)

nebo

A 7 _ z
Cnm—m+Cnm_ — mj|£
m=1|: (z-z,) (z-2,) (1.114)

”z(k )pmmﬂm¢%@_m+g+@¢nm_m+n
7 \m-1

m=.

>

1.11.3 Rekurentni formule - Piercetiv algoritmus

Ptedpokladem pouziti Pierceova algoritmu je opé€t to, Zze obraz musi byt racionélni
lomena funkce. Hlavni myslenka je takova, ze obraz Y(Z) Ize povazovat za obraz tzv. vahové
funkce. O obrazu takové funkce lze fict, ze je shodny s diskrétnim pienosem. Za téchto
pfedpokladli je mozno poloZit Y(Z_1)= G(Z_l). Je-1i diferen¢ni rovnice po formalni strance

zapsana, vede k ziskani rekurentni formule ve tvaru

y(kT ) a,y(kT-T)+...+a,y(kT-nT)=b,u(kT—vT)+..4+b, u(kT-vT-mT), (1.115)
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kde u(kT —jT)=0 pro kT — jT #0 a u(kT — jT)=1 pro kT — jT =0. Proménna j nabyvi
hodnot j=v,...,v+m. Pro feSeni je dale tiecba polozit rovny nule v§echny diskrétni hodnoty
y(—T) =...= y(— nT) = 0. Pak lze dopocitat vSechny hodnoty od y(O) az po y(kT) pro dané
k.

1.12 VZTAH MEZI LAPLACEOVOU A Z TRANSFORMACI

Protoze Z transformace je nejcastéji pouzivanou funkcionélni transformaci pfi feSeni
diferen¢nich rovnic, pouziva se nékdy jeji pfima souvislost s Laplaceovou transformaci, ktera

je majoritnim zastupcem funkciondlnich transformaci pouzivanych u systémii spojitych.

Y(p)= [ y(0)- "dp (1116)
y(t)=2i7ti Y(p)-e™dp (1.117)

Pro zopakovani jsou uvedeny vztahy pro pfimou a zpétnou Laplaceovu transformaci,
tentokrat je vSak spojity signal oznacen y(t). Muze se tedy jednat napt. o vystupni veli¢inu
z konkrétni spojité soustavy. Obraz této veliCiny je pak Y(p). Laplaceové obrazu pak
odpovida Z obraz Y(Z). Mezi transformacemi je velmi uzky vztah. Dulezité je, uvédomit si,
Ze vstupni signal obou transformaci je totozny. OvSem pozadavkem Laplaceovy transformace
je spojitost signalu, kdezto pted aplikaci Z transformace je signal diskretizovan. Tim je
nevratné ztracena informace o hodnotach v ¢asech jinych nez nasobky vzorkovaci periody.
Cili se jedna o jistou formu zjednoduseni, ktera se aplikuje zejména kvilli vypocetni technice.
V casech t =KT se ale hodnoty vzorkované a piivodni veli¢iny nijak nelisi. Laplacetiv obraz

takového signélu by byl ve tvaru

y(kT):i_ Y(p)-e™dp. (1.118)
27l g,

Proto pokud je znam Laplacetiv obraz spojitého signalu Y(p) a je dana konecnd perioda

vzorkovani T, je mozné vyuzit souvislosti obou transformaci a obraz Laplacetv pfepocitat na

obraz v Z transformaci.
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Y(2)= > ylkT) 2 * =Z%IY(p)-e"”dp~Z‘k [ 13 ¥(p)-e* 2 *dp=

1 2 1 1 » (oo 1 1
== Y(p)X e —-dp=——[Y(p) (—} dp=——[Y(p)- 5 dp = (1.119)

c 1-°
YA

Vychazi se ze vztahu (1.67) pro pfimou Z transformaci. Do tohoto ptedpisu je za

y(kT) dosazen vzorec (1.118). Nyni se provede zaména sumy a integralu. Protoze Laplacetv

obraz Y(p) nijak nezavisi na kroku k , podle kterého se s¢itd, miize byt zapsan pied sumou.

1 . . ;o W s
Nésobici konstantu Py Ize taktéz vytknout pied integral. Komplexni ¢islo z, které ma
Tl

zaporny exponent, se zapiSe jako prevradcena hodnota. Zlomek za sumaci se pak zapiSe

umocnény na exponent k , podle kterého se s¢ita, a vznika zde geometricka fada, jejiz soucet

. 1 D . .
je dan vztahem s, = g’ kde kvocient je prave jiz zminény zlomek. Poslednim krokem je

pfepsani integralu na souCet rezidui ve vSech singularnich bodech p;, kterych musi byt

kone¢ny pocet. Aby vsak toto platilo, musi byt splnéna podminka lim F ( p) =0.
p—>
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2 INTEGRALNI TRANSFORMACE — RESENE PRIKLADY

2.1 RESENI LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE

V této Casti bude ukazano, jak pristupovat z praktického hlediska k problematice
integralnich transformaci. Mnoho z dfive uvedenych vét a vlastnosti Laplaceovy
transformace, zde bude mit vyznam. Nejdiive bude vSe demonstrovdno na zadané

diferencidlni rovnici s ptislusnymi pocate¢nimi podminkami.

y"(t)=2y'(t)+ y(t) = 2" +cos(2t) (2.1)
y(04)=-1
y(0+)=+2 (2.2)

Jak jiz bylo napsano diive, kazdy z ¢lend rovnice 1ze transformovat samostatné a jejich
obrazy se poté opét sectou ¢i odectou v zavislosti na zadani. Je mozné zacit napt. od nejvyssi

derivace.

Liy"(t)}= p* - L{y(t)}- ; p** -y H(0+)= p*-Y(p)-p-y(0+)-y'(0+)= 23)
=p®-Y(p)-2p+1
Obraz prvni derivace opatiené koeficientem je
Li-2y' () =-2- Liy'®)}=-2(p-Y(p)-y(0+))=-2p-Y(p)+4 (2.4)
A konecné obraz nederivovaného predmétu

Liy(®)}=Y(p)- (2.5)

Leva strana rovnice je jiZ transformovana. Nyni se bude zjiStovat obraz exponencialni
funkce a to s vyuzitim defini¢niho integralu Laplaceovy transformace (1.6).

Lize™ =2 L™ j=2[e™ e "dt = ZTeStptdt = 2Tet(p*5)dt = 2{ e T =
0 0 0

0

=2(°—_(p1+5>j= e

Posledni ptfedmét, ktery jesté zbyva transformovat je funkce kosinus s dvojndsobnym

argumentem. Opét je moZné ji v tomto tvaru dosadit do defini¢niho integralu. Misto toho

bude ukazan jiny ptistup, zejména pro usnadnéni vypoctu. Pouzije se substituce
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cos(x) = %(eiX +e ™). (2.7)

Vypocet po dosazeni pivodniho pfedmétu by byl ponékud zdlouhavy, protoze by bylo tieba
2krat aplikovat metodu per partes. S vyuzitim substituce se 1épe pracuje s exponenty, nebot’

vSude je zakladem Eulerovo cislo.

L{cos(2t)} = L{% (e +e )} = %I(ez“ redt).e Mt =

. o0 . o0
e—t(p—2l) 1 e—t(p+2l) i
—(p-2i) | 2| —(p+2i) |

0 0
e S DO EZ) ) S S S 1 -E2) N e S S
- 2p-Adi 0 2p+A4i 0 2p-4i 2p+4i

__4p  _p
4p® -16i° p*+4

= lTet(“i)dt + 1Tet(‘”z”dt .
2 21 2

0

(2.8)

Nyni, kdyz uz jsou vSechny ¢leny pievedeny do obrazové oblasti, 1ze transformovanou

(ptivodné¢ diferencialni) rovnici zapsat nasledovné

2 p
2Y(p)-2p+1-2pY(p)+4+Y(p)= : 2.9
p*Y(p)-2p+1-2pY(p)+4+Y(p) o+5 07 e (2.9)

Na levé stran¢ se nejprve vytkne obraz Y(p) a ten se nasledné osamostatni.

2
Y(p)(p2—2p+1): p+5+ IO2F1L4+2p—5 (2.10)

2 N p N 2p-5
(p+5)p-1) (p*+4)p-1) (p-1f

Dil¢i zlomky se seCtou a zapiSi na spoleény jmenovatel. K obrazu Y(p) je ted’ tieba najit

Y(p)= (211)

original y(t). To ale pro takto slozity zlomek neni pfimo mozZné. Je tieba jej dale rozdé€lit na

parcialni zlomky, které budou zpé&tné transformovatelné kazdy zvIast.

2p4+5p3—14p2+25p—92 A B C Dp+E
- (p+5)(p2+4Xp—1)2 B p+5+ p—lJr(p—l)2 " p’+4

Y(p) (212)

Je-1i pouzita metoda srovnavani koeficientd, pak pro jednotlivé mocniny operatoru p je

obdrZena soustava péti rovnic o péti neznamych.
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p*: A+B+D = 2

p’: —2A+4B+C+3D+E = 5

p’: B5A-B+5C-9D+3E = -14 (2.13)
p': —-8A+16B+4C+5D-9E = 25

p°: 4A—-20B +20C +5E = =92

Soustavu lze snadno piepsat do matice a nasledné ji fesit jako klasickou maticovou
rovnici. Protoze matice soustavy ma stejnou hodnost jako matice rozsifena, existuje prave
jedno feseni. K jeho nalezeni poslouzil vypocetni nastroj Matlab. Zjisténé Citatele parcialnich

zlomk jsou
A=0,05;B =2,064;,C =-2,46;D =012, E =-0,32.
Obraz hledaného feSeni 1ze tedy zapsat ve tvaru

005 2064 -246 -012p -032
Y(p)= + + e
p+5 p-1 (p-1) p°+4 p°+4

Posledni parcialni zlomek druhého druhu, ktery nelze v roviné redlnych ¢isel déle rozlozit, se
rozdeli alespon na dva zlomky se stejnym jmenovatelem. Jednotlivé zlomky jsou pro

prehlednost oznaceny jako dil¢i obrazy, jejichz souctem je ziskan obraz vysledny.
Y(p):Yl(p)+Y2(p)+Y3(p)+Y4(p)+Y5(p) (2.14)

Reseni zadané diferencialni rovnice bude nalezeno zpétnou transformaci obrazu Y(p).

TakZe také plati, Ze feSeni je obdrZeno 1 pii souctu zpétnych transformaci dil¢ich zlomkd.
Y(t) = Lﬁl{Y(p)} = Lfl{Yl(p)+Y2(p)+Y3(p)+Y4(p)+Y5(p)} =

=L () + LY () + L7 Y (p))+ LY (p))+ L s ()} (2.15)

Opét se bude pocitat postupné. Obraz Yl(p) se dosadi do vztahu pro zpétnou

Laplaceovu transformaci. PouZije se vzorec (1.38) pro zpétnou transformaci pomoci rezidui.
Ten se vSak fesi pomoci obecné reziduové véty (2.16). Funkce ma pouze jeden pdl prvniho

fadu.

res(f ()= L-lim(ijnl[f (2)-(z-c)] (2.16)
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) . [0,05 1 *%” 0,05 0,05
yl(t)=L1{Y1(p)}=Ll{ }=—. —-ep‘dp=g§§(—p+5-e"‘j=

p+5) 2@ _° p+5

o (2.17)
= lim(p+5)— 005 » =0,05e™
p—>-5 p _|_
Stejnym zplsobem se bude fesit i zpétna transformace druhého zlomku.
y,l0)= Lty (p) - | 2004 L j 2004 ngp = red 2084 o |
p- 1 271',I p- ]_ =1 p -1
(2.18)
=lim(p - 1)2 064 Pt = 2,064¢"
p-1 p —

Rozdil nastdva u dalSiho vypoctu. Tieti zlomek mé taktéz jeden nulovy bod
jmenovatele, ale tentokrat se jedna o kofen dvojnasobny. Proto se i v tomto piipadé opét
pouzije obecna reziduova véta (2.16). Jelikoz je pol dvojnasobny, za n se vSude dosadi ¢islo

2.

~2.46 1 *” _2.46
t)= Ly (ph=L 20 Lo = ™2 ePdp =
ya() { S(p)} {(p_l)z} 27“ a_im(p_l)z p
-246 ) 1 . d| o -246 o
pf—?f—l[m—l)z ‘ J‘u 'p'i'fdp{(p V-1 } @19
—||m—[—246 e |=lim-2,46t-e™ = —2,46t -¢'
p-l p p—1

Posledni ptipad ktery zde nastane je ten, Ze pdly jsou dva a to komplexné sdruzené.
Pak se provede soucet rezidui v téchto singularnich bodech. Po Upravach je obdrzen vztah

(2.7), ktery byl pouzit na zacatku pro substituci funkce kosinus.

. L[-012p] 1 **-012p
t:LlY :Ll = — . pd —
Yalt)= L™ (p)) {p2+4} i | s &P

a—loo

2 012p j . .\ —012p t
=) re =lim(p-2i _ —.e 4+
nzll P i )(p+2l)(p—2l) (2.20)

+ lim (p+2|) —9,12p _.gPt = Iim__o’12_p ey Iim__o’lz_p et =
p—>-2i (p+2i)p-2i) o2 P+ 2 P2 p—2i
=\ 2it =\A —2it
:—0,1242|e +—O,12(;2|)e :_012 2(62't+e_2't):—0,12COS(Zt)
i — 4

S poslednim zlomkem se pracuje naprosto stejné¢ jako tomu bylo v pfedchozim

piipadé. Nicméné po zpétné transformaci je jest¢ vhodné pouzit substituci
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~0,32 1 ¥ 0,32
t)=L"{Y S 9 Bhhinl) QLS B b [
ys(t)=L"{Y(p)} {p2+4} omi | prag e

a-io

2 _ _
Zre 0—’33-e‘“J:Iim(p—2i) 0,32 e+
p

=R o2 (p+2i)p-2i)
+ lim (p +2i) 032 o i 2032 gnty gjm 2032 gmi _
p>-2i (p+2i)p-2i) po2i P+ 2i p>-2i p—2i
_ a2t -2t 2t | -2t
_ 03267 Z032:7 ;o5 [Tt ) 416.sin(2t)
4 — 4 2 2i

(2.21)

(2.22)

Sectenim vSech vypocitanych funkci je obdrzeno partikularni feSeni zadané diferencialni

rovnice pro uvedené pocateéni podminky.

y(t)=0,05e"" +2,064e' —2,46t-e' —0,12-cos(2t)—0,16-sin(2t)

I
C S p—

Clodk

prava strana roviice

L L - —

'y

Integrator Integrator
Scope

L— P Afexpl-5°uBrexp{u+Crutexplul+Drcos{ 2 ul+E/ 2 sin{ 2 u)

fedeni nalezeng pomoci Laplaceovy transformace

Obrazek 2.1 — Schéma zapojeni v prostiedi Simulink
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Figures - Figure 1: Srovnani fefeni =R X

File Edit View Insert Tools Debug Desktop Window Help WA X
j_ilﬂui‘a [“t? +\-_\-®@Q4£'@) DE EE EHI:DE'E@

ReZeni nalezené pomoci simulace

0 0.5 1 1.5

Obrézek 2.2 — Srovnani feSeni nalezeného v Simulinku a pomoci Laplaceovy transformace

2.2 RESENI LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE S CASOVYM
POSUNEM

Dalsi ptiklad bude demonstrovat, jaky vliv na vypocet ma translace funkce. Pro
jednoduchost je zadana stejna diferencialni rovnice jako v ptedchozim ptikladu. Posun
smérem vpravo bude o 5 sekund. Zde je velmi dualezit¢ dbat na diive zminé€né znaceni.
Funkce, které jsou posunuty musi mit nulové funkéni hodnoty pro t <5. Proto je zadani
doplnéno 1 posunutymi jednotkovymi skokyn(t—S). Pocate¢ni podminky zlistavaji stejné.

Tentokrat jsou vSak kviili posunu zadané v ¢ase t =5.

2e-5)-[y'(t-5)-2y/€-5)+ yt -S| =nlt-5)- e +cos2t -5} (224)
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y'(5+)=-1

y(5+)=+2 (2.25)

Pii pfimé transformaci se posun projevi podle véty (1.30). Déle uz se pokracuje

klasicky jako pti neposunuté funkce. Stejnym zptsobem se vyjadii i prvni a nulta derivace.

Lin(t-5)-y"(t-5)=e*"L{y"(t)}= e‘s"[ p’ .L{y(t)}—g p*t -y (s +)} =

(2.26)
=e*[p?-Y(p)- p-y(5+)-y'(5+)]=e*"(p?-Y(p)-2p +1)
Li-2y'(t-5)-n(t-5)}=—-2-e*PL{y'(t)}=-2-e**[pY(p)- y(5+)]=
=-2-e""(pY(p)-2) (@.27)
L{n(t-5)- y(t-5)f=e*"Liy(t);=e"" -Y(p) (2.28)

Pii vypoctu pfimé transformace exponencidlni funkce se opét mize vyuzit definicniho
integralu. Nasobici konstanta se vytkne ptfed integral. Nasobeni posunutym jednotkovym
skokem vynuluje funkéni hodnoty az do Casu t=5. Proto je zbyte¢né integrovat od nuly.
Posunutd Heavisideova funkce, kterd tuto skutecnost tedy pouze zdiraziiuje, se jiz dal psat
nemusi a spodni integraéni mez bude 5. Tento postup vede k vyslednému zlomku, ktery je

op¢t nasobeny exponencidlni funkcei ptedstavujici odpovidajici posun.

Lip(t-5)- 269} = 2. Lip(t-5)-e 9 |= 2[ p(t-5)-e ) e ™dt =

) ®© © 25

=2[e* Mdt = 2[e ) e Mdt = 2% [ it = 28 gt = (2.29)
5 5 5 p+5

- 2-¢” (O+e’5p’25): 2 eP
p+5 p+5

Funkce kosinus se bude integrovat stejnym zplsobem jako v predchozim piikladu.

Posun ale opét zpusobi zménu dolni integracni meze. VyuZije se substituce (2.7).
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L{n(t —5)-cog2(t —5)]} = L{n(t - 5)- cos(2t —10)} =

_ L{?](t _ 5)_%(ei(2t—10) 4 pi2-10) )} _ lT(ei(Zt—lo) + e—i(2t—10))_ e Pt =

23
o —t(p-2i)-10i ]* —t(p+2i)+10i |*

_ 1 J'e p-2i) lOldt i '[e (p+2i +10|dt 1 € +l € — (230)

23 2| -(p-2i) ) —(p+2i) |
_ -1 [e—t(p—Zi)—loi ]w _ 1 [ t(p+2i)+10i ]°° o 5P 1 e 5P _

2p—4i ® 2p+4i ° 2p ai¢ 2p + 4

4p _ p _

= A2 2 € = 2 e’

4p° -16i p-+4

Rovnice v obrazové oblasti, ktera se bude dale fesit, je pak ve tvaru

(pZY(p)—2p+1)-e’5p ~-2e°"(pY(p)-2)+Y(p)-e® =
_ 2 g5, P s . (2.31)
p+5 p’+4

Na levé strané je vytknuto e >° ~Y(p), zatimco na pravou stranu se piemisti ¢leny
dané pocatecnimi podminkami. Ty stejné jako v minulém piiklade tvoii posledni zlomek.

Cela rovnice se podéli polynomem levé strany, taky aby se osamostatnil obraz posunuté

vystupni veli€iny.

- 2 p - -

e .Y (p)p? —2p+1):—p+5e o v * +(2p-5)-e (2.32)

; 2 - p - P-5

e Y(p)=— e+ e+ e (2.33)
(p+5)p-1° (P +4)kp-1"  (p-1f

U vsech ¢lenti rovnice se sice vyskytuje nasobeni exponencialni funkci € ", nesmi se
ji v8ak rovnice podélit. Tato funkce u kazdého obrazu reprezentuje, jak je posunuty v Case.
Pokud by se cel4 rovnice podélila e °", naprosto by vymizel udaj o translaci. Exponencialni
funkce mlze byt pouze vytknuta pro zjednoduseni vypoctu. Pak se zlomky sectou a vysledny
zlomek, ktery je stejny jako v minulém piikladu, je nyni pouze posunuty v ¢ase. To ale

nebrani tomu, aby byl rozdélen na parcialni zlomky.

o5 2p* +5p° -14p? +25p-92 _,
¥ip)- (p+5)(p? +4)p-1) )
(p+5)p P (2.34)
p+5 p-1 (-1 ped
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Zcela logicky budou rovnice identické a tudiz i vypoctené koeficienty vychazi

naprosto stejn¢.
A=0,05;B=2,064;C =-2,46;D =012 E =-0,32

Po rozd¢leni na parcidlni zlomky prvniho a druhého druhu s pfislusnymi citateli, 1ze

tedy rovnici v obrazové oblasti zapsat

_ 005 5y 2064 gy =246 sy Z012D 5y, =032 5y (5 o)

_5p'Y
YR s (p-1f p+4 pr+4

Jednotlivé zlomky se opét kvili piehlednosti oznaci jako dil¢i obrazy s pofadovym
¢islem 5. Kazdy znich je opatfeny pfislusSnym posunem ve formé exponencidlni funkce.
Kazdy zlomek miaze byt pretransformovan zpét do originalu zvlast. ReSeni se pak posune
Vv Case tak, Ze namisto t bude vSude dosazeno t—5. Pro Uplnost se vysledek jest¢ nasobi

posunutou Heavisideovou funkci n(t - 5).

e -Y(p)=

236
=Y,(p)-e*" +Y,(p)-e** +Y,(p)-€ % +Y,(p)- e +Y,(p)-e*’ (2.36)

n(t-5)-y(t-5)=L"e™ Y (p)}=
= ¥, (p)+ Y, (p)+ Y (p)+ Y. (p) + Ys(p)]- €7 = (2.37)
= [yl(t_5)+ yz(t_5)+ ys(t_s)"' y4(t_5)+ ys(t_s)]'ﬂ(t_S)

Prvni dva zlomky maji po jednom po6lu, ktery neni nasobny.

0= Lo 028 - LT 008 g o 005 o |

5 2mi 4 5 & 5
B p+ Tl a—loop+ =5 p+ (238)
= I|m5(p JFS)%-ept =0,05e ™ =y, (t—5)=7(t—5)-0,05e %
p—>- +
4 _,1J2064] 1 72064 (2064 )
1=t (p) - {200 L[ 200 g o 2068 |
2 064 (2.39)
_ |irr;(p—1)|[’)—f-ept = 2,064e' = v, (t—5)=7(t—5)-2,064e"®
p—> —

Tteti zlomek mé jeden dvojnasobny koten, proto se opét pouzije obecnéjsi véta o

vypoctu rezidui.
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0=l 248 L P e

(p-17) 2mi 3, (p-1)°
B 2,46 ) di/ o =246 |_
_plr?’fl[(p 1y j_ u I"I*ldp{(p Voo } (2:40)
_I|m—[—246 e™|=1lim-2,46t-e™ =-2,46t-¢'
p—1 p p—1

= y,(t-5)=n(t-5)-[-2,46(t-5)-¢"*]

Posledni dva zlomky, opét stejné jako v minulém ptikladé, maji dva komplexné
sdruzené koteny. Po zpétné transformaci a dalSich upravach se opét vyuZzije substituci pro
funkce sinus a kosinus.

~ B —O,lZp a+ioo 012p
)= Ly, (p)=L" 1 tdp =
y,(t)=L"{Y,(p)} {p2+4} 2nu1wp -, edp =

2 012p . N —012p t
=1 ~2 ef
{ ) P2 a2

—012p p_ i =012p . —-012p
+£mxp+m%p+2Xp—ﬂ)e i R UL e R N G
= 20t —2it
=-_01%f2w L 012 (420e _ 012 ;(em+ean)=_012COizo
| — 41
= y,(t-5)=n(t-5)-[-012cos(2t -10)]
032] 1 *"-032
t)=L"{y L't = —-eMdp =
A e el
2 _ N —032
:I _2 ’ .aht
mlm{ :J (e I)(|o+2i)(|o—2i) o
-0,32 2 _-032
| 9 , bt _ P DU ePt = 2.42
Yim (2o 2 T e M T 242
2it —2it 2it
_0,32_~e +—O,32~_e :_0132,_(¢j:_0,16.5in(2t)
4 —4i 2 2i

= y,(t-5)=7(t-5)-[-016-sin(2t -10)]

Vzhledem ktomu, ze koeficienty v Citateli parcialnich zlomkt vychazeli naprosto
stejné a struktura obrazu byla az na posunuti také stejna, dalo se pfedpokladat, ze i vysledné
feSeni diferencialni rovnice s Casovym posunem bude stejné a zména se projevi vyhradné jen
V translaci na ¢asové ose. Nalezené feseni je tedy v tomto tvaru

7(t-5) y(t-5)=n(t-5)-
_ - _ _ (2.43)
-(0,05e %+ 2,064'°— 2,46(t - 5)- e °~0,12- cos(2t —10) - 0,16 - sin(2t —10)).
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17 (t-3)

|

Stepd

e,

Z expl-5*ul+oos(Z*u)

prava strana roviice

B

Easowy posun

e Arexpl-5u+25+Bexp({u-5+Cu-5exp{u-5+ D cos(2*u-10+E/2*sin{2*u-10)

fefeni nalezené pomoci Laplaczovy transformace

Obrazek 2.3 — Schéma zapojeni s Casovym posunem v prostiedi Simulink
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Obrazek 2.4 — Reseni s ¢asovym posunem v Simulinku a pomoci Laplaceovy transformace
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2.3 APLIKACE PRO VYPOCET RESENI LDR POMOCI LAPLACEOVY
TRANSFORMACE

2.3.1 Funkce pro praci s transformacemi v prostfedi Matlab

Matlab je univerzalnim softwarovym nastrojem, ktery nabizi celou fadu funkei pro
feSeni nejriznéjSich problémi. Aby mohl byt vyuzit i pro vypocet integralnich transformaci,
je tieba mit nainstalovany Symbolic Math Toolbox. Potom nabizi celou fadu uzitecnych

funkci pro praci s jednotlivymi transformacemi.

Tabulka 2.1 — Piehled funkci pro vypocet transformaci

Piikaz Funkce

laplace Laplaceova transformace
ilaplace inverzni Laplaceova transformace
fourier Fourierova transformace

ifourier inverzni Fourierova transformace
ztrans Z transformace

iztrans inverzni Z transformace

Zakladem je uvédomit si, ze funkce pro vypocet transformaci nepracuji s klasickymi
¢iselnymi proménnymi, jak je u jinych funkci bézné. Celociselné proménné ¢i desetinna Cisla
typu double a dalsi tedy nemohou byt pouzity. Zavadi se zde tzv. symbolické proménné. Jako
symbolickd proménna se deklaruje Cas t a také komplexni parametr p. V matlabu jsou tyto

proménné oznaceny jako syms.

>> syms t p
>» £ = 5in(3*t);
»>» laplace(f,t,p)

ans =
3/(p™2 + 9)

Obrazek 2.5 — Prakticka ukazka vypoctu obrazu zadané funkce

Naptiklad funkce laplace ma tii vstupni proménné. Prvni z nich je pfedmét, ktery ma
byt transformovan. Druha je Cas a tfeti je oznaCeni komplexniho parametru. Pokud je tedy
naptiklad pozadovano zjistit, jaky je obraz funkce f(t)=sin(3t), postupuje se nasledovné.

Nejdiiv se zavedou symbolické proménné. Nasledné se zadé predpis funkce f(t) a vSechny
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tyto parametry se potom vyhodnoti pfi zadani do funkce laplace. Vysledek muze byt jeste
vypsan jako klasicky zlomek, pokud se zada do funkce pretty. Stejnym zplisobem se zde
pracuje i se zpétnymi transformacemi. Piiklad syntaxe pii zapisu téchto funkci je na obrazku
2.5.

2.3.2 GUI

Doplnujici ¢asti prace je grafické rozhrani, které umoziiuje hledani feSeni
diferencidlnich rovnic do druhého fadu. Po spusténi se v nabidce vybere, zda se bude hledat
feSeni rovnice prvniho ¢i druhého fadu. Poté se do jednotlivych kolonek zadaji koeficienty
feSené rovnice. Prava strana rovnice mize byt zapsana i pomoci matematickych funkci jako je
sinus ¢i kosinus a to se stejnou syntaxi jako by se zadavaly ptimo v Matlabu. Tzn. Ze zadani
nemusi byt pouze ve formé Cisel, ale mohou byt pouzity funkce, které¢ zavisi na proménné t.
Pod zadanou rovnici se nachazi ¢asovy posuvnik, vedle které¢ho je zobrazena aktualni hodnota
posunu V ¢ase. Rozsah posunuti je 0 — 10 s. Hodnotu je mozné nastavit posuvnikem nebo

pfimo piepsanim aktualni hodnoty posunu. Déle se zadaji pocatec¢ni podminky.

(B LapLace = |

Zadejte fad diferencialni rovnice: |2 a4 - 0.35 T T T T T

Zadeijte koeficienty diferencidini rovnice:

1 Y+ 2 ¥+ 5 y= 0.5
2 4 [ v
Po&ateéni podminky-
ZOOM ONIOFF
¥0i=| o
yioy=| 1
UloZit wirsledky do souboru ...
Obraz: Y(p) = (0.5/p + 1){exp(2*p)*(p*2 + 2*p + 5))
Reeniyit) = (heaviside(t - 2)*exp(2 - t)*sin(2* - 4)W2 - 0.5*heaviside(t - 2)*((exp(2 - t}*(cos(2' - 4) + in(2 - 4N2)NS - 1/5)

Obrazek 2.6 — Grafické rozhrani pro feSeni LDR pomoci Laplaceovy transformace

Jakmile je v§e zadano stadi stisknout tlagitko ,,Resit a v prvni kolonce se objevi feseni
Vv obraze, cili Laplaceliv obraz, a ve druhé je jiz vysledné feSeni v Casové oblasti. Na pravé
strané jsou vysledky interpretovany ve formé grafu. Graf je mozné ptiblizovat a oddalovat az
po stisknuti tlacitka ,,ZOOM ON/OFF*. Pti druhém stisku se graf nastavi opét do vychoziho
zobrazeni. Pfi jakékoliv zméné parametrt je tieba znovu stisknout tlacitko pro feSeni, aby se

zména projevila. Aplikace zarovenl velmi ndzorné ukazuje, jaky vliv ma na feSeni translace
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v ¢ase. Posledni uzite¢nou vlastnosti, kterou toto grafické uzivatelské rozhrani disponuje, je
moznost ulozit vysledky do souboru pro jejich dalsi zpracovani. Pii stisku tlacitka pro
ukladani se objevi okno, kde je uzivatel vyzvan k zadani nazvu souboru. Soubor je ulozen
S ptiponou .mat, coz je klasicky datovy soubor vyuzivany v Matlabu. Soubor se uklada do

slozky s aplikaci. Exportovan je pouze vektor ¢asu a vektor feseni.

ru Uklsdani dat ESREE )

Zadejte nazev souboru:

[ox_] [cance]

Obrazek 2.7 — Ukladani do souboru
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ZAVER

Préace uceluje poznatky z oboru teorie integralnich transformaci, které jsou zakladnim
kamenem teorie automatického fizeni. Byly vybrany nejvyuzivanéjsi transformace a ptiklady
dalsich existujicich transformaci s popisem vazem a souvislosti mezi nimi. Né&které ze
zminénych vlastnosti transformaci, jako napiiklad posunuti v ¢ase, demonstruji vytresené
ptiklady. Prakticky by se pfistoupilo spise k vyuziti slovniku Laplaceovy transformace, ale
pro piiblizeni vSech vlastnosti a souvislosti se pti vypoctech vyuzivalo zakladnich defini¢nich
vztahl. VSe je vyli¢eno velmi podrobné. V praxi jsou vSak tyto vypocty nahrazeny vypocetni
technikou. Pfi nutnosti nalezeni feSeni je pak vhodné vyuziti software jako je Matlab. Bez
nutnosti znalosti jednotlivych ptikazl je mozné pracovat s navrzenou aplikaci. Je jednoducha,
ptehledna a plné dostacujici pro vypocty partikuldrnich feSeni zadanych LDR, takZze mtize byt

dale vyuzita pro studijni ucely.
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