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ANOTACE

Prace je vénovana vytvofeni matematického modelu inverzniho kyvadla. Model byl odvozen
ze silovych bilanci plsobicich na systém. Model byl nasledné¢ vytvofen ve vypocetnim
prostfedi MATLAB nastavby Simulink. Nedilnou soucasti prace je identifikace parametrii.

Matematicky model byl porovnan s redlnym model.

KLICOVA SLOVA

Inverzni kyvadlo, modelovani, numerickd simulace, identifikace, verifikace.

TITLE

Derivation and verification of an inverse pendulum math model

ANNOTATION

The work is dedicated to creating a mathematical model of the inverted pendulum. The model
is derived from the force balance acting on the system. The model has been realized in the
computing environment Simulink MATLAB. The identification of model parameters is the

integral part of the work. The model has been verified by experiments on the real model.

KEYWORDS

Inverted pendulum, modeling, numerical simulation, identification, verification.
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UvVOD

Cilem této bakalaiské prace je vytvofeni matematického modelu inverzniho kyvadla a
nasledna verifikace. Princip inverzniho kyvadla spocivd v neustdlém bilancovani ramene
kolmo vzhiiru pomoci voziku, ktery je pohanén elektrickym motorem. Tento princip je bézné
vyuzivan na elektrickych dvojkolkach, které jsou vyuzivany k transportu osob.

Model bude vytvofen na zékladé matematicko-fyzikdlni analyzy. Nasledné bude
matematicky model realizovan v prosttedi MATLAB Simulink ve kterém, je mozné
simulovat chovani celé soustavy.

Teoreticka cast prace uvadi do problematiky modelovani a matematického
modelovani. V kapitole matematického modelovani je také popsan zpusob vytvofeni
matematickych modelt a klasifikace téchto modeli. V teoretické c¢asti bude popsana i
experimentalni identifikace parametrii a numericka simulace. V kapitole numericka simulace
bude vysvétlen princip a popsany numerické metody.

Dalsi ¢ast prace popisuje laboratorni model, ktery se nachazi v laboratofi katedry
fizeni procesu, fakulty elektrotechniky a informatiky. V této ¢asti jsou zobrazeny fotografie
modelu a je zde uveden i popis jednotlivych ¢asti laboratorniho modelu a jeho realné
parametry.

Prakticka cast prace obsahuje odvozeni matematického modelu inverzniho kyvadla.
Tento model bude nasledné sestaven v Simulinku. Model bude srovnan s laboratornim
modelem a tim ovéfena jeho podobnost. V této ¢asti budou identifikovany zbylé neznamé
parametry matematického modelu.

Kone¢nym vysledkem této prace bude matematicky model vytvofeny v prostiedi
MATLAB Simulink, ktery je podobny laboratornimu modelu. V matematickém modelu bude

mozno meénit redlné parametry modelu a nasledné pohyb simulovat.
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1 TEORETICKA CAST

1.1 MODELOVANI

Modelovani lze chapat jako experimentalni proces. Pii tomto procesu dochazi ke
zkoumani daného systému a ziskani informaci o ném. Systém miize byt prezentovan jako
realny objekt, ktery si dokaZzeme snadno piedstavit. Od realného objektu mizeme odvodit tzv.
kopii podle urcitych kritérii. Kopii je myslen model, ktery mize byt fyzicky nebo abstraktni.

Fyzicky model miize byt zmensSena kopie realného objektu ptedstavujici laboratorni
model. Laboratorni model mize dale poslouzit k experimentovani. Je mozné také zkoumat
vlastnosti realného modelu na jeho modelu.

Abstraktni model je napf. matematicky model. Na tomto modelu uz neni mozné
experimentovat jako na fyzickém, ale je mozné zkoumat jevy. Jevy probihaji na realném
objektu a lze je pozorovat a nasledné vyhodnotit. Tento model je popsan matematickym
popisem.

Pii modelovani je hledana na realném objektu urcita podobnost. Podobnost realného
objektu a jeho modelu je mozné popsat ur¢itymi vlastnostmi a chovanim. Podobnosti existuje
n¢kolik. RozliSujeme fyzikalni, matematickou a kybernetickou podobnost. Kazdd z danych
podobnosti mé své specifické vlastnosti, které jsou popsany nize.

Fyzikalni podobnost je vyjadiena podobnosti mezi systémy, které maji totoznou
fyzikalni podstatu.

Matematicka podobnost je definovana mezi systémy, které maji shodny matematicky
popis. Pokud se jedna o systém popisujici matematickou podobnost a systém je fyzikalné
odlisny, lze hovofit o tzv. analogii. Poslednim typem podobnosti je kyberneticka.
Kybernetickou podobnost je mozné vyjadfit matematickou podobnosti popisujici vnéjsi
chovani systémd.

Podle piedchozich tii podobnosti mize byt modelovani délené na matematické,
fyzikalni a kybernetické. Nezbytnou soucasti modelovani je také identifikace. O identifikaci
Ize hovofit, kdyz hledame podobnost realného objektu s modelem. Identifikace je tedy
experimentalni zplisob, pfi kterém se zjist'uji dilleZité charakteristiky systému a procesu. Diky
identifikaci je nasledné mozno sestrojit piesny matematicky model (Dostal, 2006;

Kunes, 1989).
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1.2 MATEMATICKE MODELOVANI

Matematicky model 1ze popsat jako matematickou strukturu, ktera je tvofena
matematickymi vztahy. Tyto vztahy popisuji vlastnosti zkoumaného objektu. Matematickym
vztahem je myslen jakykoliv matematicky piedpis. Napiiklad soustava algebraickych rovnic,
soustava diferencialnich rovnic nebo soustava diferen¢nich rovnic. Matematicky piedpis se
stava matematickym modelem poté, co je predpisu pfifazen uréity proces nebo jev.

Probihajici experiment na matematickém modelu se nazyva simulace (Kunes aj., 1989).

1.2.1 Vytvoreni matematickych modela

K vytvofeni matematického modelu existuji dvé cesty, které jsou znazornény na
obr. 1.1. Pfimou (analytickou) nebo nepfimou (experimentalni) identifikaci objektu. U piimé
neboli analytické identifikace se matematicky model ziskava sestavenim rovnic, které
vyjadiuji vztahy mezi vstupnimi, vystupnimi a stavovymi veli¢inami. Vstupni veli¢iny
ovliviiuje okoli objektu. Stavové veliCiny jsou ukryty uvniti objektu a vystupnimi veli¢inami

je ovliviiovano okoli objektu (Kunes, 1989).

Nepfima identifikace

\ .
>

Zkoumany objekt | ———» Fyzikalni model

| |

Vysledky

Pfima identifikace

d
«

Matematicky model| ¢——— e
experimentu

Simulace
&
-

Simulaéni model

Obr. 1.1 — Vytvoteni matematického modelu

Pii vytvareni modelu lze vyjit z energetickych bilanci objektu, které jsou vyvozeny
z fyzikalnich procesii probihajicich v realném objektu. Je mozné vyuzit také udaje o
konstrukci objektu (rozméry, hmotnost,...) nebo vlastnosti materidlu, ze které¢ho je redlny
objekt vyroben. Touto cestou lze ziskat analyticky model neboli matematicky model redlného
objektu.
15



Castéji se potiebné informace ziskavaji neptimo neboli experimentalné. Experiment
lze chapat jako méfeni vstupnich a vystupnich velicin readlného objektu. Vysledky
experimentu prezentuji souhrn poznatki, které se zabyvaji popisem fyzikalniho modelu.
Tento model je jednodussi nez piedchozi. Model je popsan fadou vlastnosti a probihajicimi
déji, které nelze zméfit, proto jsou zanedbany. Kazdy z pfistupti k vytvareni modelu ma své
vyhody i nevyhody, které jsou popsany nize. Vyhoda analytického modelu spoc¢iva v tom, ze
vnitini popis chovani zkoumaného objektu kopiruje skutecné zakonitosti a jeho parametry
maji fyzikalni smysl. Tento model plati 1 v obecném rozsahu a je mozno jej vyuzit 1 pro jiné
fyzikaln¢ podobné systémy. Model Ize pouzit 1 v redlné nepiipustnych situacich, naptiklad
kdyz je testovana bezpe¢nost. Analytickym postupem lze ziskat matematicky model i pfes to,
7e redlny objekt neni jeste vyroben a tak neni mozné métit vstupni a vystupni signaly. Nekdy
staci pouze odhady budoucich vlastnosti.

Nevyhodou analytického modelu je jeho velika slozitost. Vysledny model je vétSinou
nelinearni a musi byt obvykle pro dalsi pouziti linearizovan. Tento model lze pouzit pouze v
piipadech, kde je dobie znama fyzikalni podstata procesu a lze tedy sestavit energetické
bilance. Pii tvorbé modelu jsou poticba teoretické znalosti o zkoumaném objektu, které
mnohdy neni jednoduché zjistit. Vysledné vztahy, které prezentuji model je nutno cCasto
aproximovat.

Vyhoda experimentalniho model spoc¢iva v tom, Zze model ma vétSinou jednoduchy
tvar a uréeni parametru neni tak slozité. Naopak, jeho nevyhodou je jista omezenost. Model
nelze pouzit v takovém rozsahu jako model analyticky, protoZe popisuje pouze povrchové
vlastnosti a jevy realného objektu. Experimentalni model popisuje konkrétni zkoumany objekt
a to oblast, ve které byl objekt méten.

Ob¢ metody identifikace, analyticka a experimentalni je mozné kombinovat. Vhodnou
kombinaci obou metod, 1ze vytvofit dobré ptfedpoklady pro Uspésné ziskani matematického
modelu. K tomu abychom byly schopni uré¢it vhodny zptasob identifikace, jsou potieba jisté
teoretické znalosti a zkuSenosti, protoze kazdy model vyzaduje jiny zpiisob identifikace.

V praxi se také postupuje tak, Ze analytickou cestou ur¢ime ptiblizné matematické
vztahy a experimentalni cestou lze upfesnit parametry, které jsou v téchto vztazich obsazeny.

Nasledujicim krokem k ovéfeni spravného chovani systému je simulace. Simulaci 1ze
provést tak, Zze se matematicky model transformuje na model simula¢ni a nasledné je tento
model pouzit pro ziskani predpokladaného chovani systému. Vysledky simulaci jsou poté

srovnany s daty ziskanymi z realnych experimentt (Jan¢ikova, 2008; Kunes, 1989).
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1.2.2 Klasifikace matematickych modeli

Matematicky model lze zaradit do rizné kategorie, podle zakladnich vlastnosti a
struktury modelu.

Podle charakteru procesu na model se modely déli na deterministické a stochastické.
Deterministicky model jednozna¢né urcuje pficiny a jejich nésledky. Stochasticky model ma
nahodny charakter. Vztahy mezi vstupnimi a vystupnimi veli¢inami jsou dany staticky a maji
urcitou pravdépodobnost

Model mlize popisovat statické nebo dynamické vlastnosti systému. Staticky model
vyjadiuje zavislost vystupnych veliin (vystup) na vstupnich veli¢indch (vstup) v ustaleném
stavu. Model je vyjadien pomoci algebraickych rovnic a nelze jej pouzit pro fizeni soustavy, v
kterém se model nachazi. Dynamicky model ndm popisuje statické 1 dynamické vlastnosti
systému. Model mize byt vyjadien matematickym zapisem v podobé¢ diferencidlnich popf.
diferen¢nich rovnic. Tento model Ize vyuzit k fizeni.

Kazdy model mutze také jinak zpracovavat informaci. Podle zplisobu zpracovani
informace, se modely déli na spojité nebo diskrétni. Spojity model méni vstupy a vystupy
spojité. Opakem spojitého modelu je diskrétni. Pfednost diskrétniho modelu spoc¢iva v tom, ze
vstupni a vystupni veliCiny se méni v ur¢itém casovém okamziku. Nékdy se méni nespojitym
zpusobem pouze vstup, vystup se méni spojit€¢ i1 takovy model povazujeme za nespojity

(Vrozina, 2012; Bury, 2011).

1.3 IDENTIFIKACE

S pojmem modelovani se Casto spojuje identifikace. Identifikace je proces, pti kterém
se urCuje matematicky popis readlného systému. Proces urcuje strukturu a parametry modelu.
Model by mél byt co nejpiesnéjsi, aby popisoval funkéni chovani mezi vstupnimi a
vystupnimi veli¢inami. Zkoumany systém je mozné identifikovat analyticky nebo empiricky.

Empiricky je mozné pomoci experimentalnich metod.

17



1.3.1 Experimentalni identifikace parametri

Experimentalni identifikace vySetfuje dynamické vlastnosti systému a je zaloZena na
identifika¢nim méfeni, které zaznamenava chovani realného objektu. Na objekt Ize pusobit
vhodnymi signdly a zaznamenavat odezvu vystupti. Nasledné je potieba vyhodnotit zmétena
data. Identifikace vyuziva dva modely. Parametricky model nebo neparametricky model.

Parametrické modely maji svou strukturu. Strukturou lze chapat typ rovnice
(diferencialni, diferencni) a fad. Parametricky model zastupuje z matematického pojeti
rovnice, které pfimo obsahuji koeficienty téchto rovnic. Koeficienty je mozné obecné oznacit
za parametry matematického modelu. Neparametrické modely predstavuji zavislost mezi
vstupnim a vystupnim signdlem. Zavislost je vyjddiena méfenim a znazornéna graficky.
Parametry modelu jsou obsazeny ve funkCnich zavislostech a je mozné je ziskat az
vyhodnocenim.

Upiesnéni matematického modelu Ize provést dosazenim teoretickych parametri
redln¢ho systému do modelu. Poté je moZno provést simulaci vytvofeného modelu a porovnat
vystupni signdly modelu a redlné¢ho systému. Vstupni signdl modelu a realného systému musi
byt stejny.

Vystupni data, ze simulace, matematického ZACATEK

modelu a experimentu provedeném na realném modelu

PREDPOKLADY

se mohou lisit. OdliSnost 1ze do jisté miry odstranit tim, MOBELL
ze budeme ménit v ur¢itém rozsahu parametry systému.
Nekteré parametry je mozno urcit piesné (rozmery, { y
, . , , . .- . . ODVOZENI REALNY
vaha, ...). N&které parametry neni mozné uréit presné MODELU MODEL
(napf. koeficient tfeni riznorodych materiald, ...). v v
Simulace Experiment

Pro identifikaci nezndmych parametri existuje

mnoho metod. Mezi nejpouzivanéj§i metody patii ":] E’:]

Data

metoda nejmenSich Ctvercii, kterd je vyuzivana pfi

regresni analyze k aproximaci naméfenych hodnot

néjakou funkci ze zndmého prostoru. V této metodé jde

o nalezeni kritéria, které je urCeno pomoci souctu

kvadrati odchylek danych prabéhd.

FINALNI
MODEL

Identifikaci a ovéfeni Ize provést v jednotlivych 7
krocich, které jsou zobrazeny na obr. 1.2
(Noskievi¢, 1999; Vampolova, 2009).

Obr. 1.2 — Identifikaéni cyklus
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1.4 NUMERICKA SIMULACE

Celou fadu fyzikalnich jevi lze popsat matematickymi vyrazy. Vyraz je zapsan
naptiklad pomoci obycejnych diferencialnich rovnic. Tyto fyzikalni jevy mohou byt zavislé
na ¢ase nebo na jiné proménné definujici okolni prostor. Analytické feseni, které spociva v
postupnych tpravach nebo nahrazenim znamymi vztahy, téchto diferencialnich rovnic je
velmi slozité a tak se tyto rovnice fesi numerickymi metodami. V mnoha ptipadech jsou jevy
popsany rovnicemi vys$$iho fadu, které je také obtizné tesit. VyS$si fady rovnice je mozno
pievést na rovnici prvniho fadu. To samé plati 1 pro soustavu rovnic.

Rovnice prvniho tadu je definovana jako:

y'=f(xy), (3.1)
kde f je funkce dvou proménnych x,y a y' je prvni derivace y .

Funkci (1.1) je mozné vyjadrit také jako

dy(x)
dx

=f(x,y), (1.2)

kde % je derivace funkce .

,,Funkci, které spliuji rovnici (1.2) existuje nekone¢né mnoho. Jedno konkrétni feSeni
uréime tzv. pocatecni podminkou,* jak uvadi Vicher (Vicher, 2003).

Pocate¢ni podminka je dilezitou soucasti zadani a je vyjadiena nasledujicim tvarem:

Y(%) = Yo, (1.3)
kde X, a Y, jsou zadané hodnoty.

,»Soustava dvou rovnic, pro dvé neznamé funkce Y,(X) a y,(X) ma tvar”, jak uvadi

Vicher (Vicher, 2003).

Y1 = (X, Y1, Y,) ; pocatedni podminka ¥; (Xy) = Yo (1.4)

y5 = f (X, Y1, ¥,) ; pocatecni podminka Y, (Xy)= Y. (1.5)

kde  y;, Y, jsou derivace funkci, které obsahuji proménné x, y; a Y, .
A Yo, Yoo jsou pocatecni podminky v bode X, .

Podobnym zptisobem lIze definovat soustavu obsahujici vice rovnic (Vicher, 2003).
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1.4.1 Princip numerickych metod

Princip numerickych metod spocivam v tom, ze diskretizujeme proménné.
Diskretizaci proménné lze chépat jako pfevedeni spojité tilohy na tlohu diskrétni. Pfiblizné
feSeni neni konstruovano jako spojita funkce, ale postupné se generuje diskrétni mnozina
prvki obsahujici body X;, X, X,,... nezavisle na sob& a urCuji se hodnoty Y, Y;,Y,,..., kterd
nahrazuji y (%), Y(%), ¥(X),... Body Xg,X,,X,,... pak tvori sit.

Pfi numerickém feSeni obyCejnych diferencidlnich rovnic musi byt znamy pocatecni
podminky. Pocate¢ni podminka je obvykle v bodé X,. K vypoctu nasledujici hodnoty X, je
potfeba znat hodnotu v pifedchozim bodé X, ;. Vzdalenost mezi body X, a X,_;se nazyva

krok. Podle potfebného poctu kroki lze numerické metody dé€lit na jednokrokové nebo
mnohokrokové (n-krokové).

U jednokrokové metody je potfeba pouze jedna predchozi hodnota.
yn+1 = f (Xn1 yn ' Xn+1) . (16)

Mnohokrokové (n-krokové) metody vyuzivaji k vypoctu nové hodnoty vice
predchozich hodnot (Vicher, 2003; Blata, 2009).

yn+l = f (Xn+l' Xn’ yn’ Xn—lf yn—l! T Xn—i+l’ yn—i+1)' (1'7)

1.4.2 Numerické metody

Pti simulaci dynamickych systému, které jsou cCasto prezentovany jako soustava
diferencialnich rovnic, se pouziva fada numerickych metod. Numerickou metodu je mozno
jasné popsat posloupnosti dil¢ich kroki, které vedou k vyfeSeni numerické ulohy. Metody je
mozné setfadit podle numerické naro¢nosti nebo piesnosti. Kazda z metod ma svou piesnost.

Podle ptesnosti Ize zvolit n€kterou z nasledujicich metod.

Eulerova metoda

Eulerova metoda patii mezi nejjednodussi metody. Pokud v diferencialni rovnici (1.2)

dy(x)

je nahrazeno “dr pfibliznym vzorcem Inia = n
X

, plati

yn+1h_ Yn = f (Xn' yn) , (1.8)

kde  h=Xx,,;—X, uréuje vzdalenost (krok) mezi sousednimi body.

20



Z rovnice (1.8) lze vyjadiit y,,;, ¢imz ziskame

yn+1 = yn + hf (Xn1 yn) (19)

Vzorec (1.9) definuje Eulerovu metodu. Vzorec umozni vypocitat feseni v bodé X4

pokud je znamo feSeni v pfedchozim bodé X,. Eulerova metoda nalezi mezi jednokrokové

metody (Vicher, 2003; Vitasek, 1987).
Modifikace Eulerovy metody

Eulerova metoda je pomérné nepiesna. Nepiesnost je zptisobena tim, ze z kroku x, do
X,,1 je pouzita stejnd hodnota derivace f(x,y,). Hodnota derivace f(x,y,)se vsak
v intervalu, ktery je vymezen body X, a X,,; méni.

Prvni modifikace metody spo¢iva v upravé derivace f (X, Y,) . Misto pouziti derivace

na zacatku intervalu, vymezeném body X, a X,., je pouzita derivace uprostied tohoto

intervalu. Stied intervalu lze ziskat oby¢ejnou Eulerovou metodou s poloviéni délkou kroku.

Nasledujici vzorec je
Yni1 = Yn +hf (Xn +%hv Yn +%hf (Xn’yn))- (1.10)

Existuje i druha modifikace metody, kterou tvofi pramér z derivace na za¢atku a konci

intervalu mezi body X, a X4,

Yo =Y, +%h[f(xn, yo) + F (%, +h,y, +hf (X, ¥,))]. (1.11)

Eulerova metoda Vv praxi nema velké uplatnéni (Vicher, 2003; Vitasek, 1987).

Rungovy-Kuttovy metody

Tato metoda vychazi z myslenky Eulerovy metody, kdy je mozné vzit v Gvahu i ¢leny

vy$8ich tada. Pti této metodé ziskame vice odhadu derivace K; v riznych bodech s. Cely

krok je vyjadfen primérem téchto derivaci s uréitou vahou W, .
Ynia = Yo +h(Wiky +... 4+ Weks) . (1.12)

Odhady derivaci je moZno vypocitat pomoci nésledujicich vztahi:
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kl = f (X, y)1
k, = f(X+a,h, y+hp,k),

ks = f(X+ah, y+hByk +hBsk;) (1.13)

i-1
j=1

Ze vztahu (1.13) vyplyva, Ze pii pouziti jednoho bodu (s=1), dostaneme Eulerovu

metodu prvniho fadu. Pfi pouziti dvou bodu (s = 2), dostaneme modifikaci Eulerovy metody.

kde

Pro prvni modifikaci plati:

1

Pro druhou modifikaci plati:
1
W=w=5 o =, =1, (1.15)

W; urcuje vahu priméru derivace

;, B; jsou koeficienty

h je vzdalenost (krok) mezi sousednimi body
k, je odhad derivace v bodech s.

S ptibyvajicim poctem bodi dostdvame metody vysSich tadt. Lze ukézat, ze pti

ctyfech odhadech derivace I1ze dostat metodu ¢tvrtého fadu.

ky =hf (X, Yn),

k, = hf (X, +2h,y, +1hky),

kg = hf (x, +1h, y, +2hk,), (1.16)
k, =hf (x, +h,y, +hky),

ki, k, ks k
fo =t +h( 242051,

U Rungovych-Kuttovych metod nastava problém s vy$simi fady, nez je tad ctvrty.

Doposud se fad metody rovnal pouzitému poc¢tu odhadu derivace. Ale pii péti odhadech je

mozno sestrojit pouze metodu ¢tvrtého tadu, nikoliv patého.

Vyuziti této metody neni dnes veliké, ale i ptesto je Casto vyuzivana (Vicher, 2003;

Vitasek, 1987).
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Metoda stiredniho bodu

Metodu stiedniho bodu lze povazovat za jednoduchou metodu. Tato metoda je
druhého tadu. Metodu lIze rozdélit na vice kroku. Prvni krok je mozno ziskat pomoci Eulerovy

metody, tj.
Y1= Yo +hf (%, ¥o)- (1.17)
Dalsi kroky ziskame z bodu pifedposledniho x, ,, pfi¢emz bude pouzita derivace
posledniho bodu x,, tedy
Yns1 = Yna +hf(Xq, ¥q) - (1.18)

Derivace béhem jednoho kroku je umisténa uprostied intervalu. Pfi vypoctu nové

hodnoty v,,, je potieba znalost hodnoty vy, a vy, . Z pfedchozi véty plyne, Ze tato metoda

neni jednokrokova, ale jedna se o metodu dvoukrokovou (Vicher, 2003; Vitasek, 1987).

Mnohokrokové metody

Pfi vypoctu pomoci mnohokrokovych metod je potfeba znat feSeni ve vice

piedchozich bodech. Obecné Ize tuto metodu zapsat pro k kroki
k k
_Zé)ai Ynsi :h_z(:)ﬂi Foai - (1.19)
i= i=

Koeficienty «; a g, je potieba vhodné zvolit. Nize je uvedeno nékolik ptikladi, které

se osveédcili

Yna = Yo +3 NGB T = o), (1.20)
Ynu = Yn T35 N(23F, 16, +5f ), (1.21)
Yni1 = Yn +%h( fra+ 1), (1.22)
Ynia = Yn 35 NG foyg +8F = f4), (1.23)
Yni2 = Yo +2hfo g, (1.24)
Yoo = Yn +%h( fro+4f 1+ 1), (1.25)
Yni1 = % Yn —% Yna +% hfo.a, (1.26)
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Y = % Yn— % Ynat % Yo+ 1_61 hfn+1' (1.27)

Pii pohledu na vySe zminéné piiklady lze fici, ze metody (1.21) a (1.27) jsou
ttikrokové. Ostatni metody jsou dvoukrokoveé.

Pokud pfi vypoctu feSeni v novém bod¢ neni potieba znalost derivace lze fici, ze tato
metoda je explicitni. Opakem explicitni metody (1.20), (1.24) je metoda implicitni (1.22),
(1.23). U implicitni metody je potfeba znat hodnotu derivace v tomto bod¢ (Vicher, 2003;
Vitasek, 1987).

Metoda prediktor-korektor

Metodu lze rozdélit, jak z nazvu vypliva, na dvé casti. Potieba je vzdy dvou metod,
kde jedna metoda je implicitni a druhd explicitni. Nejdiive se pomoci explicitni metody
(prediktoru) ziska priblizny odhad nového feSeni. Nasledné je toto feSeni piedano jako
vstupni feSeni pro implicitni metodu (korektor). Druhym ¢lenem (korektorem) se piedchozi

feSeni vyrazné zptesni. Postup lze popsat nasledujicim zpiisobem.

Prediktor:

Yo = Y2 +3h(f, + f,0), (1.28)
fP = £ (X1, Vi) (1.29)
Korektor:

Vi = Yo + 50(Fs + o). (1.30)

Odhad teSeni y::l je vypocéten prediktorem (1.28). Nasledné je v bodé y::l
vztahem (1.29) vypoc¢tena hodnota derivace.

Zpiesnéni vypoctu je provedeno vztahem (1.30). Vypocty (1.29), (1.30) se opakuji
nékolikrat. Pomér fadt korektoru a prediktoru je vhodné zvolit tak, aby fad korektoru byl
0 jedna vétsi nez fad prediktoru (Vicher, 2003; Vitasek, 1987).
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2 POPIS LABORATORNIHO MODELU

Laboratorni model je sestaven z hlinikovych profilt, ktery je zobrazen na obr. 2.1.
Model je vysoky asi 0,63 m, dlouhy 0,9 m a hluboky 0,12 m. Vaha laboratorniho modelu je
asi 10 kg.

Obr. 2.1 — Laboratorni model
Pohon laboratorniho modelu tvoifi stejnosmérny motor. Motor ma typové oznaeni

C2162-60006. Parametry motoru jsou uvedeny v tab. 2.1. Tento motor je idedlni pro modely,
kde dochazi k dalkovému ovladani mechanismu. Veliké vyuziti ma v oblasti robotiky
(CaltechME72 Engineering Design Laboratory, 2001).

Motor transformuje elektrickou energii na mechanickou. Mechanicka energie je
pienesena pomoci femene. Remen je z CNC stroje, aby bylo zabranéno moznému napinani

femene. K femenu je ptimo upevnén vozik. K vychyleni voziku je zamezeno dvéma pojezdy.

Obr. 2.2 — DC motor
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Draha voziku x je 0,7 m a je vymezena koncovymi spinaci, aby nedoslo k poskozeni
modelu. Véaha voziku M, je 0,396 kg. Na voziku je pfipevnéno rameno, které je mozné

vychylit v rozsahu 0 az 360°. Hmotnost ramene m je 0,04 kg a délka ramene | je 0,525 m.

Tab. 2.1 — Parametry motoru C216260006

Veli¢ina Hodnota | Jednotky
Jmenovité napéti 19 V
Maximalni napéti 24 V

Proud 0,15 A
Tocivy moment 1,827 kg-cm
Max. otacky bez zatéze 4500 ot-min’!
Max. vykon 34,2 Jst

Uhel nato¢eni kyvadla je sniman magnetickym rotaénim enkodérem, ktery je souc¢asti
oto¢né osy ramene. Typové oznaceni snimace je AS5040. AS5040 je schopen snimat uhel

pomoci natoceni magnetického pole a zménu intenzity pole.

Tab. 2.2 — Parametry enkodéru AS5040

Obr. 2.3 — Magneticky rota¢ni enkodér AS5040

Parametry magnetického enkodéru jsou uvedeny v tab. 2.2.

Veli¢ina Hodnota Jednotky
Rozsah natoceni 360 ©
Max. rychlost otaceni 10000 ot-min!
Programovatelna ptresnost 10,9, 8,7 bith
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Enkodér bezkontaktné snima uhel v rozsahu 0 az 360°. Jednou z moznosti AS5040 je,
ze poskytuje informaci o natoceni mg. pole formou PWM vystupu. Frekvence vystupu PWM
je asi 1 kHz. PWM vystup je mozné piipojit na integrator (Low-Pass filtr), kterym lze ziskat
analogové hodnoty thlu natoceni. Enkodér AS5040 snimé stejnym zptisobem ota¢ky motoru
(Maly, 2005).

Z enkodéru je vyuzit analogovy vystup, ktery poskytuje napéti o urCité¢ velikosti.
Analogovy vystup je pfiveden na métici kartu LabJack U3. Méfici karta predstavuje zatizeni
pro sbér dat. Karta disponuje 16 vystupy a vstupy, které je mozné nastavit jako analogovy
vstup (12-bitovymi) nebo digitalni vstupy/ vystupy. Karta také nabizi maximalné¢ dva
analogové vystupy (8-bitov€) a Ctyfi vyhrazené digitdlni vstupy/ vystupy. Pro méteni byly
vyuzity analogové vstupy (AINO — AIN3).

Napéti, které poskytuje AS5040, je v rozsahu 0 az 5V. Na méfici kartu lze ptivést
napéti vrozsahu 0—3,6 V, proto byl pfidan, mezi méfici kartu a enkodér, deli¢ napéti.
Maximalni rychlost vzorkovani je 2,5-50 kHz, ktera zavisi na rozliSeni. Karta je napdjena pies
USB rozhrani. Pfes USB rozhrani probihd komunikace s osobnim pocitatem, ve kterém lze
zaznamenat data v Matlabu. K nastaveni méfici karty lze od vyrobce ziskat software
LJControlPanel. Zaznam dat v Matlabu, byl proveden pomoci skript. Uzivatelska ptirucka je
piistupna v literatuie této prace (LabJack Corporation, © 2015; HW, © 2015).

M¢feni je schematicky zobrazeno na obr. 2.5.

Obr. 2.4 — Me¢tici karta LabJack U3 (LabJack Corporation, © 2015)
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m.! AS5040- rameno ::>
tthel

LabJack U3 Matlab

M, AS5040- motor ::>
poloha

Obr. 2.5 — Schéma méieni

3 PRAKTICKA CAST

3.1 VYTVORENI MATEMATICKEHO MODELU

Pro vytvofeni modelu inverzniho kyvadla v Simulinku je nejprve potieba tento model
popsat soustavou diferencidlnich rovnic. Tyto rovnice popisuji chovani systému, které
prezentuji inverzni kyvadlo. Modelovani celého systému je velmi obtizné, proto byl model
rozloZen na dv¢ ¢asti. Pfi odvozeni jednotlivych ¢asti, které jsou soucasti inverzniho kyvadla,

lze vyjit z nasledujiciho obr. 3.1.

Fr
—
-

Obr. 3.1 — Inverzni kyvadlo

Obr. 3.1 znazornuje inverzni kyvadlo jako celek. Ve sméru osy X ptsobi pohybova

sila F,. Proti sile F, plsobi sila F, kterd reprezentuje tfeni voziku, a také sila F,. Sila F,

vznika reakci ramene na pohyb voziku.

Hmotnost voziku je oznaena jako M, , rameno ma hmotnost M a délkou |. Na

obr. 3.1 je dale znazornéni sila F, ktera je tihovou silou a plisobi ve sméru osy y .
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Na vozik pisobi sily F,, F, a F, které mizeme poskladat a jsou rovny hmotnosti

2

d°x
voziku M, vynasobenym zrychlenim Pk

d?x
Fp—FX—thMVW, (3.1)

2
X .
kde el je zrychleni voziku ve sméru osy X.
Vztah (3.1) je vychozi pro odvozeni chovani voziku. Do toho vztahu mizeme dosadit

za silu F;, nasledujici vztah:

dx
F. =M, of sgn [—j (3.2)
dt
kde g jetihové zrychlenia f je konstanta vyjadfujici tfeni.
- dx .
V rovnici (3.2) je obsazen Sgn(aj. Tento ¢len definuje znaménko sily F,.

Znaménko sily F, zavisi na sméru pohybu voziku a musi byt vzdy opa¢ného sméru nez

sila Fp )

Dosazenim vztahu (3.2) do vztahu (3.1) ziskame vztah:

dx d?x
Fp_FX_Mng Sgn(EJ:MVF. (33)

V této rovnici nyni figuruje jedna neznama sila. Velikost a smér sily F, vychazi ze

WV e

sméru pohybu voziku v 0se x a velikosti zrychleni tézisté T Vv této ose.

Silu F, .Ize vyjadfit nasledujicim zpisobem:

2
d%re

F,.=m
dt?

X

(3.4)

2
XTE
dt?

- . d : :
V rovnici (3.4) je obsazen ¢len , ktery je v podstaté uhlové zrychleni tézisté T

dx7e

ramene. Derivaci polohy tézist€ T, v 0se X, lze ziskat jeho rychlost . Derivaci rychlosti

dxre - . . . d?x
—IE je mozn¢ zrychleni ziskat ——TE .

dt dt
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K vyjadieni vSech sil pisobici na systém je nutné vyjadrit i silu F, kterd pisobi ve
sméru osy Y . Tuto silu lze vyjadiit obdobnym zptisobem jako silu F,. Sila F, je tihova.

Vsile F, je také hmotnost ramene m a tihové zrychleni g. Silu F, plsobici v ose y

je mozno vyjadrit jako

d?y
Fyzmg+mT2TE. (3.5)

Vovoew

K vyjadfeni zrychleni tézisté T ramene, je potieba ur€it soufadnice t&€zisté T. Urcit

WVt v

inverzniho kyvadla.

Vvt

Rameno ma tézisté T, které je vzdaleno délkou A od osy otaceni. Délka A je rovna

poloviné délky ramene |. Poloha tézist¢ T je definovana v kartézském soufadnicovém
systému. Pocatek kartézského systému se nachazi v ose otaceni ramene. V 0se y je poloha

Vv v

t87i8t& T uréend jako Acosg a Vv ose x jako Asing. Uhel ¢ znazoriiuje vychyleni od svisle
osy v, které je mozné v rozsahu 360°

WV oev

Z obr. 3.2 Ize ziskat soufadnice t&zi§té T . Soufadnice v ose x oznacena Xz a

soufadnice v ose y je oznafena Y.

Obr. 3.2 — Rameno inverzniho kyvadla
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Souradnice tézisté T v 0Se x a y jsou:
Xrg = X+ Asin(p) , (3.6)

Yre = ACOS(9) . (3.7)

Abychom uréily silu F,, kterd je charakterizovana vztahem (3.4). Musi byt znamé

2
zrychleni tézist¢ T vose x, tedy dd% Toto zrychleni lze ziskat druhou derivaci
vztahu (3.6). Prvni derivace vztahu (3.6) je nasledujici

dx;g  d(x) d(Asing) dx de
= + =—+ Acosp| — |. 3.8
dt  dt | dt Pt (38)

Druhou  derivaci  vztahu (3.6) lze  ziskat derivaci  vztahu (3.8):

A% d?x . [d(pT d%p
—E5=———Asingp| — | + Acosp——=. 3.9
dt?  dt? P at Y a2 (39
Vztahem (3.9) je ziskano zrychleni v 0Se x a toto zrychleni lze nyni dosadit do vztahu
(3.4):
> dgojz d%p
F,=m|——-Asihnp| — | + Acospo—= |. 3.10
X {dt2 (p( dt Y (3.10)

2
V rovnici (3.10) figuruje ahlova rychlost (:j—(: a thlové zrychleni (;TZ) :

Také mizeme ur€it zrychleni v ose y, které bude potieba pro silu F,. Tato sila je
potieba pro dalsi rovnici ze soustavy rovnic, ktera bude odvozena nize.

Vypocet sily Fy je rozepsan vztahem (3.5). K vypoctu toho vztahu je potieba Y .

Soufadnice Yrg je dana vztahem (3.7). Nyni lze uréit prvni a druhou derivaci

podobnym zptsobem jako pro osu x, tedy

dyre _ d(ACOSQ) _ 4 i, 92 (3.11)
dt dt dt

d2yTE

e V 0Se Yy, je potieba derivovat vztah (3.11):

Pro zrychleni
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dzyTE do i d’p

——==—-Acosp| — | —Asingp—-. 3.12
dt? Pt Ve (3.12)
Pokud vztah (3.12) dosadime do vztahu (3.5), ziskame silu F, plsobici ve vertikalnim

smeru.
do 2 . d%p
F,=mg+m|-Acosp| — | —Asinp—= |. 3.13
y =mg { qo( dtj P42 (3.13)

Vztahem (3.10) je déana sila F,, plsobici v horizontdlnim sméru. Ve vertikdlnim
sméru sila F, ktera je ddna vztahem (3.13).

Dosazenim vztahu (3.10), ktery vyjadiuje silu F,, do rovnice (3.3) ziskame prvni

rovnici pottebnou pro matematicky model inverzniho kyvadla.

> dwjz d%p (dxj d?x
F —m| ——Asinp| — | + Acosop—~ |-mgfsgn| — |[=M, —-. 3.14
P {dt2 (p( dt Y2 9t s9n| Gt Y dt? (3:14)
Tuto rovnici (3.14) Ize upravit do nasledujiciho tvaru
d2x _ (doY d%p (dxj d2x
F.—m—+mAsingp| — | —mAcosp———mgf sgn| — =M, —. 3.15
P q’( dt] P gz M9 g )T M e (3.15)

PR TR

_ (deY d%p d2x dx
F, +mAsin (P(Ej — mACOS(pF =(M, + m)F +mgf sgn (E) (3.16)

Nyni médme odvozenou prvni rovnici, ktera popisuje chovani voziku. Toto chovani je
ovlivnéno proménnymi, které jsou obsazeny v rovnici (3.16). V pribéhu odvozeni byly
odvozeny také vztahy (3.10) a (3.13), které bude potieba pro nasledujici druhou rovnici. Tato
rovnice bude popisovat pohyb samotného ramene.

Pro vétsi prehled budou nize uvedeny oba potiebné vztahy (3.17), (3.18).

> dgojz d%p
F =m| — —Asing| —2 | + Acosp—r |, 3.17
X Ltz ( % o
de ? _ d%
F,=mg+m|—Acosp| — | —Asinp— |. 3.18
y =mg { qo( dtj P42 (3.18)
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Pti odvozeni nasledujici rovnice popisujici pohyb ramene lze vyjit z uvedenych

vztahi (3.19), (3.20).

d2(p
M=1—, 3.19
2 2 (3.19)
M =Fxr, (3.20)

kde M je moment silya | je moment setrvacnosti.

Rovnice (3.19) piedstavuje pohybovou rovnici pro otacivy pohyb tuhého télesa kolem
pevné osy. Rovnice vychéazi z druhé impulzové véty a je dana jako soucet momentu vsech sil
> M plisobicich na rameno. Soucet momentu vSech sil > M je roven soufinu momentu

1 e VT ,d?
setrvacnosti | télesa vzhledem k ose otaceni a thlovym zrychlenim ?Z) ramene.

Nasledujici rovnice (3.20) popisuje moment sily vzhledem k ose otaceni. Moment sily
M Ize ziskat vyndsobenim velikosti sily F s ramenem sily r,coz je kolma vzdalenost mezi
vektorovou ptimkou sily a osou otaceni. Sila F je pusobici sila a r je polohovy vektor, ktery
zaCind v bodé, ke kterému je tento moment sily M uren. Vektor r sméruje do ptlisobisté
sily F.

Soucet momentu vsech sil je mozné rozlozit jako:

2.M =F Asinp-FAcosp, (3.21)

Vztah (3.21) popisuje rozlozeni vSech momentu sily, které pisobi na rameno kyvadla.

Do rovnice (3.19) Ize dosadit vztah (3.21) a ziskat rovnici:

2

. d
F, Asing— F, Acos = ?‘f, (3.22)

do které¢ je mozné dosadit diive odvozené vztahy (3.17), (3.18). Ziskana rovnice ma

nasledujici tvar:

do )’ d?
mg +m —Acos(p(d—(tpj —Asingowg) Asingp —
(3.23)

d?x . ( dgojz d%p d%p
m| —-—Asinp| — | + Acosp—— | Acosp =1 —,
{ {dt2 7t e 7= e

kde g je tihové zrychleni.
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Rovnici (3.23) lze jesté v n¢kolika nasledujicich krocich upravit:

d’p d®x
—— —mACOSp—+
dt? "2

2
mgAsin ¢ —mA?sin (/)COS(D(%—?) —mAZsin® ¢

, 2 2 (3.24)
; de 2 2 d% d“p
mA?sinpcosp| — | —mA?cos? p—= = | —~.
v (p( dt ) a T e
Cleny obsazené v rovnici (3.24) je mozno ode&ist:
2 2 2 2
mgAsin ¢ —mA?sin’ god d mAcosqo%—mA2 cos? (pd o_ 9% (3.25)

dt? dt?  dt?

Nyni lze vyuzit nasledujiciho goniometrického vzorce (3.26) a vztah upravit na
tvar (3.27):

cos? p+sin® g =1, (3.26)
: d? d?x  d?
mgAsmgp—mAZKf—mACOSgod—z: I ?(20 (3.27)

Rovnici (3.27) je mozné upravit, oOsamostatnénim ¢lent obsahujici uhlové

2

zrychleni (:lTZ) a ¢leny mohou byt vyjadieny.
. d2X 2 dZ(D
mgAsmgo—mACOSgod?_(mA +I)W' (3.28)

geometrického tézisté. Z tohoto faktu plyne nasledujici rovnost:
I =0. (3.29)

Dosazenim vztahu (3.29) je mozné upravit rovnici (3.28) do tvaru:
2 2
mgAsingo—mAcosqo% _mazd? (3.30)

Nyni mame rovnici (3.16) a (3.30), které jsou matematickym modelem. Rovnice tvoii

soustavu diferencidlnich rovnic 2. fadu. Tato soustava je zapsana nize:

do 2 ’p d?x dx
Fp+mAsin(p(—j —mAcos p—= (M, +m)—+ mgf sgn(—j,
dt dt dt (3.31)

. d?x
mgAsin ¢ — mACOS(DF =mA°—-.
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V soustavé rovnic se vyskytuji dvé proménné, které jsou zavislé na cCase. Tyto

proménné je vhodné vyjadrit:

F, + mAsin (wjz—mAcos dz—gD—M of sgn(dxj
P P\ at Tz dt

d’x
dt? M, +m ’
(3.32)
. d?x
dzgp _ mgAsin g — mACOSgoF
dt? mA?

3.2 SESTAVENI MATEMATICKEHO MODELU V SIMULINKU

V ptedchozi Casti prace byl odvozen matematicky model inverzniho kyvadla, ktery je
vyjadien soustavou rovnic (3.32). Soustava je tvoiena dvéma diferencialnimi rovnicemi
druhého tadu. Prvni rovnice popisuje chovani voziku a druha rovnice popisuje chovani
ramene. Na zikladé¢ matematického modelu byl v prostfedi programu SIMULINK sestaven
model.

SIMULINK je nastroj vhodny pro modelovani, simulaci dynamickych systémi. Pti
simulaci jsou vyuzivany algoritmy MATLABu, kterymi je numericky feSeno dané simula¢ni
schéma. Simula¢ni schéma je tvofeno bloky. Bloky transformuji signal podle jeho charakteru.
Bloky lze rizné spojovat a tvofit mozné obvody. U slozitého simula¢niho schématu je mozné
tvofit subsytémy. Pti vyuziti subsystému lze zna¢né zpichlednit schéma. Ke zjednodusSeni 1ze
vyuzit také masky (MathWorks, © 2015).

Nejvyssi troven modelu inverzniho kyvadla, ktery byl realizovan v programu

SIMULINK, je zobrazena na obr. 3.3 v piiloze A.

Na vstup modelu je pfivedena sila F,. Vystupy jsou zobrazeny na osciloskopech.

Kazdy z osciloskopil je nazvan podle sledované vystupni proménné. V naSem piipad¢ se
jedna o poloha voziku, rychlost voziku, tthel ramene a thlova rychlost ramene. Model
inverzniho kyvadla je tvofen dvéma subsystémy, které jSou nazvany v souladu s laboratornim
modelem, tj. ,,vozik* a ,rameno*. Schéma je zobrazeno na obr. 3.5 v pfiloze A. V horni ¢asti
obr. 3.5 je subsystém prezentujici vozik a ve spodni Casti je subsystém, ktery prezentuje

rameno. Tyto subsystémy jsou na sob& zavislé, jak vyplyva ze soustavy rovnic (3.32).
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Na dalsim obr. 3.6 v pfiloze A je zobrazen subsystém popisujici vozik, ktery je popsan
rovnici (3.32). Ve schématu byl pfidan blok pamét’, protoze v obvodu vznika tzv. algebraicka
smycka. Algebraicka smycka vznikd, kdyz vystup integratoru je ptiveden zpét na vstup bloku
v tomto fetézci.

Na nasledujicim obr. 3.7 v pfiloze A je zobrazen obsah subsystému ramene. V
nastaveni simulace byl stanoven fixni krok na 0,001. Pocatek simulace je nastaven ptiblizné
na 4 sekundy a simulace je ukonéena ve 43 sekund¢. Metoda ,feSitel”, kterou se pocita
vytvofena soustava rovnic, je ode3.

Nad celym systémem inverzniho kyvadla je vytvofena maska, ktera je zobrazena na
obr. 3.8 v piiloze A. V masce je mozné zadat realné hodnoty laboratorniho modelu, jako je
hmotnost voziku M,,, hmotnost ramene m, délka ramene |, pocate¢ni thel v radianech,
gravita¢ni konstanta g a koeficient tfeni f . Timto byla kompletné vytvoiena v SIMULINKu
soustava diferencialnich rovnic, ktera je popsana vztahem (3.32) a zobrazena na obr. 3.3
Vv ptiloze A.

Pocateéni thel je zadavan v obloukové mifte, tj. v rad. Rozsah vychyleni ramene je 0O
az 2 rrad. Uhel 0 radiani popf. 27 radiant odpovida nestabilni poloze ramene (kolmo
vzhiiru). Stabilni poloha (svisld) ramene odpovida hodnoté¢ 7 radiani. Hodnota 7 se rovna
asi 3,14 radianti a hodnota 27 se rovna asi 6,28 radianti. Rozmisténi thlu, pohybu ramene, je

zobrazeno na obr. 3.9.

=1E
ol

T

Obr. 3.9 — Rozmisténi uhl v jednotkové kruznici
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3.3 IDENTIFIKACE MATEMATICKEHO MODELU

Nezbytnym krokem k identifikaci a ovefeni je potifeba ziskat data z ,.chovani®
laboratorniho modelu. Z laboratorniho modelu byla naméfena data, kterd pouze popisuji
pribéh pohybu ramene. Data byla piepocitana z hodnot napéti na velikost, ktera odpovida
uhlu ramene v radianech.

Na obr. 3.10 je zobrazen pribéh vychyleni ramene laboratorniho modelu. Pocate¢ni

uhel odpovida asi 0,1 radiant, ktery je ptiblizné zobrazen na obr. 3.9. Simulace byla spusténa

asi ve 4 sekundach a byla zastavena ve 43 sekundich. Nasledné jsou pohyby ramen
Z laboratorniho modelu a matematického modelu zobrazeny osciloskopem. Vstupni signal
matematického modelu byl zvolen jednotkovy skok v ¢ase jedné sekundy z logické urovné 1
na logickou urovenn 0. Na laboratornim modelu tento vstupni signal predstavuje spusténi
ramene z urcitého thlu, v naSem piipad¢ asi 0,1 radiant.

Aby byl totozny smér padu ramene matematického modelu s laboratornim modelem,
tak musel byt pocatecni tthel v matematickém modelu zadan se zdpornym znaménkem.

Pomoci dat zméfenych z laboratorniho modelu Ize experimentalni identifikaci urcit
neznamy parametr f matematického modelu. Parametr f je koeficient tfeni. Pro tuto
identifikaci bylo schéma na obr. 3.3 v pfiloze A modifikovano na schéma, které je zobrazeno

na obr. 3.4 v piiloze A. Kdy byl pfidan blok, ktery umozni nacteni dat z realného modelu.

Data jsou zaznamenana v souboru realny_model data.mat a je méfeno pouze rameno.

O T T T T T T I I
Laboratorni model

|
o]
T

@, rad
1

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
L s

Obr. 3.10 — Prubeh vychyleni ramene laboratorniho modelu
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Na obr. 3.11 je zobrazen prubéh ramene matematického modelu (Cervené) a
laboratorniho modelu (modrte). Koeficient tieni f laboratorniho modelu byl zaddn nahodné,

tj. 0,05.

LT | WY L
Ak h Matematicky model | |

Laboratorni model

@, rad
A

T | | | | | | | |

0 5 10 15 20 fs 25 30 35 40 45

Obr. 3.11 — Priibéhy ramen modeld

Nyni je mozné ménit parametr f . Pfi zméné tfeni f se vSak prubéh ramene
matematického modelu skoro nezméni. Bylo rozhodnuto, ze ze stavajicim matematickym
modelem nelze provést identifikaci neznamého parametru f . Protoze matematicky model se
neshoduje z laboratornim modelem. Problém spoc¢iva v konstrukci laboratorniho modelu.

Vozik modelu je pohanén, pfes femen, motorem. Motor ma silné magnetické pole.
Navic z poméri hmotnosti voziku M, a hmotnosti ramene m vyplyva, ze vozik neni
ramenem vyznamn¢é ovlivnén. Na vozik také piisobi ,,torzni* sila, kterd z vozikem pohybuje
ve sméru osy Y . Polohu voziku neni mozné odméftit, protoze na dréze 0,7 metrii neni mozné

namérit dostate¢né mnozstvi vzorka.

3.4 VERIFIKACE MATEMATICKEHO MODELU

Verifikace, jinymi slovy ovéfeni, spo¢iva V porovnani matematického modelu
S laboratornim modelem. Pro ovéfeni modeld bylo pouzité schéma, které je zobrazeno na obr.

3.4 v ptiloze A. ProtoZe nebyl uréen neznamy parametr predstavujici koeficient tieni f , tak

neni moZné matematické model porovnat s laboratornim modelem.
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V piiloze A jsou zobrazeny obr. 3.12 — obr 3.14. Obrazky zobrazuji pouze zaznamy

z matematického modelu.
Pocatek simulace je asi v Case 4 sekundy a simulace je ukoncena v Case 43 sekund.

Koeficient tfteni f je do této simulace dosazen nahodné. Na obr. 3.12 je zobrazena poloha x
) . dx , . , . do
voziku. Na obr 3.13 je rychlost & voziku a na obr. 3.14 je zobrazena thlova rychlost —

ramene. Pro upiesnéni je uhel ¢ ramene matematického modelu zobrazen cervenou kiivkou

na obr. 3.11.
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ZAVER

Cilem této bakalaiské prace bylo vytvofit matematicky model laboratorniho modelu
inverzniho kyvadla. Matematicky model byl vytvofen a zdkladé matematicko-fyzikalni
analyzy. Soucasti této prace je také identifikace parametri modelu a verifikace.

Prvnim krokem ke spInéni tohoto cile bylo pochopit princip inverzniho kyvadla a
predstavit si mozné interakce mezi jednotlivymi castmi systému. Pfi  odvozovani
matematického modelu byly zohlednény sily, které na cely systém pisobi. Z téchto sil byl
pomoci druhého Newtonova zakona postupné odvozen vztah popisujici vozik. Pohyb voziku
na zaklad¢ druhého Newtonova zédkona. Pomoci druhé impulzové véty byl vyjadien celkovy
pohyb ramene, tedy bilance vSech sil pusobicich na rameno, ktery je popsan druhou
diferenciadlni rovnici.

Odvozenim vznikla soustava rovnic obsahujici dvé nelinearni diferencialni rovnice
druhého tadu, které se navzajem ovliviiuji. Soustava byla nasledné vytvoiena v SIMULINKu
aby bylo ovéfené spravné chovani matematického modelu.

V soustavé rovnic se objevily nedostatky, které byly nasledné odstranény.
Matematicky model se shodoval s teoretickymi ptfedpoklady. Nasledujicim krokem byla
identifikace vSech parametri modelu. Na katedie fizeni procesu fakulty elektrotechnické byl
vyroben laboratorni model za ucelem ovéfeni redlného chovani matematického modelu.

V matematickém modelu vystupuje asi pét parametrt, které¢ je mozné ménit v masce
modelu. Do matematického modelu byly dosazeny realné parametry laboratorniho modelu,

které jsou jasn¢ stanoveny konstrukci. Mezi tyto parametry patifi hmotnost voziku M, a

hmotnost ramene m, které jsou dosazeny v gramech. Dal§im parametrem laboratorniho
modelu je délka ramene | v metrech. Neznamym parametrem, ktery byl potieba identifikovat
je koeficient tteni f . Tento parametr bylo mozné urcit z experimentalniho méteni, kdy bylo
Spusténo rameno z nestabilni polohy, a byl zaznamenan pohyb ramene.

Néslednym zjisténim bylo, Ze koeficient tfeni f pfi souasném matematickém
modelu neni mozné urcit. Protoze matematicky model se s laboratornim modelem neshoduije.

Logicky lze usuzovat, Ze pii pohybu ramene bude ovlivnéna poloha voziku. Pfedchozi
véta plati v matematickém modelu. V laboratornim modelu toto neplati.

V laboratornim modelu k tomuto podstatnému jevu nedo$lo. Proti malé hmotnosti

ramene m pusobi hmotnost voziku M, , ktera je asi 10krat vétsi. Motor je spojen s vozikem

pomoci femene. V motoru se nachézi silné magnetické pole, které brani pohybu voziku v ose
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X. V laboratornim modelu je problém s méfenim polohy voziku. Na draze laboratorniho
modelu, ktera je dlouha 0,7 m neni mozné zaznamenat jeho pohyb, protoze v rozsahu drahy
neni mozné zaznamenat dostatek vzork.

Pti snizeni vstupniho napéti motoru jsou zaznamenana data podobna spise Sumu. Proto
nebylo mozné zaznamenat zménu polohy voziku. V praci je zobrazena poloha x pouze
matematického modelu.

Soucasti prace je také verifikace modelu. Ovéteni totozného chovani modeli nema
vyznam se stavajicim matematickym modelem provadeét.

Matematicky model byl prozkoumdn a mozZné feSeni je nasledujici. V matematickém
modelu je vozik ovlivnén ramenem. V laboratornim modelu k tomuto jevu nedochazi. Tento
jev je potieba zapracovat do matematického modelu. Mozné je vytadit silu tfeci a tim docilit
zastaveni voziku silou, kterd bude charakterizovana odporem motoru. Byly vyzkousené 1 jiné
varianty, jak ramenem neovliviiovat vozik. Napf. podminkou mezi integratory popisujici

chovani voziku, kterd bude nasledujici.

Pii plisobeni sily F, kterd bude nepatrn¢ vétsi nez skokova zména na vstupu (tj. 1,1)
se vozik ,,0dbrzdi*. Pokud je sila F, rovna skokové zméné (tj. 1,0), tak je vozik zabrzdén.

Tento navrh je zobrazen na obr. 3.15, kde je zobrazen upraveny vozik matematického modelu.
Upravou bylo docileno zastaveni voziku a chovani ramene je odpovidajici laboratornimu
modelu. Tento upraveny model nebyl srovnan s laboratornim modelem, jde pouze o mozny
navrh.

Préaci nebylo mozné dokoncit z ¢asovych divodii. Nedostatky matematického modelu
byla snaha odstranit. Identifikace a ovéfeni navrhované upravy matematického modelu budou
predmétem dalsi prace.

Na pfilozenim CD je obsazen matematicky model. Soucasti CD jsou i data z méteni,

schéma pro ovéteni modelll a navrh upravy matematického modelu.
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Priloha A

Priloha k bakalarské praci
Vytvoreni a verifikace matematického modelu inverzniho kyvadla

David Mucha

SCHEMA V SIMULINKU



Zde jsou uvedenda schémata ze SIMULINKu, ktera tvofi inverzni kyvadlo. Chovani
inverzniho kyvadla je popsano soustavou diferencidlnich rovnic (3.32). Obrazky patii ke

kapitole ¢. 3.

X P ]
dx/ct > ] Poloha voziku
——|_—’ i fi P ] Rychlog voziku
Fp afirt L— 1| Uhel
Imverzni kyvadio Uhlova rychlost

Obr. 3.3 — Schéma inverzniho kyvadla v Simulinku
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Obr. 3.4 — Schéma modelu pro experimentalni nastaveni parametrti
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Obr. 3.5 — Subsystém ,,Inverzni kyvadlo*
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Obr. 3.6 — Schéma subsystému ,,vozik*
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Obr. 3.7 — Schéma subsystému ,,rameno*
Function Block Parameters: Inverzni kyvadlo
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Obr. 3.8 — Maska subsystému ,,Inverzni kyvadlo*
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Obr. 3.14 — Uhlova rychlost ramene
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