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Abstract: In actuarial science ruin theory uses mathematical models to describe
an insurer’s vulnerability to ruin. Theoretical foundation of ruin theory describes
an insurance company who experiences two opposing cash flows: incoming cash premiums
and outgoing claims. The insurer’s surplus at any future time is a random variable since its
value depends on premiums and claims. The insurer want to keep the probability of ruin
as small as possible, or at least below a predetermined bound. Lundberg’s inequality
provides an upper bound for the probability of ruin in infinite time and is one of the most
famous results in ruin theory. One of the options for an insurer who wishes to reduce the
probability of ruin is to effect reinsurance. We shall consider two kinds of reinsurance
arrangement: proportional and excess of loss reinsurance. We could consider a reinsurance
arrangement (from an insurer point of view) to be optimal if it minimizes the probability
of ruin. The goal of this paper is to illustrate how changes in the premium loading factor
(used by insurer and reinsurer) affect the probability of ruin in both kind of reinsurance.
We find also the optimal type of reinsurance under certain conditions.
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Uvod

Teorie ruinovani se zabyva modely kolektivniho rizika v delSim obdobi a slouzi
na posouzeni nahodnych vykyvl hodnoty ptfebytku pojistovny v ¢asovém intervalu nékolik
let. Ruinovanim pojistovny budeme rozumeét skuteCnost, ze v urCitém case piebytek
pojistovny U poprvé klesne do zapornych hodnot. [5]

Zajisténi je opétovné pojiSténi Casti rizika. Pfimy pojistitel (anebo prvopojistitel)
podstupuje ¢ast svého rizika do zajistovny. Tu ¢ast rizika, kterou si ponechdva, se nazyva
vlastni vrub. Pojistitel za pfesun €asti rizika plati zajistné. ZajiSténim se pojistitel zbavuje
casti rizika, které je vysS$i nez mulZze pojistit nebo ponechat na vlastni vrub. Zajisténim
pojistitel dosahuje vétsi homogenitu pojistného kmene.

Z hlediska zplisobu déleni pojistného plnéni mezi pojistitele a zajisStovnu délime
zajisténi na proporciondlni a neproporcionalni.

Cilem pfispévku je prozkoumat, jaky vliv maji vybrané formy zajisténi a jejich rozsah
na pravdépodobnost ruinovani.
1 Formulace problematiky

Necht' ndhodnd proménna X piedstavuje hodnotu individudlniho pojistného plnéni.
Predpokladejme, Ze existuji jeji momenty m, = E(X) a m, = E(X"), které jsou kone¢né.
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Pii proporciondlnim zajiSténi se pojistné plnéni déli mezi pojistitele a zajiStovnu
v pfedem sjednaném poméru «, zvaného podil na vlastni vrub piimého pojistitele
(ang. quota share). Pojistitel plati fixni podil ¢ z kazdého pojistného plnéni, bez ohledu
na jeji vySku. Pak ta ¢ast, kterou hradi pojistitel, ma hodnotu

Y=aX. (D

......

Z=(-a)X. )

Neproporcionalni zajisténi Skodniho nadmérku (ang. excess of loss) je zaloZzené
na dohod€ mezi pojistitelem a zajiStovnou, podle niz zajiStovna vyplati pojistiteli plnéni
presahujici pfedem sjednanou sumu. Tato suma se nazyva maximalni uroveit M na vlastni
vrub pojistitele anebo priorita. Pravdépodobnost, ze vyska plnéni je vysSi, nez priorita je
obecné mala.

Prabéh nékterych Ciselnych charakteristik v zavislosti od priority miizeme najit v [3].

Pti neproporcionalnim zajisténi pojistitel hradi pojistnd plnéni v celé vysi, kdyZ hodnota
plnéni neptesahne vlastni vrub M. Pti pojistném plnéni vEétsi nez M, pojistitel hradi sumu M
a zbytek zaplati zajiStovna.

Potom pro plnéni pojistitele plati: ¥ = min{X;M}, 3)
a pro plnéni zajistovny: Z = max{0; X-M}. (4)
Obecné plati X =Y + Z.
2 Metody
Ptebytek (surplus) pojistitele U(¢) v Case ¢ 1ze vyjadfit ve tvaru
Ut)y=U,+c-t-S(@1), (%)
kde

U, je pocatecni hodnota rezervniho fondu nebo pocate¢ni kapital pojistitele,

¢ je konstantni mira intenzity pfijmu pojistného. Pfedpokladdme spojity piijem pojistného
v Case,

S(¢) je vyska celkoveho pojistného plnéni v Case ¢.

Ptebytek pojistitele je nahodna proménna, jejiz hodnota zavisi od vySky plnéni. V praci
pfedpoklddame, Ze proces celkovych pojistnych plnéni za jednotku casu je slozeny
Poissontiv proces s parametrem A.

Pravdépodobnost ruinovani W(U) v nekone¢ném casovém horizontu definujeme jako
¥(U) = P[U(t) < 0] pro n&jaké 0 <7<+

vvvvvv

[6], umoziujici shora omezit pravdépodobnost ruinovani pojistovny v nekoneéném
¢asovém horizontu.

Podle této nerovnosti pro kazdou hodnotu U pocate¢niho rezervniho fondu pojistovny
plati
YU)<e ™. (6)
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Pfitom R je parametr, zndmy jako koeficient upravy, resp. koeficient korekce
(ang. adjustment coefficient [2]). Jeho hodnota zavisi na rozdéleni individualnich pojistnych
plnéni a na intenzité pfijimani pojistného. R miizeme povazovat za miru rizika.

V pojistovnictvi se prava strana Lundbergovy nerovnosti pouziva jako aproximace
pii stanoveni pravdépodobnosti ruinovani pojistovny, kterd se snizuje s rostouci hodnotou
koeficientu upravy R.

Proto v naSem pfispévku budeme maximalizovat koeficient Upravy R, protoze tim
minimalizujeme Lundbergovu horni mez pro pravdépodobnost ruinovani.

Koeficient Gpravy pro sloZzeny Poissoniiv proces definujeme jako jediny kladny koten
rovnice

A+c-R=A-M,(R), (7)
kde M , (R)je momentova vytvarejici funkce v bodé R.

Rovnice (7) je implicitni rovnici pro vyjadieni koeficientu R. Pro nékteré typy rozdéleni
F(x) individuélnich pojistnych plnéni lze najit explicitni vyjadieni, pro nékteré (vEétSinu) jen
numerické (ptiblizné) feseni.

V ptipad¢, kdy individuélni pojistna plnéni maji exponencidlni rozdéleni s parametrem 9,
koeficient pravy R ma jednoduché vyjadieni R = %

+
ze kterého vyplyva, Ze hodnota R zavisi jenom na rizikové pfirdzce € pojistitele
a na parametru o exponencialniho rozdéleni.

Kdyz individuélni pojistné plnéni ma exponencialni rozdéleni Exp(0), je mozné odvodit

1 jednoduchy a uzZite¢ny vztah pro pravdépodobnost ruinovani W(U) ve tvaru
1 _%0

. o’ 8
e . (8)

\P(U)=1+z9

Odvozeni tohoto vztahu je mozné najit v [4].

3 Rozbor problému

Zajisténi je jednou z moznosti, jak mlze pojistovna minimalizovat pravdépodobnost
ruinovani maximalizaci koeficientu upravy R.

Ptedpokladame, Ze sniZeni variability pojistnych plnéni zvysi jistotu pojistitele, a tim se
snizi 1 pravdépodobnost ruinovani. Z tohoto pohledu se bude =zajisStovaci smlouva,
resp. rozsah zajiSténi povazovat za optimdlni jestli bude vést k minimalizaci
pravdépodobnosti ruinovani W(U). ProtoZe je obecné t&zké najit jeji presné feSeni, pokud
zname vztah mezi W(U) a R, budeme maximalizovat hodnotu R.

Budeme uvazovat dva druhy zajisténi:
e Proporcionalni zajisténi (proportional reinsurance),

e 7ajisténi Skodniho nadmérku (excess of loss reinsurance).

3.1 Maximalizace koeficientu tipravy R pri proporcionilnim zajisténi

Ptredpokladejme, Ze pojiStovna uzaviela proporciondlni zajiSténi pojistnych plnéni
s podilem & na vlastni vrub.
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Dale piedpokladejme piijem pojistn¢ho ¢, za jednotku Casu (napi. rok) pfed zajiSténim
Vv tvaru

c,=(1+0)-4-my, 9)
coz predstavuje pramérné celkové pojistné plnéni za jednotku Casu pro slozeny Poissoniiv
proces s parametrem A a s rizikovou piirazkou 6.

Budeme ptedpokladat, ze zajistné se pocita podle vztahu

c. =(1+8)-0-a)-4-m,, (10)
kde & je rizikova ptirazka zajiStovatele.

Protoze zajiStovna plati podil 1-a zkazdého pojistného plnéni, vyraz
E(Z)=(1-a)-A-m,, ptedstavuje oCekavané plnéni zajistovny za jednotku Casu. Z toho
pro Cisty piijem pojistného piimého pojistitele po zajiSténi za jednotku casu dostdvame
vztah

¢ =1+ -1+&)-1-a)]-A-m,. (11)

Dale budeme ptedpokladat, ze £> 6. V opacném piipadé by bylo mozné pro pojistitele
pfesunout celé riziko na zajiStovnu a vydélat jisty zisk. Napiiklad kdyby 6=0,2 a £=0,1,
tak by pojistitel piijal pojistné ve vysce 1,2-1-m,. Pak by zajistil celé riziko za zajistné
L1-A-m, a ponechal si jisty zisk 0,1- 1 -m,.

Aby byl Cisty prijem pojistného pro pfimého pojistitele po zajisténi kladny, musi platit
nerovnost

1+6)>1+&)-(1-a) resp. a>9:_§. (12)
+
Existuje vSak znacny tlak na pojistitele, nebot’ jeho Cisty ptfijem za jednotku Casu
po zajisténi « - A-m, musi byt vyssi nez celkové ocekavané plnéni za jednotku €asu. Proto
pozadujeme, aby platila nerovnost (1+8)—(1+¢&)-(1-a) > a, aneb po Uprave

a>1-230. (13)
S
Posledni nerovnost stanovuje minimalni hodnotu rizikové pfirazky pojistitele, jelikoz
1—?2% pro 6 <¢. Pokud jsou rizikové ptfirazky stejné, pak o >0 a v tom piipadé
+

muze vlastni vrub « nabyvat jakékoliv hodnotu z intervalu (0, 1). Pokud je vSak 6 < &, pak
pojistitel si musi ponechat Cast rizika.

Ur¢eme koeficient upravy R jako funkci podilu na vlastni vrub ¢, pokud pojistné plnéni
ma exponencialni rozdéleni s distribu¢ni funkci F(x)=1-¢" a pojistovna i zajistovna
pouzivaji stejnou rizikovou pfirdzku tj. 6 =¢&.

Rozdéleni individudlnich plnéni pojistitele po zajisténi je exponencidlni s parametrem

01 . Vyplyva to z toho, Ze kdyz pojistné plnéni pojistitele je ¥ =« - X, pak
a

0,l-y

F(y):P(YSy):P(XSlj:I—e a
o
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Proto rovnice urcujici R ma tvar A+c-R=4A-M,(R)

T e 01 Y
A+(1+6)-2-10-a-R=2-[e" —=.e «dy
o
0
1+(1+6)10-q-R=—
1-10-a - R
R:L,pr00<a£1. (14)
(1+6)-10-a

Vidime, ze R je klesajici funkci vlastniho vrubu a. To znamena, Ze jestli « kles4, roste
hodnota R, a tudiz klesa i1 pravdépodobnost ruinovani pojistovné HU) v nekonecném
casovém horizontu. Obracene, kdyz « roste, klesd hodnota R, a tudiZz roste hodnota
pravdépodobnosti ruinovani H(U) v nekonecném ¢asovém horizontu. To je pfirozené, nebot’
¢im mensi vlastni rub, tim mensi je riziko ruinovani pro pojistitele.

Prakticka ukazka 1. Uvazujme ptipad, kdy rizikova ptirazka pojistitele a zajiStovny se lisi.
Necht' je distribuéni funkce pojistnych plnéni opét F(x)=1-e*", rizikova pfirazka
pojistitele a zajistovny jsou

a) =0,1ac=0,15,
b) =0,1a £=0,30.
a) Cisty piijem pojistitele po zajiténi podle vztahu (11)je ¢ = (115 -2 —0,5)- 4.
Nerovnost (13) nam ftika, Ze %< a <1, tj. pojistitel si musi ponechat alesponn tfetinu

z kazdého plnéni.

Rovnice, ktera definuje R, ma tvar /1+(11,5-a—0,5)-/1-R:#,
1-10-a-R

cozvedek R = 1’5'0[2_0’5 anebo R = 3'?_1 , pro l<0¢§1.
10-I1L5-a¢” -0,5-2) 230-a” -10-a 3

Vidime, ze koeficient tpravy R opét zavisi na hodnoté vlastniho vrubu c.

Obr. 1. ukazuje koeficient upravy R jako funkci podilu @ na vlastni vrub ptimého pojistitele
pro hodnoty « z intervalu 0,4 az 1.
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Obr. 1: Koeficient R jako funkce podilu « na vlastni vrub

Zdroj: vilastni zpracovani
Z grafu vidime, Ze existuje urcité rozpéti hodnot o, «, <@ <1, takové, Ze pokud je podil

a na vlastni vrub z tohoto intervalu, pak koeficient R piekro¢i hodnotu, kterou dosahneme
pro a =1, tedy pro ptipad pojisténi bez zajisténi.

V naSem ptipadé je «,=0,4783.
Najdéme jesté takovou hodnotu a, kterd maximalizuje hodnotu R.

J— . 2 . f—
Derivaci R podle « dostaneme 4R _ =690 1460 d 5 10 .
da (230-a” -10 @)

Maximalni hodnotu R pak dostaneme, kdyz (;ﬂ =0.
a

Kofeny rovnice jsou «, =0,0225 a a, =0,6442. Pak maximalni Uroven ma koeficient

upravy R pro hodnotu, ktera je z intervalu G;l> , 4. a=0,6442.

Tedy pokud je naSim cilem minimalizovat pravdépodobnost ruinovani, pak optimalni
podil na vlastni vrub pojistitele méa hodnotu 0,6442.

Poznamenejme jesté, Ze optimalni feSeni v jednom smyslu nemusi byt optimalnim
v jiném smyslu.

Naptiklad, jestli se pojistitel rozhodne nevyuZit zajisténi (ponecha si vSechno riziko), pak
jeho ocekavany zisk za jednotku ¢asu je 6- A1 -m,. Konkrétné v naSem ptikladu 0,1-1-10= 1.

Jestli se pojistitel rozhodne uskutecnit zajisténi s podilem « = 0,6442 na vlastni vrub,
pak jeho ocekdvany zisk za jednotku CcCasu je 0,4663-1, tj. rozdil piijmu
¢ =[0+0)-1+&)-A-a)]-A-m, = [A+0,)—(1+0,15)-(1-0,6442)]-1-10 = 6,9079- 4
a o¢ekavaného plnéni -4 -m,= 6,442- 1.

b) Cisty piijem pojistitele po zajisténi podle vztahu (11)je ¢" = (13- —-2)- 4.
Nerovnost (13) nam tika, Ze §< a <1, tj. pojistitel si musi ponechat alespon dv¢ tfetiny

z kazdého plnéni.
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A

Rovnice, ktera definuje R, ma tvar A +(13-a¢—-2)-A-R=——"——,
1-10-a-R

cozvedek R = 3.0(2_2 , pro 2 <.
10-(13-a° -2-a) 3

Z Obr. 1. vidime, Ze R je rostouci funkci «, pojistitel by si musel ponechat celé riziko, aby
maximalizoval koeficient Upravy R. V tomto piipadé¢ ndklady na zajisténi prevazeji
nad sniZenim ve variabilit€ pojistného plnéni.

3.2 Maximalizace koeficientu Gpravy R pri zajiSténi Skodniho nadmérku
(excess of loss)

Pti zajisténi Skodniho nadmérku s maximalni Grovni M na vlastni vrub pojistitele se
zajistné pojistovné za jednotku ¢asu rovna

c.=(1+8)-1-E(2), (15)
kde £ je rizikova pfirdzka zajistovatele a Z = max{0,X — M.
Pro pojistné plnéni Y pojistitele plati ¥ = min{ X, M }.
Cisty piijem pojistného ptimého pojistitele za jednotku &asu po zajisténi je

¢ =(1+0)-A-m —(1+&)-A-E2). (16)
Z téchto ptedpokladl ziskame rovnici definujici R ve tvaru

A+c -R=1-M,(R)

A+c -R=1- AfeRx'f(x)dx+eR'M-(l—F(M))}. (17)

0

Prakticka ukazka 2. Necht individualni pojistné plnéni X mé& rovnomérné rozdéleni
na intervalu (0; 20), tedy f(x)=0,05 pro 0 < x < 20. Ur¢ime koeficient upravy R, kdyz
pojiStovna i zajiStovna pouzivaji stejnou rizikovou pfirdzku tj. & = £=0,1.

0 20
Ze zadani vyplyva: E(Z)= [(x—M)- f(x)dx =[(x—M)-0,05 dx=10—M +0,025-M?,
M M

a M, (R)= [ 0,05 dv+e™ (1-0.05-M)= Y1)+ et (1-0,05- M).

0

M 0,;)5 -(eR

Pak dostaneme rovnici, kterd definuje R ve tvaru

0,05 '(eR

At (LA M = 11-0025 2 M%) R= 4= 2™ —1))+ " (1-0,05- M),

1+ (L1-M —1,1-0,025-M?)- R =0’%~(e“4 —1))+ ™ (1-0,05-M). (18)

Rovnici (18) miiZzeme spoditat numericky pomoci nastroje ,,Resitel programu MS Excel
[1]. Obr. 2. ndm ukazuje koeficient Gpravy R jako funkci M.
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Obr. 2: R jako funkce M, pro 6 = &= 0,1.

Zdroj: viastni zpracovani

Vidime, Ze kazda uroveit M na vlastni vrub je mozna, kdyz se rizikové ptirazky rovnaji.
R je klesajici funkci M, a lim R(M) =+
a—0"

Prakticka ukazka 3. Necht plati stejné ptedpoklady jako v pfedchazejicim ptikladu, jenom
0 < £ . Ur¢ime koeficient Gpravy R, kdyz
a) 8=0,1a¢=0,15,

b) 6=0,1a &=0,30.

a) Pokudje #=0,1a £=0,15,tak ¢ =11-1-10-1,15-1-(10- M +0,025-M*)
resp. po upravé ¢ =-0,5-A+115-1-M —115-0,025-1-M*. Tato hodnota musi prevysit
oc¢ekavané plnéni pojistitele ocisténé o zajisténi.
Ocekavané plnéni pojistitele je:
AEX)=A-E(Z)=A-10—-A-(10—M +0,025-M*) = A-(M —0,025-M?).
Dostavame nerovnici —0,5+1,15-M —1,15-0,025-M* > M —0.025- M * <>
= 3-M?*-120-M +400<0. (19)
Resenim nerovnice (19) je interval (3,67; 36,33).
To znamend, Ze minimalni Grovenl M na vlastni vrub je 3,67.
Tedy stejné jako pii proporcionalnim zajiSténi s riznymi hodnotami & a & existuje jista

minimalni roven, kterou si pojistitel musi ponechat.

b) Pokud je 8=0,1 a £=0,30,
dostavame nerovnici —2+1,3-M —1,3-0,025-M* > M —0.025- M *<
= 3-M?—120-M +800<0. (20)
Resenim nerovnice (20) je interval (8,45; 31,55).

Tedy minimalni Groveil M na vlastni vrub je 8,45.

Na Obr. 3. vidime koeficient upravy R jako funkci urovné M na vlastni vrub pojistitele.
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Obr. 3: Koeficient R jako funkce M.

Zdroj: viastni zpracovani
V ptipad€ bez zajisténi, tedy pro M = 20, méa koeficient Upravy hodnotu 0,1397
(bez ohledu na rizikovou ptirdzku zajisStovny).
Na Obr. 3 mazeme vidét, ze pro &= 0,15 plati R(M) > R(20), kdyz 4,87 < M < 20
a R(M) < R(20), kdyz 3,67 <M < 4,87.
Pro &= 0,3 plati R(M) < R(20) pro vSechna ptipustna M.

Proto jestlize £= 0,15 a = 0,1, ptimy pojistitel mize zvysit hodnotu koeficientu tipravy
R efektivnim zajisténim tak, ze Girovent M na vlastni vrub zvoli vyssi nez 4,87.

V piipade, ze &= 0,30 a € = 0,1, pojistitel by si musel ponechat celé riziko, aby
maximalizoval koeficient upravy R.

4 Diskuze
Zamysleme se jest¢ nad tim, pokud predpokladdme stejné podminky pro oba typy
zajisténi, jaké jsou pravdépodobnosti ruinovani pojistitele.
Aby bylo porovnani mozné, piedpokladejme, Ze ocekavané pojistné plnéni pojistitele
pii obou typech zajisténi se rovnaji, t].
E[min{X; M }]= E[a- X]. (21)

I-x

Uvazujme pojistné plnéni s distribu¢ni funkci F(x)=1-e" a rizikovou pfirazku
pojistitele &= 0,1 a rizikovou pfirdzku zajistovny &= 0,15 (stejn¢ jako v Piikladu 1.). Dale
predpokladejme, Ze pojistitel uzaviel proporcionalni zajisténi s podilem « = 0,6 na vlastni
vrub.

Pak E(Y) = E(a-X) = aE(X) = 0,6-10 = 6.

Potom ¢ =[1+0)-(1+&)-(I—a)]-A-m, = (1,1-1,15-0,4)-1-10 = 6,4-A.

Rovnice pro vypoCet R ma tvar: A+c -R=1-M,(R),
1

1-6-R’

R=0,01042.

A+64-A-R=4-
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Uvazujme ted’ zajiSténi Skodniho nadmérku s maximélni Grovni M na vlastni vrub
pojistitele. Hodnota vlastniho vrubu M musi byt takova, aby oc¢ekavana hodnota pojistného
plnéni pojistitele po zajisténi byla 6 (stejnd hodnota jako pii proporciondlnim zajisténi).

M

Potom E(Y)= Ix-f(x)dx+M-(l—F(M)) =6,
0
10-(1-e ™) =6,
e ™M =04,
M=9,163.

KdyzZ ted’ predpokladame, ze 6= 0,1 a £= 0,15, tak pro rovnici na vypocet R dostavame:

M
A+c -R=21- (Iem 0,1- e dx + e -e‘o’l'M}
0
1 — g (O1-RM
0,1-R
Za M dosadime hodnotu 9,163 a rovnici feSime numericky.
Vysledek je R =0,01635.

Koeficient Gpravy pfi zajisténi Skodniho nadmérku je véEtSi nez pii proporciondlnim
zajisténi. TudiZ za jinak neménnych podminek je zajiSténi Skodniho nadmérku vyhodné;si
pro pojistitele, protoze ddva mensi pravdépodobnost ruinovani.

A+64-1-R=1- (O,l : + e OM j ,

Zavér

V ptispévku se zabyvame vlivem rizikové prirazky pojistitele a zajistovny
na pravdépodobnost ruinovani. Z vysledki nam vyplyva, ze pii urcitych hodnotach
rizikovych piirazek dokdzeme maximalizovat koeficient Upravy a tim minimalizovat
pravdépodobnost ruinovani, pti nékterych, kdyZ je cena zajisténi ptili§ vysoka, je lepsi si
ponechat celé riziko.

Pokud porovname proporcionalni zajiSténi a zajiSténi Skodniho nadmérku z pohledu
pojistitele je vyhodnéjsi zajisténi Skodniho nadmérku. Do praxe se tento vysledek miize
promitnout tak, Ze zajiStovna stanovi vysSi rizikovou pfirdzku pro zajisténi Skodniho
nadmérku neZ proporcionalnim zajiSténi (za jinak neménnych podminek).

Pti zajisténi se pojistitel musi rozhodnout, jestli chce maximalizovat zisk, pfiCemz
soucasné zvysuje riziko ruinovani, nebot’ minimalizovat riziko.

Pojistovna musi najit kompromis mezi mirou zisku a pravdépodobnosti ruinovani.

Podékovani

Tento ¢lanek by zpracovéan s podporou vyzkumného projektu: EE2.3.30.0058 ,,Rozvoj
kvalitnich védeckovyzkumnych tymi na Univerzité Pardubice/ ROUTER*
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