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Uvod

Tato prace je zavrSenim ftfilet¢ho bakalaiského studia oboru Informacni technologie na Fakulté
elektrotechniky a informatiky. Tématem mé bakalaiské prace jsou soustavy linedmich diferencidlnich
rovnic. Hlavnim cilem je sezndmit Ctendfe spojmy a moznostmi feSeni soustav linedrnich
diferencidlnich rovnic a vytvoiit interaktivni sbirku tloh.

Teoreticka Cast obsahuje zakladni pojmy potiebné k feSeni soustav linedrnich diferencidlnich rovnic.
Dale pak slouzi predevsim jako ucebni text vhodny pro studenty vysokych skol pii studiu dané
problematiky. Prakticka ¢ast je potom vypracovand jako webové stranky. Obsahuje jak obecnou teorii
k moznostem feSeni soustav lineamich diferencialnich rovnic, tak i sbirku uloh. Piiklady ve sbirce je
mozné sledovat jako napoveédu v nékolika krocich.

Bakalaiska préce je rozdélena do 4 kapitol. Prvni kapitola je vénovana predevsim rozdéleni soustav
linedmich diferencidlnich rovnic a specifikovani typt soustav, kterymi se budeme zabyvat. Druhé
kapitola se soustiedi na pojmy souvisejici s feSenim téchto soustav. Treti kapitola obsahuje jednotlivé
moznosti feSeni vysvétlené na ilustracnim piikladu. Posledni kapitola se potom soustied’uje predevsim
na praktickou ¢ast resp. samotnou aplikaci, at’ uz z hlediska funk¢nosti, tak i vyuziti.

Samotny dokument je psan takovym stylem, aby byl snadno srozumitelny pro studenty, ale zaroven,
aby jeho odbormost odpovidala dané problematice.
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1 Soustavy linearnich diferencialnich rovnic

1.1 Rozdéleni

Téma soustav linearnich diferencialnich rovnic je pomérné obsahlé, proto by bylo dobré

Si jej z poc¢atku trochu rozdélit. Takovym nejzakladnéjSim rozdélenim je rozdé€leni na
soustavy:

e homogenni
e nehomogenni

Tvar téchto rovnic bude dale vysvétlen v nasledujici kapitole. Dale 1ze podle fadu soustavy
rozdelit na:

e soustavy linearnich diferencialnich rovnic 1. fadu
e soustavy linearnich diferencialnich rovnic vyssiho fadu

- tyto soustavy se fesi pfevedenim na soustavu 1. fadu (v teoretické ¢asti, kterymi se

nebudeme zabyvat)

Pro potieby nasi teoretické Casti, ale i samotné aplikace, se budeme vénovat vyhradné soustavam
linedrnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty.

1.2 Soustava s konstantnimi koeficienty

Pod terminem soustava linearnich diferencialnich rovnic s konstantnimi koeficienty
rozumime takovou soustavu, ktera ma tvar

X1 = Qq1X1 T Q12X + 0+ A Xp + (G4,
Xy = Ap1X1 + Xy + *+* + AopXp + (3

Xn = Ap1X1 + ApaXp + =+ Xy + q3 .

Kde a; i €R,i,j =1,2,..nnazyvame koeficienty soustavy a funkce

qi, 1 = 1,2,..ndefinované na intervalu | nazyvame pravé strany. Pokud jsou pravé strany
nulové, nazyvame soustavu homogenni, v opacném piipadé nehomogenni. Pricemz funkce
x;(t) jsou neznamé — ty se pii feSeni SLDR snazime najit. Resp. hledame celou n-tici
téchto funkci. Pocate¢nimi podminkami v bod¢ ¢, € I rozumime:

11



x1(to) = %01, X2(to) = Xg2, e Xn(to) = Xgn.

2 Zakladni pojmy

2.1 Matice soustavy, charakteristicka rovnice
Soustavu diferencialnich rovnic mizeme také zapsat v maticovém tvaru

) a1y A ... On T byi(t)
o J o
xh a1 (laa ... oy T | ba(t)
el i
! Upt1  Op2 ... Opn Ly by (1)

nebo také

r

% =A%+ b(0),

kde vektorové funkce jsou zapsany jako sloupcové vektory. Matice A se nazyva matice
soustavy. Je-li, A matice typu n x n, jejimiz prvky jsou realna ¢isla, tj.

111 a9y . g1
g agy ... dp2

et . . y
]y O3p ... Gpg

nazyvame polynom (symbolem E znac¢ime jednotkovou matici typu n X n)

ajp — A ayr ... apl
19 ag — A ... 2
P(A) = det(A — AE) = det | _ _
Qin a2n cer Gpp — A

12



charakteristickym polynomem matice A. Kofeny tohoto polynomu jsou potom nazyvany
vlastni ¢isla nebo také vlastni hodnoty matice A. Dale pak rovnice P(A) = 0, je nazyvana

charakteristickou rovnici ptislusnou k matici A.

2.2 Obecné tvary matice 2. a 3. radu

Priklad 1: Necht’ A je matice fadu 2, tj.

[a11 a12]
a1 dz;

Pak

A—AE=[a11_)\ a2
az1 Az — A

det(A - )\E) = )\2 - (a11 + azz))\ + A11Q27 — A12021
je polynomem druhého stupné v proménné A.
Priklad 2: Nyni se vratme k Ptikladu 1 a vztahu (1.2). Oznaéme

TTA = a11 + azz

(1.2)

Vyraz a,; + a,, se nazyva stopou matice A. Pak charakteristicka rovnice matice A fadu

2 ma tvar

A2 —(Tr A)A+detA =0
13



Priklad 3: Pro matici A tadu 3, ;.

ai;; A1z di3
A =|Gz1 Gz Qp3
asz; dszz dsz
ma charakteristicka rovnice tvar
A3 - (TT A)AZ + (Mll + MZZ + M33)A - detA - 0 (13)

kde Tr A = aq1 + az, + az3 a M;, i = 1,2,3 jsou hlavni minory matice A.

Vypocet vlastnich ¢isel matice a vlastnich vektori matice si ukdZeme na nasledujicim
konkrétnim ptikladu. U tohoto vypoctu se miiZzeme setkat s n€kolika problémy. A to tehdy,
kdyz je vysledkem vypoctu kotenti charakteristické rovnice nasobné realné vlastni ¢islo,
nebo dokonce vlastni ¢islo matice je imaginarni. Ob¢ tyto varianty si pfedvedeme na
konkrétnich ptikladech.

2.3 Vlastni cislo a vektor matice

Priklad 4: Mé&jme matici

4 0 1
A=12 3 2
1 0 4

najdéme jeji vlastni ¢isla a vlastni vektory. PouZijme vztah (1.3). Charakteristicka rovnice
pfislu$na matici A ma pak tvar

A3 —11A%2+ (124+15+12)A—45=0

a po uprave

14



A-=5A-3)>=0

takZe matice A m4 vlastni ¢islo A; = 5 (jednoduché) a A, 3 = 3 (dvojnasobné). UrCime
vlastni vektor ptislusSny k A; = 5, ktery dostaneme feSenim soustavy

(A—5E)h=0

. 1
lh=t¢|2
1

kde volime napf. t = 1. Déle ur¢ime vlastni vektor piislusny k A, 3 = 3, tj. feSime soustavu

1 0 171 [ 0
202h2:0
1 0 1l lhg 0

jejimz feSenim je kazdy vektor tvaru

takze

. 1 0
h=r|0|+s]|1], r,s € C.
-1 0

Tudiz k dvojndsobnému vlastnimu ¢islu A, 3 = 3 existuji dva linearné nezavislé vlastni
vektory, napf.

Presnéji, kazda netrividlni linedrni kombinace téchto dvou vektorti je vlastnim vektorem
matice A pfisluSnym k vlastnimu ¢islu A, 3 = 3.

15



3 Metody reSeni soustav

7 vz

3.1 Imaginarni cislo

Priklad 5: Naleznéte obecné feseni soustavy linearnich diferencialnich rovnic

!

x =—x—4y
y =x—-Yy
polozme
o _[KO1_ o [r®
20 = [y(t) => 2= [y’(t)

prepiSme zadanou soustavu pomoci matic:

o [ Pl

Matici soustavy je

—4

A:[_11 -1

feSeni této soustavy hledame ve tvaru
z(t) = eM xR

kde A je vlastni ¢islo matice 4 a n je vlastni vektor pfislusny k vlastnimu ¢islu A.
Cislo A tedy fesi tzv. charakteristickou rovnici matice A:

det(A—2AE) =0
a k nému prislusny vlastni vektor h je pak feSenim soustavy

(A—AE)h=0

16



pro tento konkrétni ptipad je charakteristicka rovnice matice A:
-1 -4 1 0\ _, _ -1-2 -4 | _ 45 _
det([1 —1]_A[0 1)‘O‘> | 1 —1-alT0=

(—1-20D(-1-2D)+4=0=> A2+2A+5=0

Jeji kofeny jsou Ay = =1+ 2i, A, = —1 — 2i.
Vlastni vektor ptislusny k A; = —1 + 2i musi spliiovat rovnost

(A= (-1+2)E)h=0.

(G -0 L SaDll=l= 7 ] =G

hl - Zlhz = O

Prvni rovnice piedchozi soustavy je nasobkem druhé rovnice (vzdy to tak musi byt), proto
ma soustava nekone¢né mnoho feseni (hq, h,).

ProtoZe hledame jeden vlastni vektor pfislusny k A; = —1 + 2i, chceme jedno libovolné
feseni v oboru komplexnich ¢isel. Zvolime napt. h, = 1, pak z druhé rovnice

hy—2ix1=0=>h, =2i

Vlastni vektor ptislusny k A; = —1 + 2i je
- r2i
hy = [1]

Maé-li charakteristicka rovnice matice soustavy dvou linearnich diferencialnich rovnic dva
imaginarni komplexné sdruzené koteny A; = a + bi,A, = a — bi, pak obecné feseni této
soustavy ma tvar

Z(t) = C,Re(e*1thy) + CIm(eMth,), teR, C,C,ER

Kde ﬁl je ptislusny vlastni vektor k A;. Hledejme redlnou a imaginarni ¢ast komplexniho
feSeni
17



5(0) = iR, = et 2]

Pouzijme vzorec e(@+PDt = % (cos bt + i sin bt).
Potom

_ [Zie_t cos 2t + 2i x ie " tsin Zt]

5 _ .t 21
Z1(t) = (et cos 2t + ie tsin 2t) [1_ o= cos 2t 4 ie—t sin 2t

_ [iZe‘t cos 2t — 2e " tsin Zt] _[-2e7tsin2t e [Ze‘tcos 2t
e tcos2t +ie tsin2t L e~tcos 2t e tsin 2t

Realna a imaginarni ¢ast komplexniho feSeni Z; (t) je

5y _ [—2e7tsin2t] _ ¢ [—2sin2t 7 () = [2€ Fcos2t] _ ,-r[2cos2t
Re 7,(t) = [ e tcos2t ] —° [ cos 2t ] fm 2,(0) = [ e tsin2t ] —° sin 2t ]

Obecné feseni zadané soustavy linedrnich diferencialnich rovnic tedy je

Z(t) = Ciet [—2 sin Zt] +Cyet [2 cos 2t

cos 2t sin 2t

RozepiSme ho po slozkach
x(t) = —2C.e tsin2t + 2C,e ¢ cos 2t

y(t) = Cie tcos 2t + C,e tsin 2t

3.2 Nasobné cislo

Priklad 6: UvaZzujeme soustavu, kterd ma dvojnasobné vlastni ¢islo, ovSem k nému nema
dva LN vlastni vektory

18



X1 ES le +x2

Xy = —Xq + 4x2 (14)

Matice soustavy je

¢= [_21 411]

a ma charakteristickou rovnici A2 — 6A + 9 = (A — 3)? =0. Tudiz matice m4 jedno

dvojnasobné vlastni ¢islo Ay = 3, k némuz piislusi vlastni vektor

[}

Protoze matice

ma hodnost h =1, coz je jen o 1 méné& nez je jeji fad, pak zadny dalsi vlastni vektor,
ptislusny k Ay = 3, ktery by byl linearné nezavisly s vlastnim vektorem h, neexistuje.
Mame tedy jedno feSeni

12(t) = eMoth = 3t [ﬂ

Protoze nemame druhy vlastni vektor, chybi ndm jesté jedno feSeni, které by spolu s X, (t)
tvofilo fundamentalni systém soustavy (1.5). Toto druhé feSeni obdrzime nésledujicim
postupem:

— —
Pomoci vlastniho vektoru h ziskdme zobecnény vlastni vektor k jako feSeni nehomogenni
soustavy linearnich algebraickych rovnic

(C=2E)k=h (1.5)

Druhé feSeni soustavy (1.4), které ndm chybi pro fundamentalni systém soustavy, ma tvar

19



%,(t) = eMot(th + k)

Nebot’
%y = Aoe™t(th + k) + eMoth = eMot(tAgh + Aok + h)
a dale
CX, = e'C(th + k) = eMt(thoh + Aok + h)
neboli

C %% = 2% atedy 2%(¢) je feSenim funkce (1.4)

Pouzili jsme rovnosti C Kk = )\OE +h, plynouci z (1.5).

Vztah (1.5) ma po dosazeni a rozepsani do soufadnic tvar

_k1+k2:1

_k1+k2:1

Resenim je pak napt. zobecnény vlastni vektor

Fundamentalni systém feSeni je pak tvofen feSenimi

20



so-fll xo-e (][l 1]

3.3 Eliminac¢ni metoda

Tato metoda se vyuziva k feseni jak homogennich tak i nehomogennich soustav linearnich
diferencialnich rovnic. Omezime-li se na linearni soustavy s konstantnimi koeficienty,
muzeme zakladni tlohu zadat ve tvaru

aly’ + aZZ' + azy + a,z = by (%)

cly' + czz' + 3y + ¢4z = by (%)

kde a; ...ay, c; ... c4 jSOU realné konstanty a by (x), b, (x) zname funkce (pravé strany
soustavy). Je-li b; (x) = b,(x) = 0, hovofime o homogenni soustavé rovnic. Re3eni
takovéto soustavy nevyzaduje hlubsi teoretické poznatky nezbytné pro tlohy s vétSim
poctem neznamych, tj. i rovnic. Elimina¢ni metodou miiZeme tuto soustavu pievést na
diferencialni rovnici druhého fadu. Postup si demonstrujme na piikladu.

Piiklad 5: Mame najit funkce y(x) a z(x) které jsou feSenim soustavy
y'—4z'+2y—82=0

i—y+z=0

pii téchto podminkach y(0) = 3,z(0) = 2.

ReSeni: Druha z rovnic této homogenni soustavy je podstatné jednodussi, proto z ni snadno
vyjadiime funkci y a nasledné jeji derivaci

y=z +z y=2 +z

Po dosazeni do prvni rovnice a Gpravé mame diferencialni rovnici druhého tadu bez pravé
strany pro funkci z(x):

21



"

Z —7z —6z=0

oy . . I3 . " 7 v I4 r 1.z
Jeji charakteristickd rovnice r —r — 6 = 0 ma koteny r; = —2,1, = 3, kterym odpovida
obecné feseni

z(x) = Cie % + C,e3* a jeho derivace z (x) = —2C,e3* + 3C,e?*

Funkci y(x) vytvofime pomoci vztahu, ktery jsme pouzili tvodem pii eliminaci:

y(x) =z +z = —Cie™%* + 4C,e3*

Nyni zbyva uréit z pocateénich podminek konstanty C; a C,. PoloZime-li x = 0 v obecném
feSeni

y(x) = —Cie % + 4c,e3*
Z(X) = Cle_zx + C283x

obdrzime soustavu

3= _C1+4‘CZ

2=C1+C2

Jejim feSenim jsou hodnoty C; = C, = 1, takze mizZeme napsat hledany vysledek
pocatecni ulohy:

Vp(x) = 4e3* —e™?*

z,(x) =e3* +e

22



3.4 Metoda variace konstant

Metoda variace konstant je univerzalni metoda pouzivana k vypoc¢tu nehomogennich
soustav linearnich diferencialnich rovnic. Nejprve je vSak nutné vypocitat pfidruzenou

homogenni soustavu.

Priklad 8: Urcete obecné feSeni soustavy

Y1 =y, +tg?x —1

!

Y2 =—)Y1+tgx

ReSeni: Nyni piesko¢ime feSeni pfidruzené homogenni soustavy, které byste jiz méeli
zvladnout, vezmeme si pouze vysledek, ktery oznac¢ime yy,.

7= G (Sin) 6 (ogr)

Hledejme nyni obecné feseni piivodni soustavy metodou variace konstant ve tvaru

y =@ (S )+ 6N, a6 =7

Neboli na misté konstant C;, C, uvazujeme funkce C;, C,.

Urgenti C; (x), C,(x) je mozné pomoci soustavy pro nezndmé C; (x), C,(x), kterd ma

takovyto tvar:
( cosx sinx ) C1 (%) _ (tgzx - 1)
—sinx cosx/ \(C,(x) tg x
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Pomoci Cramerova pravidla dostavame

) " _ sin®x sin?x
C;(x) = (tg*x — 1) cosx — tg xsinx = —COSX —
coS x cos x

= —CO0SXx

sin3x sin3x
——sinx = —
cos?x cos?x

C,(x) = cosx tg x + sinx(tg2x — 1) =sinx +

Odtud pfimou integraci mame C; (x) = — sinx + K; Druhy integral vypocteme pomoci
substituce t = cos x (tj. dt = —sinx dx, sin’x =1 —cos?x =1 —t?).

Odtud

1
dt = —
t2 t

sindx 1—t?
Cz(x)=jc dx=—j

1
> +t+K, =——+cosx + K,
0s%x COS X

Odtud dosazenim a Gpravou mame

y = (3’1) _ (—sinx+Cl)( cosx )+<$+cosx+€z> (sinx)

Y2 —sinx cos x
=G (S + (o) (%) ccaer

4 Prakticka cast

Tato ¢ast pace byla vénovana vytvoreni interaktivni napovédy pro sbirku ptikladd. Po
dohodé& s vedoucim prace bylo rozhodnuto, ze nejleps$i moznost pro tuto praci bude, ze
samotna aplikace a sbirka bude vytvorena jako webové stranky obsahujici zaklady teorie a
zaroven sbirku piikladu.
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4.1 PoZadavky

Prvni krokem bylo logicky urcit pozadavky, jaké by méla aplikace spliovat z hlediska
uzivatelského, ale i z hlediska naro¢nosti na provedeni:

e jednoduchy graficky design

e nezavislost na typu internetového prohlizece

e moznost zobrazeni ptikladli v n¢kolika krocich
e jednoduché ovladani a orientace v aplikaci

4.2 Jazyk pro tvorbu webovych aplikaci

Dals$im krokem byl vybér vhodného znackovaciho jazyka a kaskadového stylu, v kterém
bude aplikace napsand. Jelikoz vhodnych znackovacich jazykl neni mnoho, tak moznosti

byly nasledujici:
e HTML
e XHTML
e XML

e Piipadné dalsi
Nejrozsitengjsim kaskadovym stylem soucasnosti je:
e CSS

Mezi programovaci jazyky webovych stranek potom patfi:

e Ajax

e JavaScript
e Php

e Dalsi

Jako zdaklad aplikace byl vybran znackovaci jazyk HTML. Diky znalostem ziskanym
béhem studia tak byla pouZzita jeho nejnovéjsi verze, a to konkrétné verze HTMLS. Jako
zobrazovaci styl byl ur¢en kaskadovy styl CSS, pfesnéji opét nejnoveéjsi verze toho stylu a
to konkrétné CSS3. Obé¢ tyto novejsi verze jsou adaptacemi svych predchiideti, doplnéné o
fadu novych moznosti.

Jako velmi vhodné se ukazalo vyuZiti vlastnosti Ajaxu a Javascriptu. Diky jeho
vlastnostem se sbirka tiloh jevi jako velmi ptehlednd a snadno ovladatelna. I ostatni
vlastnosti, jako interaktivni zobrazovani obsahu bez nutnosti znovu naéteni stranek, jsou
zde vyhodou.
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4.3 Zobrazovani rovnic v prohliZeci

Jako nejvétsi problém se ovSem ukdzalo zobrazovani jednotlivych rovnic v prohlizeci.
Jelikoz aplikace je psana jako jakysi ucebni text a zaroven obsahuje jednotlivé ptiklady,
tak se jejich zobrazovani jevilo jako velmi narocné. Internet nabizi hned n¢kolik zptisobt
jak zobrazovat rovnice, ale ne vSechny byly vhodné pro tento typ aplikace.

Typy zobrazeni rovnic:

1. MathML
MathML je z anglického Mathematical Markup Language, neboli matematicky
znackovaci jazyk. Funguje jako podmnozina jazyka XML a slouzi pro zapis
matematickych a jinych vzorcii. Pfestoze syntaxe neni narocna, tak moznost jeho
vyuziti na vét§Sim mnozstvi rovnic je znaén¢ omezend. Problém nastavé i v podpoie
prohlizect pro tento jazyk, kdy ne vSechny prohlizece jej plné podporuji.

2. Zobrazeni pomoci obrazkl
Velmi malo vyuzivana metoda zobrazeni. Hlavni vyhodou je jednoduchost
zakomponovani obrazkt do aplikace a ptehlednost zdrojového kddu. Velikou
nevyhodou je ale velkd pamét'ova naro¢nost aplikace a nemoznost kopirovat
jakykoliv text. Pro muj typ aplikace vSak velmi vhodna.

3. Zobrazeni pomoci obrazki a textu
Na internetu velmi hojné€ vyuzivany zptisob zobrazovani. OvSem v piipadé
pomérné velkého mnozstvi textu a zaroven vzorcu je velmi nepiehledny a Casove
velmi narocny.

Po zhodnoceni vyhod a nevyhod, byl jako hlavni zplisob zobrazovani matematickych
vzorcu v teoretické ¢asti vybran zpiisob zobrazeni pomoci obrazki.

4.4 Nastroje pro vyvoj aplikace

Jako hlavni programovaci nastroje byly zvoleny programy NetBeans a to konkrétné verze
Netbeans 7.2.1 a Notepad++, resp. jeho verze Notepad++ v6.4.2. Oba tyto nastroje jsou
open source projekty s rozsahlou uzivatelskou zakladnou a dostupné pro vyvojare.
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piKasa - NetBeans IDE 6.0

Eile Edit View Mavigate Source Refactor Build Run Profile Wersioning Tools Window Help

PEES XA e 5T E DB G

Proj ax[rites  [semices | £ JmageFrame java x| |g] Databasejava x|/ [] DBImage java xt | JimageWidgetjava x| [&] JimagePaneljava.. (4] ¥][~][0]

¢ & pikasa [~ .
5 L8 soure Paceages Lo aesE Pet 9w o M
o [ <default package> 1 3 : =
o B images 2 Kasa p ect. - -
3 2, xFi11ak0l, xhefl
¢ B3 pikasa 3 y
About/Frame java 5 package pikasa: =
Config java 6
DEImage java 7 I% import java.awt.inage.BufferedInage;
Database java 8 import java.util.Date; —
mageFileFilter java = 9
magehletadatz java ﬁ Represents image in databa:
lepresents mac database
| ddMultipleDialogEx java 1 -Jaluthor ban
limageFrame java 13 g
JimagePanel java 14 public class DBImage inplements java.lang.Conparable {
IimageWidget java 15
MainClass java 16 private BufferedInage image;
MainFrame java 17 private BufferedInage thumb;
o [ lib/MMTimeDemo/sre 18 private Date date;
o [ Test Packages Il 19 private String desc;
o [F Librarles E 20 private Integer id;
[4] I D 2
22
DEImage java - Navigator 1 x 23 Creates new instan se setld() and setThumb() after it!
¢ (%) DEmage: Comparable [«] 24 * @param im this i , not a thumbnail
& DBImage(Buieredimags image, D{=| 22 @paran o
26 @param ription
© applyChanges) = .
© compareTo(Object o) *int I 28 public DBImage(BufferedImage image, Date date, String desc) {
© getDatep : Date = 29 this.image = inage;
[of ] I [¥] 30 this.date = date; L
@@@ 1]:\1 setNescidesc): >l
Output - svn+ssh://dudka.no-ip.org /home /svn /devel < x | Versioning Output
| -

Obrazek 1 — Ukazka prostiedi NetBeans

D{' *D:‘usuurceinpp.S.Q.Z.src\nuteEddmr.cEE - NuteEEd+-: ‘Lglﬂuw
cHBB s hB|lsdDk|oe|mm| & ]

= Motepad plusepp =] notepaddever.cpp IE ScintillaEditView .cpp I

#include <GPL.h>
#include <free software.h>

'_I:

void notepaddever ()

{

while (true)

{

Notepad++;

L e R (o O B A T

'_I:

Obriazek 2 — Ukazka prostiedi Notepad++
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Nejdilezitéjsim nastrojem pro vyvoj aplikace byl Xampp, a to konkrétné jeho verze v3.2.1.
Xampp, je dalsi z fady open source projekti. Je to bali¢ek obsahujici piedevsim:

e Apache HTTP server

e MySQL
e PHP

o Perl

e adalsi

Tento néstroj simuluje prostiedi serveru a umoznuje tviirci zobrazovat snadno a rychle
grafické zmény, ale také diky pravé Apache http serveru provozovat a kontrolovat
funkénost JavaScriptu a Ajaxu béhem vyvoje aplikace, bez nutnosti neustalého uploadu na
server. Takto v podstaté 1ze navrhnout kompletni prostedi, bez nutnosti ptipojeni

K internetu. Dalsi obrovskou vyhodou této aplikace je jeji jednoduchost a minimalni
naroky na nastaveni. V podstat¢ ji sta¢i pouze nainstalovat a spustit.

XAMPP Control Panel v3.2.1 [ Compiled: May 7th 2013 ]
XAMPP Control Panel v3.2.1
Modules g
Service Module  PID(s) Port(s) Actions @ Netstat
Apache 1768 80, 443 Stop Admin Config Logs & Shell
MySaL 1976 3306 Stop Admin Config Logs Explorer
FileZilla Start Admin Config Logs F Services
Mercury Start Admin Config Logs © Help
Tomcat Start Admin Config Logs [ Quit
12:14:14 [main] XAMPP Installation Directory: "c:\programy'xampp\" A
12:14:14 [main] Checking for prerequisites
12:14:14 [main] All prerequisites found
12:14:14 [main] Initializing Modules
121414 [Apache] XAMPP Apache Service is already running on port 80
12:14:14 [Apache] XAMPP Apache Service is already running on port 443
12:14:14 [mysql] KAMPP MySQL Service is already running on port 3306
12:14:14 [main] Starting Check-Timer
12:14:14 [main] Control Panel Ready
L

Obrazek 3 - Xampp
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4.5 Adresarova struktura aplikace

Struktura zachycuje umisténi souboru v rdmci kofenového adresate aplikace.

I css ﬂeliminacni ﬂ’pﬂs

I fprikladcT ﬂindex README
| fprikladc2 LICENSE ﬂsbirka

| fprikladc3 ﬂoaplikaci ﬂteorie

| fprikladc4 ﬂ’pﬂ ﬂ’teorim

I fprikladc5 ﬂprz ﬂ’teoriez

| fprikladc6 ﬂpﬂ ﬂ’teoriﬂ

| fprikladcT ﬂprﬂr ﬂteorieﬂr
| fprikladcd ﬂprS ﬂteorieS

| fprikladc8 ﬂprﬁ ﬂ’teorieﬁ
I fprikladc10 ﬂpr? ﬂ’varkons‘[

| fprikladc11 i pre
| fprikladc12 & pro
| fprikladc13 & prio
| fprikladc14 & pri1
| fprikladc1s i pri2
| fprikladc1e & pri3
| fprikladc17 i pri4
| fprikladc18 i pri5
| images ﬂpﬂﬁ-

L s ﬂpﬂ?

Obrazek 4 — Adresaiova struktura aplikace
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Struktura slozky jednotlivych ptikladl je zachycena na obrazku €. 5.

= ) fprididact
article1,htrnl
article.htrl
article3.himl
article4. html
article5. il
resenil.agif
resenil.jpg
reseni2.jpg
reseni3.jpg
reseni4.jpg

Al Aol

resenis.jpg

Obrazek 5 — Struktura slozky jednotlivych priklada

4.6 Grafické zobrazeni

Graficka podoba aplikace je velmi piehledna a jednoduché. Obsahuje hlavni orientacni
panel s odkazy na teorii, sbirku ptikladd a dalich informacich o aplikaci. Sbirka ptiklada
potom obsahuje odkazy jiz na jednotlivé ptiklady.
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TEORIE SBIRKA O APLIKACI

BAKALARSKA PRACE

... Vitejte na uvodni strance ...

Obrazek 6 — Graficka podoba aplikace (ivodni stranka)
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ZTadani
Pfiklad: Najdéte feSeni soustavy linedrnich diferencidlnich rovnic Krok 1

Krok 2
Krok 3
x==xitay=—2e " Krok 4
Konec
Xy=—bxy+dx;—4e”

s potatecnimi podminkami x4, (0) =4, x,(0) =9

Obrazek 7 — Graficka reprezentace piikladu sbirky

4.7 Vyuziti aplikace

Aplikace je vyuzitelna pro vSechny studenty vysokych skol, ale i pro ostatni zajemce, kteti
se zajimaji o danou studijni oblast soustav linearnich diferencialnich rovnic. Pfedevsim je
pak uréena pro studenty pfedmétu Matematika 3, oboru RP a KMT Fakulty informacnich
technologii v Pardubicich. Uzivatelé si mohou zobrazit jednotlivou teorii, ale pfedevsim
podle sbirky uloh fesit po jednotlivych krocich dané piiklady.

Ukazka prikladl sbirky

Priklad 9: Naleznéte feSeni soustavy linearnich diferencialnich rovnic

X' =—x-y

y' =5x+y

které vyhovuje poc¢ate¢ni podmince x(0) = 1, y(0) = -1.
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Matice soustavy je

_[-1 -1
A= [ 5 1 ]
Charakteristicka rovnice matice A je
(-1-0DA-2)+5=0 => A +4=0
Jeji kofeny jsou Ay = 2i,A, = —2i. Vlastni vektor ptislusSny k A; = 2i musi splilovat

rovnost
(A= 2iE)h =0

Protoze hledame jeden vlastni vektor ptislusny k A; = 2i, chceme jedno libovolné feseni
Vv oboru komplexnich ¢isel. Zvolime napt. h; = 1, pak z prvni rovnice

’ v v .. 17 1
Vlastni vektor ptislusny k A = 2ije h = [ ]
-1-2i
Maé-li charakteristicka rovnice matice soustavy dvou linearnich diferencialnich rovnic dva

imaginarni komplexné sdruzené koteny A; = a + bi,A, = a — bi, pak obecné feseni této
soustavy ma tvar

Z(t) = C;Re(eM1thy) + CyIm(eMthy), teR, C,C,ER

Hledejme redlnou a imaginarni ¢ast komplexniho feSeni

7,(t) = eMth, = e2it [_11_ Zi]

Pouzijme vzorec e? 't = cos bt + i sin bt

= . . 2t - . 2t
Z1(t) = (cos 2t + i sin 2t) [_ 1 ] _ [ cos 2t + isin

1-—2i —cos 2t + 2sin 2t + i (— sin 2t — 2 cos 2t)

Realna a imaginarni ¢ast komplexniho feSeni Z; (t) je
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o _ cos 2t - _ sin 2t
Re 7,(8) = 2 sin 2t — cos Zt] Im2,®) = [—2 cos 2t — sin Zt]

Obecné feseni zadané soustavy linearnich diferencidlnich rovnic tedy je

cos 2t

SN sin 2t
20 =G 2 sin 2t — cos 2t ]

] + G2 [—2 cos 2t — sin 2t

Rozepisme ho po slozkach

x(t) = C;cos2t+ C,sin2t
y(t) = 2C; sin 2t — C; cos 2t — 2C, cos 2t — C, sin 2t

Nyni ur¢ime konstanty C;, C, tak, aby nalezené feSeni vyhovovalo pocatecni podmince
X(0) = 1, y(0) = -1. Po dosazeni pocate¢nich podminek do obecného feSeni dostaneme

1=x(0) =C;cos0+ C,sin0
—1 =y(0) =2C;sin0 — C; cos0 — 2C, cos0 — C, sin0

Odtud

Hledané feSeni je tedy
x(t) = cos 2t
y(t) = 2sin2t — cos 2t
Piiklad 10: Reste soustavu dvou diferencialnich rovnic
vy +2y—2z=x
z'—3y' +z'=-1
Reseni: Neznamé funkce jsou y = y(X), z= z(X). Z prvni rovnice vyjadiime

z=3(/"+2y~x)
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A odtud po derivovani (podle x) plyne

(-’J_Hn' + 2}7”]_

1 1
! ::(JTH +2}I.' _ 1] adale M ==

Dosadime-li do druhé rovnice za z" a =", dostaneme po jednoduché tipravé
nehomogenni linearni diferencialni rovnici 3. fadu s konstantnimi koeficienty tvaru

}:rl'l'l' _I_ 3}’” _ 4}:"’ — _1

Nejprve fesime pFislusnou rovnici homogenni

}:rl'l'l' _I_ 3}’” _ 4}?!’ — D

Coz vede k charakteristické rovnici

A+32-41=0
Skoteny 4 = 0,4, =1,4; =—4

Proto obecné feseni homogenni rovnice Ize psat ve tvaru y, = ¢, + c,e* + cye™*
Staci jesté najit jedno partikularni feseni ¥, nehomogenni rovnice.

Protoze prava strana ma specialni tvar (konstanta) a nula je korenem rovnice
charakteristické, Ize partikularni feseni hledat ve tvaru v, = Ax, kde A je zatim

neznima konstanta. Po trojnasobném derivovani y,a dosazeni do nehomogenni rovnice,

1
vypocitame snadno A = 7.

— — —4 1
Celkemtedy ¥ = ¥ys¥y =€ + 8% + o8 + 3X
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Odtud

1
y' = c,e* — 4ege™ +2

a po dosazeni

1 _ 1 _ 1 3
z= ;(czex — 4cge % +E+ 2¢; + 2¢,e* + 2cge *x +-x —x) =¢; +-ce" —

=

PT | 1
CoE —=x+=
3 4 +s

K tomuto vysledku dospéjeme i pii pouziti metody variace konstant.

Piiklad 11: Najdéte reseni soustavy linearnich diferencialnich rovnic
Xy =—xy+x,—2e°
Xy = — 6xy +4x, —4e”"
S poc¢ate¢nimi podminkami

x1(0) = 4,x,(0) =9

Reseni: Z prvni rovnice vyjadiime x,, derivujeme a dosadime do druhé rovnice.

X, =xy +x,+2e7F
Xy =xy +xy—2e”"
xy +ay—2e7° = —6x, 4+ 4(a; +x,+2e7F) —4e”F

2y —3x;+ 2x, = 6e™F

Resenim rovnice je funkce
x(t)=eF +ee® +yef

Derivujeme, dosadime a ziskame:
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() =—e "+ 2" + et e T+ e et + 267 = 2e7F + 3¢, + 2¢,ef
Dosadime pocate¢ni podminky

2,(0)=1+4¢, +¢c, =4

%,(0)=2+3¢; +2c, =9
tato soustava ma reseni ¢; =1 a c; = 2, feSenim soustavy diferencialnich rovnic jsou
funkce

x,(t)=e "+ e +2ef, x,(t) =2e7" +3e’ +4ef, teR,

Mutzeme zapsat také vektoroveé

- 3‘-’1@) (e'r-l- e + Zer)
t) = = -
x(t) (Xg[t] 2e7"+ 3e* 4+ 4ef/’ tel.
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Zaver

Hlavnim cilem této prace bylo vytvofit udebni material vyuZitelny pro studenty oboru RP a
KMT v ramci pfedmétu Matematika 3. Bylo pomérné obtizné formulovat teorii takovym
stylem, aby byla lehce srozumitelna pro studenty a zaroven aby nestradala na odbornosti.
V teoretické ¢asti je popsano rozdéleni, pojmy potiebné k feseni téchto soustav a jednotlivé
metody feSeni soustav, které jsou dale podrobné vysvétleny na jednoduchych ptikladech.
Jednotlivé postupy feSeni jsou popsany tak, aby student mohl sledovat jednotlivé kroky
vypoctu.

Dalsi casti bakalaiské prace je sbirka feSenych piiklada. Tyto priklady s podrobnym
popisem feseni jsou soucasti piilozeného disku CD. Tyto piiklady jsou zaroven obsahem
sbirky tloh samotné webové aplikace. Piestoze se jedna o na prvni pohled nizsi pocet
ptikladd, tak ¢asovéa narocnost na vytipovani a popsani postupu feseni byla pomérné
vysoka.

Cilem praktické ¢asti bylo potom vytvofit pro studenty interaktivni ndpoveédu k feseni
téchto soustav v n€kolika urovnich. Po konzultaci s vedoucim prace jsme se dohodli na
vytvoteni jednoduchych webovych stranek, které budou obsahovat jak teoretickou ¢ast, tak
i sbirku uloh. Aplikace méla mit moznost zobrazit teorii a hlavné feSené priklady s uréitou
urovni napoveédy. Aplikace a zdrojové kody jsou soucasti ptilozeného disku CD.

V praxi je potom samotna aplikace vhodna nejen pro studenty oboru RP a KMT piedmétu
Matematika 3, ale také pro ostatni studenty, ktefi se zajimaji o danou problematiku. Teprve
samotné vyuzivani aplikace v praxi rozhodne, které kroky a metody vyvoje aplikace byly
zvoleny spravné. Avsak uz ted” diky zptisobu reprezentace jednotlivych piikladu, jako
obrazky a tudiZ nemoZnosti kopirovat jednotlivé Casti textu, by bylo vhodné pouzit jinou
metodu zobrazovani matematickych znaki.
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Priloha A — Ukazka CSS
body{
background-repeat:no-repeat;
font-family: Trebuchet MS, Lucida Sans Unicode, Arial, sans-serif;
font-size:0.9%em;
line-height:130%;
text-align:center;
height:100%;
background-color: #E2EBED;
}
#contentContainer h2{ /* No margins above <h2> tags */

margin-top:0px;

#mainContainer{
width:95%;
margin:0 auto;
text-align:center;
padding:5px;
margin-top:55px;
border:1px solid #000;
background-color: #FFF;
height:95%;

}

#contentContainer({
float:left;
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border:1px solid #000;
background-color: #FFFFFF;
overflow:auto;
margin-right:10px;

padding:10px;

/* CSS HACK */
width: 1050px; /* IE 5.x */
width/* */:/**/1050px; /* Other browsers */

width: /**/1050px

Priloha B — Obsah prilozeného CD

Ptilozeny disk obsahuje text bakalatské prace ve formatu pdf, feSené priklady sbirky a
zdrojové kody aplikace.
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