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Anotace

Cilem je vypracovat elektronickowebni oporu, které bude vyuZitelné pro studenty Bt
a KMT pri studiu gredmétu Matematika 3. Bude obsahovat stré uvedeni do problematiky
dané oblasti matematiky, a dale sbirk8enych uloh, jejichEeSeni bude mozné interaktévn
sledovat (nap ve vice urovnich napeédy, ¢i postupnym odkryvanirteseni).

Kli éova slova

Integralni transformace, Laplaceova transformapétné Laplaceova transformace

Title

Laplace Transform

Annotation

The aim is to develop an e-learning support théithei available for students &P and KMT

in the study of Mathematics 3. It will include adfrintroduction to the problems of the area
of mathematics, and a collection of solved problemmose solutions can be interactively
monitored (eg multi-level help, or the gradual wering of the solution).
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Uvod

Tato bakal&ska prace vznikla z podtu vypracovat elektronickoutabni oporu, ktera by byla
napomocna studeith Fakulty elektrotechniky a informatiky olioRizeni proces (RP) a
Komunikani a mikroprocesorové techniky (KMT)fipstudiu problematiky Laplaceovy
transformace. Laplaceova transformace je specialpiipadem integrélni transformace a
vyuZiva se jako efektivni metodaikSeni #iznych praktickych uloh z matematické fyziky,
elektrotechniky i regukmich systému. Jaké vyhodyfipeslo zavedeni Laplaceovy
transformace bude rozebrano v nasledujicich kagitolV této bakatdké praci bude vSak
kladen diraz gedevSim n&eSeni ob§ejnych diferencialnich rovnic a linearnich elektgich
obvodi.

Text prace je roztden do dvou hlavnickasti (kapitol). Prvniést je rozdlena do &kolika
podkapitol. V prvni podkapitole se seznamime s pbecproblematikou integralnich
transformaci a jejich vyuziti. Druh& podkapitolapgk wnovana hlavnimu tématu a tim je
zavedeni Laplaceovy transformace. \etit podkapitole se seznamime s pojmenstrep
Laplaceova transformace. Drubast prace obsahujeSenou sbirku s podrobnym postupem
feSeni uloh. Sbirka je rodéna do dvoucasti, kde prvnicast je zarmena nareSeni
obycejnych diferencialnich rovnic a drukiast se ¥nuje problematice linearnich elektrickych
obvodi.

V nasledujicim textu sef@dpoklada, Z&ten& ma osvojené znalosti z matematiky (hap

integralni a diferencialni get, feSeni linearnich a kvadratickych rovnic, stejnésra
konvergencéad atd.)
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1 Laplaceova transformace
1.1 Integralni transformace

Integréini transformace se ¢ady pouzivat na pgtku 19. stoleti zejména v praktickych
tlohach o vodivosti tepla. dkteré praktické zalezitosti byly velice komplikoaa ulekieni
piinesly pra¢ tyto transformace, které se pouzivaji i v&mné dob v oblastech
matematické fyziky, jako je teorie pruznosti, tekutplyna, akustiky, elektromagnetického
vinéni, Wetne zpracovani signé) fteSeni analogovych elektronickych obvoda
automatickéhaizeni proces. MiZzeme je rozélit do dvou hlavnich skupin. Na analogové
(spojité vcase) a na diskrétni &slicové, u kterych pdtame i s kvantizaci hodnot. Kazdy
z téchto typi mé4, své ufité matematickd pravidlaigvodu. PouZijeme je tehdy, kdyz
pracujeme s matematickymi funkcemi, kde vztahy nméni predstavuji pilis komplikované
matematické&eSeni nebo nejsme schopni takde8eni vibec provést. V takovémiipadt,
prislusnym funkcim pomaoci jistych integigbriradime obrazy, tak aby sloggi vztahy mezi
predméty odpovidaly jednodusSSim vztan mezi obrazy. VieSime-li matematicky tyto
vztahy mezi obrazy, std se pak vratit kfwvodnim gednetam tzv. zgtnou integralni
transformaci. Integralni transformadceyadji tedy pomoci integralniho vztahu jednu funkci
na jinou. Dochazi tak kipvodu z prostoru jedné prémmé do prostoru druhé prémmé.
Jednd se vlastro urity typ operatoru, ktery se aplikuje na funkcif@yadi ji na jinou funkci.

Obraz takovéto funkcd (x) obecr pii n¢jaké integralni transformaci je dan vztahem:

F(p=[K(p0fe)dx

kde a,b -jsou dané integtai meze(a,b R nebo
a=-o b= oo) ,

p, X -je komplexni pronna, realna prosmna ,

K -je dand komplexni funkce prémmych P, X zvanda jadro integralni
transformace ,

f(X) -je libovolna komplexni funkce praimné X.

PoZaduje se, aby integrél na pravé stnavnice existoval (konvergoval) alesppro jednu
giselnou hodnotupIC. Agkoli uvedeny vztah plati jak pro komplexni tak &ireé funkce,

budeme se zabyvatgvazié realnymi funkcemi realné pramné. V nasledujici tabulce je
zverejnén seznam &kterych nejznargSich a nejpouzivaggich integralnich transformaci.
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Tabulka 1 - Integralni transformace

Transformace Jadro Obor integrace l
Laplaceova K(p,x) =€ ™, (a,b) =(0,)
Laplace-Carsonova K(p,x) = pe ™, (a,b)=(0,) |
Dvojrozmirna Laplaceova K(px) =e ™, (a,b)= (-0, )
Fourierova (komplexni) K(p,x)=e ™, (a,b)=(-c0,) |
Kosinovéa Fourierova K (p, X) =cospx, (a,b)=(0,)

Sinovéa Fourierova K (p,x) =sin px, (a,b)=(0,) |
Mellinova K(p,x) = x"", (a,b)=(0,)

1.2 Zavedeni Laplaceovy transformace

Laplaceovu transformaci poprvé pouzil v roce 17@ycarsky matematik a fyzik Leonhard
Euler kieSeni jistych ohyejnych diferencialnich rovnic. V roce 1812, ji odoa ucelil
francouzsky matematik Pierre Simon de Laplace. DeSdi podoby ji dovedl Oliver
Heaviside (anglicky elektroinzenyr, matematik aikyzPierre Simon de Laplace (1749-1827)
byl francouzsky matematik, fyzik, astronom a pklitzabyval se matematickou analyzou,
teorii pravétpodobnosti, zaved| pojem Laplaceova transformaktayv. Laplacév operator

(v parcialni diferencialni rovnici pro potencialosiého pole) a mnoha dalSich teorii a metod
s mnoha aplikacemi. Proto byl pravem povazovardagho z negtSich wdci vibec.

Obrazek 1.1 - Pierre S. de Laplace (fevzato z [1])

Laplaceova transformace je, jak jsmeedili, specialnim fipadem integralni transformace a
vyuziva se jako efektivni metodaidéSeni fiznych praktickych uloh z oblasti matematické
fyziky, elektrotechniky i regukmich systém. Nagiklad v teoriich linearnich, spadjit
pracujicich obvodl je cilem najitteSeni linearnich diferencialnich rovnic s konstamin
koeficienty, které maji azné pravé strany autuzné paéateni podminky. Vyhodnost
Laplaceovy transformace sfiga v moznosti snadnéhdagvodu zéasové (realné) oblasti do
oblasti komplexni. Dsledkem toho se pak slozité matematické operadeuha linearnich

12



diferencialnich rovnic nahradi mnohem jednodus&lgebraickymi operacemi. Naz@rmo
pak uvidime na obrazku 1.2.

Necht’ komplexni funkcef realné prorenné X[(—oo, )  je definovanaf : R= C, redlnou
a imaginarntast komplexnihgislap ozn&ime:

Rep=o0, Imp=¢
Komplexnicislo p je dano
p=0+]¢,
kde ] je imaginarni jednotka.

Transforma&ni vztah pro ostatni funkceipLaplaceo¥ transformaci je dan vzorcem:

(1.2)

F(p) :Tf(x) e Mdx

coz jsme ostath uvedli uz vtabulce 1.1. Funkcif je tedy Laplaceovou transformaci
piitazena funkcd-. Jestlize integral konverguje alesppro jednu hodnoty tak mizeme
funkci F(p) nazvatLaplaceovym obrazemfunkce f, z&rové funkci f miaZeme nazvat

piredmétem (origindlem) a piSeme
F(p)=<£{f}

kde £ znai operator, jenz dané funkcitifazuje jeji Laplac& obraz. Celd situace je
znazorrna na nasledujicim obrazku.

13



Oblast reélné Oblast komplexni

promEnnéex promgnnép
. f(x F .
Uloha v ) o z{f ()} (P) | Ulohav
predmitu N g obraze
[
|
f(x) i F(p)

A 4 : A 4
Reseni v pedmitu i Reseni v obraze
(obecré nesnadné) i (obecré snazsi)

|
|
y(x) | Y(p)
|
v ; v
Vysledek v | Y} | Vysledek v
predmétu | A obraze
y() 5 Y(p)
Obrazek 1.2 — Jak funguje Laplaceova transformace
1.2.1 Veéta (o existenci obrazu)

Laplacdv obraz ma kazda funkceé = f (x), x(OR, sphujici nasledujici podminky:

1.

2.

provSechnax<0 je f(x) =0

Funkce f je pocastech spojita na kazdém kdéném intervalu, itom ma nejvyse
koneny patet bodi nespoijitosti prvniho druhu a existuji v nich jegmanné limity

lim f(x)= f(x,.), lim f(x)= f(x,,)-
Pro kazdy takovy bod pak definujeme velikost:
1
F0) =51 06+ T06.)]:

M > 0 4 a0R, takove, e pro kazdou hodnotu

argumentuxm(o’ oo) plati nerovnost:|f(x)IS Me . Kazdou funkci, ktera splije

tuto podminku, nazyvame funkci exponencialntiduo .

Existuji realné konstanty

Funkce spiujici vSechny pedchozi uvedené podminky nazyvafasoveé funkce

14



Priklad:
Neclt jsou dany funkcef,, f, f, takto:
f,(X) =cosx pro x>0, f,(x)=0, prox< 0
f,(x)=x prox>0, f,(0)=1, f,(X)=0, prox<0
f,(x)=e™,x>0, f;(x)=0 prox< 0
Na zaklad predchozi ¥ty dokazme, Ze vSechnii tivedené funkce maji Laplabeobraz.
Resen:
A) funkce f,

1. podminka vyplivaifmo z definice funkcd, .

2. podminka plati, funkce je gastech spojita prs U R.

3. podminka plati, protoze pro kazdéOR plati |cosy\<1=1[&°. Dale mizeme volit
M =1, a =0 a funkce je tedy exponencialnitadu O.

B) funkce f,

1. podminka vyplivaipmo z definice funkcef, .
2. podminka plati, funkce je ptstech spojitd s jednim bodem nespojitosti prvrdhdiu
v boc x=0 .
2 n
3. podminka plati, protoze pro kazdé! R je: e* =1+%+XE+__.+X—I+... .
n!
Zajimame se pouze o oblast, kde> O, proto|x| < e*a mizeme volitM =1, a =1, funkce je

tedy exponencialnihitadul.

C) funkce f,

1. podminka vyplivaipmo z definice funkcef, .

2. podminka plati, funkce je gastech spojita&X LI R.
3. podminka plati, konstantua muZzeme vyjadit jako komplexni ¢islo:
a=Rea+jlma=0+j¢ a plati e*=€“"'" pitom plati |e*=1, pak

o=l

= e’ amizeme volitM =1, a = g, funkce je tedy exponencialniiiéddu o .

1.1 Poznamka

15



Dulezita je skuténost, Ze defirini integral Laplaceovy transformace (1.2) absd@utn
konverguje, tim padem i existuje, pro kazgé a, jestlize pednmét f je casovou funkci
exponencialnihdadua.

Dukaz:

T| f(x) e

dx < T Me™e Pdx= M Te"x' PXdx = M Tex("'p)dx =
0 0 0

M{_l e*“’"’)} -_M_ [Iim ex(”‘p)—l}:&[o—l]:L,
a-p . a-plee a-p p-a

cozZ je prop > a kladnécislo.

1.3 Vlastnosti Laplaceovy transformace

V této podkapitole se budeme zabyvat zakladnimstu@stmi Laplaceovy transformace.
Uk&Zeme si &které zakladni &ty, které ndm umozni vyhodra efektivié tuto transformaci
pouzivat v aplikacich (nappii feSeni diferencialnich rovnic, atd.). Je nutné patarhodny
matematicky postup k hledani zakladnichitypaplaceovych obrd@iz Ne vSechny obrazy
jdou snadno odvodit z defimiho integralu (1.2). VyuZziva se souborit & vlastnosti, které
nasledg probereme. Zniiované ¥ty a vlastnosti ndm poskytnou velké mnozstvi obraz
funkci, které jsoudlezité @i feSeni jak teoretickych uloh, tak i praktickych kadi.

1.3.1 Veéta (O jednozna €énosti p Fedmeétu)

Vztah (1.2) spluje pro p>a pii dané funkciF(p) nejvySe jedna spojitd funkce (x)
exponencialningadu a .

1.3.2 Veéta (O linearit é transformace)
Nech’ f, jsou gredntty a F, jejich obrazy. Neboli plati:Z {f, (x)} = F.(p) a ¢, OC pro
k=1,2,3,...n.

n
Pak Laplacév obraz libovolné linearni kombinack ¢, f, bude roven:
k=1

L {ick fk} = I{ick f(X}dx=2L {ick fk(x)} :iCka(p)

0

Jinymi slovy £ je linearni operator. Obraz libovolné linearni konace funkcif, je roven
linearni kombinaci obrdztéchto funkci f, s tymiz koeficienty.
Speciélg nagiklad plati: £{f, + f, +f f= £{f, }+ £{f }+ £{f.}.

16



Dukaz (O linearit & transformace)
Napriklad Ize trvdit, Ze:

a1 11
z{x}+3z{e }—7B 2p2+p+1'

£{7—%x+3e'x}:7£{1}—

N

1.3.3 Véta (O podobnosti transformace)
Nech’ f je predmét a F, jeho obraz. Neboli piSeme:
F(p) = £{f(0},p>a

Necht’ a je kladna reélna konstanta. Pro libovol@ R, pak plati:
z{ f(ax} =1L(—pj
a \a

Dukaz (O podobnosti transformace)

© _P
[ f(ayeax= =[ f(ye atidtziL[Bj.
! a a \a

0

substituce %
ax

1.3.4 Veéta (O posunuti doprava)

Jinak receno ¥ta o translaci (zpoZwi). Nech' je F(p)= L{f(x)}. Kvuli interpretaci
proménné ¢asové funkced cobyc¢asu, budeme misto paramewpsat radji t. Predchozi
vztah se pak zémi na F(p)= £ {f(t)}. Pak posunuti protnné t v piedmitu f o

konstantni realnou hodno®i> 0 (obr. 1.3) bude:

F(p)=2{f(t-0}=e"F(p).

17



Fie e fit-o)

i T

Obrazek 1.3 — Posunuti doprava (fevzato z [2])
Dukaz (O posunuti doprava)

Pomoci defininiho integralu sestavime a vypeme Laplacév integral:

0

c{tt-n} :j f(t—7)e P dt :j f(t—7)e"dt +j f (t—r)e ™dt, prvni integral z
0 T

0

posledni rovnosti fiteme rozlozit na:

j f(t)e-'“dt—j f(r)e™dt =={ e_;; (- pt—l)} - { e_;; (- pt—l)} =0

- 0 0

K vypoctu druhého integralu pouzijeme substituci

00

Mrz f f(u)e ™"*du= = J f(u)e ™ P du :J f(uye™ePdu,
t-r=u| ¢ :

T

[f-rerdt=

a tim se dostavame kikkhzu:

L {f (t —r)} = e“”Tf(u)e“’”du: e ""F(p).

1.3.5 Veéta (O posunuti doleva)

Podob#r jako u posunuti doprava Ize odvodity o posunuti doleva §a o gedstihu)

substituc

T —pt —_ _°° —p(u-r) _°° - pu+pr —
'T|‘f(t+r)epdt— t+T:uF—!f(u)ep du—J;f(u)ep Py =
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:e‘”j f(u)e ™du=e""F(p).
0

Pak Laplac#v integrél bude

00

c{fae+n}= e’ F(p)-e” [ f(hedt.

0

fit)
& fit+z)

fit)

I t
o Y T

Obrazek 1.4 — Posunuti doleva @fevzato z [2])

1.3.6 Veéta (O substituci)

Jeji tvrzeni Ize popsat nasledéviNech’ f(x) je prednEt a konstanta je exponencialniho
tadu a . Pak pro funkcig(x) =e**f (x) a pro jeji Laplacév obraz plati:

G(p)=F(p-a), tedy.c{eaxf(x)}z F(p-a),
kdea,pdC

Véta o substituci vlastniika, ze nasobeniigdmitu f(x) funkci €® se projevi nahrazenim
(substituci) vyrazyp vyrazemp — a.

1.3.7 Veéta (O derivaci p fedmeétu)

Nech’ funkcef a jeji derivacef’ jsou gednity, které jsou spojité v otéeném intervalu
(0,). A necih maf ve svém poate&nim bod x =0 zprava vlastni jednostrannou limitu
f0,)= Iing f(x). Potom plati:

£{f'(9}= pF(p)~lim 1(x) = pF(P)~ 1 (0.)
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Dukaz (O derivaci p redmétu)

K ovéreni pouzijeme metodu integrace per partes

_[u Dv’dx=uDv—_[u'Dvdx,

u=f'(x) u=f(x
v=e ™ v =-pe

L{f'(0}= j f'(x)e Pdx =

0

=[109e ™ +p] F'O9e axziim fye ™ ~lm fhe ™+ pF(p)=

0-f(0,)+pF(p)=pF(p)-f(0,).
1.2 Poznamka

DalSi dilezitou skuténosti je, jak se fjislusny vzorec pro prvni derivacigumétu mize
zmenit, kdyZz bude mit funkce v boct a >0 nespoijitost prvniho druhu bude platit:

u=f'(x) u=~f(x)
v=e ™ v =-pe ™

LAt '(x)}=jl f ’(x)e‘pxdx+T f'(Xe P dx=

= [f’(x)e‘px]z + pi f(x)e‘pxdx+[f ’(x)e‘px];o + pT f(x)e Pdx=

=lim f(XYe ™ - Iir(r)w f(Re ™+ pj f(ye P*dx+lim f(XYe ™
—a X0, 0 X —00

a

—lim f(Xe ™ + pT f(¥e Pdx=-1(0,) + pU f(x)e’pxdx+T f(x)e’pxdx]+

0

+f(a)e ™ -f(a,)e ™ =pF(p)-f(0,)+(f(a)+f(a,))e .

1.3.8 Veéta (O n-té derivaci p fedmétu)

Pro Laplacév obraz derivace libovolnéh@du funkcef plati:
£{t000}= p"F(p) = P (0.) - " F'(0,) .. F7H(0.),

jestlize jsou derivace spojité funkce aziddu n—1 v oteweném intervalu(O, ). K tomu
ovSem stéi, aby byla spojita pouze funkct ™™,
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Vétu ponechame be#ikiazu, pouze si ji attime napiklad pron = 2.

u=f"(x) u=r~'(x

I

y=eP ¥ = pat :[f’(x)e—px]: +

LW} =] 709e P ax=

+ pjf'(x)e'Pde :(Iim f'( e = lim £'(x) e-PXj+ pjf'(x)e'dex:
0 - X 0

u=f'(x) u=rf(x)

!

v=e P Vv z=-pe™

00

=—f'(0,) + p{[f e ™| + pT f (x)e’pxdx} =

=-f'(0,) + p{(lxi[rl f(x)e P —Xllm f(x)e‘px)+ pr(x)e‘dex} =
=-1'0,)-pfO,)+p*F(p)=p°F(p)-pf(0,)-f'(0.).

1.3.9 Veéta (O integralu p redmétu)

Necht funkce f je predmétem, ktery je integrovatelny v interval(o,oo). Potom pro
Laplacdiv obraz integralu plati:

L{If(u)du}:@.
4 p

Dukaz (O integrélu p fedmétu)

Nech’ funkceg je také pedmétem a oznéme g :j f(u) du, coz je primitivni funkce k funkci
0

f, tedy platig’ = f (x), navic jest plati Iirg g(x)=0.
A podle &ty o derivaci pednetu plati:

F(p) = £ {10} = £{g'0} = pG(p) - 5(0,) = p z{f f(u)du}.

0
1.3 Poznamka

) Predchozi ¥ta plati jen pro primitivni funkci, ktera je nulopao x =0.
° Jestlize funkcé bude mit v bod a > 0 nespojitost prvniho druhu bude platit:
L {j f(u)du} =7 {j f(u)du—j f(u)du} =7 {j f(u)du}—
a 0 0 0
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0

£ {i f(u)du}:w—ija- f(u) du,
p Y

a
protoZej f(u)du je konstanta a vime, Ze Lapléueobraz konstanty je rovei"{l} =
0

ok

1.4 Zpétna Laplaceova transformace

Pouzili jsme Laplaceovu transformaci z&elem efektivi vyresit jistou matematickou nebo
fyzikélni ulohu. Pro jeji ule¥eni jsme tedy pouzili defitni integrél podle vztahu (1.2)
k prevodu funkce f zredélné oblasti, do oblasti kompie Mame tedy Laplade obraz
funkce f a k dokogeniieSené ulohy se zbyva vratit kyodni funkci. TakZze cilem je najit
k urcité funkci (obrazu) fednet. Funkci, ktera fevadi obraz naipdntt nazyvame z§nou
Laplaceovou transformaci.

LR} =22 {0l = (0

Nebudeme se zabyvat podminkami pro existen@dmstu k dané funkci. Pouze si
piipomeneme &u (1.3.1), podle které dvrizné realné funkce majiizné Laplaceovy
obrazy. Vtomto fipad jde tedy o prosté zobrazeni, &muz existuje prosté inverzni
zobrazeni. Pokud by jsme ¢&htn¢jaké explicitni vyjadeni, existuje v podabnasledujiciho
integralu:

C+joo

1
f()==—=W¥ [F(p)e”dp, (13
2my
kde | je imaginarni jednotka ,
c je realn&islo lezici v(0,), pak pro celouiimku pes niz se

integruje plati:y(x) <e® pro x<0,
F(p) je Laplacév obraz funkcd,
p je komplexni prornna,

¥ zn&i, Ze z nevlastniho integrélu na pravé stramvnice bereme tzv. hlavni
hodnotu, definovanou vztahem:

ctjoo ctja
W J‘f(p)dp=lli£r; jf(p)dp , piicemZ na pravé strarrovnice integrujeme po
C—joo c-ja

usece s pdatetnim bodemc - ja a koncovym bodenc + ja.

Vztah (1.3) ma obecnou platnost a lze jej vyuzdt gEEtnou Laplaceovu transformaci Siroké
téidy obraZ. Vzhledem k jeho slozitosti ho nebudeme pouZzivdtudeme se zabyvat jen
funkcemi, jejichZ Laplades obraz ma tvar racionalni lomené funkce. Nejjedr3d zisob
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pievodu obrazu narpdnet spaiva v uZziti tzv. slovniku Laplaceovy transforma&amoci
tohoto slovniku Ize efektivhprevadt i puvodni funkce (pedntty) na Laplaceovy obrazy.
Slovnik je zvéejrén na konci této podkapitoly.

Pri feSeni nafiklad regul&nich obvod maji Laplaceovy obrazy tvar racionalni lomené
funkce, tj. jde o podil dvou mnoBiena (polynomi) ve tvaru

F(p):%,

kde  A(P)=2,p" +a,,p" +..+ap+a =a,(p-p)(P-p) (P~ Pn),
B(p)=b,p"+b _,p""+...+b p+b,,
Py, Py - P, JSOU Obect rizné komplexni nebo realnéiemy jmenovatele,
n,m jsou stupd polynomi A(p),B(p).

Racionalni funkceF [§ 9e nazyvayze lomeng jestlize m>n. Neboli kdyz stupe citatele
je oste mensi, nez stupgmenovatele. Pokud by platilon< n, nazyva seF f§ )neryze
lomena V takovém pipact musime nejprve polynomB p(, yycklit polynomem A (p ) Tim
ziskameF p )v nasledujicim tvaru

D(p)
F(p)=p+ :
A(p)
kde p je polynom stuphin—m),
w je uz ryze lomena racionalni funkce.
A(p)

Lze ukazat, Ze kazdou ryze lomenou racionalni fupgkmoZzno rozlozit na s@et kon€ného
poctu zlomki typu

A . B,
P-p ' (p-p )’

kde p jsou obect komplexni k#eny jmenovatele,
A ,B, jsou realné konstanty.

Uvedené zlomky se nazyvaji parcialni zlomkyilé€Zité je, Ze tyto zlomky jsou Laplaceovy
obrazy znamychiedmneta

23



Rozkladem na parcialni zlomky rozlozime Laplacebraz na satet dikich obraz.

F(p) =F(p) +F,(p)+...+ F,(p)

A predmnt je pak roven saiiu dikkich predneta
LMFp}= 27 {R(P}+ £ R} +..+ £ {F (P)} =
= (0 + F,(0) +...+ £, = Y(X).

Polynom A(p) je tedy m-tého stugna mam koreni, které mohou bytiazné, realné,
vicenasobné i komplexni.

e Kofeny realné r tizné
Necht’ Laplacév obraz funkcef(x) ma tvar:

B(p) _ B(p)

F(p) = :
(P) A(p) a,(p-p,)(p-p,)-{p-py)

Ryze lomenou racionalni funkgip), Ize rozlozit na satet racionalnich zlomk

_ A A, Ar - A
F(p) = = .
® (b-p) (o-p) " (p-py) ;p—pi

Priklad rozkladu na parcialni zlomky:

p+l

p(p-1)(p+2)

Necht je dan Laplackv obraz F(p) = . Nalezréte predmet f(x) k uvedenému
obrazu.
Reseni:

Rozklad obrazir(p) na parcialni zlomky zapiSeme do tvaru:

_ p+l _ A LA
F(p)=—_ P~ ", %
() o(p-)(p+2) p p-1 p+2

Po séteni jednotlivych zlomk na praveé stranpredchozi rovnosti dostavame
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A(p-1)(p+2)+Ap(p+2)+Ap(p-1)
p(p-1)(p+2)

_Ap*+Ap-2A +Ap°+2Ap+ AP’ -Ap
p(p-1)(p+2)

Rovnost se tak upravi na:
P+1=Ap°+ApP-2A +Ap°+2A,p+Ap° - Ap
Rovnost dale upravime tak, Ze osamostatnime jedé@atiocniny prominnép:
Op? +1p" +1p° = (A + A, + A)p +(A +2A, - A )p* +(-2A)p°
Nyni porovname jednotlivé konstanty kvadratickyakjdena polynomu prominnép na obou

stranich pedchozi rovnosti. Nasledrdostdvame soustavu algebraickych rovnic pro hiédan
konstanty:

p*: A+A+A; =0
pl: A +2A,-A, =1

p°:-2A =1 :Alz—%

Rovnici pro p' se&teme srovnici prop?. A dostavame nasledujici rovnici, ze které
vyjadiime konstantu,

2A +3A, =1 :>A2:1_3 = :g.

Nyni zbyva vyjadit konstantuA,, nagiklad z rovnice prop?

A+ATAZ0 SAZ-A-A= 2=,

ObrazieSeni je dan sétem i parcialnich zlomk

11 2 1 1 1
F(p)=-2 o
2p 3p-1 6pt2

Nyni miZzeme pouZit zfinou Laplaceovu transformaci tak, Ze ke kazdémucig@aimu
zlomku (obrazu) najdemeiglusny gednet
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s 3 [ )

— 1 — 1 2 X 1 —2X
= =-=x+—-e"-=e .
p+2 2 3 6

» Kofeny vicenasobné

Necht’ Laplacév obraz funkcef(x) ma tvar:

B(p) _ B(p)
Ap) a,(p-p)"(p-p,)".(p—p,)"™

F(p) =

Ryze lomenou racionalni funkEi(p), Ize rozloZit na satet racionalnich zlomk

A,
p-p) (p-p)  (p-p)" (p-p) (p-p,) ~ (p-p,)"

F(p)=(

+...+

A . A L Aw 2D A
(P-p.) (p-p,) " (p-p,)" ;;(p—pi)'

Priklad rozkladu na parcialni zlomky:

Nech’ je dan Laplaciéy obraz F(p) :Z(p—_lz)z. Nalezrite predntt f(x) k uvedenému
p\p+

obrazu.

Resen:

Rozklad obrazir(p) na parcialni zlomky zapiSeme do tvaru:

p-1 _A A A A

F =
P ipeaf "o 0 pel (pra)

Po séteni jednotlivych zlomk na praveé stranpredchozi rovnosti dostavame

Ap(p+1 +A(p+1) + Ap*(p+1)+ AP’ _
p*(p+2)°

Ap’+2Ap*+Ap+AP° +2Ap+A +AP + AP +AP
p?(p+2)°

Rovnost se tak upravi na:
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p-1=Ap’+2Ap*+Ap+Ap  +2Ap+ A, + AP’ + Ap® +Ap’
Rovnost dale upravime tak, Ze osamostatnime jedé@atiocniny prominnép:
Op®+0p? +1p* -1p° = (A + A )p* +(2A + A + A + A, )p* +

+(A +2A,)p" + Ap°

Nyni porovname jednotlivé konstanty linearni konalm@ polynomu progmné p na obou
stranach pedchozi rovnosti. Nasledrdostdvame soustavu algebraickych rovnic pro hiédan
konstanty:

i A+YA=0 A =-A=-3

TU2AFAFATAE0 S A E2A-A-A=6-(])-(-9=-2
LA +2A, =1 = A =1-2A, =51-2(-1)=3

0 A =-1

T T T T

ObrazieSeni je dan sétem ctyt parcialnich zlomi

1 1 1 1
F(p)=3--— -3~ -2 .

Nyni miZzeme pouZzit ztinou Laplaceovu transformaci tak, Ze ke kazdémuci@aimu
zlomku (obrazu) najdemeiglusny gednet

f(x)= £*{F(p)}=3,L" {1}— " {%}—3[1{ 1 }
p p p+1

-2 z‘l{(p 11)2}:3—x—3e'x - 2xe’™.

+

» Koreny komplexni
Nech’ Laplacév obraz funkcef(x) mé tvar:

BPM_. GG . G
A(p) pl_a_ja) pz_a"'ja)

F(p) =

A neclt se v uvedeném obrazu vyskytuje dvojice komplesairuzenych kieni p, =a+ jw
a p, =a- jw. Pak k tomuto obrazu odpovida v realné oblastdan

f (X) - Cle(a+jw)x + Cze(a—jw)x - Cleaxeij + Czeaxe—ij - (Cleij + Cze—ij)eax '
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Kde koeficienty C, a C, jsou takécisla komplexs sdruzena. A pro uvedené koeficienty
plati:

C,=a+ jb=[Cle” ; C,=a-jb=|Cle’”
Dale plati vztahy:

|C|:\/a2+b2 ; ¢:arctgg,

kde ¢ je fazovy posuv [rad],
a,b realna konstanta, imaginarni konstanta.

Po dosazeni uvedenych vziato gedchozi funkcé(x), dostavame nasledujici tvar

f(x) = (jC|e”’e“"X +|C|e—J¢e—ij)eax - (ej(¢+wx) +e‘j(¢*-’“))|c|e” -

(ej(¢+wx) + e_j(¢+wx)

- > j2| Cle™ =(cos(g + wx)) Ae™,

kdeA je realna konstanta.

Chceme-li se pak vyhnout operacim s komplexniisily, mizeme vyuzit odvozené vztahy
pro obrazy funkcie® cosbx, e** sinbx . Nasledhpouzijeme rozklad na parcialni zlomky.

Napriklad vyraz tvaru%, kdeM, N, a, sou realné konstanty.
p-a) +

S @ihlédnutim k tomu, Ze plati

} p-a _ ax _ : b _aX
.él{m}—e cosbx .ﬁl{m}—e sinbx,

dostaneme

Lt {(MLN} = eax(l\/l cosbx+ am +N

p—a)2 T sinbxj.

Priklad rozkladu na parcialni zlomky:

Neclt je dan Laplackv obraz F(p) =%

. Nalezrete predn®t f(x) k uvedenému
p°+2p+2

obrazu.
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Resent:

Nejprve upravime kvadraticky polynom ve jmenovatek, aby obsahovalifmo obrazy
funkci e® cosbx, e ® sinbx. Nasled# zapiSeme rozklad obra&{p) na parcialni zlomky
do tvaru:

Fpye— P - _Ap+)+B
p?+2p+2 (p+10°+1 (p+1)°+1

Po séteni jednotlivych zlomk na praveé stranpredchozi rovnosti dostavame
Ap+ A+ B,
Rovnost se tak upravi na:
p=Ap+A+B
Rovnost dale upravime tak, Ze osamostatnime jed@atiocniny prominnép:
1p = Ap' +(A+B)p°
Nyni porovname jednotlivé konstanty linearni konagi@ polynomu progmné p na obou

stranach fedchozi rovnosti. Nasledrdostavame soustavu algebraickych rovnic pro hiédan
konstanty:

p': A=1
p’: A+B=0 =B=-A=-1
ObrazieSeni je dan sétem dvou parcialnich zlontk

p+l1 1
p+1)°+1 (p+1)f+1

I:(IO)=(

Nyni miZzeme pouZzit ztinou Laplaceovu transformaci tak, Ze ke kazdémuci@aimu
zlomku (obrazu) najdemeiglusny gednet

_ 1 _ p+1 _
f(x) =L {F(p}=< {—(pﬂ)zﬂ}

1

L™ {WL} = e * coshx - e # sinbx.
p+1)? +
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Konvoluce

Konvoluce je matematicky operator spdjpracovavajici dvfunkce. Znai se symbolent .
Nech funkcef , g jsou pocastech spojité. Pak jejich konvoluci definujemeatigm

f (x) Og(x) =j f(u)g(x-u)du=h(x).

Konvoluce je jista funkcén, ktera je dana konvoluci funké€i, g. Konvoluci tedy budeme
znasit h(x) = (f Og)(x).

1.4.1 Veéta (O vlastnostech konvoluce)

Necht f, g, h jsou reélné funkce. PotomF(p)=.L {f (x)}, G(p)=<£ {g(x)} a
H(p) = £ {h(X)} jsou jejich Laplaceovy obrazy. Pro jejich konvayslati:

1. Komunikativni zdkon: fCg=gLf.Proh(x)= (f Dg)(x) mazeme psat

h(x) :JX' f(u)g(x-u)du=[g(u) f(x-u)du.

0

2. Asociativni zakon: (f Og)Th = f O(g Ch).
Tato vlastnost umaiije psat konvoluciit funkci bez zavorky:f CgCh (plati pro libovolny
kone&ny paset funkci).

3. Distributivni zakon vzhledem ke gitani: f O(g+h)=f Og+ f Oh.
4. (cf)Og = f O(cg) = c(f Og) pro kazdécOR.
5. £ {f Og} = F(p) [G(p) neboli £™*{F(g) [G(p)} = f(x) Og(x).

Tento vztah se nazyva Boiel vzorec, ktery slouzi k nalezenteplmétu k sowinu dvou
Laplaceovych obragjistych funkci.
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Tabulka 2 — Slovnik Laplaceovy transformace

Predmeét f(x) Obraz F(p)
1 1
p
Xn pr:i1 ’nDN
eax pfa
xNgax n! __ nON
(p-a)
. a
sinax T
p*+a
cosax L
p*+a
sintax a
pz_az
cosl ax P
pz_az
xsinax ( Zap)
p2+a2 2
xcost ax ( p’ -az)
p2+a2 2
e sinax a
(p-b) +a?
bx p-b
e " CcoSsax (p—b)2+a
bX ~: a
e”" sinhax (p-b) -a*
bx p-b
e”” coshax (p-b) —a
eax ehx 1
,azb
a-b (p-a)(p-h)
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2 Sbirka p Fiklad G
2.1 Laplaceova transformace k FeSeni funk €nich rovnic

Laplaceovu transformaci pouzivame dasigji pti reSeni ob§ejnych diferenciélnich rovnic a
jejich soustav, rovnic integralnich nebo integredéhcialnich. Pro nedostatek mista
nebudeme zde vSechnyiglusné uvahy provétl v obecné podab Uvedeme jen obecné
pouZziti Laplaceovy transformacei geSeni linearnich diferencialnich rovnic s konstamin
koeficienty. Rijde vzdy o hledani konkrétnich funkci (partikul&@mieSeni), které spuji
piedem danou p@tesni podminku, ufené derivacemi funkce v b&dx=0. Mame danou
diferencialni rovnici pro neznamou funkcproménné xR :

a,y” +..+ay +ay +ay=f,

kde & (i=01...,n)jsou realné konstanty, # ,®je pocastech spojita funkce pramne
X. Mame uéit partikularnireSeni y(x) diferencialni rovnice za danycltg@nich podminek

y(0) =hy, y'(0 =b,,...y"?(0) =b,,

kde b (i=01...,n-1) jsou dané konstanty. Tato Uloha se nazywéa@ni a ma pra¥
jedno reSeniy(x). Zwty (1.2.1) plyne, Ze existuje obra¥(p)= ., {y(x)}. Ozn&ime
F(p)=Z£L {f (x)} a uzitim \éty (1.3.8) dostaneme pro obr#gp) rovnici

a,(p"Y(p) = p"b, = .= Pb,_, =By )+ ...+ 2, (P2Y(p) - phy — b, )+ & (pY(p) —by) +

+a,Y(p) =F(p).

Tato rovnice je obrazem diferencialni rovnice ayvazseobrazova rovnice
Po Upra¥ dostaneme tvar

(a,p" +...+a,p? +a,p+a, V(p) = F(p)B,4(p),

kde B, (p) je mnohdalen stup® nejvySen— 1 ObrazieSeni dané diferencialni rovnice
pirevedeme na tvar

F(p)+Bn_1(p)_

Y =
(P=="A 0

Predmet y(X) k obrazuY (p) budeme hledat metodou rozkladu na parcialni zlomky
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2.2 Priklad 1
Urcete partikularniteSeni diferencialni rovnice prvnihtadu y' =y+x>, s paateni
podminkouy(0) =1.

Redeni:
PartikularniteSeni diferencialni rovnice prvninddu provedeme wekolika nasledujicich
krocich.

Krok 1.
Prevedeme jednotlivé argumenty rovnice na LaplacgbrazY (p)

] 2 2
£{y}=Y . Z{y}=pY-yO@=pY-1, z{x}:?

Prislusnd obrazova rovnice po dosazeni Laplaceovylotazo jednotlivych argumefit
z pavodni diferencialni rovnice:

2
PY-1=Y 4+

Krok 2.
Upravime obrazovou rovnici tak, Zéepedeme vyrazy ¥ na levou stranu a zbytek na pravou
stranu rovnice

2
pY—Y:EF+L

Krok 3.
Na levé stratirovnice vytkneméY a na prave stranvyrazy séteme

3

2+
vp-n="2P
p
Krok 4.
VyjadiimeY(p):
2+p® 1 2+ p°
Y(p==Pg =P
p° p-1 p’(p-)
Krok 5.

Abychom mohli pouzit zginou Laplaceovu transformaci, musime rozlozit ry@amenou
racionalni funkciyY (p) na sodet parcialnich zlomk

2+p° _A_B_C_ D
2

pP’(p-) p p
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Krok 6.
Abychom mohli sestavit soustavu algebraickych royvmusime provést séet vSech
jednotlivych zlomk na pravé stran predchozi rovnosti

Ap°(p-1)+Bp(p-1)+C(p-1)+Dp’ _ Ap’ - Ap® + Bp’ - Bp+Cp-C+Dp’
p*(p-1) p’(p-1)

Rovnost se tak upravi na
2+ p° = Ap® — Ap® + Bp? -Bp+Cp-C + Dp°®.
Rovnost dale upravime tak, Ze vytkneme jednotlie&mmy prongnnép
1p° +0p? +0p* +2p° =(A+ D)p® + (- A+ B)p? + (- B+C)p' - Cp°.

Krok 7.
Nyni porovname jednotlivé konstanty linearni konam@ polynomu progmné p na obou
stranach pedchozi rovnosti. Nasledrdostdvame soustavu algebraickych rovnic pro hi@édan
konstanty:

p’: A+D=1 = D=1-A=1-(-2)=3

p’: -A+B=0 = -A=-B = A=B=-2

p': -B+C=0 = -B=-C=B=C=-2

p°: -C=2 =C=-2

ObrazieSeni je dan sétem ctyt parcialnich zlomi

-2 2 2 3
Y(p) =-S5
PP

Krok 8.
Nyni miZzeme proveést zpnou Laplaceovu transformaci tak, Zze ke kazdémuwiqaimu
zlomku (obrazu) najdemeiglusnou funkci (pedmet)

¥ = £ {¥(p}=-2," {1}_2 £! {iz} - 2{%}+3f {i}
p p?/ “lp p-1

Hledané partikularnieSeni diferencialni rovnice prvniliédu je

2

y(x):—2—2x—2X7+3ex =3¢" - x2 - 2x—2.

2.3 Priklad 2
Urcete partikularniteSeni diferencialni rovnice prvnih@du y' +4y =sin2x, s p&ateni
podminkouy(0) = 1

34



ResSeni:
PartikularnifeSeni diferencialni rovnice prvnihiddu provedeme \ekolika nasledujicich
krocich.

Krok 1.
Prevedeme jednotlivé argumenty rovnice na LaplaagrazY (p)

£{y}=Y , Z{y}=pY-y(0) =pY-1, £ {sin2x} = vl

Prislusna obrazova rovnice po dosazeni Laplaceovylotazo jednotlivych argumeiit
z pavodni diferencialni rovnice:

2

Y-1+4Y =
p 44

Krok 2.
Upravime obrazovou rovnici tak, Ze ponechame vya¥yna levé strahrovnice a zbytek
pfevedeme na pravou stranu rovnice

2

Y +4Y =
p 02 +4

+1.

Krok 3.
Na levé stratirovnice vytkneméY a na prave stranvyrazy séteme

2+p*+4 _ p°+6

Y(p+4)= p2 v pz d
Krok 4.
Vyjadiime Y (p):
__ p°t6
Y(p) =
(p?+4)(p+4)
Krok 5.

Abychom mohli pouzit zinou Laplaceovu transformaci, musime rozloZit ryamenou
racionalni funkciY (p) na sodet parcialnich zlomk

p>+6 _Ap+B  C

(0 +4)(p+4) p?+4 pra’

Krok 6.
Abychom mohli sestavit soustavu algebraickych roymnusime provést séet v3ech
jednotlivych zlomk na pravé stran predchozi rovnosti
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(Ap+B)(p+4)+C(p® +4) _ Ap® +4Ap+Bp+4B+Cp’ +4C
(p? +4)(p+4) (p? +4)(p+4) |

Rovnost se tak upravi na
p?+6=Ap° +4Ap+Bp+4B+Cp® +4C.
Rovnost dale upravime tak, Ze osamostatnime jad@atiocniny prordnnép

1p® +0p' +6p° = (A+C)p? +(4A+ B)p* + (4B +4C)p°.
Krok 7.
Nyni porovname jednotlivé konstanty linearni konagi@ polynomu progmné p na obou
stranach fedchozi rovnosti. Nasledrdostavame soustavu algebraickych rovnic pro hiédan
konstanty:

p’: A+C=1 :>C=1—A:1+i:1_1
10 10
p': 4A+B=0 :>A:___B:_Z£:_i
4 54 10

p°: 4B+4C=6

Rovnici pro p? vynasobime minugtyimi a nasled& se&teme s rovnici prop*. Dostavame

tak rovnici:
-4C+B=-4

A tuto rovnici séteme s rovnici prop®. Tim ziskame nasledujici rovnici, ze které vyjae

konstantuB

6=5B+2 :BI%.

ObrazieSeni je dan sdétem #i parcialnich zlomk

1 1 2 11 1
Y(p)= ot
10p°+4 5p°+4 10p+4

Krok 8.
Nyni miZzeme proveést zpnou Laplaceovu transformaci tak, Zze ke kazdémuwi@aimu
zlomku (obrazu) najdemeiglusnou funkci (pedmet)

) AR T O P e
X)=2,{Y =-— += L7 +— L7 '
y(x) { (p)} 10 {p2+4} 5 {p2+4} 10 {p+4}

Hledané partikularnieSeni diferencialni rovnice prvnikiédu je

y(X) = ~ 1 cosox+ Lsinox+ tle
10 5 10
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2.4 Priklad 3
Urcete partikularnireSeni diferencialni rovnice druhébadu 2y" —4y' +2y = 4-2x+ x?,
s paatenimi podminkamiy(0) =1 a y'(0) = -2.

Redeni:
PartikularniteSeni diferenciélni rovnice druhékié@du provedeme wekolika nasledujicich
krocich.

Krok 1.
Prevedeme jednotlivé argumenty rovnice na LaplacsbrazY (p)

2
3

P

N
——
<
——

I

-<

SN
——

'—\
——

Il
S|~

£{2x}:§, L{xz}:

Z{y}=pY-y(©0=pY-1 , Z{y"} = p?Y - py(0) - y'(0) = p?Y - p.

Prislusnd obrazova rovnice po dosazeni Laplaceovylotazo jednotlivych argumeiit
z pavodni diferencialni rovnice:

4 2 2
2lp2Y - p+2)-4lpY-1)+2¥y =—- "+ =
(IO Y ) (D ) o Pt

Krok 2.
Upravime obrazovou rovnici tak, Ze ponechdme vys¥yna levé strahrovnice a zbytek
pievedeme na pravou stranu rovnice

2—
2pY —2p+4-apY+4+2y = 2P T2P*2Z
p
2_
2p?Y —apy+2y =3P T2P*2 o1 g
p

Krok 3.
Na levé stratirovnice vytknemeéY a na pravé stranvyrazy séteme

4p* -2p+2+2p* -8p°

3

Y(2p? -4p+2)=

p
Krok 4.
VyjadiimeY(p):
v(p)= AP =2p+2+2p" -8p® _ A2p° - p+i+p' ~4p’)_ 2p* - p+i+p' -4p]

p*(2p?-4p+2) 2p%(p? -2p+1) p*(p-1)°
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Krok 5.
Abychom mohli pouzit zinou Laplaceovu transformaci, musime rozloZit ryamenou
racionalni funkciY (p) na sodet parcialnich zlomk

2p2—p+1+p4—4p3:£\+£+£+ D , E

pS(p_l)Z p p2 p3 p_l (p_1)2 '

Krok 6.
Abychom mohli sestavit soustavu algebraickych royvmusime provést séet vSech
jednotlivych zlomk na pravé stran predchozi rovnosti

Ap*(p-1)*+Bp(p-1)* +C(p-1)* + Dp*(p-1) + Ep® _
p*(p-1)

_ Ap® -2Ap’ + Ap” + Bp® - 2Bp” + Bp+Cp” —2Cp+C + Dp* - Dp® + Ep’
p*(p-1)°

Rovnost se tak upravi na
2p® — p+1+ p* —4p® = Ap® —2Ap’ + Ap’ +...+ Cp®> —2Cp+C + Dp* — Dp® + Ep°.
Rovnost dale upravime tak, Ze vytkneme jednotlie&mmy prongnnép
1p* -4p® +2p% -1p* +1p° = (A+ D)p* +(-2A+B-D+E)p® +(A-2B+C)p? +
+(A-2B+C)p* +(B-2C)p°.

Krok 7.

Nyni porovname jednotlivé konstanty linearni konagi@ polynomu progmné p na obou
stranach fedchozi rovnosti. Nasledrdostavame soustavu algebraickych rovnic pro hiédan
konstanty:

p*: A+D=1 =>D=1-A=1-3=-2

p’: -2A+B-D+E=-4 = E=2A-B+D-4=6-1-2-4=-1
p?: A-2B+C=2 = A=2B-C+2=2-1+2=3

p': B-2C=-1 = B=-1+2C=-1+2=1

p’: C=1

ObrazieSeni je dan sdtem gti parcialnich zlomk

1
(p-1°

Y(p) =

S lw

1 1 2
-
p> p° p-1
Krok 8.
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Nyni miZeme provést zpnou Laplaceovu transformaci tak, Ze ke kazdéemuwi@laimu
zlomku (obrazu) najdemeriglusnou funkci (pednet)

T I RN S B

Hledané partikularnieSeni diferencialni rovnice druhétamu je

X

y(X) =3+ x+%x2 - 2e* - xe".

2.5 Priklad 4

+4yn +4yr = ej,

m

Urcete partikularni feSeni diferencialni rovnice fetiho fadu vy
s paateinimi podminkamiy(0) = Q y'(0)=0a y"(0) = 0.

Reseni:
Partikularni feSeni diferencialni rovniceretino fadu provedeme wekolika nasledujicich
krocich.

Krok 1.
Prevedeme jednotlivé argumenty rovnice na LaplaagrazY (p)
£{y}=pY-y(©0) =pY . Z{y}=pY -y -y (0) = p*,
= 2
.Z: m\ — 3Y_2 O_ 10_10=3Y ’ .Z: ez - .
{y}=pY-p?yO) -y O -y =p { } op il

Prislusnd obrazova rovnice po dosazeni Laplaceovylotazo jednotlivych argumefit
z pavodni diferencialni rovnice:

p°Y +4p%Y +4pY = 2
2p+1
Krok 2.
Na levé stratirovnice vytknemey
2
Y{p®+4p?+4p)= .
(p P p) 2p+1
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Krok 3.
Vyjadiime Y (p):

2 _ 2 _ 2
2p+1)(p* +4p? +4p) plp? +4p+4)2p+1) p(2p+1)(p+2)?

Y(ID)=(

Krok 4.
Abychom mohli pouzit zinou Laplaceovu transformaci, musime rozloZit ryamenou

racionalni funkciY (p) na sodet parcialnich zlomk

2 A 2B C D
=—+ +—+

p2p+1)(p+2)? P 2p+1 p+2 (p+2)°

Krok 5.
Abychom mohli sestavit soustavu algebraickych roynmnusime provést séet vSech

jednotlivych zlomk na pravé stran predchozi rovnosti

A2p+1)(p+2)* +2Bp(p+2)° +Cp(2p+1)(p+2)+ Dp(2p+1) _
p(2p+1)(p+2)

_ 2Ap® +9Ap® +12Ap+4A+2Bp’ +8Bp” +8Bp+ 2Cp’ +5Cp” + 2Cp+ 2Dp* + Dp
p(2p+1)(p+2)°

Rovnost se tak upravi na
2=2Ap° +9Ap° +12Ap+ 4A+ 2Bp’ + 8Bp’ +8Bp+ 2Cp° + 5Cp* + 2Cp + 2Dp? + Dp
Rovnost dale upravime tak, Ze vytkneme jednotliegmmy prongnnép
0p® +0p?+0p* +2p° = (2A+2B+2C)p° + (9A+8B +5C +2D)p? +
+(12A+8B+2C + D)p* +4Ap°.

Krok 6.
Nyni porovname jednotlivé konstanty linearni konalm@ polynomu progmné p na obou
stranach pedchozi rovnosti. Nasledrdostdvame soustavu algebraickych rovnic pro hiédan

konstanty:

p’: 2A+2B+2C =0
p®: 9A+8B+5C+2D =0
p': 12A+8B+2C+D =0
p’: 4A=2 :>A:3:1
4 2
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,Czl ab=

Kde A vypliva gimo z rovnice prop®, B = - T

©|
Wl

ObrazteSeni je dan sétem ctyt parcialnich zlomi

2 7 1 1 1
+— += .
2p+1 18p+2 3(p+2)

11 8
Y(p===-=
(P) 2 9

Krok 7.
Nyni miZzeme proveést zpnou Laplaceovu transformaci tak, Zze ke kazdémuwi@aimu
zlomku (obrazu) najdemeiglusnou funkci (pedmet)

_ 1o f11 8 2 1.7 L[ 1)1 ] 1
Y09 = L7V (P} = £ {p} 0% {2p+1}+18£ {p+2}+3£ {(p+2)2}'

Hledané partikularnieSeni diferencialni rovniceetinoradu je

y=t-8e24 Lerilyg

2.6 Priklad 5
Urcete partikularnieSeni diferencialni rovnicgvrtéhotradu y(“) -y =sinhx, s p&atenimi
podminkamiy(0) = Q y'(0)=0, y"(0)=0ay”"(0) =1

Redeni:
PartikularniteSeni diferencialni rovnicétvrtého radu provedeme wekolika néasledujicich
krocich.

Krok 1.
Prevedeme jednotlivé argumenty rovnice na LaplaagrazY (p)

z{yl=y Z{y'}=p*Y - p’y(0)- p*y'(0) - py"(0) - y"(0) = p*Y -1,

z{pj_l}.

Prislusnd obrazova rovnice po dosazeni Laplaceovylotazo jednotlivych argumefit
z pavodni diferencialni rovnice:

1

p4Y—1—Y =m

Krok 2.
Upravime obrazovou rovnici tak, Ze ponechdme vys¥yna levé strahrovnice a zbytek
pievedeme na pravou stranu rovnice
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oY =Y _(p%l)u.

Krok 3.
Na levé stratirovnice vytkneméY a na prave stranvyrazy séteme

_1l+p*-1

v(p* -1) TEER

Krok 4.
Vyjadiime Y (p):
V()= R = > =——F
(p? -2){p* -1) ~ (p* -2)(p* ~1)(p* +1) "~ (p* -1 (p2 +1)
Krok 5.

Abychom mohli pouzit zinou Laplaceovu transformaci, musime rozloZit ryamenou
racionalni funkciY (p) na sodet parcialnich zlomk

p? _ Ap+B _ C(p®+1)+2Dp Ep+F
pz _1)2( 2+1) (pz _1) (p2 _1)2 (p2+1)'

Y(p)=(

Krok 6.
Abychom mohli sestavit soustavu algebraickych royvmusime provést séet vSech
jednotlivych zlomk na pravé stran predchozi rovnosti

(Ap+ B)(p* ~1)+ (Cp? + C + 2Dp)(p +1)+ (Ep+ F)(p? -1 _

(p? -1) (p? +1)

_ Ap’ - Ap+Bp* -B+Cp* +2Cp? +C+2Dp3+2Dp+

(p? -1) (p? +1)

+ Ep° - 2Ep° + Ep+ Fp* - 2Fp®* - F
(p* -1 (p* +1

Rovnost se tak upravi na
p® = Ap® - Ap+Bp* - B+Cp* + 2Cp* + C + 2Dp° + 2Dp +
+Ep® —2Ep® + Ep+ Fp* - 2Fp* -F .

Rovnost dale upravime tak, Ze vytkneme jednotliegmmy pronénnép
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0p°® +0p* +0p® +1p? +0p* +0p° = (A+E)p® +(B+C + F)p* +(2D - 2E)p® +
+(-2F +2C)p? +(- A+E)p' +(-B+C)p".

Krok 7.

Nyni porovname jednotlivé konstanty linearni konam@ polynomu progmné p na obou
stranach pedchozi rovnosti. Nasledrdostdvame soustavu algebraickych rovnic pro hiédan
konstanty:

p°: A+E=0

p’: B+C+F=0
p’: 2D-2E=0
p’: -2F+2C=1
p': —A+E=0
p’: -B+C+F =0

Kde A=0, B=0, C=%,D=O,E=OaF=—%.

ObrazieSeni je dan sétem dvou parcialnich zlontk

_1(pP+1) 11
Y= e

Krok 8.
Nyni miZzeme proveést zpnou Laplaceovu transformaci tak, Zze ke kazdémuwi@aimu
zlomku (obrazu) najdemeiglusnou funkci (pedmet)

y) = £ {Y(p)} :§ L™ {M}—l [1{ = }

(p>-2f) 47 Lp*+1

Hledané partikularnieSeni diferencialni rovnicavrtéhoiadu je

1 1. 1 .
X) = = xcoshx —=sinx = =(xcoshx —sinXx).
) =" ; 4 )

2.7 P¥iklad 6
ity =Yy, +€

Urcete partikularnteSeni soustavy diferencialnich rovnic prvntadu = o
YotY, =y, t€

s paatenimi podminkamiy, (0) =6 a 'y, (0) =0.
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ResSeni:
Partikularni feSeni soustavy diferencialnich rovnic prvnifedu provedeme wRolika
nasledujicich krocich.

Krok 1.
Prevedeme jednotlivé argumenty rovnic na LaplaocabrazY (p)

z{yv.}=Y, , Z{y}=pY, -y, =pY,-6 £{e}=

1
p-1
z{y,}=Y, , Z{y;}=pY, -y, (0 = pY,.

Prislusnd soustava obrazovych rovnic po dosazeniataplych obraz jednotlivych
argumeni z pavodni soustavy diferencialnich rovnic:

1
p-1
1
p-1

pY, ~6+Y, =Y, +

pYZ +Y2 =Yl+

Krok 2.
Upravime soustavu obrazovych rovnic tak, #Evpdeme vyrazy obsahuji¢iv kazdé rovnici
na levou stranu a zbytekgqvedeme na pravou stranu rovnice

pY,+Y, —Y, = 6p_15
P 2.1)

1
pY, +Y, =Y, =p—_1

Krok 3.
Dale se budeme snazit @il Y,, tak zeY, ve druhé rovnici vytkneme

1
Y. 1))=Y, +—. 2.2
,(p+1) ] (2.2)

Potom rovnici upravime na nasledujici tvar

_Y 1
? p+1 (p-1)(p+2)

Krok 4.
Nyni predchozi rovnici sgeme s prvni rovnici ze (2.1)

Y, _6p-5, 1
p+1 p-1 (p-2)(p+1)

pY, +Y, -
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Krok 5.
Na leve straéirovnice vytknemeY, a na pravé strérvyrazy séteme

v[os1- L )= (6p-5)(p+1)+1_6p°+p-4
P 04T (p-0)(p+) (p-1)(p+1)
Krok 6.
Vyjadiime Y, (p) :
6p°+p-4 1 6p°+p-4 1
Y.(p) = E = E =
el (L, 1) (p3(p+d) [ p(p+2)
p+1 p+1l
_6p°+p-4 _ p+tl _ 6p°+p-4
Y,(p) = E =
S (p-1)(p+1) p(p+2) p(p-2(p+2)
Krok 7.

Abychom mohli pouzit zinou Laplaceovu transformaci, musime rozloZit ryamenou
racionalni funkciY, (p) na sodet parcialnich zlomk

6p°+p-4 _A B . C

=+ .
p(p-1)(p+2) p p-1 p+2

Yi(p) =

Krok 8.
Abychom mohli sestavit soustavu algebraickych roynmnusime provést séet v3ech
jednotlivych zlomk na pravé stran predchozi rovnosti

Alp-1)(p+2)+Bp(p+2)+Cp(p-1) _ Ap’+Ap-2A+Bp” +2Bp+Cp’ -Cp
p(p-1)(p+2) p(p-1(p+2) '

Rovnost se tak upravi na
6p*+ p—4=Ap°+ Ap-2A+ Bp® +2Bp+Cp* —Cp.
Rovnost dale upravime tak, Ze vytkneme jednotliegmmy pronénnép
6p? +1pt —4p° = (A+B+C)p? +(A+2B-C)p' - 2Ap°.

Krok 9.

Nyni porovname jednotlivé konstanty linearni konam@ polynomu progmné p na obou
stranach pedchozi rovnosti. Nasledrdostavame soustavu algebraickych rovnic pro hiédan
konstanty:
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p’: A+B+C=6
p': A+2B-C=1

p’: -2A=-4 = A:g=2

Kde A vypliva gimo z rovnice prop®, B=1aC =3.
ObrazieSeni je dan sétem i parcialnich zlomk

2 1 3
Yi(p)=—+—-+

p p-1 p+2

Krok 10.
Dale zaY, dosadime vysledny algebraicky vyraz d&které obrazové rovnice. Napdo

rovnice ze (2.2).

Krok 11.
Na levé straéirovnice vytknemey, a na pravé stranvyrazy séteme

6p’+p-4+p°+2p _ 7p°+3p-4

Y,(p+1)= - = : .
(p+3 (p-1)(p2+2p)  (p-2)(p>+2p)
Krok 12.
Vyjadiime Y, (p):
_ (7p-4)(p+1) 1 _  7p-4

Y, = > B =

® (p-1)(p?>+2p) p+1 p(p-1)(p+2)
Krok 13.

Abychom mohli pouzit zinou Laplaceovu transformaci, musime rozloZit ryamenou
racionalni funkciyY, (p) na sodet parcialnich zlomk

Tp-4 A B C
=—+ +

p(p-1)(p+2) p p-1 p+2°

Y2(p) =

Krok 14.
Abychom mohli sestavit soustavu algebraickych roymnusime provést séet v3Sech
jednotlivych zlomk na pravé stran predchozi rovnosti

Alp-3)(p+2)+Bp(p+2)+Cp(p-1) _ Ap’ + Ap-2A+Bp® +2Bp+Cp’ -Cp
p(p-1)(p+2) p(p-1)(p+2) '
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Rovnost se tak upravi na
7p-4=Ap’ + Ap-2A+ Bp? + 2Bp+Cp? -Cp.
Rovnost dale upravime tak, Ze vytkneme jednotliegmmy pronénnép
0p®+7p'-4p° =(A+B+C)p? +(A+2B-C)p' - 2Ap°.
Krok 15.
Nyni porovname jednotlivé konstanty linearni konalm@ polynomu progmné p na obou

stranach pedchozi rovnosti. Nasledrdostdvame soustavu algebraickych rovnic pro hi@édan
konstanty:

p°’: A+B+C=0
p': A+2B-C=7

p°: -2A=-4 = A:g=2
Kde A vypliva gimo z rovnice prop®, B=1aC =-3.
ObrazieSeni je dan sétem #i parcialnich zlomk
2 1 3
Y (p) =S -2
p p-1 p+2

Krok 16.
Nyni miZeme provést zpnou Laplaceovu transformaci tak, Ze ke kazdémui@aimu
zlomku (obrazu) jednotlivych rovnosY{(p) aY,(p) najdeme fisluSnou funkci (pednet)

yl(X>=£‘1{Y1(p)}:z£‘l{%} f{ : }tw‘l{ ; }

p-1 p+2

Yz(x)=.£_1{Y2(p)}=2.£_1{%}+ ﬁ—l{i}_&c—l{ 1 }

p-1 p+2

Hledané partikularnieSeni soustavy diferencialnich rovnic prvniadu je
y,(X) =2+e* +3e7, Y,(X) =2+e* -3,
2.8 Priklad 7

Y=Y, =0

Urcete partikularnfeSeni soustavy diferencialnich rovnic druhéhau = ¢ ,
Y, — Y, =4cosx

s paateinimi podminkamiy, (0) =0, y,(0) =4, y;(0) =4 ay,(0) =0.
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Redeni:
Partikularni feSeni soustavy diferencialnich rovnic druhéldalu provedeme wRolika
nasledujicich krocich.

Krok 1.
Prevedeme jednotlivé argumenty rovnic na LaplaocabrazY (p)
£{y}=pY, -y, = pY, . Z{y} =Y - O - i (0) = pY, -4,
iyt =% -y, 0=p%,-4 . Z£{y}=pY,- P00 -¥;0 = p’,-4p
__ b
£ {cosx} = el

Prislusnd soustava obrazovych rovnic po dosazeniataplych obraz jednotlivych
argumeni z pavodni soustavy diferencialnich rovnic:

p2Y1_4_(pY2 _4):O

o (o, -ap)=- 22

Krok 2.

Upravime soustavu obrazovych rovnic tak, Ze pormeehéyrazy obsahujicf v kazdé rovnici
na leve strafha zbytek pevedeme na pravou stranu rovnice. Nasiegmazy na pravé str&n
rovnice séteme.

P~ pY, =440

oy 4p 3 _—4p3. (2.3)
le pYZ_ p2+1 4p_ p2+1

Krok 3.

Dale se budeme snazit @it Y,, tak Ze prvni rovnici zigdchozi soustavy vynasobime
vyrazem-p a nasledé sesteme s druhou rovnici Zgdchozi soustavy.

— 4p3

- p3Y1+ le = p2 +1'

Krok 4.
Na leve straéirovnice vytknemey;

A3
Y, Eﬂp - p3): p:‘rfl )
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Krok 6.
Vyjadiime Y, (p) :

—4p3D 1 _-4p° 1 _ 4p?
p?+1 p-p® p’+1 —p)(pz—l) (p2+1)(p2—1)

Y, (p) =

Krok 7.
Abychom mohli pouzit zinou Laplaceovu transformaci, musime rozloZit ryamenou

racionalni funkciY, (p) na sodet parcialnich zlomk

4p>  _ Ap+B _ Cp+D
p?+1)(p>-1) (p*+1) (p*-2)

Y1(p):(

Krok 8.
Abychom mohli sestavit soustavu algebraickych royvmusime provést séet vSech
jednotlivych zlomk na pravé stran predchozi rovnosti

(Ap+B)(p? -1)+(Cp+D)(p? +1) _ Ap’ - Ap+Bp® —B+Cp’ +Cp+Dp* + D
(p* +1)(p* -1) (p* +1)(p* -1) |

Rovnost se tak upravi na

4p® = Ap’ - Ap+Bp*—-B+Cp®*+Cp+Dp® +D.
Rovnost dale upravime tak, Ze vytkneme jednotlie&mmy prongnnép
0p® +4p?+0p*-0p° =(A+C)p*+(B+D)p? +(- A+C)p* +(-B+D)p°.

Krok 9.

Nyni porovname jednotlivé konstanty linearni konagi@ polynomu progmné p na obou
stranach fedchozi rovnosti. Nasledrdostavame soustavu algebraickych rovnic pro hiédan
konstanty:

p’: A+C=0
p’: B+D=4
p': —A+C=0
p°: -B+D=0

Kde A=0,B=2,C=0,ab=2.
ObrazieSeni je dan sétem dvou parcialnich zlontk

2 2
Y, = + .
l(p) p2+1 p2_1
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Krok 10.
Dale zaY, dosadime vysledny algebraicky vyraz d&taré obrazové rovnice. Namlo prvni
rovnice ze (2.3). Rovnici vSak néjde upravime

p%Y, - pY, =0 , Y, = pY,.

Nyni miZzeme dosadit
Y, = p 4p2 = 4p3 .
© P +)lpt -1 (p?+1p® 1)

Krok 11.
Abychom mohli pouzit zinou Laplaceovu transformaci, musime rozloZit ryamenou
racionalni funkciyY, (p) na sodet parcialnich zlomk

4p°  _ Ap+B_Cp+D
p>+1)(p>-1) (p?+1) (p*-12)’

Y,(p) = (

Krok 12.
Abychom mohli sestavit soustavu algebraickych royvmusime provést séet vSech
jednotlivych zlomk na pravé stran predchozi rovnosti

(Ap+B)(p? -1)+(Cp+D)(p? +1) _ Ap’ - Ap+Bp® —B+Cp’ +Cp+Dp* + D
(p* +1)(p* -1) (p* +1)(p* -1)

Rovnost se tak upravi na
4p® = Ap® - Ap+Bp®*-B+Cp*+Cp+Dp*+D.
Rovnost dale upravime tak, Ze vytkneme jednotlie&mmy pron&énnép
4p®+0p?+0p*-0p° =(A+C)p*+(B+D)p? +(- A+C)p* +(-B+D)p°.
Krok 13.
Nyni porovname jednotlivé konstanty linearni konagi@ polynomu progmné p na obou

stranach fedchozi rovnosti. Nasledrdostavame soustavu algebraickych rovnic pro hiédan
konstanty:

p’: A+C=4
p’: B+D=0
p': —A+C=0
p’°: -B+D=0

Kde A=2,B=0,C=2,aDb=0.
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ObrazieSeni je dan sétem dvou parcialnich zlonik

__2p 2p
Yl(p)_ p2+1 + p2 _1'

Krok 16.
Nyni miZzeme proveést zpnou Laplaceovu transformaci tak, Zze ke kazdémuwifaimu
zlomku (obrazu) jednotlivych rovnosYi(p) aY,(p) najdeme fisluSnou funkci (fedmnt)

— _ a 1 a 1
y( =2 {Y(p}=22 {p2+1}+2£ {pz_l},

— p1 — -1 p -1 p
Y200 = L7 {Vi(p)} =2 £ {p2+1}+2£ {pz_l}_

Hledané partikularnieSeni soustavy diferencialnich rovnic druhé&uu je

Y, (X) = 2sinx + 2sinhx , Y, (X) = 2cosx + 2coshx.

2.9 Priklad 8

X
Urcete partikularnfeSeni integralni rovnic2y +J' y(u)du =3xe™.
0

Redeni:
PartikularnireSeni integralni rovnice provedeme&kalika nasledujicich krocich.

Krok 1.
Prevedeme jednotlivé argumenty rovnice na LaplaagrazY (p)

1 h Y i} 1
L{y}== , £{ y(u)du}:— . Lixe¥}=

p { p be} (p+1)

Prislusnd obrazova rovnice po dosazeni Laplaceovylotazo jednotlivych argumefit
z pavodni integralni rovnice:

Krok 2.
Na levé stratiobrazové rovnice vytknemé

”ﬁz*%]:(pfl)”
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Ytﬁzp;l} i (pfl)z |

Krok 3.
VyjadiimeY(p):
3p
Y =
P = o1y 2p+)
Krok 4.

Abychom mohli pouzit zinou Laplaceovu transformaci, musime rozloZit ryamenou
racionalni funkciY (p) na sodet parcialnich zlomk

3p _ A, B ,
(p+1*(2p+2) p+1 (p+1? 2p+1

Krok 5.
Abychom mohli sestavit soustavu algebraickych roymnusime provést séet vSech
jednotlivych zlomk na pravé stran predchozi rovnosti

Alp+1)(2p+1)+B(2p+1)+C(p+1)* _ 2Ap* +3Ap+ A+2Bp+B+Cp’ +2Cp+C
(p+1)*(2p+1) (p+1*(2p+1) '

Rovnost se tak upravi na
3p=2Ap*+3Ap+ A+2Bp+B+Cp®+2Cp+C.
Rovnost dale upravime tak, Ze vytkneme jednotlie&mmy prongnnép
0p® +3p* +0p° = (2A+C)p? +(3A+2B +2C)p* +(A+B+C)p°.
Krok 7.
Nyni porovname jednotlivé konstanty linearni konagi@ polynomu progmné p na obou
stranach fedchozi rovnosti. Nasledrdostavame soustavu algebraickych rovnic pro hiédan

konstanty:

p’: 2A+C=0
p': 3A+2B+2C=3
p°: A+B+C=0

Kde A=3,B=3aC=-6.
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ObrazieSeni je dan sdtem #i parcialnich zlomk

3 3 6(2
Y = + - .
(p) p+1 (p+1)2 2p+1

Krok 8.
Nyni miZzeme proveést zpnou Laplaceovu transformaci tak, Zze ke kazdémuwiqaimu
zlomku (obrazu) najdemeiplusnou funkci (pedmet)

— -1 — -1 1 -1 1 _ -1 2
yx) = 2H{Y(p)}=32 {p+1}+3£ { } 6L { }

Hledané partikularnieSeni integralni rovnice je

-X

y(X) =3e* +3xe* -6e? .

2.10 Priklad 9
Urcete partikularni  feSeni integrodiferencialni rovnice prvniho fadu

y +2y+ ZJ' y(u)du=e¢e™, s pa&ateni podminkouy(0) = 0
0
Redeni:

Partikularni feSeni integrodiferencialni rovnice prvnihtadu provedeme wRolika
nasledujicich krocich.

Krok 1.
Prevedeme jednotlivé argumenty rovnice na LaplaagrazY (p)

z{y}=%, £{y}=pY-y@=py | z{jy(u)du}ip,

0
£{e‘x}= pil'

Prislusnd obrazova rovnice po dosazeni Laplaceovylotazo jednotlivych argumefit
z pavodni integrodiferencialni rovnice:

py+2y+ 2 = 1

p p+l

Krok 2.
Na levé stratiobrazové rovnice vytknemé
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Y[€p+2+£j= 1 :
p) p+l

v p’+2p+2)_ 1
p p+l

Krok 3.
VyjadiimeY(p):
p p
Y(p) = = i 1
(p+1)(p* +2p+2) (p+1)|(p+1)° +1]
Krok 4.

Abychom mohli pouzit zginou Laplaceovu transformaci, musime rozlozit ry@amenou
racionalni funkciyY (p) na sodet parcialnich zlomk

(p+1)|(p+17+1 p+1 (p+af+1’

p __A _B(p+1)+C

Krok 5.
Abychom mohli sestavit soustavu algebraickych roynmnusime provést séet vSech
jednotlivych zlomk na pravé stran predchozi rovnosti

A(p+1) +1)+ B(p+1) _ 2Ap® + 2Ap+2A+ Bp? + 2Bp+ 2B +Cp’ +Cp+C
(p+1)[(p+1 +1] (p+1)[(p+1 +1J

Rovnost se tak upravi na
p=2Ap° +2Ap+2A+Bp* +2Bp+2B+Cp”*+Cp+C.
Rovnost dale upravime tak, Ze vytkneme jednotliegmmy prongnnép
0p® +1p* +0p° = (A+B)p? +(2A+2B+C)p' +(2A+2B +C)p°.

Krok 7.

Nyni porovname jednotlivé konstanty linearni konagi@ polynomu progmné p na obou
stranach fedchozi rovnosti. Nasledrdostavame soustavu algebraickych rovnic pro hi@édan
konstanty:

p’: A+B=0
pt: 2A+2B+C=1
p’: 2A+B+C=0

Kde A=-1, B=1aC-=1.
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ObrazieSeni je dan sétem i parcialnich zlomk

-1 p+1 1
Y(p) = + + .
(P) p+1 (p+1°+1 (p+1)?*+1

Krok 8.
Nyni miZeme provést zpnou Laplaceovu transformaci tak, Ze ke kazdéemuwi@laimu
zlomku (obrazu) najdemeriglusnou funkci (pednet)

e __ a1 =] p+1l 1 1
y(x) =2~ {Y(p)}— L {p+1}+£ {(p+1)2+1}+'£ {(p+1)2+1}'

Hledané partikularnieSeni integrodiferencialni rovnice prvnitémlu je

y(X) = —e™ + e * cosx + e sinx = e [{cosx +sinx —1).

2.11 Priklad 10
Urcete partikularni  reSeni integrodiferencialni rovnice druhého tadu

y'+y= sinx+jsin(x—u)y(u)du, s p@&atenimi podminkamiy(0) = Ca y'(0) = 1
0

Resdeni:
PartikularnireSeni integralni rovnice provedeme&kaolika nasledujicich krocich.

Krok 1.

Prevedeme jednotlivé argumenty rovnice na LaplacsbrazY (p)

L {jsin(x—u)y(u)du} = £ {y0) sinx} = £ {y(x} 0z {sinx} =Yapzi+1, £{y}=v,
0

£{yt=pY-py@-y©@=p?¥-1, £{sinx}= p?+1’

Prislusnd obrazova rovnice po dosazeni Laplaceovylotazo jednotlivych argumefit
z pavodni integrodiferencialni rovnice druhétamu:

1 Yp
2 + 2
p°+1 p°+1

p2Y -1+Y =

Krok 2.
Upravime obrazovou rovnici tak, Zéepedeme vyrazy ¥ na levou stranu rovnice a zbytek
prevedeme na pravou stranu rovnice
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Yp _ 1

Y +Y - =
P p’+1 p*+1

+1.

Krok 3.
Na levé stratirovnice vytknemeéY a na pravé stranvyrazy séteme

2
Y p2+1_ 21 =p2+2'
p +1) p°+1

Y[ﬁpz(lo2 +1)+ pzjz p° +2

p®+1 p® +1
Krok 4.
VyjadiimeY(p):
2 2 2
vp=Lrig Pl . pr2. ol
pc+1l p"+2p p(p +2) p
Krok 5.

Nyni miZeme provést zpnou Laplaceovu transformaci tak, Ze ke kazdémuwi@laimu
zlomku (obrazu) najdemesiglusnou funkci (pednet)

y) =2 {Y(p)} =2 {pi} :

Hledané partikularnieSeni integrodiferencialni rovnice druhé&hdu je
y(X) = X.

2.12 Aplikace Laplaceovy transformace k  FeSeni elektrickych obvod

Omezime se pouze na linearni elektrické obvody,jswole zakladniméleny idealni rezistory,
kondenzatory a civky. Kazdy &chtoc¢lena je charakterizovan jednim kladnym parametrem:

e R je ohmicky odpor[Q] :
- C jekapacitdF],
e L je vlastni induknost[H] :

Budeme se zabyvat pouze obvody, kde tyto paranmeizgvisi naase. Pedpokladejme, Ze
proud a nagti nejsou vSude stejné. Potoniizeme tvrdit, Ze znibvané vektiny jsou funkci
¢asu. Takovato zapojeni nazyvame obvody se smisgmi parametry. Jednotlivé obvodové
elementy {leny) jsou navzajem propojeny idealnimi wida pipojeny ke zdroji elektrické
energie. NaSim ukolem bude najit proudy, kterégiagt ugitymi elementy nebo na&g mezi
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jednotlivymi body obvodu. Tyto obvody popisuji @eyné diferencialni rovnice a jak jiz bylo
fe¢eno v gedchozich kapitolach, jejictieSeni by bylo $liS slozité. Z tohoto dvodu
pouzijeme Laplaceovu transformaci. Obrazem soustawyic popisujicich elektricky obvod
je soustava algebraickych rovnic. Tyto algebraic&enice zahrnuji obrazy proudu nebo
nagti, které obsahuji p@tesni podminky proudu, pdpnapti.

Na nejjednodussi elektricky obvod o jediném elemgutpojime nagti u(t) a bude jim
protékat proud(t). Pak nizeme uvazovat platnost vztah

* narezistoru o ohmickém odpoRu i(t) :%’[), neboliu(t) = Ri(t),

du()

* nakondenzatoru o kapacit: i(t) =C , heboliu(t) = —jl(r)dr +u(t,),

t .
e nacivce o vlastni indakostiL: i(t) :%ju(r)drﬂ(to), neboliu(t) = %

kde i(t, ), u(t,) jsou p@ateni hodnoty proudu a nap. Jestlize je v obvodu zapojen pouze

rezistor, péateni podminky ve vztahu nejsou.
Déle ozndime /L {i (t)} =1(p), £ {u(t)} =U(p) a z pedchozich rovnic dostaneme
nasledujici vztahy:

* narezistorul (p) :&Rp)' neboliU (p) = RI(p),

I(IO) L ulto)
o

* na kondenzatorut (p) = Cpl(p) —Ci(t,), neboliU(p) =
. nacivce:l(p)—@ 1) , heboliU (p) = Lpl(p) —Li(t,).
p p
Uvedené vztahy fizeme napsat ve spoteem tvaru

I(p)=% U =1(PZ(p),

kdeZ(p) je obrazova impedance elektrického obvodu.
Nyni vyjadiime obrazovou impedanci pro jednotlivé obvodovénelety:

* narezistoruZ, =R,

* nakondenzatoruZ. =
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* nacivce:Z, =Lp.

Sériové zapojeni vice obvodovych elementii

Jestlize zapojime do série (za sebou) vice obvaowelement, bude sotet nagti na
jednotlivych elementech roverfiyedenému nafti na vstupni svorky obvodu. £ty 1.2
plyne, Ze pro obraz n&p to plati takeé.

U=U,+U,+..+U, =Z 1 +Z,l +.+Z 1 =(Z,+Z,+..+Z ) =ZI

Neboli kon€ny paiet obrazovych impedanci zapojenych do série se &hako jeden
element.

Paralelni zapojeni vice obvodovych elementii

U paralelniho zapojeni plati vztahy:

=1, 41,441, kdel, == 1, =2 | =Y
Zl ZZ Zn
U=2,0,=2,1,=..=2.1 SR N
Zl ZZ Zn

Uvedené vztahy jak pro sériové tak i pro paralelapojeni, plati pouze za nulovych
pocateinich podminek.

2.13 Priklad 11.

Nech’ je na vstupni svorky linearniho elektrického athwdobr.1) za nulovych gétesnich
podminek pivedeno nati u(t) =U, =konstprot=0. Prot <0 je nagti u(t)=0. Urceme
prabéh nagti u, (t) na civcel.

R I—b

i (t) © — ’ u, (f)

G

Obrazek 2.1 -P. zadani elektrického obvodu
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Reseni provedeme \&kolika nasledujicich krocich.

Krok 1.
Vyjadiime obrazové nagi U(p) na jednotlivych obvodovych elementech.

U,

* navstupnich svorkach: U(p)=U, £ {1} =
p

* narezistoru: U(p)=R L {i (t)} =RI(p),

« nacivce: U(p)=L £{i(t)}=Lpl(p)-Li(t,) =Lpl(p)-0=Lpl(p).

Krok 2.
Stanovime celkovou obrazovou impedanci obvodu

Z(p)=Zg+Z_ =R+Lp.

Krok 3.
Abychom mohli stanovit obrazové rapU,(p), musime nejprve vyj&d obrazovy proud
I(p) obvodem

Up) U,
Z(p) p(R+Lp)

I(p) =

Krok 4.
Nyni mizeme ukit obrazové nagti U, (p)

pu,L _ UL _ UL
p(R+Lp) R+Lp L(p+Rj p+B

U,(p) = £ {u,@®}=1(p)Z, =

Krok 5.
Dale provedeme ztnou Laplaceovu transformaci tak, ze k danému abragti U, (p)
najdeme fisluSnouwasovou funkci.

uz(t)=,£_l{U2(p)}:Ul.£_l !

+
pL

Hledanycasovy ptibeh nagti u,(t) je

R,
L

u,(t)=U,e

59



2.14 Priklad 12.

Nech’ je na vstupni svorky linearniho elektrického athwdobr.2) za nulovych géatesnich
podminek pivedeno nagti u(t)=U,@ pro t=0. Pro t<0 je nagti u(t)=0. Urceme
prabéh proudui(t) na kondenzatorG.

w (0) O 1 11, (1)

&

Obrazek 2.2 -F2. Zadani elektrického obvodu

Reseni:
Reseni provedeme &kolika nasledujicich krocich.

Krok 1.
Vyjadiime obrazové napi U(p) na vstupnich svorkach obvodu

U(p):ulz{t}=%-

Krok 2.
Stanovime celkovou obrazovou impedanci obvodu
1 _ RCpt+l
Z(p)=Zx+Z. =R+—= :
(p)=Zx+Z; cp. Cp
Krok 3.
Nyni miZeme ugit obrazovy proud(p)
L AN Broes
RC RC

Krok 4.
Déle provedeme rozklad obrazu prou¢n) na sodet parcialnich zlomk Rozklad zapiSeme
do nasledujiciho tvaru
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Krok 5.
Abychom mohli sestavit soustavu algebraickych royvmusime provést séet vSech
jednotlivych zlomk na pravé stranpiedchozi rovnosti

1 A
Al p+ +B Al
(P RC) p: Ap+ RC+ Bp

p(p+1j p(p+1j |
RC RC

rovnost se tak upravi na

Rovnost dale upravime tak, Ze osamostatnime jad@atiocniny prominnep
U A
op'+—=2p°=(A+b)p*+—p°.
p'+—p° = (A+b)p*+—=p

Krok 6.

Nyni porovname jednotlivé konstanty linearni konalm@ polynomu progmné p na obou
stranich pedchozi rovnosti. Nasledrdostdvame soustavu algebraickych rovnic pro hiédan
konstanty:

p': A+b=0 =B=-A=-UC
0. A:i — :&RC:UlC
RC R R

ObrazieSeni je dan sétem dvou parcialnich zlonik

UC UC
I(p)=:)— 11-
+7
P Re

Krok 7.
Déle provedeme znou Laplaceovu transformaci tak, Ze ke kazdémwaabmproudul(p)
najdeme fisluSnou¢asovou funkci. A satet €chto obras je hledanyasovy ptibéh proudu

i(t)

i(t)=£‘1{l(p)}:UlC£‘1{%}—U1C.£_1 11,

+
P RC

Hledanycasovy piibéh proudui(t) je
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-t -t
i(t)=U,C-U,CeFc :Ulc(l—eRC].

2.15 Priklad 13.

Necht’ je na vstupni svorky linearniho elektrického adwdobr.3) za nulovych gatesnich
podminek pivedeno nagti u(t) =U, =konstprot=0. Prot<0 je nagti u(t)=0. Urceme
prabéh proudui(t) na rezistorR.

R L Ly
o 1 NN Y
wi(t) o w (1)

Y

o /
Obrazek 2.3 -P3. Zadani elektrického obvodu

Reseni:
Reseni provedeme \&kolika nasledujicich krocich.

Krok 1.
Vyjadiime obrazové nagi U(p) na vstupnich svorkach obvodu

U,

U(p)=u1.c{1}=?

Krok 2.
Stanovime celkovou obrazovou impedanci obvodu

RCp+1+ LCp?

1
/ =Z.+7Z +7Z_, =—+Lp+R=
(p)=Z.+Z +Z; Cp p

Cp
Krok 3.
Nyni miZeme ugit obrazovy proud(p)
. U,(p)
1(p) = £{i}=—5=
Z(p)
U Cp U,C u,C _ U,

2 2
p LCp®>+RCp+1 LCp®+RCp+1 C(Lp2+Rp+cl:j Lp2+Rp+é

Krok 4.
Abychom mohli pouZzit znou Laplaceovu transformaci, musimeiuikorenoveé ¢initele
p,, P, kvadratické rovnice jmenovatele na pravé stqaedchozi rovnosti
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1
Lp® +Rp+ = L(p-p.)(p-p.),

kde p,, p, urtime ze znamého vzorce pro kvadratickou rovnici

-R+ [R? —4C"
p1,2 2|_ '
AL
-R+ . |R*-— 2 2
Pro p, plati: p, = = e (EJ e
2L 2L \V4L* 41°Cc 2L 2L L
AL
RYR-C R JR_4a _-rR.[1 (R}
Pro p, plati: p, = = B = o
P, P P, 2L oL 412 4L°C 2L LC (ZLJ

ObrazieSeni je dan sétem dvou parcialnich zlonik

u, U, 1
L(p-p)(p-p.) L (p-p)(p-p,)

1(p) =

Krok 5.
Déale provedeme zinou Laplaceovu transformaci tak, Zze k danému abnamudu l(p)
najdeme gislusnouwasovou funkci.

RN | Ui e :
) =27 {I(p} =74 £ {(p—pl)(p—pz)}'

Hledanycasovy piibéh proudui(t) je

Pt _ oPt
Uer-e* _ U

el —egP ),
L P.— P, L(pl_pz)( )

2.16 Priklad 14.

Nech’ je na vstupni svorky linearniho elektrického atwdobr.4) za nulovych géatesnich
podminek pivedeno nati u(t) =U, =konstprot=0. Prot< O je nagti u(t)=0. Urceme
prabéh nagti u,(t) na kondenzatorG.
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— u, (t)

O
Obrazek 2.4 -F4. Zadani elektrického obvodu

Resenti:

Reseni provedeme &kolika nasledujicich krocich.

Krok 1.
Vyjadiime obrazové nagi U(p) na vstupnich svorkach obvodu
U
U(m=u, £{1}="".

Krok 2.
Obvod na (obr.4) iigkreslime do nasledujiciho zapojeni (obr.5). D§f@diéime obrazovou

impedanciZ, . p )dvou paralelty navzajem zapojenych eleméntaC

R —
uty © 1 u(t)
[] Zic
Voo v

Obréazek 2.5 -F4. Nahradni zapojeni obvodu

1 1 1 1 1+ LCp? L
S+ =—scp= P o ZLc(p)=—p2-
Zic(p) Z, Zc Lp Lp 1+LCp

Krok 3.
Stanovime celkovou obrazovou impedanci obvodu

pL R(1+ LCp2)+ pL _LCRp +Lp+R
1+ LCp? 1+ LCp? 1+LCp®

Z(p)=Zg+Z, =R+

Krok 4.
Vyjadiime obrazovy prout{p):
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_Ui(p) U, 1+LCp’
Z(p) p LCRp +Lp+R

1 (p)

Krok 5.
Nyni mizeme wkit obrazové nagi U, (p)

U 1+ LCp? L U,L
Uz(p)=.£{U2(t)}:|(p)|:ZLc =—10 P E d 2 - ’ =
p LCRp+Lp+R 1+LCp* LCRp +Lp+R
_ u,L _ 0y,
R
L(CRDZ+D+D RCP" +p+

Krok 6.
Abychom mohli pouzit znou Laplaceovu transformaci, musimeiuikorenoveé ¢initele
p,, P, kvadratické rovnice jmenovatele na pravé stqaiedchozi rovnosti

RCP + p+§= RC(p-p,)(p-p,).

kde p,, p, urtime ze znamého vzorce pro kvadratickou rovnici

2
-1+,]1- 4RLC
P12 2RC
Pro p, plati:
4R’C
—_ + —_
0 = rylm, _—1+\/ 1 4RC _—1+[1j2_i
' 2RC 2RC V4R’C? 4R’C’L 2RC 2RC LC
Pro p, plati:

4R*C
e \/ 1 _4ch_—1+\/1_(1)2

PTTTre 2rc Var’C? T 4R’C’L 2RC\LC (2RC
ObrazieSeni je dan sétem dvou parcialnich zlonik

U, u, 1

U,(p) = RC(p— pl)(p— pz): RC(IO— pl)(p_ pz).
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Krok 7.
Dale provedeme zou Laplaceovu transformaci tak, ze k danému abraggti U, (p)
najdeme pislusnouwasovou funkci.

u, ()= £ {U,(p)} = :E [l{(p— p )1(p- p )}

Hledanycasovy ptibeh nagti u,(t) je

] Pt _ APt §]
u,(t) = lEﬁ = - :

(eplt _epzt).
RC p,—p, RC(pl - pz)

2.17 Priklad 15.

Necht’ je na vstupni svorky linearniho elektrického adwdobr.6) za nulovych gatesnich
podminek pivedeno nagti u(t) =U, =konstprot=0. Prot< O je nagti u(t)=0. Urceme
prabéh nagti u,(t) na civce..

I—b R1
W @ - u, (1)
IRl R2 ¥L¢ &
O :

Obrazek 2.6 -F5. Zadani elektrického obvodu

Reseni:

Reseni provedeme kolika nasledujicich krocich.

Krok 1.
Vyjadiime obrazové nagi U(p) na vstupnich svorkach obvodu
)
Up=u, £{1}==2.

Krok 2.
Obvod na (obr.6) igkreslime do néasledujiciho zapojeni (obr.7). D8l@déime obrazovou
impedanciZ, (p) dvou paralela navzajem zapojenych elemériR, alL
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Rl —

u(n) © 1 u:(t)

g

v . v

Obréazek 2.7 -F5. Nahradni zapojeni obvodu

1 1,1_1_1_Lp+R

R,Lp
R, +Lp

Zp (P) =

Ze (P) Zy, Z, R, Lp R)lp

Krok 3.
Stanovime celkovou obrazovou impedanci obvodu

R,Lp _Ri(R, +Lp)+R,Lp
R, +Lp R, +Lp '

Z(p):ZRl +Zp =R

Krok 4.
Vyjadiime obrazovy prout(p):

Us(p) Uiy Ro+lLp

I(IO):Z(D) p R(R,+Lp)+R,Lp

Krok 5.
Nyni mizeme wkit obrazové nagi U, (p)

U,(p) = £ {u,®)}=1(p) (Zg =

Vg Rtlp S RLP U R,Lp _
p R(R +Lp)+RLlp R,+Lp p RR,+RLp+R,Lp
1
:&D Rzl—p - U1R2 DR1+R2 —
p RlRZ R1R2+ +R 1
L(L +R1p+R2pj L rPARER) g
UlRZ
- R1+R2 - UlRZ D 1
+ RR, R +R, RR,
p p+
L(R1+R2) LR1+LR2

Krok 6.
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Dale provedeme zfnou Laplaceovu transformaci tak, Ze k danému abnaagti U(p)
najdeme fislusnouwtasovou funkci

_ _UR
O CH G R

LR +LR,

Hledanycasovy pibéh nagti u,(t) je

-RR,
U,R TR
Uz(t) - 1" %2 B?.LRl LR, .

R +R,

Pro zachovéni velikosti daného rozsahu bakk& prace, zde sbirkdiklada korci. Zbylé
piiklady z funknich rovnic a elektrickych obvddjsou realizovany pomoci softwarové
aplikace (viz Filoha A a B).
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Zaver

Vypracovana bakatéka prace shrnuje zakladni poznatky o Laplagé@ansformaci. Prace je
casté&n¢ zantiena na aplikaci Laplaceovy transformace k analyzeatnich elektrickych
obvodi. Aplikaci Laplaceovy transformace jsme schopriitutasovy ptibch nagti mezi
dvémi body elektrického obvodu nebo proudu jednotlivyobvodovym elementem.
Nevyhodou Laplaceovy transformace je slozZitesteni elektrickych obvdag kde parametry
jednotlivych obvodovych elemeantzavisi nacase, coz je itkledkem absence nazorné ulohy
ve sbirce fiklada. V rozsahu bakatdké prace nebylo mozné zabyvat se vSemi oblastni, v
kterych se vyuzivad Laplaceova transformace. Pozbribgla kladena naeSeni #iznych
funkenich rovnic, coz je vyuZitelné pro studenteg@nmitu Matematika 3.

NejvyznamujSi ¢asti je ovSem vypracovana sbirkdkfadi s podrobnym postupeieseni
diferenciélnich rovnic a jejich soustav, rovnic eigtalnich nebo integrodiferenciélnich i
linearnich elektrickych obvddLaplaceovou transformaci. Shirka obsahuje celkamngat
tloh, které jsou rozdleny na d¥ ¢asti. Prvnicast sbirky sed&nuje uloham z oblasti fugtkich
rovnic a druhacast je zamrena nateSeni linearnich elektrickych obwiod Prevodem
jednotlivych argumerit zadané funéni rovnice na Laplade obraz, pinasi vyhodnost
jednodussSihdeSeni v podobalgebraické rovnice. Po vyjéehi hledané funkce v obraze se
stati vratit k pivodni hledané funkci Znou Laplaceovou transformaci, coz je vysledkem
kazdé ulohy. Na zav sbirky je uvedenog uloh s pisluSnou teorii z aplikace Laplaceovy
transformace keSeni linearnich elektrickych obwviodV kazdé Uloze je zadan elektricky
obvod, kde je znamo vstupni réipa hledanou funkci jéasovy ptibéh vystupniho nagii
nebo proudu jednotlivym obvodovym elementem. Piahaaéni velikosti rozsahu bakeg&é
prace neobsahuje sbirk&ikpadi kompletni pdet uloh, kde zbylé uUlohy jsou uvedeny
v elektronické gebni opde, ktera obsahuje celkenitpdvacet gikladu.

Celkovym vysledkem bakatské prace je kromvlastniho textu elektronickacebni opora,
ktera by n¢la mit za ukol pomociipstudiu této latky.
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Priloha A — Popis realizace elektronické u  €ebni opory

K tvorbé webové stranky jsem zvolil jazyk HTML, zejména pednoduchosteSeni. Webova
stranka obsahuje ulohy z ob&dssti sbirky pikladi, kde jsou jednotlivéiiklady rozaleny do
sloupdi z divodu lepsi pehlednosti. ReSeni jednotlivych ifkladi je mozné postugn
odkryvat nebo se odkazat natitwu napo¥du (nap. Slovnik Laplaceovy transformace).
Jednotlivé webové stranky se skladaji ze soubortVH® obrazki rovnic, rovnosti nebo
obvodi ve formatu PNG. Tyto obrazky byly fimeny snimkem obrazovky z editoru rovnic
programu Microsoft Word. V HTML souboru je definmastruktura webové stranky pomoci
HTML taga (nag. pro obrazek — img, pro text - p a pro odkaz N8vyhodou tohotdeSeni

e

je slozitjSi sprava aipdavani novych fiklada, coz v podst&nebudeme vyuZivat.

Priloha B — Zdrojovy kéd souboru HTML — P Fiklad 2

<IDOCTYPE htmI>
<html>
<body>

<div id="hlavicka">
<h1>Sbirka pikladi z Laplaceovy transformace</h1>
</div>

<div id="telo"><!-- Zacatek DIVu telo-->
<h2>2. Riklad</h2>
<p>Urcete partikularnfeSeni diferencialni rovnice druhéramu</p>
<img src="zadanil.png">
<p>s p@atenimi podminkami</p>
<img src="zadanila.png">

<div id="menu_prikladu"><!-- Zacatek DIVu menu_paklu-->
<a href="../../..Iteorie/slovnik.png">Padmka</a>
<a href="napovedall.html|">N4péa</a>
<a href="vysledekl.html">Vysledek</a>

</div><!-- Konec DIVu menu_prikladu-->

</div><l-- Konec DIVu telo-->

</body>
</html>
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