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Abstract: The ageing of the population is a problem of many European countries including
the Czech Republic. This problem is related to two main factors, the increase of life
expectancy and the decline of birth rate. Here, attention is given to the first factor. For the
purposes of this article, Lee-Carter model, which is one of the models used for modelling
of mortality, was chosen. The article details the calculation method of the Lee-Carter
method coefficients and then makes an estimate of their values for the real data from the
mortality tables of the Czech Republic from the years 1950-2009. This makes it possible to
predict the development of specific mortality rates and consequently also the development
of life expectancy. A prediction of life expectancy for men and women in the Czech Republic
for the period 2010-2029 is also made in this article, 95% prediction interval for this period
is determined, and already known life expectancy values are compared with the predicted
values.
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Uvod

Pro demograficky vyvoj vtad¢ vyspélych zemi je v poslednich desetiletich typickym
rysem zvySujici se podil starSich osob. Jako dva hlavni faktory tohoto vyvoje je mozné
identifikovat prodluzujici se délku Zivota a klesajici porodnost, ktera se blizi Casto pouze
k prosté reprodukci. Pro vlady téchto zemi je nutné se touto problematikou zabyvat, nebot’
demograficky vyvoj ovliviiuje nejen ekonomiku, ale také Skolstvi, zdravotnictvi, bytovou
politiku, socidlni politiku, aj. Starnuti populace s sebou ptindsi fadu zdvazkl souvisejicich
se zdravotni a socialni péci spolu s dichodovym zabezpecenim. Pro feSeni téchto problémi
je nutné mit vhodné podklady, umoznujici predikci dal§iho vyvoje. Mezi tyto podklady patii
také modely iimrtnosti.

V tomto piispévku je pozornost vénovana problematice vyvoje stifedni délky Zivota,
ktera piimo souvisi s vyvojem umrtnosti v Ceské republice. Pro modelovani umrtnosti
a naslednou predikci budouciho vyvoje lze vyuzit jak modely parametrické (zdkony
umrtnosti), tak neparametrické. V tomto ptispévku je vyuzit neparametricky model — model
Lee-Cartertv k predikci stfedni délky Zivota pro muZe a Zeny v Ceské republice.

1 Formulace problematiky

Jednim z méfitek, kterym se hodnoti vyspélost dané spolecnosti, je stfedni délka Zivota.
U populace Ceské republiky, se zlepSujicimi se Zivotnimi podminkami, dochazi
k prodluzovani stfedni délky Zivota, a tedy ptibyva v populaci starSich lidi. Tito lidé maji
své specifické potieby, casto doprovazené zvySenymi ndklady na zdravotni a socidlni péci,
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a spole¢nost by se méla na tuto situaci pfipravit. Jednim z néstroji, které je mozné vyuzit,
jsou modely umrtnosti, které mohou slouzit 1 k predikci budouciho vyvoje.

Pii modelovani umrtnosti je jednou ze zékladnich vyuZivanych veli¢in specifickd mira
umrtnosti. Vypocita se podle vzorce

My ¢
Mt = Sxt’

kde

m, ¢ je specificka mira umrtnosti ve v€ku x a Case ¢,

M, . je pocet zemfelych v dokon¢eném véku x v roce ¢,

Syt je stfedni stav x-letych osob v roce 7.

Stredni délka Zivota nebo také nadéje doziti byva definovéana jako primérny pocet let,
ktera zbyva osobé ve véku x jesté prozit. Tyto hodnoty byvaji zveiejiiovany pro jednotlivé
roky za jednotlivé stity v umrtnostnich tabulkach, které vlastné predstavuji model
umrtnosti.

Pomoci demografickych metod na zéklad€ pozorovani rozsadhlych populacnich souborii
(cela populace, pojistné kmeny apod.) Ize odhadnout pravdépodobnosti umrti pro muze
a Zeny jednotlivych v€kl a z toho vyplyvajici dalsi dilezité charakteristiky. RozliSuji se
umrtnostni tabulky Gplné, zkracené, bézné a generacni. [8]

V praxi jsou ziejm¢ nejcastéji vyuzivané Uplné tabulky, které maji jednoleté vékové
intervaly, tj. udaje jsou pro staii 0, 1, 2,... roki (tj. celoCiselny vek x).

Zakladem pii vypoltech jednotlivych charakteristik uvetfejnénych v imrtnostnich
tabulkach pro dany rok jsou pravdépodobnosti umrti ve véku x oznafené g,
a pravdépodobnosti doziti se veéku x, oznacené p,, pricemz plati, ze ¢, + p, = 1. Na zakladé
téchto dvou hodnot se urcuji dalsi funkce uvedené v tmrtnostnich tabulkach, napft. /, jako
pocet osob, dozivajicich se vé€ku x z [, neboli z radixu umrtnostni tabulky, d, jako pocet
osob zemfielych ve véku x a samoziejmé e, jako stiedni délka Zivota ve véku x. Hodnota
prvni zminéné veli¢iny ¢, se pfitom vypocitd na zadklad¢ sledovaného stavu populace
v daném roce podle vztahu

Gy =1—e M,

Jak jiz bylo uvedeno vyse, stfedni délka Zivota se v Ceské republice zvysuje. Hodnoty
sttedni délky Zivota pro muze a Zeny v CR pii narozeni a ve v€ku 65-let jsou pro obdobi
1950-2009 zobrazeny na obr. 1 a obr. 2. Data byla ziskdna na www.mortality.org.
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Obr. 1: Stiedni délka Zivota pro muZe a  Obr. 2: Stiedni délka Zivota pro muZe
Zeny pFi narozent a Zeny ve véku 65-ti let
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Jak je patrné z obou obrazkili, ptevazuje rostouci trend. Pro lepsi ptehlednost jsou
v tabulce 1 uvedeny hodnoty pro stiedni délku Zzivota pro vybrané roky. Ke kritickym
obdobim ve vyvoji stfedni délky Zivota patii pocatek 70 let, kdy doslo k mirnému poklesu.
Nicméné jak z obrazkli 1 a 2, tak ztabulky 1 je patrné, Ze v obdobi 1950-2009 doslo
ke zvySeni sttedni délky Zivota pii narozeni jak u Zen, tak u muza pfiblizné o 14 let.

Tab. 1: Stiedni délka Zivota pro Zeny a muZe ve vybranych letech

Zeny muii
rok €0 €g5 € €65
1950 66,85 13,25 61,97 11,74
1960 73,34 14,47 67,49 12,06
1970 73,00 14,15 66,04 10,98
1980 73,93 14,34 66,81 11,15
1990 75,41 15,26 67,54 11,63
2000 78,34 17,10 71,56 13,63
2009 80,32 18,55 74,18 15,15

Zdroj: vlastni zpracovani na zaklade dat z [5]

Pro predikovani dal$iho vyvoje stfedni délky Zivota lze vyuzit nckolika modeld.
Naptiklad Lee-Carter model z roku 1992, Currie Age-Period-Cohort model z roku 2006
nebo Cairns, Blake and Dowd model také z roku 2006. V dal$i ¢asti bude uveden princip
prvniho vyse jmenovaného Lee-Carterova modelu a vysledky predikce vyvoje stiedni délky
zivota pro muze a zeny v CR pfi narozeni a ve véku 65-let ziskané jeho uzitim.

2 Pouzité metody
2.1 Lee-Carteriuv model

Jednou z metod, ktera se pouziva pro odhady hodnot m, ;v imrtnostni tabulce, je metoda
popsand vroce 1992 Ronaldem Lee a Lawrancem Carterem v ¢lanku ,,Modelling and
forecasting US mortality*.[6] NavrZzeny model popisuje zmény specifické miry umrtnosti
podle vé€ku v zavislosti na casovém indexu. Piedpoklada se, Ze pftirozeny logaritmus
specifické miry imrtnosti 1ze rozlozit na tfi sloZky. Prvni slozku, ktera je nezéavisla na Case,
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druhou slozku, ktera je zavisla na ¢ase a popisuje celkovou miru umrtnosti, a tieti slozku,
ktera je opét zavisla na Case a popisuje vliv urcitého véku na specifickou miru imrtnosti
v zavislosti na zméné celkové miry imrtnosti. Matematicky model Lee-Carterova modelu,
ktery mizeme najit naptiklad v [1], [6], m4 tvar:

ln(mx,t) = ay + Prki + Exts (D
kde:
m, . je specifickd mira umrtnosti ve v€ku x a Case ¢,

a, vypocitime jako aritmeticky primér z hodnot Inm, . pfes vSechna ¢. Jsou to tedy
aritmetické priméry jednotlivych fadki zlogaritmované matice m, . , hodnoty

e%x predstavuji zakladni tvar specifické miry imrtnosti podle vékii,

B, predstavuje vliv jednotlivych vékl na zménu specifické miry timrtnosti,

k. reprezentuje casovy trend,

&x,¢ je ndhodna chyba s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim rozptylem o2

Dalsimi predpoklady jsou podminky kladené na k; a 8, ve tvaru:

ikt=0aiﬁx=1. )
t=t,

X=X1

Existuje nékolik postupli pro odhady jednotlivych parametrii modelu, které se lisi
pfedev§im v postupu pouzivaném pro odhad parametru f[,. Plivodné navrzend metoda
popsana napftiklad v [1], [6], [7] ziskavéa odhady parametru S, pomoci SVD (Singular value
decomposition) matice [Inm, ; — a,]. To je vSak pocCetn€ naroc¢né a proto v roce 2005 piisli
Haberman a Russolillo v ¢lanku ,,Lee-Carter mortality forecasting: application to the
Italian population* [4] s metodou, ktera vyuziva pro odhad parametru S, linedrni regresi.
Touto metodou bylo postupovano 1 pti vypoctech v tomto ¢lanku.

Prvni ¢ast vypoctu, jak je nize popsana, byla autory tohoto ¢lanku naprogramovana
v softwaru MATLAB. Ve druhé ¢asti vypoctu, kde jsou vyuziviny ARIMA modely, byl
vyuzit software STATISTICA 10. Cely vypocet byl odzkouSen a pouzit k vypoctim
uvefejnénym zde, na datech za CR. Souéasti zpracovaného programu v software MATLAB
je nejenom samotny vypocet hodnot m, , pro nasledujici roky, ale i ¢ast, kterd upravi data
z imrtnostnich tabulek z podoby, ve které jsou publikovany, do podoby vhodné pro
vypoCet. Na zavér je z predikovanych hodnot m, . napocCitana celd umrtnostni tabulka.
Celkové mnozstvi pocetnich operaci i jejich naro¢nost ani neumoziuje provadét vypocty
bez pouziti vypocetni techniky s vhodnym softwarem.

2.2 Algoritmus vypoctu

Prvnim krokem algoritmu je odhad parametru a,.. Ten vypocitdme pro vSechna x jako:

tn
1
Ay = T Z ln(mx,t)» 3)
t=t1

kde T je rovno poctu prvki posloupnosti t, ..., t,. Jednd se tedy o aritmetické primeéry
fadkd matice [In(m,,)]. Proménna n ptredstavuje rozsah analyzovaného souboru.
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Druhym krokem algoritmu je odhadnuti hodnot k;. Ty odhadneme jako soucty hodnot
v jednotlivych sloupcich matice [In(my ) — ay], tedy

ke= ) (n(my,) - ). @

Tietim krokem je odhad parametru S,. Ktomu vyuzijeme linedrni regresi bez
absolutniho ¢lenu. Za zavisle proménnou volime hodnoty (In(m,.) — a,), za nezavisle
proménnou hodnoty k;.

Poslednim krokem algoritmu je piepocitani hodnot k; pro vSechna ¢ tak, aby platila
rovnost (5), kterd popisuje shodu skutecného a ocekavaného poctu tmrti v jednotlivych
letech:

Xn Xn
Z dx,t = Z (ex,t ’ eax+ﬁxkt)' (%)
X=X4 X=xq

2.3 Predikce budoucich hodnot

Kdyz jsou odhadnuty vSechny parametry modelu, Ize pfistoupit k predikci hodnot m, ,
pro t > t,,. K tomu je zapottebi predikovat hodnoty k; pro t > t,,. V ¢lanku [6], napsaném
Lee a Carterem, je pro tuto predikci vyuzit model ARIMA(0,1,0). Jedna se o autoregresni
integrovany proces klouzavych priméri fadu (0,1,0). Predikce hodnot k; pro t > t, je
v tomto piipad€ u¢inéna na zdkladé hodnot k; pro t = ty, ..., t,, coZ lze zapsat jako:

{ke: te(ty; )} > {ke,, 15 > O} (6)

V tomto ¢lanku bude vSak na zaklad¢ analyzy autokorelac¢ni a parcialni autokorelacni
funkce posloupnosti hodnot k; pouzit model ARIMA(1,0,0), ktery lépe odpovida
zkoumanym datim.

3 Analyza vysledki

Odhady jednotlivych parametri modelu zv1ast pro muZe a Zeny v CR byly vypoéteny na
zakladé specifické miry umrtnosti podle véku pro CR zlet 1950 az 2009, ziskané
z www.mortality.org. Na obr. 3 je zobrazen odhad parametru a, pro jednotlivé véky od 0 do
110. Z obrazku je patrné, ze parametr a, nabyva pro muze vétSich hodnot nez pro Zeny,
tedy mulzeme fici, ze pravdépodobnost umrti muze je vdaném véku vEét§i nez
pravdépodobnost umrti zeny. Ke sblizeni odhadu parametrii dojde az pro velmi vysoké
veky.
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Obr. 3: Odhad hodnot parametru a, pro muze a Zeny
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Zdroj: viastni zpracovani na zakladé viastnich vypocti

Na obr. 4 jsou zobrazeny odhady parametru B,. Ty jsou pro muze 1 zeny v kazdém véku
piiblizné stejné, proto mizeme tvrdit, Ze zmény v imrtnosti se u muzl a Zen vyrazné nelisi.

Obr. 4: Odhad hodnoty parametru f,. pro muZe a Zeny
0,040
0,035 x
0,030
0,025 ‘.,sz
0,020 X
Bx 0,015 e o rynu:
0,010 A DO, s Zem:
0,005
0,000
-0,005 ! ,
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100110

vek

Zdroj: viastni zpracovani na zakladé viastnich vypocti

Na obr. 5 jsou zobrazeny hodnoty odhadovaného parametru k. Z analyzy téchto hodnot
v obdobi let 1950-2009 vyplyva, ze umrtnost u zen v Ceské republice klesa o néco pomaleji
nez u muzil. Ve stejném obrazku jsou zakresleny i predikované hodnoty parametru k, spolu
s 95% intervalem spolehlivosti. Pro ziskani této predikce byly vyuzity ARIMA modely
stejné jako v [4]. Konkrétné po analyze autokorelaci funkce a parcidlni autokorelaci funkce
byl jako nejvhodnéjsi model identifikovan model ARIMA(1,0,0). Tento model pifedpoklada
mezi hodnotami k; a k,_;vztah popsany rovnici (7):

ke =y ke (7)

Pted samotnym vypoctem byly nejdiive hodnoty k; oCiStény o linearni trend, tedy
od kazdé hodnoty byla odectena hodnota linearni regresni funkce ve tvaru y = a + bt pro
pfislusné t. Odhady parametrG a, b vyuzitych linedrnich regresnich funkci jsou spolu
s koeficientem korelace a koeficientem determinace uvedeny v tabulce 2. Nasledné byly
pomoci modelu ARIMA(1,0,0) predikovany ocisténé hodnoty k; pro t = 61, ..., 80, coz
odpovida predikci pro roky 2010 az 2029. Na zavér byl k takto ziskanym hodnotdm opét
pficten vyse popsany linearni trend. V tabulce ¢islo 3 jsou pak jesté pro doplnéni uvedeny
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hodnoty parametru y ze vztahu 7 spolu s 95%-nimi intervaly spolehlivosti pro tyto

parametry.

Obr. 5: Hodnoty k, pro muZe a Zeny
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Tab. 2: Odhady parametrii linedrnich regresnich funkci y = a + bt

Tab. 3: Hodnoty parametru y

4 Diskuze

a b R R’
muzi | 34,933 | -1,145 | 0,912 | 0,831
veny | 47,468 | -1,556 | 0,963 | 0,928
y -95% IS | +95% IS
muzi [0,966407]0,864104| 1,06871
yeny [0,823371(0,668847| 0,977896

Zdroj: viastni vypocty

Zdroj: viastni vypocty

Vyse uvedenym postupem byly predikovany hodnoty parametru k;, pomoci kterych pak
lze vypocitat dal§i vyvoj specifickych mér Umrtnosti. Diky témto hodnotam je mozné
predikovat také vyvoj stiedni délky Zivota. Na obr. 6 jsou znazornény hodnoty stfedni délky
zivota pro muze a zeny vCR pii narozeni. Udaje mezi roky 1950 a 2009 jsou
z www.mortality.org, dale pak jsou na obrazku vidét predikované hodnoty pro nésledujici
20-leté obdobi, tedy pro roky 2010-2029, spolu s 95%-nim intervalem predikce.
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Obr. 6: Stiedni délka Zivota pro muZe a Zeny pii narozeni véetné 95% intervalu predikce
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Zdroj: [3], vlastni vypocty, viastni zpracovani

Analogicky na obr. 7 jsou zndzornény hodnoty stfedni délky Zivota pro muze a Zeny
v CR ve v€ku 65 let véetné predpovedi na roky 2010-2029, opét i s 95%-nim intervalem
predikce.

Obr. 7: Stiredni délka Zivota pro muZe a Zeny ve véku 65-ti let véetné 95% intervalu
predikce
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Zdroj: [3], vilastni vypocty, viastni zpracovani

Jak je patrné z obou obrazki, sttedni délka Zivota si uchovava rostouci tendenci a rast je
veEtsi u zen nez u muzi. V obou ptipadech je vSak vidét mirné podhodnoceni odhadu stfedni
delky zivota pro nasledujici roky. Autofi se zabyvali divody, kter¢ vedou k tomuto
podhodnoceni a dosli k zdvéru, Ze hlavnim diivodem je zména tempa rlstu nad¢je na doziti
mezi roky 1950 a 1990 a mezi roky 1990 a 2009. Pti vypoctech s ¢asovou fadou zacinajici
v roce 1990 by k tak vyraznému podhodnoceni odhada nedoslo. Pfi praci s asovymi fadami
vSak neni vhodné jejich ucelové zkracovani.

Pti zpracovdni dané problematiky byla vyuZzita data do roku 2009 pievzata
z www.mortality.org. V soucasné¢ dob¢ 1ze porovnat jiz zvefejnéné hodnoty stiedni délky
zivota za roky 2010 a 2011 s hodnotami predikovanymi. Porovnani bude obsahem dalsi
casti tohoto prispévku.

Stiedni délka Zivota pii narozeni a pro jednotlivé veky je pro roky 2010 a 2011
zvefejnéna na webovych strinkach Ceského statistického ufadu. V tabulce 4 jsou pro
srovnani uvedeny hodnoty stiedni délky zivota pifi narozeni pro Zeny a muze a to jak
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skutecne, tak predikované hodnoty. Dale jsou zde uvedeny dolni a horni hranice 95%-ho
predik¢éniho intervalu pro tyto hodnoty. Jak je vidét z uvedené tabulky, skute¢nd hodnota
sttedni délky zivota je vroce 2010 jak u Zen, tak u muzi vyS$$i nez je horni hranice
predikéniho pasu. Totéz Ize fici pro redlnou hodnotu stiedni délky zivota u muzi v roce
2011. Pouze u Zen v roce 2011 skute¢na hodnota spadd do vymezeného 95%-ho predikéniho
intervalu.

Tab. 4: Porovnani stiedni délky Zivota pii narozeni pro Zeny a muzZe u predikovanych
a skuteénych hodnot

zeny muzi
rok | realita | predikce|-95% IP | +95% IP | realita |predikce|-95% IP |+95% IP
2010 | 80,60 | 79,72 | 78,86 | 80,55 | 74,37 | 73,70 | 73,15 74,25
2011 | 80,74 | 79,74 | 78,61 80,81 | 74,69 | 73,74 | 72,97 | 74,49

Zdroj: [3], viastni vypocty

V tabulce 5 lze analogicky porovnat skutecné a predikované hodnoty sttedni délky
zivota ve véku 65 let. Zuvedené tabulky lze vycist, Ze redlné hodnoty jsou ve vSech
pfipadech vys§i nez horni hranice 95%-niho predikéniho intervalu. Tato neptesnost
v odhadu stfedni délky Zivota je disledkem né zcela dobrého odhadu hodnot 4; v pouzitém
ARIMA modelu. Hodnoty £, oCiSténé o linedrni trend totiz tvoii pro t > 40 klesajici
posloupnost. V idedlnim piipadé by vsak mély tyto hodnoty oscilovat kolem nuly. Tato
skutecnost bude podrobena dalSimu zkoumani autort.

Tab. 5: Porovndni stiedni délky Zivota ve véku 65 let pro Zeny a muze u predikovanych
a skutecnych hodnot

zeny muzi
rok | realita |predikce|-95% IP |+95% IP | realita |predikce|-95% IP|+95% IP
2010 | 18,71 | 17,95 17,38 18,51 | 15,26 | 14,87 | 14,53 15,22
2011 || 18,82 | 17,96 | 17,22 18,68 | 1547 | 1490 | 14,42 15,38

Zdroj: [3], viastni vypocty

V pripadé, Ze bychom pracovali s 99% predik¢énim intervalem stiedni délky Zivota pro
sledované obdobi, redlné hodnoty stfedni délky zivota jak pfi narozeni, tak ve v€ku 65 let,
by jiZ patftily do tohoto intervalu.

Zavér
Starnuti populace je piiznaénym rysem vétsiny vyspélych zemi a i pro Ceskou republiku
je tato problematika aktualni. Starnuti populace spolecnosti je ovlivnéno dvéma hlavnimi

faktory, a to prodluzujici se délkou zivota a snizujici se porodnosti. Podrobné;jsi analyze
prvniho z téchto faktora je vénovan tento ¢lanek.

Pro modelovani imrtnosti 1ze vyuzit nékolik modelt. V tomto piispévku byl zvolen Lee-
Carteriv model, ktery je uspéSné aplikovan pro dlouhodobé predikce miry umrtnosti.
Na zakladé realnych dat z umrtnostnich tabulek pro Ceskou republiku zlet 1950-2009,
ziskanych z www.mortality.org, byly odhadnuty koeficienty Lee-Carterova modelu. Pro
potieby tohoto ptispévku autofi nejprve tyto vypocty naprogramovali v softwaru MATLAB.
Poté bylo mozné predikovat nasledujici vyvoj specifické miry umrtnosti a tyto hodnoty pak
byly vyuzity pro predikci stfedni délky zivota. V této Casti vypoctu, kde jsou predikovany
hodnoty pfisluSnych proménnych, a kde jsou k tomuto vyuziviny ARIMA modely, byl
vyuzit software STATISTICA 10. Celkové mnozstvi pocetnich operaci i jejich naro¢nost,
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které¢ byly k tomuto piispévku vyuzity, ani neumoziiuje provadét vypolty bez pouziti
vypocetni techniky s vhodnym software. Autofi prispévku si jsou védomi toho, Zze odhady
budouciho vyvoje uUmrtnosti a nasledné¢ odhady stiedni délky zivota jsou velice
komplikované a je pfi nich zapotfebi pouzivat nejenom metody statistické, jako je
Lee-Carteriiv model, ale kombinovat je 1 s metodami demografickymi. Z rozsahovych
divodi je v tomto ptispeévku vénovana pozornost pouze pohledu statistickému.

Stiedni délka Zivota je jednim z méftitek, kterym se hodnoti vyspélost dané spolecnosti.
S jejim prodluzovanim jsou spojeny take jisté naroky na spole¢nost, napt. ve zvySujici se
naro¢nosti na zdravotni a socialni péci a také diichodové zabezpeceni. Vyspélé spolecnosti
jsou povinny tento problém feSit. K tomuto feSeni jsou potiebné dostatecné kvantitativni
podklady a pravé modely umrtnosti, umoziujici predikci budouciho stavu, jsou jednim
z nastrojl, které Ize vyuzit.
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