Univerzita Pardubice
Fakulta ekonomicko-spravni
Ustav matematiky

Vyuziti logistické regrese a Gompertzovy krivky
v ekonomické praxi

Bc. Ondrej Hurt

Diplomova prace
2012



Univerzita Pardubice
Fakulta ekonomicko-spravni
Akademicky rok: 2011/2012

ZADANI DIPLOMOVE PRACE

(PROJEKTU, UMELECKEHO DILA, UMELECKEHO VYKONU)

Jméno a prijmeni:  Bc. Ondfej Hurt

Osobni ¢islo: E10171

Studijni program: =~ N6208 Ekonomika a management

Studijni obor: Ekonomika a management podniku

Néazev tématu: Vyuziti logistické regrese a Gompertzovy kfivky

v ekonomické praxi
Zaddvajici katedra: Ustav matematiky

Zidsady pro vypracovani:

Cilem prace je na ziskanych datech aplikovat riistovy model a predikovat budouci hodnoty
na zakladé ziskané funkce.

Diplomovéa préace bude obsahovat:

vymezeni ristovych modeld

definice logistické a Gompertzovy regrese

vyznam parametri regresni funkce

aplikace ristovych modela v praxi.



Rozsah grafickych praci: —
Rozsah pracovni zpravy: cca 30 stran
Forma zpracovani diplomové prace: tiSténd/elektronicka

Seznam odborné literatury:

MARSHALL, Albert W. Life Distributions: Structure of nonparametric,
semiparametric and parametric families. New York : Springer Science.
2007. 782 s. ISBN 978-0-387-20333-1

MATYS, Jaroslav. Gompertzova rozvojova kfivka. Praha : Institut Fizeni,
1983. 88 s.

NUNES, Paul. Jumping the S-curve: How to beat the growth cycle, get
on top, and stay there. Boston : Harvard Business School Publishing.
2011. 270 s. ISBN 978-1-4221-7558-3.

SEBER, George A. F. Nonlinear regression. New Jersey : John Wiley and
Sons, Inc. 2003. 792 s. ISBN 978-0-471-47135-6

VYSEKALOVA, Jitka. Chovéni zdkaznika: jak odkryt tajemstvi ”&erné
skrinky”. 1. vyd. Praha : Grada, 2011. 356 s. ISBN 978-80-247-3528-3.

Vedouct diplomové prace: doc. PaedDr. Jana Kubanova, CSc.
Ustav matematiky

Datum zadani diplomové prace: 30. ¢ervna 2011
Termin odevzdéani diplomové prace: 30. dubna 2012

7 /
ey Y
/ /)/ )
4 LS \,;/V/\M 3
doc. Ing. Renédta Myskova, Ph.D. doc. Ing. Marcela Kozena, Ph.D.
dékanka vedouci tstavu

V Pardubicich dne 4. srpna 2011



PROHLASENI

Prohlasuji, Ze jsem tuto praci vypracoval samostatné. Vesker¢ literarni prameny a informace,

které jsem v praci vyuzil, jsou uvedeny v seznamu pouzité literatury.

Byl jsem sezndmen stim, ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici
ze zakona €. 121/2000 Sb., autorsky zakon, zejména se skute¢nosti, Ze Univerzita Pardubice
ma pravo na uzavieni licenéni smlouvy o uZiti této prace jako Skolniho dila podle § 60 odst. 1
autorského zakona, a s tim, ze pokud dojde k uziti této prace mnou nebo bude poskytnuta
licence o uziti jinému subjektu, je Univerzita Pardubice opravnéna ode mne pozadovat
pfiméfeny piispévek na uhradu ndkladf, které na vytvofeni dila vynaloZzila, a to podle

okolnosti az do jejich skute¢né vyse.

Souhlasim s prezencnim zpfistupnénim své prace v Univerzitni knihovné Univerzity

Pardubice.

V Pardubicich dne 11. 3. 2012 Bc. Ondrtej Hurt



PODEKOVANI:

Timto bych rad pod€koval pani doc. PaedDr. Jané¢ Kubanové, CSc. za vedeni diplomové
prace, odbornou pomoc, piipominky pii jejim vypracovani a poskytnuté materialy, které byly
vyuzity pii zpracovani diplomové prace. Dale bych chtél podékovat svym rodicim za

podporu, pomoc a trpélivost, kterou mi poskytli po dobu celého studia.



ANOTACE

Prace je zamérena na aplikaci ristovych modeli na ekonomické casové rady. Zabyva se
pouczitim logistické a Gompertzovy regrese, rozborem jejich parametrii, vvberem nejvhodnéjsi
metody odhadu parametru a ndsledné predikce budoucich hodnot. Pro ucely prace jsou
vyuzity programy MS Excel a Statistica 10.

KLICOVA SLOVA

Gompertzova krivka, logisticka regrese, nelinearni modely, odhad parametri, riistové modely

TITLE

Usage of logistic regression and the Gompertz curve in economic practice

ANNOTATION

The work is focused on application of growth models for economic timeseries. It includes the
usage of logistic regression and the Gompertz regression, analysis of their parameters,
selecting the most appropriate methods of parameter estimation and prediction of future
values. MS Excel and Statistica 10 are used for purposes of this work.

KEYWORDS

Gompertz curve, logistic regression, nonlinear models, parameter estimation, growth models
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Uvod

Tématem diplomové prace je vyuziti logistické regrese a Gompertzovy kiivky
v ekonomické praxi. Tyto regrese slouzi k modelovani ¢asovych fad, pro které je typicky
rustovy trend. Pivodné byly tyto modely vyvinuty pro modelovani vyvoje lidské populace
a zivo¢isnych druhti, ovSem vzhledem k vlastnostem a charakteristice danych modeld

nachazeji uplatnéni i v oblasti ekonomickych véd.

V prvni ¢asti prace jsou definovany a podrobnéji vymezeny vyse uvedené riistové modely,
vlastnosti jejich parametrti a dal$i matematické charakteristiky. Dale jsou uvedeny veskeré
ptedpoklady, které musi zkoumany soubor spliiovat, aby na n& mohl byt aplikovan néktery
Z ristovych modeld. Tato price je zaméfena na ekonomické Casové tady, proto se pii
uréovani jednotlivych ptedpokladl vychéazi ztéto skuteCnosti. V ptipadé, ze bychom
zkoumali Casovou fadu, kterd je tvofena ndhodnym vybérem pochézejicim z jiné oblasti nez
ekonomické, v takovém piipadé by se predpoklady pro pouziti riistového modelu lisily.

NejcastéjSim piikladem jsou objemy prodejl urcitého vyrobku za urcité ¢asové useky.

Déle je urCen ptesny postup, ktery je vhodny pii zkoumani a nasledném modelovani
urc¢itého ptikladu. Prvnim krokem tohoto postupu je odhadnuti parametri vybrané funkce za
pouziti dostupnych metod. Druhym krokem je vyhodnoceni na zaklad¢ statistickych kritérii
a Vv piipadé¢ urceni vhodnosti modelu byva poslednim krokem odhad budoucich stavi

sledované veli¢iny.

Samotny odhad parametrii 1ze provést vypoctem pomoci tfi metod, které jsou podrobnéji
popsany v dalsi ¢asti textu. Druhou mozZnosti je vypocet pomoci iteracnich metod, jejich ruéni
vypocet je ovSem sloZity, proto bude pro ucely této prace vyuzit statisticky program Statistica

10, ktery pti vypoctu parametra nelinearni regrese vyuziva prave tyto iteracni metody.

Vyznamy parametri rastovych modelll jsou ze statistického hlediska jasné urCeny
a v mnohych textech podrobné popsany. OvSem u téchto parametri. mlZeme hledat
I ekonomicky popfipadé socialni vyznam, kdy napfiklad u jednoho z parametrii, ktery
ovlivituje strmost kiivky, mizeme hledat vlivy, které existuji na daném trhu a mohou byt

obsazeny praveé v daném parametru.

Praktick4 cast obsahuje dva ilustrativni pfiklady, kde je vyuzita jak aplikace logistické
regrese, tak i aplikace Gompertzovy regrese. VeSkery vypocet se fidi predpoklady a postupy

vymezenymi v teoretické Casti.
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Cilem této prace je podrobné popsat a definovat logistickou a Gompertzovu regresi,
vytvorit tak wucelenou praci, ktera se podrobnéji zabyva teoretickymi zaklady
nelinearnich modeli a vymezit postup a nastroje samotného modelovani vybranych
prikladi. Dale si tato prace klade za cil na vybranych piikladech provést vypocet
nékolika dostupnymi a uvedenymi metodami, urcit pomoci statistickych Kkritérii

nejvhodnéjsi model a na jeho zédkladé predikovat budouci stav sledovaného jevu.
K dosazeni téchto cila je v praci nékolikrat vyuzit vypocet nebo jind tprava v programu
MS Excel a také vypocet v programu Statistica 10. Jako vystup pro hodnoceni modelu jsou

vyuzity grafy vytvoreny pomoci nékterého z vyse uvedenych programu. Interpretace vysledka

je uvedena v piehledné tabulce v zavérecné kapitole.
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1 NELINEARNI REGRESE
Modely je mozné podle linearity roz¢lenit takto:

line4rni modely,
nelinearni, linearizovatelné,
nelinearni, nelinearizovatelné.

Nelinearnim modelem rozumime takovy model, ktery neobsahuje linearni vztah mezi
veli¢inou X a veli¢inou Y a neexistuje moznost tento model transformovat na linearni tvar.
Pokud neni vztah linearni, je zavislost mezi vysvétlovanou a vysvétlujici proménnou popsana
nelinearni regresi. S timto typem zavislosti je mozno se setkat ve fyzikalnich, chemickych
nebo ekonomickych aplikacich, pfi¢emz posledni jmenované odvétvi bude vyuzito v této
praci. Je dulezitd znalost dat a rozbor dané situace, které piisp&ji ke zvoleni vhodného
modelu. Pokud jsou ovSem informace omezené, mize se pristoupit ke klasickému linearnimu

modelu. Metoda pouziti linearniho modelu je podstatné jednodussi. [7]

Klasicka situace feseni aplikace at’ uz linearniho nebo nelinearniho modelu je takova, Ze
jsou kdispozici naméfené nebo jinak ziskané hodnoty, zpravidla oznaCované jako
vysvétlovand proménna nebo ndhodna veli¢ina Y, a zdroven odpovidajici vysvétlujici
promé&nnd, ndhodna veli¢ina X, v ekonomickych ale i v jinych aplikacich byva ¢asto na ose
X zobrazena Casova jednotka. Cilem je prolozit soubor nahodné veli€iny Y co nejvhodnéji
odpovidajici funkei. Pro sestrojeni takové funkce je potteba mit k dispozici namétené hodnoty
z ur¢itého vybéru, a na jejich zakladé odhadnout parametry daného modelu. Postup pfi

aplikaci daného modelu bude popsan v dalSim textu.

V linedrnich modelech, kde rovnici obecné zapisujeme ve tvaru ¥ = o + f f(x), je vyznam
parametrl jasné vymezen. Parametr a urcuje posunuti na ose y pii hodnoté Xo = 0. Parametr
p je smérnici piimky, pfi¢emzZ pii zadporné hodnoté S je piimka klesajici, pti kladné hodnoté
[ je ptimka rostouci a pokud se f = 0, je pfimka rovnobézné s 0sou X. Vyznam parametrii
V nelinearnich modelech je odliSny. Parametry urcuji napiiklad rychlostni konstanty,

materialové charakteristiky, rychlosti ristu atd. [7]

V ptipadé linearnich modela se pouziva pro odhad parametri a a f metoda nejmensich

v o1
Cctvercu .

! Podrobny popis je uveden v knize KUBANOVA, I.: Statistické metody pro ekonomickou a technickou praxi, 3.
vydani, strana 107
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V piipadé nelinearnich modeld nelze metodu nejmensich ¢tvercli pouzit, proto se pouziva
metod jinych. Mezi né¢ je mozné zatadit napiiklad metodu dil¢ich primért nebo metodu

¢aste¢nych souctu, tyto a jiné budou uvedeny a vymezeny v dal§im textu.
Mezi nelinearni modely se fadi nasledujici: [11]
Modifikovana exponencidlni funkce ve tvaru Y = a + f*
Modifikovana mocninné funkce ve tvaru ¥ = o + x*
Modifikovana posunuti exponencialni funkce ve tvaru Y =« + a f*

K

Logisticka funkce ve tvaru Y =
1+ap”

Gompertzova funkce ve tvaru Y = ko’

Predmétem této diplomové prace budou nelinearizovatelné modely a to konkrétné posledni
dva uvedené modely, logisticka funkce a Gompertzova funkce. Tyto modely jsou shodné
oznacovany jako s-kfivky diky specifickému tvaru své funkce. Déle byvaji zatazovany do

kategorie rustovych poptipad€ rozvojovych modeli.

V nasledujicich dvou kapitolach budou tyto dva modely definovany, budou urceny jejich

parametry a prub¢hy funkci.

1.1 Vymezeni Gompertzovy krivky
Gompertzova regrese byla zavedena v roce 1865, kdy ji publikoval Anglican Benjamin

Gompertz v knize On the Nature of the Function Expressive of the Law of Human Mortality,
and on a New Mode of Determining the Value of Life Contingencies. Prvotné byla pouZzita
V pojistovnictvi pfi odhadu pribéhu tmrtnosti osob v zavislosti na v€ku. Vztah, ktery je

zakladem této regrese, se oznacuje jako Gompertziv zakon.[11]

Gompertzova regrese se vyuziva nejen v demografii, ale i v ekonomii. Jeji vyuziti
Vv demografii spoc¢ivd v modelovani a prognoézovani vyvoje poctu obyvatel v Case. V této
spojitosti byva kfivka oznacovana jako rozvojova nebo ristova. Aplikace v ekonomii je spjata
s produkci novych vyrobkl ¢i sluzeb, poptipadé s poptavkou po novém statku. Dulezitou
skutecnosti, kterd vybizi k pouziti této regrese, je prodejni zivotni cyklus statku, at’ uz

vyrobku nebo sluzby.

1.1.1 Vlastnosti Gompertzovy krivky
Gompertzova kiivka neni na rozdil od logistické kiivky symetrickd. Vét§i mnozstvi hodnot

Gompertzovy kiivky se nachazi za inflexnim bodem. Inflexni bod je hranici, kde se prib¢h
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kiivky méni z konvexniho na konkévni. Jednim z parametrii kiivky je parametr «, ktery je
horni mezi funkce, dale je mozno se setkat s ozna¢enim horni asymptota x, saturacni mez «,

nebo hranice nasyceni. Je to hranice hodnot, které pribéh funkce nepiekroci. [8]

Je nékolik moznosti, jak rovnici Gompertzovy funkce vyjadrfit, v této praci se bude

pouzivat tento zapis:

Y =ka

Rovnice ma tfi parametry, proto ji lze vymezit tfemi hodnotami, nebo dvéma body

a stavem nasyceni. [14]

1.1.2 Parametry Gompertzovy kiivky
Pro parametry této regresni funkce plati nasledujici vztahy, x > 0,0 <a<1 a0 <B <.

Hodnota y vyjadiuje velikost sledovaného jevu, dale X je jednotka ¢asového obdobi a jak jiz
bylo uvedeno, parametr x udava saturaéni mez, tedy hranici nasyceni. Parametr a vyjadiuje

velikost sledovaného jevu v Case 0, tedy pro Xo = 0, dosazenim dostaneme vztah Yy = x «,

z ¢ehoz vyplyva, ze a = % Parametr £ vyjadiuje miru strmosti, kdy plati takovy vztah, ze
¢im je parametr f mensi, tim je prubéh funkce strméjsi. [14], [10]

Pribéh Gompertzovy funkce je charakteristicky zvySujicim se ristem okolo inflexniho
bodu, kdy jsou jednotlivé piirGstky nejvétsi. Pribéh téchto diferenci zachycuje derivace dané
rovnice. Diferenci rozumime zménu y; oproti y;.1. Spojitou funkci pro tyto rozdily je derivace

funkce. Derivaci také mizeme chapat jako rychlost zmény. Prvni derivace funkce je rovna

vyrazu Y (dX) = x o’ " B In B . Inaapribéh této derivace je zobrazen na Grafu &. 1.

Na nasledujicim grafu je mozno vidét pribéh Gompertzovy kiivky a jeji derivaéni pribéh.

Kdy je pouzita ilustra¢ni funkce ve tvaru y =15 . 0,00005%"" .
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Graf 1: Gompertzova kiivka
Zdroj: Vlastni zpracovani v MS Excel

1.1.3 Historie Gompertzovy regrese
Zavedeni Gompertzovy kifivky je povazovano za prvotni a zaroven nejuspésnéjsi

matematicky pokus o vyjadifeni zavislosti urovné umrtnosti na véku. Nasledujici vztah
popisuje imrtnost osob starSich 20 let a je oznacovan jako Gompertziv zakon.

ax

Hx = Ro

Kde u znaci intenzitu tmrtnosti (rizikovou funkci) ve véku X, « a R jsou parametry tohoto
vztahu. V pozdé¢jsi dobé zacal byt Gompertziiv zakon hojné uzivan pro popis umrtnosti
laboratornich zvifat. Ve své praci Gompertz poznamenal, Ze kromé umrtnosti exponencialné
narUstajici s vékem muZe existovat i takova jeji slozka, ktera je na ve€ku nezavisla. ,.Je mozné,
Ze umrti miize byt disledkem dvou obecné koexistujicich pricin: jednotné riziko umrti bez
predchozich predispozic a rostouci riziko nebo také zvysujici se neschopnost odolat
destrukci “[6]. Pro pozdé&jsi analyzu umrtnostnich tabulek, které byly k dispozici, povaZzoval
Gompertz za mozné se omezit pouze na exponencidlni slozku Gmrtnosti. O 35 let pozdéji,
vroce 1860, ptidal dals§i matematik, William Makeham, ke Gompertzoveé vztahu slozku
nezavislou na véku. Tento ¢len, obvykle znaen pismenem A, byva nazyvan jako Makehamtiv

parametr. Nové byl tak zformulovan vztah nazyvan jako Gompertz-Makehamiv zakon

V nasledujicim zapisu:
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Uy = A +R0ax

Parametr A je na véku nezavisla komponenta Umrtnosti, kterou miizeme nazvat jako
backgroundova slozka tmrtnosti. Druhy ¢len Ry je ¢ast imrtnosti zavisla na véku, ktera je
dnes nazyvana jako senescen¢ni slozka umrtnosti. Z dosud uvedeného je patrné, ze slozka
umrtnosti zavisla na véku ma exponencialni pribéh. Ve specidlnim piipadé, kdy
backgroundova slozka mize byt zanedbana (napt. v dobrych laboratornich podminkach nebo
v soucasné dob¢ v prumyslové vyspélych statech), roste celkova intenzita umrtnosti

exponencialné s vékem, tedy v souladu s Gompertzovym zakonem.[5]

1.2 Vymezeni logistické krivky

Logisticka kiivka byla pfedstavena Raymondem Pearlem a Lowellem Reedem v roce 1920
jako vztah popisujici rast lidi a zvitat. Je proto nékdy oznacovana jako ,, Pearl-Reed curve*.
V nasledujicich letech se na tento model snesla kritika a to zejména kvili tvrzeni R. Pearla,
ktery uvedl, Ze tento model popisuje zakon rlustu dané populace. S timto tvrzenim
nesouhlasila celd fada biologi, ekonomt a statistikli. Nicméné se tento model objevil
v 30. letech 19. stoleti jako jeden z hlavnich modelii experimentdlni biologie a ve svych

riznych modifikacich zustava dilezitou soucasti modernich véd dodnes. [9]

Logisticka kiivka se stejné jako Gompertzova kiivka fadi mezi ristové neboli rozvojové
modely. Prubéh této kiivky vyjadiuje rozvoj urcité populace v ¢ase. Diky svému tvaru

podobnému pismenu S se oznacuje spolecné s Gompertzovou kiivkou jako s-kiivka.

1.2.1 Vlastnosti logistické kiivky
Pro kiivku je charakteristicky symetricky pribéh trendu, coZ znamend, Ze jak na levé tak

I na pravé strané od inflexniho bodu se nachazi stejny pocet hodnot. Inflexni bod se nachazi

V bodé¢ x; = %n; a stejné jako predchozi regrese ma kladnou asymptotu . [8]

I zde je n¢kolik moznosti, jak zapsat tvar logistické funkce. V této praci se bude vychéazet

z nasledujiciho zapisu:

. K
1+ ap”

Tato rovnice ma tfi parametry, proto jsou moznosti jejiho vymezeni obdobné jako

u Gompertzovy kiivky.

Pribéh logistické funkce je rovnéZ charakteristicky zvySujicim se riistem okolo inflexniho

bodu. Pribéh téchto diferenci zachycuje derivace dané rovnice. Prvni derivace funkce je
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—xaf. Inpg
L+ap")’

pribéh prvni derivace je pro s-kiivky typicky. Zpocatku se diference zvétsuji pozvolné, a ¢im

rovna vyrazu Y (dx) = . Deriva¢ni prub¢h je zobrazen na grafu ¢. 2. Tento

vice se blizi k inflexnimu bodu, tak se hodnoty diferenci zvétSuji. Po piekroceni inflexniho
bodu se hodnoty diferenci postupné zmensuji a ¢im bliZe je rovnice kiivky k asymptoté, tim
vice se hodnoty diferenci zmensuji a blizi se k nule. Prib¢eh derivacni funkce tedy vypovida

0 specifickém tempu ristu dané nelinedrni regrese.

1.2.2 Parametry logistické krivky
Satura¢ni mez x mize nabyvat jakychkoli kladnych hodnot, koeficient a mize nabyvat

hodnot vétsich neZ 1 a koeficient £ se pohybuje v uzavieném intervalu (0; 1).

Vyznam parametrti vzhledem k tvaru rovnice je odlisny. Vliv na strmost kiivky ma
koeficient £ a plati, Ze ¢im je hodnota koeficientu nizsi, tim je k¥ivka strmé&jsi. Hodnota

K

funkce v case Xo = 0 je rovna vyrazu [46]

+a
Na nasledujicim grafu je mozno vidét pribéh logistické kiivky a jeji rychlost zmény neboli

15

derivacni pribéh. Kdy je pouzita ilustracni funkce ve tvaru y = ——————.
1+120 . 0,4"
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Graf 2: Logisticka kiivka

Zdroj: Vlastni zpracovani v MS Excel

18



2 PREDPOKLADY POUZITi RUSTOVEHO MODELU
Pro pouziti jednoho z ristovych modeld, a to at’ uz Gompertzova nebo logistického trendu,

je potieba, aby sledované hodnoty a charakter sledovaného jevu spliioval urcité podminky.
Pokud by né¢které z nasledujicich podminek nebyly splnény, pozbyvala by aplikace jednoho

Z modelu na namétena data a ndsledna predikce budoucich hodnot smyslu.
Podminky pro pouziti ristového modelu: [14]

e Sledovany jev (statek) je v dobé¢ vstupu na trh novy a inovativni, je pozitivné

odlisen od podobnych statki

o V ptipadé vyrobku je vyrobek kvalitné;jsi a funkce, které plni, plni 1épe nez

jeho ptedchiidci ¢i konkurenti.

o Kifivka sleduje Casovy tsek od uvedeni na trh az po upevnéni stabilni

pozice na trhu.
e Statek po celou dobu sledovani plni stejnou funkci

o U vyrobku mohou v prib¢hu jeho zivotnosti nastat riizné inovace a zmény,

ovSem tyto zmény nemaji vétsi vliv na zékladni funkce, které vyrobek plni.
e Je sledovano celkové mnozstvi vyrobkt, které vstupuji do uzivani

o Vyrobky, které nahrazuji vyfazené objekty, se jiz nov€ nesleduji

a nevstupuji jako métené hodnoty.
e Vymezeni urCité geografické a odvétvové oblasti

o Sleduje se prodej vyrobki v urcité geografické oblasti, naptiklad prodej aut
v Ceské republice.

o Zaroven se vymezi 1 vyrobky spadajici do stejné kategorie, sleduje se
napiiklad prodej aut urcité znacky a druhu. To znamend, ze se nesleduji
prodeje aut od dvou riiznych vyrobct.

e Absence umélych zasahti do vyroby a odbytu

o Vyroba a nasledny prodej probihaly ve sledovaném obdobi pfirozenym
zpusobem, znamena to napiiklad nepfitomnost vétSiho snizeni ceny nebo

jiného marketingového zasahu.

o Tato podminka je velmi obsdhla a komplikovana a zaleZi na subjektivnim

posouzeni kazdého jedince a zaroven znalosti sledovaného jevu. Je nékolik
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vstuptl (zéasahil), které mohou vétSim ¢i menSim zplsobem ovlivnit
ziskavané hodnoty. Vstupy muzeme rozdélit do dvou skupin podle toho,
jaky vliv na sledovany jev maji, bud’ posili prodej (rist kiivky), nebo
utlumi prodej (vytvoreni pomysiné saturacni meze). Mezi posilujici vstupy
muzeme napiiklad zafadit jiz zmifilovanou cenovou zménu, dale velky pfiliv
obyvatel do sledovaného regionu (tito novi obyvatel¢ predstavuji
potenciondlni poptavku), nebo vétsi snizeni poctu konkurentl, ktefi
prodavaji stejny vyrobek. Mezi utlumujici vstupy miizeme zatadit inverzné

prichod novych konkurent do regionu, nebo nucené zvyseni prodejni ceny.

o Shrnutim této podminky mtize byt vysledny pfedpoklad, ze by na daném
vymezeném trhu, mély byt splnéni ptedpoklady pro dokonalou konkurenci
a s tim souvisejici fungovani trhu. (Zde patii ptfedpoklady, jako jsou Zadné
bariéry vstupu do odvétvi, dokonalé informace pro kupujici, stejné

podminky pro vyrobce atd.)
e Periodi¢nost

o Vhodnym casovym usekem, za ktery se hodnoty ziskavaji, byva
v ekonomické aplikaci jeden rok, pokud by totiz bylo zvoleno obdobi
krat$i, nez je jeden rok, mohla by ziskané¢ hodnoty ovlivnit sezonnost
béhem roku. V takovém piipadé by bylo mozZné vidét uz i pii pouhé

ilustraci pomoci grafu, ze pouziti ristového modelu, neni vhodné.
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3 POSTUP PRI APLIKACI MODELU
Pti samotném feseni dané¢ho problému, kterym je aplikace vhodného modelu na ziskana

data, je mozno vymezit nasledujici postup:
1. Seznameni s daty,
2. odhad parametrii a sestrojeni predikcni funkce,
3. volba vhodného trendu,

4. progndza hodnot.

3.1 Analyza dat

Velmi diilezitou ¢asti v modelovani urcité situace je dobra znalost problému a co nejlepsi
porozuméni danym hodnotam. Jedna se o prvni krok pfi modelovacim procesu, ktery ¢asto
rozhoduje o tom, zda vysledek bude kvalitni a pouzitelny nebo nikoliv. Ptedpokladem je
rozbor vSech moznych vstupll, které mohou potencionalné ovlivnit sledovany jev. Témto

vstuptim se podrobnéji vénovala druha kapitola.

Pokud by napiiklad nebyla vénovéana dostatecnd pozornost tomuto kroku, mohlo by dojit
k piehlédnuti urcitého faktoru, ktery ovliviiuje (posiluje nebo utlumuje) budouci hodnoty, a

vysledny vymodelovany trend by byl chybné zkonstruovan.

Cilem je se co nejvice seznamit s danou situaci a tim piedejit moznym chybam, ke kterym
by mohlo b&hem postupu dojit. Cim vétsi pozornost bude vénovana této &asti, tim je vetsi

pravdépodobnost, Ze vysledny model bude co nejvice kopirovat skutecnou situaci.

3.2 Odhad parametri a sestrojeni predikcéni funkce
Pti odhadovani parametrii nelze postupovat stejnym zptisobem jako u linearnich nebo

linearizovatelnych modelt, kdy v obou pftipadech lze vyuzit metodu nejmensich Ctvercd
(MNC). Podstatou MNC je prolozeni namé&fenych dat takovou piimkou, ktera co nejtésnéji

ptiléha k danym hodnotam. Vysledkem je odhad parametrti o a f5. [10]

V situaci, kdy chceme odhadnout parametry nelinearizovatelného modelu, se ndm nabizi
dvé moznosti. Prvni moZnosti je pouziti iteracnich metod. Itera¢ni metody jsou vypocetné
slozité a naro¢né, proto se s nimi mizeme setkat napiiklad v celé rad¢ statistickych programii.
Ovsem ,,ru¢ni* vypocet téchto metod by byl velmi slozity. Jednou z téchto itera¢nich metod je
napiiklad Levenberg-Marquardtova metoda. Podstatou této metody je také metodika

nejmensich ¢tverct, ovsem v komplikovangjsi formé. [12]
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Druhou moznosti je pouzit metody odhadu parametr, které se pouzivaji u jiného
nelinedrniho modelu, a to u modifikované posunuté exponencidly, jejiz tvar funkce je
Y =k + a B Mezi tyto metody odhadu fadime metodu ¢asteénych souétd, metodu dil¢ich
prumérid a metodu vybranych bodi. Tyto metody spolu s metodami itera¢nimi budou

podrobnéji definovany v dalSim textu.

Vysledkem téchto metod jsou pozadované odhady nezndmych parametri. Odhadem téchto
parametrt tedy ziskdme predikéni funkcei. Po ziskani této rovnice se zpravidla urci teoretické

hodnoty a zhodnoti se, nakolik je predik¢ni funkce kvalitni.

3.3 Volba vhodného modelu

Dalsim krokem je volba vhodného modelu. Vzhledem k tomu, ze pfedmétem této prace
jsou pouze dva ristové modely, budeme se zabyvat vybérem ztéchto dvou s-kiivek.

Nebudeme tedy brat v tivahu ostatni linearni ¢i linearizovatelné modely.

Pti volbé mezi Gompertzovou a logistickou kiivkou je dilezité si uvédomit jejich zakladni
rozdil. Gompertzova kiivka obsahuje vétsi mnozstvi hodnot za inflexnim bodem, coz je
mozné chépat také jako skuteCnost, ze Casové obdobi, kdy se kifivka pfiblizuje ke své

asymptoté, je delsi nez u logistické kiivky.

Dalsi moznosti je zvolit mezi modely na zakladé grafického znazornéni obou trendu.
Odhadneme parametry obou rovnic a spolu se skute¢nymi hodnotami Y; si zobrazime pomoci
grafu jak Gompertzovu funkci, tak i predikéni logistickou funkci. Pfi¢emZ bude vybrana
prave ta rovnice, ktera kopiruje co nejpiesnéji skutecné namétené hodnoty. V tomto piipadé
bude vhodnéjsi regrese vybrdna na zéklad¢ interpolacnich a extrapolacnich kritérii, kteréd

budou podrobnéji popsana v néasledujici podkapitole.

Pokud budeme na feSeny problém nahliZet jako na Casovou fadu, je moZno vymezit
¢lenéni na extrapolaci ¢i interpolaci. Extrapolaci dat rozumime zaméfeni se na sestaveni
takového modelu, ktery bude co nejpfesnéji predikovat budouci hodnoty. Interpolaci dat
rozumime takovy postup, u kterého se zaméfujeme na co nejptesnéjsi proloZeni namétrenych

hodnot kfivkou, zaméfujeme se tedy na jiz ziskané, minulé hodnoty. [8]

3.3.1 Interpolaéni kritéria [8]
Podstatou téchto kritérii je porovnani souctu poptipadé priméru ctverci odchylek

skutecnych hodnot od teoretickych hodnot. Jednd se tedy o ukazatele miry pfilnavosti dané

kiivky ke skuteénym hodnotam. Zadouci vysledek je takovy, aby souéet nebo primér téchto
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odchylek byl co nejmensi. Cim je ukazatel mensi, tim je model kvalitngjsi a vhodné kopiruje

skutecnost. Mezi pouzité ukazatele mizeme zatadit nasledujici:

M. E. Mean Error — stfedni chyba odhadu, kde vychazime ze vztahu:

n
Z(yt o yt)
ME=2
n
kde y; — naméfena hodnota y; 3t — teoretickh hodnota p;, n — pocet méfeni.

Tato mira je rovna nule pokud model piesné kopiruje métena data, nebo pokud dojde k takové

kompenzaci kladnych a zapornych rozdilti mezi y; a y;, ze vysledna hodnota Citatele bude nula.
M. S. E. Mean Square Error — stiedni ¢tvercova chyba odhadu:
: 2
z (yt B yt)

MSE. =%
n

Tato metoda méfeni je nejpouzivanéjsi, v tomto ptipad€¢ diky umocnéni kazdého rozdilu y;a y:

ziskdme pouze kladné hodnoty. Tento postup je pro nds samoziejmé vhodné&jsi.

M. A. E. Mean Absolute Error — stfedni absolutni chyba odhadu

M.AE.= Zu
=N

M.A.P.E. Mean Absolute Percentage Error — stiedni absolutni procentni chyba odhadu

" |yt—9t] 100
M.AP.E.= )
Z[ i n

t=1

M.P.E. Mean Percentage Error — stfedni procentni chyba odhadu

M.P.E.:Z[yt—ytJ 100

=\ Y n
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3.3.2 Extrapolaéni kritéria [8]
Zpusob pouziti extrapolacnich kritérii spoc¢iva v simulaci. Postup je takovy, ze se

vynechaji posledni naméfené hodnoty a na zbylé hodnoty se aplikuje model. Pomoci takto
ziskaného modelu predikujeme budouci hodnoty, pfi¢emz ¢im vice budou tyto hodnoty
odpovidat vynechanym hodnotam, tim bude zvoleny model vhodnéjsi. Jako ptiklad
extrapola¢niho ukazatele si mizeme uvést koeficient nesouladu, téz znamy jako Theiliv

koeficient.

Theiliv koeficient ma nésledujici tvar:
> 3 2
Z (yN+j - Pj )
i1

2 _
T, S
2
zyN+j
j=1

kde

N — délka casové tady pouzita pro odhad (po zkraceni),
D — zkraceni Casové tady,

P, - extrapolace na j obdobi.

Pro vysledek extrapolace je Zadouci, aby hodnota Theilova koeficientu byla co
nejblize hodnoté 0, vtomto piipadé by predikované hodnoty odpovidaly hodnotam

vynechanym.

3.4 Prognéza hodnot

Poslednim krokem je progndza budoucich hodnot. Pravé posledni krok je stéZzejni pfi
ekonomickych aplikacich. Naptiklad v pfipadé¢ modelovani objemt prodeje urcitého vyrobku
je predpovéd’ budouci poptavky zékaznikii velice dulezitd pii fizeni a rozhodovéni firmy.
Pokud zna firma odhad budouci poptavky, mize tomuto odhadu ptizpiisobit vyrobu a veskeré
dalsi procesy a ¢innosti s tim souvisejici. Cimz miize dojit k vyraznému zefektivnéni danych
postupit a minimalizaci nakladt. Toto pravdépodobné bude hrat kli¢ovou roli v Gcasti dané
firmy na trhu. Pokud je firma schopna odhadnout budouci prodeje, dostava se do konkuren¢ni
vyhody oproti svym obchodnim protivniklim. Tento ptiklad je jen dal§im dikazem dtlezitosti

vyuZzivani statistickych metod v ekonomickém odvétvi.
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4 METODY ODHADOVANI PARAMETRU
Jak jiz bylo napsano diive, k odhadovani parametri obou rustovych modelti se muze

vyuzit metod pouzivanych u modifikované posunuté exponencidly Y = x + a . Nejdiive je
ovSem nutné jak logistickou, tak i Gompertzovu rovnici transformovat na tvar odpovidajici

tvaru modifikované posunuté exponencialy.
Transformace logistické funkce:

K
1+ap”

Transformaci provedeme pievracenim vyrazu a obdrzime:

1
Y k¥ K
Nyni je jiz rovnice upravena na pozadovany tvar.

Transformace Gompertzovy funkce:
Y =ka
Transformaci provedeme zlogaritmovanim celé rovnice a obdrzime:
InY =Ink+ " Ina

Nyni je i Gompertzova rovnice upravena na pozadovany tvar. [11]

Dale budou popsany tfi metody pro odhadovani parametri dané funkce. Kdy odhad
parametru o, provedeme pomoci a, parametr f bude odhadnuty pomoci b, a parametr x bude

odhadnuty pomoci k.

4.1 Metoda ¢asteénych souctu [11]
Tato metoda spociva v rozdéleni sledovaného souboru o n pozorovanich do 3 stejné

pocetnych ¢asti o délce m. Pro dané 3 ¢asti uréime jejich soucty, které oznacime postupné Sy,
S; a S;. Pokud pocet souhrnného pozorovani neumozni rozd€leni n pozorovani do
3 vyvazenych casti, zpravidla se vynechavaji nejstarS$i pozorovani. Odhady parametr jsou

urceny podle nasledujicich vztaht:

bzmsa_sz; a:(b_l)(sz_zsl); kzl Sl—abb -1
S,-S, b(b™ -1) m b-1
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4.2 Metoda dil¢ich praméra [11]

I zde je cely sledovany soubor rozdélen do 3 stejnych ¢asti. U pocatecnich hodnot
pozorovani urcime prumer, ktery ozna¢ime jako Sp, kde D znac¢i dolni hodnoty pozorovani.
U stfednich hodnot postupujeme stejné a priomér oznacime Sp, kde P znaci prosttedni hodnoty
pozorovani. Nakonec tento primér udélame i u poslednich znamych hodnot pozorovéni
aprumér oznacime Sy, kde H zna¢i horni hodnoty pozorovani. Pomoci téchto praméra

spoc¢itame hodnotu koeficientu b podle vztahu:

b= "5 ]on
Sp —-S,
Dale postupujeme jako v piipad¢ odhadu parametri metodou nejmensich ctverct.

4.3 Metoda vybranych bodii [11]

Zpusob této metody spoc¢iva v ureni tii hodnot z namétenych dat, které vybereme podle
vztahtl Yy, Yx+m @ Yx+2m, Kde zpravidla x = 1 a m = ptirozené ¢islo. Ziskané hodnoty dosadime

do rovnic, kdy obdrzime soustavu tii rovnic, jejimz feSenim jsou odhady parametra b, a, k.
b= m} Yyeom — Yem : a= yxx+mm_ Yx : Kk = y, — ab”
Yiem — Yx b (b _1)

4.4 Ttera¢ni metody
Levenberg-Marquardtoviv algoritmus je iteracni technika, ktera vyhleda minimum funkce,

jez je vyjadiena jako soucet ¢tvercl nelinearnich funkci. Tento algoritmus se stal standardni

pouzivanou technikou pro vypocet parametrt nelinearnich funkeci. [47]

Vyuziva explicitni vypocet Hessovy matice, kdy se jednd o kombinaci Gauss-Newtonovy
metody s metodou nejvétsiho spadu. Cilem této kombinace je vyvarovat se problémim

zpusobenych Gauss-Newtonovou metodou. Pro Gauss-Newtonovu metodu plati nasledujici

vztah: A0~ X = —Vf| 20"

V Levenberg-Marquardtové metodé nahradime matici A matici A°.

e {a'jj =a; 1+ A)_i

: £ ]
ay = a

Pokud A—0 dostavame Gauss-Newtonovu metodu a pro A—oo dostavdme maly krok ve

sméru spadu. Postup vypada takto:
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Stanovime vektor ¥ a hodnotu f(x©).

Udame hodnotu 4, naptiklad A = 0,001, pro k = 0.

Pouzijeme vztah A'AX = —=Vf | 0.
Vypoéteme hodnotu X, = ¥® + Ax a f(%,).

Pokud f(%,) = f(®), krok zamitneme — A:= 10.

o a0 ~ w bd =

Pokud f(%,) < f(®), krok pfijmeme ¥**D =%,a1:=0,11

a k = k + 1. Dale cyklus opakujeme od kroku €. 3.

Levenberg-Marquardtova metoda se ¢asto vyuziva pii odhadovani parametrd nelinearni
regrese. V takovych ptipadech minimalizujeme funkei
X2 =YY [y; — y((x;,@)]*/of vzhledem k .

2y2 1 7
Pak 0°X —9 N 1 [ay(xl,a) 0y (x;d) _ (yi _ y(xi,a))

Y= . Zde je mozné ¢ast sum
dayda; =152 L 9a da; ] J Y

0%y
aakaal
kde se vyskytuji druhé parcialni derivace y, zanedbat, jelikoz pro feseni staci vypocitat matici
A piiblizngé. [12] Levenberg-Marquanrdtova metoda je tedy jakousi nadstavbou Gauss-

Newtonovy metody.

Jak jiZ bylo napsano vyse, tato metoda je vypocetné komplikovand, proto bude v praktické

¢asti pouzit vypocetni software Statistica 10, ktery tyto dva algoritmy vyuziva.
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5 PODROBNEJSI ROZBOR MODELU Z EKONOMICKEHO HLEDISKA
V této kapitole bude podrobnéji ukdzana podobnost mezi zivotnim cyklem vyrobku

a ristovymi modely a poté budou vymezeny parametry jednotlivych regresi z ekonomického
hlediska.

5.1 Zivotni cyklus vyrobku

Jak jiz bylo uvedeno, rGstové modely nachdzeji vyziti v oblasti ekonomie zejména pfi
odhadovani budoucich prodeji novych vyrobkt, a to pfedevSim diky svému specifickému
tvaru. Tento tvar jak u logistické tak i u Gompertzovy regrese odpovidd pocatecnim fazim

zivotniho cyklu nového vyrobku.
Faze zivotniho cyklu jsou nasledujici [2]:
e Uvedeni

Vyrobek je uveden na trh, poc¢atecni prodeje jsou velmi nizké a néklady spojené s timto

produktem Casto pievySuji piijmy plynouci z prodeji
e Raist

Vyrobek si nasel své misto na trhu a stavd se oblibenym mezi zdkazniky, prodeje se

kazdym dal$im obdobim navysuji a ptijmy zpravidla piesahuji v této fazi naklady
e Zralost

Objemy prodeji dosahuji svého maxima, kdy vyrobek je jiz dobfe zndmy a oblibeny mezi

zakazniky
e Upadek

Faktor, ktery je rozhodujici v této posledni fazi, je ¢as. Vyrobek je zastaraly a na trhu byva
zpravidla nahrazen novéj$imi produkty. Prodeje klesaji a pro prodejce nastava ¢as k zaméfeni

se na jiny produkt.

Na naésledujicim obrazku miiZzeme vidét grafické znazornéni jednotlivych fazi Zivotniho

cyklu vyrobku.
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Uvedeni Rast Zralost Upadek

Objemy prodeju

Obrizek 1: Zivotni cyklus vyrobku
Zdroj: Vlastni zpracovani v MS Excel, [4]

Jak napovida obrazek ¢. 1, faze uvedeni, rustu a zralosti odpovidaji tvaru rustovych

vvvvvv

vvvvvv

predpoklady pro aplikaci riistovych modeld, ovSsem drobné rozdily napiiklad ve vlastnostech
vyrobku nebo ve zptsobech jeho propagace zcela méni jeho faze Zivotniho cyklu. Na tomto

zakladé miZeme vyrobky rozd¢lit do tii skupin:
e Inovativni,
e ocekavané,
e sezOnni.

Inovativni vyrobky

Do této skupiny patii vyrobek zcela neznamy, ktery je ve své dob¢ inovativni a pfinasi
zakaznikovi néco nového. Zikaznik neni obezndmen s pfistupem nového vyrobku na trh,
nebo existuje urcita forma propagace, ktera ovSem zakaznikovi zpravidla nenapovi, jaky

vyrobek ve skutecnosti bude. Pro tyto vyrobky je odpovidajici Zivotni cyklus zobrazen na
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obrazku ¢. 1. Tento vyrobek a jeho vystupovani na trhu spliuje veSkeré ptredpoklady
vymezené v kapitole 2. Jako ptiklady mizeme uvést celosvétové prodeje herni konzole

Nintendo DS, mobilnich telefontl, stolnich pocitacti a mobilnich telefonti iPhone.

Ocekavané vyrobky

Tento vyrobek ma zpravidla své predchudce, proto zdkaznik ocekava, jaky uzitek mu
ptipadna koupé vyrobku pfinese. Vyrobek byva inovativni a nese sebou néco nového, ovsem
neni nezndmy. Prodeje tohoto vyrobku zpocatku prudce rostou a s postupem casu klesaji.
Dobrym piikladem mohou byt pocitacové hry, kde mizeme jako piiklad a ilustraci na grafu

¢. 3 uvést prodeje pocitacové hry Call of Duty: Modern Warfare 3.

] Prodané kusy hryv Call of Duty: Modern Warfare 3
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Graf 3: Prodeje hry CoD: MW 3

Zdroj: viastni zpracovani v MS Excel, [3]

Na ptedchozim grafu mizeme sledovat, Ze pii vydani hry ve 45 tydnu roku 2011 doslo

K nejvetsim prodejim a v dalSich tydnech byly prodeje vyrazné nizsi.

U tohoto druhu produktu je zajimavé sledovat vyvoj poctu uskutecnénych
ptedobjednavek, kdy ma trend obdobny prubéh jako u ristovych modeld, ovSem vzhledem ke
své podstaté, kterd je u predobjednavek odlisna od klasickych vyrobki, neni mozné aplikovat
rustovy model na takovyto druh produktu. Hlavni rozdil spociva v jasné urené a omezené
dobé&, po kterou se produkt nabizi. Jakmile dojde k vydani napiiklad dané pocitacové hry,

prodej predobjednavek je ukoncen.
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Sezonni vyrobky

Tento vyrobek se od ostatnich 1i§i pouze Vv odlisSné propagaci, ktera je zapfic¢inéna
zpravidla vyssi cenou produktu. Sezénnost prodeje spociva v zaméteni prodejce na propagaci
na obdobi 4. Ctvrtleti kalendarniho roku. Vyrobek je také novy a inovativni, ovSem vyssi cena,
ptikladem je zbozi jako spotfebni elektronika, kam mlizeme zatadit mobilni telefony vyssi
ttidy, ¢i herni konzole. Pro ilustraci je na grafu ¢. 4 zobrazen vyvoj prodeji herni konzole

Sony Playstation 3.

Ctvrtletni prodeje PS 3

-]

6.5

[ T Y 4= LA =1
1 1 1 1 1

Objemy prodeji (v mil. ks)

(=
1

Ctvrtleti (fiskalni rok)

Graf 4: Ctvrtletni prodeje PS 3
Zdroj: viastni zpracovani v MS Excel, [45]

Na grafu ¢. 4 mizeme sledovat kazdoro¢ni nariist prodeji vzdy ve 3. ctvrtleti fiskalniho
roku, tedy v obdobi Vanoc. Prodeje v téchto Ctvrtletich dosahovaly az 7 miliont prodanych
kust od svého uvedeni na trh v roce 2006. Herni konzole Sony Playstation 3 (PS 3) se, co se
tyCe vSech vymezenych ptedpokladii a vlastnosti v kapitole 2, nijak vyrazné nelisi od
vyrobkt, u kterych jejich prodeje odpovidaji riistové funkci, ovSem vyssi cena a tim 1 odliSna
propagace, predevSim zaméfena na kazdoroCni vanocni obdobi, neumoznuje aplikaci

rustovych modela.

5.2 Ekonomicky a socialni vyznam parametri
Z matematického hlediska je vyznam parametr jasné¢ definovan, jak je popsano

v kapitolach 1.1.2 a 1.2.2, ovSem pokud se modely aplikuji na ekonomicky jev, je mozné
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hledat jisty ekonomicky ¢i socialni vyznam téchto parametri, které mohou skryvat chovani

trhu poptipadé chovani zakaznikd.

5.2.1 Parametry u Gompertzovy regrese
Koeficient g, ktery nabyva hodnot z intervalu (0; 1), ma vliv na strmost kiivky, jak jiz bylo

uvedeno vyse. Z ekonomického hlediska mtizeme fici, ze ¢im vice se S blizi jedné tim je
kiivka méné strma, tzn., Ze pocateéni faze zivotniho cyklu trvaji delsi obdobi. Z hlediska
socialniho a ekonomického, tedy z pohledu zékaznika, lze fici, ze za stejného predpokladu
pohybu f, zakaznik pomaleji reaguje na reference poptipadé na propagaci vyrobku. Za téchto
predpokladii muzeme koeficient £ chapat jako koeficient rychlosti referenci o daném

produktu.

Koeficient a, ktery také nabyva hodnot z intervalu (0; 1), ma z ekonomického a socialniho
hlediska opacny vyznam, nez koeficient . Zde plati, Ze ¢im vice se a blizi jedné, tim rychleji
prodeje dosahuji maxima, tzn., Ze kiivka je vice strmd. Pokud tedy chceme chapat koeficient
p jako koeficient rychlosti referenci, tzn., jak rychle zdkaznik reaguje na pfitomnost nového
vyrobku na trhu, musi platit ptedpoklad, ze koeficient o je konstantni. Tato vazba plati
I opacné.

Koeficient x uréuje saturacni mez, tedy nasyceni trhu. Ekonomicky vyznam spociva
v maximalni velikosti poptavky, kterou je prodejce schopen uspokojit v urcitém case.
Saturaéni mez svoji velikosti odpovida 3. fazi zivotniho cyklu — zralosti. Stav, kdy prodeje

dosahuji maxima, a neexistuje dalSi prostor pro rozvoj vyrobku.

5.2.2 Parametry u logistické regrese
Koeficient f, ktery, stejné jako u Gompertzovy regrese, nabyva hodnot z intervalu (0; 1),

ma vliv na strmost kiivky. Z ekonomického hlediska mizeme, obdobné jako u Gompertzovy
regrese, fici, Ze ¢im vice se £ bliZi jedné, tim je kiivka méné strmd, tzn., Ze pocatecni faze
zivotniho cyklu trvaji del§i obdobi. Proto i socidlni a ekonomicky vyznam parametru f,

muzZeme definovat jako koeficient rychlosti referenci o daném produktu.

Vyznam koeficientu a, ktery nabyva hodnot vétSich nez jedna, je v tomto piipade odlisny.
Z ekonomického hlediska urcuje dobu, za kterou vyrobek opousti zavadéci fazi. Dulezité je,
Ze pti konstantnim koeficientu f se rychlost dosaZeni dalsi faze neboli strmost kiivky, neméni.
Muzeme tedy fici, ze koeficient a uréuje dobu, po jakou vyrobek setrva v pocatecni fazi, nebo
jinak feceno, za jakou dobu doséhne faze dalsi. Z pohledu zdkaznika se jedna o dobu, kterou

zakazni potiebuje k objeveni nového vyrobku na trhu, nejednd se tedy o ekvivalent
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koeficientu rychlosti jako v ptipad¢ parametru a u Gompertzovy regrese. Koeficient x urcuje

stejn€ jako u Gompertzovy regrese saturacni mez.

V této kapitole byly uvedeny pouze mozné vyznamy jednotlivych parametrti, pokud by se
ovSem prodejci podafilo presné analyzovat a definovat vyznam parametrii urcittho modelu
apriradit jim skutecné jevy, které ovliviiuji trh a prodeje jeho vyrobku, byl by schopen
zkonstruovat predikéni funkei, ktera by byla dilezitym nastrojem v rozhodovacim a fidicim

procesu firmy.

33



6 PRAKTICKA CAST
Obsahem této kapitoly bude aplikace rastovych modelt, kdy pro odhad parametri budou

pouzity metody ¢asteCnych souctl, dil¢ich priméra a vybranych bodi, které jsou podrobnéji
popsany v kapitole 4. Dale bude pomoci interpolacnich kritérii urCena presnost vypoctenych
modela. Veskeré vypocty budou provadény v programu MS Excel 2010. Poslednim krokem

bude vypocet modelu v pocitacovém programu Statistica 10.

6.1 Tlustrativni priklad ¢. 1
V roce 2004 byla na trh uvedena herni konzole Nintendo DS (NDS), ktera se ihned po

uvedeni na trh stala velice populdrni. Prodeje této konzole kazdoro¢né rostou a trend, ktery

tento vyvoj vystihuje, je zobrazen na grafu ¢. 5.

Ctvrtletni prodeje NDS

Prodeje v mil. ks

Graf 5: Ctvrtletni prodeje NDS
Zdroj: viastni zpracovani v MS Excel, [15] az [43]

Z grafu €. 5 je zifejmé, ze vyvoj Ctvrtletnich prodejt odpovida riistové kiivce. Nejprve bude
aplikovan model Gompertzovy regrese za pouziti riznych metod odhadu parametrii a poté

vypocet v programu Statistica 10.

6.1.1 Odhad parametri Gompertzovy regrese
Jelikoz budeme vyuzivat metod odhadi parametrd, jakych se pouzivd u modifikované

posunuté exponencidly, musime si tvar Gompertzovy funkce upravit na pozadovany zapis viz
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kapitola 4 Y =xa”  Transformaci zlogaritmovanim celé rovnice ziskame

InY =Inx+ " Inea.

Prvnim krokem bude zlogaritmovani ziskanych hodnot Y; Nami pozadované hodnoty jsou

V tabulce &. 1 v fadcich In Y.

Tabulka 1: Iustrativni priklad ¢. 1 - tabulka hodnot

Xi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 | 14 | 15
Yi 3 5 7 9 14 17 | 21 27 | 36 | 40 | 47 54 | 65 | 71 | 78
Iny; [1,04]1,66(1,89]|2,18| 2,67 | 2,82 | 3,06 | 3,29 | 3,57 | 3,70 | 3,86 | 3,98 | 4,17 |4,26| 4,35
Xi |16 | 17 |18 | 19 | 20 | 21 | 22 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29
yi | 84 ] 96 102|108 | 113 | 125 | 129 | 132 | 136 | 145 | 146 | 148 | 149 | 151
Iny; [443]4,57|4,62|4,68| 4,73 |483 486|488 491|497 |4,99|5,00]5,00 5,02

Zdroj: [15] a2 [43]

Metoda ¢asteénych soucti

Druhym krokem je vypocet parametrii , f a x nejprve metodou ¢astecnych souctl. Po

dosazeni do vzorce pro vypocet parametru b ziskame hodnotu b =19 44,45-39,79 =0,894.
39,79 -27,03

Pro vypocet koeficientu a dosadime do vzorce a ziskame

,_ (0894-1)(39,79-27,03) _

5 5 —3,75. Upravou dostaneme hodnotu koeficientu
0,894(0,894° -1)

a=0,0235. Poslednim vypoctem je dosazeni do vzorce pro koeficient k, kdy dostaneme
(0,894° —

(0,894 1:;)) =5,23. Upravou dostaneme k = 188,28. Predikéni

funkce ziskanad metodou ¢astec¢nych soucti ma tvar: y =188,28 . 0,0235%8% .

In k =i(27,03—3,75 . 0,894
m

o

Metoda dil¢ich priméri
Tato metoda se li$i ve vypoctu koeficientii a a k. Pro vypocet téchto dvou koeficientl se

vyuziva metoda nejmensich ¢tvercl. Nejprve je vSak nutné vypocist koeficient b, kdy po

, 27-514,49 — 4,42 o \ o
dosazeni do vzorce dostaneme b = 2 WYTECE =0,912. Dalsi vypocet se provadi metodou

nejmensich &tvercti kdy podle modifikované rovnice InY = Ink + 8* . In a za Y dosadime
hodnoty In Y a za X dosadime hodnoty . Vypocet regrese provedeme pomoci MS Excel

nasledovné:

Karta Data — doplnék Analyza dat — ndstroj Regrese
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Po dosazeni pozadovanych hodnot ziskdme odhady koeficienti a a f modifikované
funkce, proto je musime upravit podle vztahti a = In ka f = In a. Upravou jsme ziskali

a=0,0108 a k = 233,74. Predik¢ni funkce ziskana metodou dil¢ich primérd ma tvar:

y = 233,74 . 0,0108%*?

Metoda vybranych bodu

Posledni metodou je metoda vybranych bodu. Principem je takova volba hodnot x a m, kdy
se x zpravidla rovna jedné a m je pfirozené Cislo. V nasem piipadé X = 1, m = 9. Druhym
krokem je vybér hodnot z ndhodného vybéru a to Yy, Yx+m @ Yx+2m. Po dosazeni do rovnic

ziskame hodnoty koeficientl:

b=o 2827398 905
398-189
3,98 - 189

= =-3,88, po upravé a = 0,0206
0,905'(0,905° —1) potip

1
Ink =189 —(-388) . 0905" =5407 | ¢ 1= 9931

Metodou vybranych bodd jsme ziskali predikéni rovnici vtomto tvaru:

y =22312 . 0,0206%%% . Na nasledujicim grafu je mozné porovnat jednotlivé metody a jejich

vypocitané predikéni funkce.
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Graf 6: Porovnani metod odhadi parametri u GR

Z grafu €. 6 je patrné, Ze nejlepSich vysledki bylo dosaZzeno pomoci metody dil¢ich
primérti. Pro ovéfeni budou metody a jejich vysledné funkce porovnany pomoci
interpolacnich kritérii a to konkrétné stiedni ¢tvercovou chybou a stfedni absolutni chybou
odhadu. Porovnani je v tabulce nize, kde je mozné vidét, Ze nejvhodné&jsi predikéni funkce

bylo docileno metodou dil¢ich primérd (MDP). Jednotlivd interpolacni kritéria dosahly

Zdroj: vlastni zpracovani MS Excel

nasledujicich vysledki:

MSE = 35,7

MAE = 3,94

Pomoci metody ¢aste¢nych souctli bylo dosazeno téchto vysledkt interpola¢nich kritérii:

MSE = 132,44

MAE = 10,89

A nejhorsich vysledki bylo dosazeno metodou vybranych bodt a to konkrétné:

MSE = 264,06

MAE = 15,02
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Tabulka 2: Interpolaé¢ni kritéria €. 1 - ilustrativni priklad ¢. 1

X

Metody odhadii parametriu

Mean Square Error

Mean Absolute Error

Y

Y(MCS) | Y(MDP) | Y(MVB) | (MCS) | (MDP) | (MVB) | (MCS) | (MDP) | (MVB)
1 | 284 | 658 3,76 665 | 1395 | 085 | 1452 | 374 | 092 3,81
2 | 527 | 938 5,40 930 | 16,89 | 002 | 1621 | 4,11 0,13 4,03
3 | 665 | 1289 | 751 | 1259 | 3889 | 073 | 3526 | 624 | 0,86 5,94
4 | 883 | 17,12 | 1014 | 1656 | 68,68 | 1,72 | 59,73 | 8,29 1,31 773
5 | 1443 | 2207 | 1335 | 21,22 | 5830 | 1,17 | 46,10 | 764 1,08 6,79
6 | 1673 | 27,69 | 17,15 | 26,56 | 120,09 | 0,17 | 9658 | 1096 | 0,42 9,83
7 | 2127 | 3392 | 2155 | 32,53 | 160,02 | 008 | 126,89 | 1265 | 028 | 11726
8 | 2682 | 4067 | 2655 | 39,09 | 191,81 | 007 | 150,60 | 1385 | 027 | 1227
9 | 3561 | 47,83 | 3212 | 46,16 | 14944 | 12,21 | 11122 | 1222 | 349 | 1055
10 | 40,29 | 5530 | 3821 | 53,64 | 22540 | 434 | 178,22 | 1501 | 2,08 | 13,35
11 | 4727 | 62,96 | 4477 | 6145 | 246,29 | 625 | 201,09 | 1569 | 250 | 14,18
12 | 5364 | 70,71 | 51,74 | 69,49 | 291,29 | 3,63 | 251,27 | 17,07 | 1,90 | 15,85
13 | 64,79 | 7843 | 59,03 | 77,67 | 186,15 | 3313 | 16586 | 13,64 | 576 | 12,88
14 | 70,60 | 86,05 | 6659 | 8589 | 238,83 | 16,09 | 233,84 | 1545 | 401 | 1529
15 | 7754 | 9349 | 7432 | 9408 | 25449 | 10,35 | 27351 | 1595 | 322 | 1654
16 | 84,33 | 100,69 | 82,16 | 102,15 | 267,53 | 4,70 | 317,70 | 16,36 | 2,17 | 17,82
17 | 96,22 | 107,59 | 90,03 | 110,06 | 129,18 | 3828 | 19142 | 1137 | 6,19 | 1384
18 101,78 | 114,15 | 97,87 | 117,73 | 153,12 | 1527 | 254,36 | 12,37 | 391 | 1595
19 |107,75| 120,37 | 105,62 | 12513 | 159,16 | 4,54 | 302,06 | 12,62 | 2,13 | 17,38
20 11348 126,21 | 113,22 | 132,23 | 161,93 | 007 | 351,39 | 12,73 | 026 | 1875
21 |12513| 131,67 | 120,64 | 138,99 | 42,72 | 20,19 | 192,11 | 654 | 449 | 13,86
22 128,89 | 136,75 | 127,83 | 14541 | 61,75 | 1,13 | 272,83 | 7,86 1,06 | 16,52
23 132,04 | 141,46 | 134,76 | 151,47 | 88,70 | 7,39 | 377,44 | 942 272 | 19,43
24 |13558| 14581 | 141,41 | 157,17 | 10459 | 34,01 | 466,02 | 1023 | 583 | 2159
25 14459 | 149,81 | 147,77 | 162,51 | 27,23 | 10,11 | 321,05 | 522 318 | 17,92
26 | 146,42 | 15348 | 153,82 | 167,50 | 49,82 | 54,76 | 44417 | 7,06 740 | 21,08
27 147,86 156,84 | 159,56 | 172,14 | 80,57 | 136,82 | 589,47 | 898 | 11,70 | 24,28
28 149,00 159,90 | 164,98 & 17645 | 118,82 | 25530 | 75353 | 10,90 | 1598 | 27,45
29 |151,06| 162,69 | 170,09 | 180,44 | 13528 | 361,98 | 863,40 | 11,63 | 19,03 | 29,38
Suma 3840,88 | 1035,37 | 7657,87 | 315,77 | 114,28 | 43553
MSE / MAE 132,44 | 3570 | 264,06 | 10,89 | 3,94 | 15,02

MIN MSE / MAE 35,70 3,94
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Optimalizace vysledku Gompertzovy regrese pomoci reSitele

Vysledné hodnoty parametra, vypoctené jakoukoli metodou, miizeme dale optimalizovat
pomoci modulu fesitel v MS Excel. Vysledky, dosazené timto postupem, jsou Casto téméf

identické s vysledky dosazenymi vypoctem v programu Statistica 10.

Resitel je soucasti sady piikaz a jeho podstatou je proces, pii kterém se méni hodnoty
v bunikach za ucelem posouzeni vlivu zmén na vysledky vzorcii v listu. Pomoci fesitele je
mozné najit optimalni (maximalni nebo minimalni) hodnotu pro vzorec s ohledem na
omezujici podminky (neboli limity) uréené hodnotami jinych bundk vzorce v listu. Resitel
pracuje se skupinou bun¢k oznac¢ovanych jako rozhodovaci proménné nebo proménné buiiky,
které se podileji na vypoctu vzorci v buiice cile a bunkach s omezujicimi podminkami.
Resitel upravuje hodnoty v buiikiach rozhodovacich proménnych tak, aby byly splnény limity
bun¢k s omezujicimi podminkami a byl nalezen vysledek pozadovany pro cilovou bunku.

Resitel projde takovym poétem iteraci, dokud neni dosazeno optimalni feseni. [1]

Na nasledujici tabulce bude popsan postup v MS Excel.
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Tabulka 3: Optimalizace Gompertzovy regrese

Resitel spustime piikazem Data — Resitel. Samotny modul obsahuje 5 argumentt.
nastavime bunku, kterda mad byt minimalizovina nebo maximalizovana. V nasem ptipadé
budeme minimalizovat soucet ¢tvercli. Nastavime tedy buiiku, kterd obsahuje soucet Ctvercil.
Druhym krokem je nastaveni,
maximaliza¢ni. Tfetim krokem je nastaveni bunck, které miiZze feSitel ménit, takovym
zpusobem, aby dosdhl co nejlepSiho vysledku. Nastavime tedy 3 buiky, které obsahuji
parametry a, b, k. Je potieba uvést piiblizné hodnoty téchto paramatrd, nejlépe vysledky

dosazené jednou z predeslych metod. Déle nastavime omezujici podminky, a to konkrétné pro

40

X Y InY Y teor. Ctverce 0,88749
1 2,84 1,043804 | 2,314728 | 0,275911 180,337
2 5,27 1,66203 | 3,778492 | 2,224596 0,00739
3 6,65 1,894617 | 5,837049 | 0,66089
4 8,83 2,178155 | 8,586539 | 0,059273
5 14,43 2,669309 | 12,09439 | 5,455086
6 16,73 2,817204 | 16,39126 | 0,114747
7 21,27 3,057298 | 21,46774 | 0,039102
8 26,82 3,289148 | 27,2758 | 0,207752
9 35,61 3,572626 | 33,73407 | 3,519116
10 40,29 3,696103 | 40,73582 | 0,198757
11 47,27 3,855876 | 48,15806 | 0,788645
12 53,64 3,982295 | 55,87055 | 4,975351
13 64,79 | 4,171151 | 63,74389 | 1,094339
14 70,6 4,25703 | 71,65599 | 1,115118
15 7754 | 4,350794 | 79,49677 | 3,828931
16 84,33 | 4,434738 | 87,17112 | 8,071977
17 96,22 4,566637 | 94,60038 | 2,623163
18 101,78 | 4,622814 | 101,7225 | 0,003312
19 107,75 | 4,679814 | 108,4911 | 0,549212
20 113,48 | 4,731627 | 114,8745 | 1,944637
21 125,13 | 4,829353 | 120,8536 | 18,28736
22 128,89 | 4,858959 | 126,4202 | 6,099858
23 132,04 | 4,883105 | 131,5749 | 0,216324
24 135,58 | 4,909562 | 136,3254 | 0,55563
25 144,59 | 4,973902 | 140,6849 | 15,24972
26 146,42 | 4,986479 | 144,6706 | 3,060523
27 147,86 | 4,996266 | 148,3023 | 0,195607
28 149 5,003946 | 151,6017 | 6,768718
29 151,06 | 5,017677 | 154,5913 | 12,47007
Soucet ¢tvercu 100,654

zda budeme uvazovat minimalizaéni




parametry a a b, kdy jsou mensi nez 1. Poslednim krokem je vybér metody feSeni, kterou je

Vv naSem piipad¢é metoda GRC Nonlinear.

Nastaveni fesitele pro dany piiklad je zobrazen na obrazku €. 2.

-
Parametry Reditele ﬁ

Mastavit dl:

Na: ) Max @ Min 7 Hodnota: 0

Ma zakladé zmény proménnych bunék:

6828654

Omezuijici podminky:

G652 <=1 -
SE5t <=1

Pfidat

Zménit

Odstranit

Vynulovat vie

- MNafist nebo uloZit

Mastavit proménné bez omezuiicich podminek jako nezaporné

LHLnE

Vyberte metodu Fedeni: GRG Monlinear E|

Metoda fedeni

Modul GRG Monlinear vyberte pro hladkeé nelinearni problémy Resitele, Modul LP Simplex zvolte pro
linedrni problémy Resitele a modul Evolutionary pro nehladkeé problémy Reditele.

Obrazek 2: Nastaveni FeSitele

Zdroj: vystup z MS Excel

Hodnoty parametri jsou jiz zobrazeny v tabulce ¢. 3. Funkce ziskand po optimalizaci

parametr(i pomoci Fesitele ma nésledujici tvar: y =180,337 . 0,00739%%¢74%

Gompertzova kiivka ziskand optimalizaci pomoci feSitele je zobrazena na nasledujicim

grafu.
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Graf 7: GR pomoci FeSitele
Zdroj: vlastni zpracovani v MS Excel

Vypocet Gompertzovy regrese v programu Statistica 10

Poslednim zpiisobem aplikace Gompertzovy regrese na dana data je vypocet v programu
Statistica 10. Vypocet provedeme zadanim ptikazu Statistiky — Pokrocilé modely — Nelinedarni
odhad. V dal§im kroku vybereme zptisob vypoc¢tu metodu nejmensich ¢tvercd. Dale musime
ruéné zadat syntaxi odhadované funkce. V nasem ptipadé¢ rovnici Gompertzovy kiivky. Zapis

je ukazéan na nasledujicim obrazku.
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ﬁ Odhadovana funkce: Tabulkad

Odhadované funkce:

=k "]

Logicks operatony:
Phiklad 1:
Priklad 2:

Odhadovand funkos: ‘odhadovand prom.” = vyraz, napf.:

pravds=1, nepravds=0;
Poruchs=exp(bl+bi*Pevnost)
wid=sxp(a+b 1" vd) [ 1+exp(a+b 1= vd))

= Ofevil
Uladit jako
- @ Zobraz prom

Platné operitony: + = ® 3= &= = = |
Odkaz na proménné Sislem nebo jmeénem;  tj.: vi=bi*v4 nebo

VEechna neznama jména jsou parametry;  tj. w3=konstsparam*vé

Poufit standardni nebo wédeckou notaci; tj.: v3=bi*vi/3e+2 N
Honstanty: PR3.14...; EBEulers2T1.; tj.: wi=b"Euler=v3

Funkce: abs arcsin cos exp bog kg2 kgl sign sin sinh sgrt tan

o
eg.:

g

L=v5*{OBS-PRED}~2
L=Vsha"sbs{OBS-PRED) 1

0K

Starno

Obrazek 3: Zapis Gompertzovy rovnice

Zdroj: vystup z programu Statistica 10

V poslednim kroku musime vyplnit poc¢ate¢ni hodnoty parametrti a hladinu vyznamnosti a.

Také mame moznost vybrat mezi dvéma metodami odhadu a to Levenberg-Marquardt nebo

Gauss-Newtonovou. Pro nad$§ vypocet zvolime prvné jmenovanou metodu. Po provedeni

vypoctu programem Statistica 10, ziskame nasledujici vystupy:

Tabulka 4: Statistica 10 - vystup ¢. 1

Model je: Y=k*a"(b"X) (Tabulka4)

Zav.prom.:Y
Hladina spolehlivosti:95.0% ( alfa =0.050)
Odhad | Standard| t-hodn. | p-hodn. | Dol. sp. | Hor. sp.
chyba | sv=26 Mez Mez
k | 180,337¢ 2,96288( 60,865¢ 0,00000(/174,247(/186,427¢
a | 0,0074 0,00110: 6,7064 0,00000( 0,0051 0,0097
b 0,887t 0,00303¢292,046( 0,00000( 0,881z 0,8937

Zdroj: vystup z programu Statistica 10

V tabulce ¢. 4 nalezneme v prvnim sloupci Odhad kone¢né hodnoty jednotlivych

parametrii, které jsou totozné s hodnotami ziskanymi pii optimalizaci pomoci feSitele v MS

Excel. Sloupce Dol. sp. Mez a Hor. sp. Mez urcuji intervaly spolehlivosti pro jednotlivé

parametry. Na jejich zdkladé mlUZeme tvrdit, Ze s pravdépodobnosti 95% budou hodnoty

parametrc modelu v nasledujicich intervalech, kdy x je z intervalu (174,247;186,427),

parametr « je z intervalu (0,0051; 0,0097) a parametr § je z intervalu (0,881; 0,894).
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Tabulka 5: Statistica 10 - vystup €. 2

Model je: Y=k*a"(b"X) (Tabulka4)
Zav.prom.:Y
Ztratova k a b
funkce
87,6374¢175,000(0,00600( 0,86000(
22,3299¢174,691¢0,00917% 0,89051:
10,0805 180,37040,00725:0,88751:
10,0326% 180,31540,00737¢0,88746¢
10,0326:180,337£0,00738¢0,88749:
10,0326:180,337%0,00739(0,88749:

ow|o1|.|>|oo|m||—\

Zdroj: vystup z programu Statistica 10

Tabulka ¢. 5 zobrazuje jednotlivé iterace, kterymi program Statistica 10 prochazel, nez
nalezl optimélni hodnoty parametri. V prvnim tadku jsou zobrazeny uzivatelem nastavené
pocatecni hodnoty. V poslednim tadku jsou kone¢né hodnoty parametrii. Pocet iteraci zalezi
na zadani po&ate¢nich parametrii. Cim blize budou poc&ateéni hodnoty optimalnim hodnotam,
tim mens$i bude pocet iteraci. Na grafu €. 8 je zobrazena Gompertzova kiivka, kterd prolind

nametené hodnoty ;.

Model: Y=k*a”(b"X)
y=(180,337)*(,00739)((,887492)"x)

180

160 t

140 |

120 ¢t

100 }

60 t

40 t

20 t

Graf 8: Statistica 10 - vystup ¢&. 3
Zdroj: Zdroj: vystup z programu Statistica 10
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Dale je na vystupu ¢. 3 uvedena rovnice v zapisu y=(180,337)*(,00739)"((,88749)"x),

ktery je ekvivalentem zapisu y =180,337 . 0’007390,88749‘ |

Jak piesn¢ kiivka prolind nam&fené hodnoty, uréuje index determinace R% Tento ukazatel
je také soucasti vystupu pifi vypoctu programem Statistica 10. Index determinace nebo také

podil rozptylu vysvétleny modelem je roven hodnoté 0,9987, hodnota r = 0,999.

V posledni ¢asti ilustrativniho ptikladu ¢. 1 bude pomoci interpolacnich kritérii porovnan
vypocet v programu Statistica 10 a vypocet dosazeny optimalizaci feSitelem. V nasledujici

tabulce budeme pouzivat zkratky RES pro fesitele a STA pro program Statistica 10.
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Tabulka 6: Interpolaé¢ni kritéria €. 2 - ilustrativni priklad ¢. 1

% v Metody odhadu MSE MAE
Y(RES) | Y(STA) | (RES) | (STA) | (RES) | (STA)
1 2,84 2,31 2,31 0,28 0,28 0,53 0,53
2 5,27 3,78 3,78 2,22 2,22 1,49 1,49
3 6,65 5,84 5,84 0,66 0,66 0,81 0,81
4 8,83 8,59 8,59 0,06 0,06 0,24 0,24
5 | 1443 | 12,09 | 12,09 [ 546 5,46 2,34 2,34
6 | 16,73 | 16,39 16,39 0,11 0,11 0,34 0,34
7 | 21,27 | 21,47 21,47 0,04 0,04 0,20 0,20
8 | 26,82 | 27,28 27,28 0,21 0,21 0,46 0,46
9 | 35,61 | 33,73 33,73 3,52 3,52 1,88 1,88
10 | 40,29 | 40,74 | 40,74 0,20 0,20 0,45 0,45
11 | 47,27 | 48,16 | 48,16 0,79 0,79 0,89 0,89
12 | 53,64 | 55,87 55,87 4,98 4,98 2,23 2,23
13 | 64,79 | 63,74 | 63,74 1,09 1,09 1,05 1,05
14 | 70,60 | 71,66 71,66 1,12 1,12 1,06 1,06
15 | 77,54 | 79,50 | 79,50 | 3,83 3,83 1,96 1,96
16 | 84,33 | 87,17 87,17 8,07 8,07 2,84 2,84
17 | 96,22 | 94,60 94,60 2,62 2,62 1,62 1,62
18 |101,78| 101,72 | 101,72 | 0,00 0,00 0,06 0,06
19 |107,75| 108,49 | 108,49 | 0,55 0,55 0,74 0,74
20 [113,48| 114,87 | 114,87 | 1,94 1,94 1,39 1,39
21 |125,13| 120,85 | 120,85 | 18,29 | 18,29 4,28 4,28
22 (128,89| 126,42 | 126,42 | 6,10 6,10 2,47 2,47
23 |132,04| 131,57 | 131,57 | 0,22 0,22 0,47 0,47
24 |13558| 136,33 | 136,33 | 0,56 0,56 0,75 0,75
25 |144,59| 140,68 | 140,68 | 15,25 | 15,25 3,91 3,91
26 |146,42| 144,67 | 144,67 | 3,06 3,06 1,75 1,75
27 |147,86| 148,30 | 148,30 | 0,20 0,20 0,44 0,44
28 [149,00| 151,60 | 151,60 | 6,77 6,77 2,60 2,60
29 [151,06| 154,59 | 15459 | 12,47 | 12,47 3,53 3,53
Suma 100,65 | 100,65 | 42,74 | 42,74
MSE / MAE 3,47 3,47 1,47 1,47
MIN MSE / MAE 3,47 3,47 1,47 1,47

Zdroj: viastni zpracovani v MS Excel

Jak muzeme sledovat v porovnani obou metod, vysledky dosazené optimalizaci pomoci
fesitele v MS Excel jsou identické s vysledky dosazenymi vypoctem v programu Statistica 10.
V porovnani s metodou dil¢ich primeéri, ktera doséhla v predchozi ¢asti nejlepsich vysledkd,

dosahuje vypocet fesitelem a programem Statistica 10 jesté presnéjSich vysledk.

MSE (RES, STA) = 3,47; MSE (MDP) = 35,7
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MAE (RES, STA) = 1,47; MAE (MDP) = 3,94

Zaveérem lze tedy fici, ze vypocet pomoci statistického programu Statistica 10 dava
nejpresnéjsi vysledky pfi modelovani nelinedrni Gompertzovy regrese. Kvalitnich vysledkt
muzeme dosdhnout i pro bézného uzivatele dostupnéjSim programem MS Excel. OvSem
vypocet je komplikovanéjsi jelikoz se sklada ze samotného odhadu parametri a z nasledné
optimalizace pomoci modulu fesitel. V nasem ptikladu bylo dosazeno pomoci obou metod

stejnych vysledkd.

6.1.2 Predikce budoucich hodnot pomoci Gompertzovy rovnice
Pro odhad budoucich prodeji pouzijeme rovnici z vypoctu v programu Statistica 10,

jelikoz, zde bylo dosazeno nejlepSich odhadli parametri. NaSe predik¢éni rovnice ma tvar:

— 0,88749
Y =180,337 . 0,00739 . Pfipomene, Ze vnasem piikladu naméfené hodnoty

Y ptedstavuji ¢tvrtletni prodeje herni konzole NDS. K dispozici jsou skute¢né hodnoty za 29
obdobi (4. ctvrtleti 2004 az 4. Ctvrtleti 2011), proto provedeme odhad hodnot pro dvé
nasledujici obdobi (1. a 2. ¢tvrtleti 2012). Samotny vypocet je jednoduchy, kdy do rovnice
dosadime pozadované X;, vV naSem piipad¢ hodnoty 30 a 31. Predikce budoucich hodnot je

nasledujici:
Y5 =180,337 . 0,00739°%74%" — 157,29

y,, =180,337 . 0,00739°874%" —159 73

Miuzeme tedy fici, ze na zadkladé predikéni rovnice, ziskané vypocltem v programu
Statistica 10 je odhad prodeji herni konzole NDS pro 1. ¢tvrtleti roku 2012 157 290 000 kusii
a pro 2. ¢tvrtleti roku 2012 je odhad prodeji 159 730 000 kust.

6.1.3 Extrapolace dat u Gompertzovy regrese
Podrobny popis této metody je uveden v kapitole 3.3.2. Pro nd$ ptiklad vynechame

posledni dvé pozorovani a ziskdme nasledujici nahodny vybér:

Tabulka 7: Extrapolace dat - nahodny vybér €. 1

Xi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12 | 13 | 14 | 15
Vi 3 5 7 9 14 | 17 | 21 | 27 | 36 | 40 | 47 | 54 | 65 | 711 | 78
Iny; [1,04]1,66(1,89|2,18| 2,67 | 2,82 | 3,06 | 3,29 | 3,57 | 3,70 | 3,86 | 3,98 | 4,17 |4,26| 4,35
Xi |16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27
yi | 84 ] 96 |102 108 | 113 | 125 | 129 | 132 | 136 | 145 | 146 | 148
Iny; |4,43]4,5714,62|4,68| 4,73 | 4,83 | 4,86 | 488 | 491 | 497 | 4,99 | 5,00

Zdroj: [15] az [43]
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Vypoétem parametri predikéni rovnice provedenym v programu Statistica 10 bylo
dosazeno téchto hodnot: a = 0,0085, b = 0,8925 a k = 187,7302. Predik¢ni rovnice ma tedy

tvar Y =187,7302 . 0,0085%°%°
Odhad budoucich hodnot je nasledujici:
y,s =187,7302 . 0,0085°%2%" =154,10

y,, =187,7302 . 0,0085%%9%%° =157 41

Pro zhodnoceni simulace pouzijeme Theilav koeficient, kdy po dosazeni ziskame:

_ (149-15410)° + (15106 -15741)° _ 7
1497 +151,06

T4

Na zékladé vysledné hodnoty Theilova koeficientu mizeme fici, ze simulace dosahuje

velmi dobrych vysledki. V absolutnich hodnotach doslo u 28. obdobi k odchylce 5,1 a u 29.
obdobi k odchylce 6,41.
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6.2 Tlustrativni priklad ¢. 2

Na nasledujici ¢asovou fadu bude aplikovédna logisticka regrese, kdy parametry kiivky

budou odhadnuty stejnymi zplsoby jako v ilustrativnim ptikladu €. 1.

Rozvoj informacnich technologii je nedilnou soucésti soucasného svétového vyvoje.
Dtikazem je i obrovsky rozvoj telekomunika¢nich technologii ke konci 20. stoleti. Nasledujici

graf zobrazuje pocet prodanych mobilnich telefontt v Rusku od roku 2000.

Poiet prodanych mobilnich telefond v Rusku
250
200
£ 150
<
:
g 100 +
(a8
30
1} -
2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2000 2010 2011
Jednotlivé roky

Graf 9: Pocet prodanych mobilnich telefoni v Rusku
Zdroj: vlastni zpracovani v MS Excel, [13]

Stejné jako Vv predchozim piikladu, i zde je patrny rastovy trend vyvoje poctu prodanych

kust daného produktu.

6.2.1 Odhad parametru logistické regrese
Provedeme nejprve Upravu na pozadovany zapis viz kapitola 4. Transformaci provedeme

prevracenim vyrazu Y = a obdrzime:

1+ ap”

1 1 a
—_ =4 —
Y k k'B_

Nameétené hodnoty Y si upravime na pozadovany tvar, ktery je ve tietim fadku tabulky

nize.
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Tabulka 8: Tlustrativni priklad €. 2 - tabulka hodnot

Xi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Vi 3,26 7,75 17,61 36,14 73,72 | 120,00 | 150,67 | 171,20 | 199,52 | 230,50 | 237,69 | 234,40
1/y; | 0,30645 | 0,12902 | 0,05679 | 0,02767 | 0,01356 | 0,00833 | 0,00664 | 0,00584 | 0,00501 | 0,00434 | 0,00421 | 0,00427
Zdroj: [13]

Metoda ¢asteénych soudti

Po dosazeni do vzorce pro odhad parametru S  ziskame  hodnotu

—zi/ 0,0178 -0,0344 =0,429. Pro odhad koeficientu a dosadime do vzorce a ziskdme

~100344—-05199

a (0,429 -1)(0,0344 - 0,5199)
K 0,429(0,429* —1)°

=0,691. Vynasobime koeficientem ka ziskame hodnotu

koeficientu a = 160,27. Poslednim vypoctem je dosazeni do vzorce pro koeficient k, kdy

4 f—
dostaneme 1 = l (0,5199 - 0,0691 . 0,429 w) =0,0043. Hodnotu pievratime
k 4 (0,429 -1)
a dostaneme k = 232,024. Predikéni funkce ziskana metodou c¢asteénych souctd ma tvar:

y- 232,024
1+160,27 . 0,429

Metoda dil¢ich priméri

12-5 —
\/0’0046 00086 _ 0,381. Dalsi vypocet

Nej dosadime d ypocet b =
ejprve dosadime do vzorce pro vypoce 2 0.0086—013

se provadi metodou nejmensich ¢tverci, kdy za Y dosadime hodnoty 1/Y a za X dosadime

hodnoty *. Vypocet regrese provedeme pomoci MS Excel nasledovné:
Karta Data — doplnék Analyza dat — ndstroj Regrese

Po dosazeni pozadovanych hodnot ziskame odhady koeficienti o a £ modifikované
funkce, proto je musime upravit podle vztahti o = I/ka f = a/k. Poté ziskame a = 115,88
ak=145,558. Predik¢éni funkce ziskand metodou dil¢ich primérdt ma tvar:

y_ 145558
1+11588 . 0,380" -

Metoda vybranych bodu

Po dosazeni do rovnic ziskame hodnoty koeficienti:

=0,425

. 0,0042 —-0,0083
0,0083 -0,306
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0,0083 — 0,306
0,425(0,425° —1)

% ~0,712, po Gpravé a = 171,5

% =0,306 -0,712 . 0,425 =0,00415 a po upraveé k = 241,007

Metodou vybranych bodd jsme =ziskali predikéni rovnici vtomto tvaru:

v 241,007
1+1715 . 0,425°

Na nésledujicim grafu je mozné porovnat jednotlivé metody a jejich vypocitané

predikéni funkce.
Porovnini metod odhada parametra u logistické regrese
300
230
200
';IE
Z 150
100 1 Teoretické ¥ (MCS)
e Teoretické ¥ (MDP)
50 - === Teoreticke ¥ (MVE)
+ Naméfené hodnoty ¥
I} T T T T T T 1
1] 2 4 ] 8 10 12 14

Casové obdobi

Graf 10: Porovnani metod odhadi parametri u logistické regrese

Zdroj: vlastni zpracovani v MS Excel

Na grafu ¢. 10 mizeme sledovat, jak odhadem parametrit metodou dil¢ich pramért (MDP)
bylo dosazeno nejméné kvalitni predik¢éni funkce. OvSem pomoci zbylych dvou metod bylo

dosazeno dobrych vysledkli. Pro presnéj$i porovnani slouzi tabulka €. 9, ktera obsahuje

interpolacni kritéria pro ilustrativni ptiklad €. 2.
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Tabulka 9: Interpolaé¢ni kritéria €. 3 - ilustrativni priklad ¢. 2

X v Metody odhadl parametri Mean Square Error Mean Absolute Error
Y(MCS) | Y(MDP) | Y(MVB) | Y(MCS) | Y(MDP) | Y(MVB) | Y(MCS) | Y(MDP) | Y(MVB)
1 3,26 3,32 3,23 3,26 0,00 0,00 0,00 0,06 0,04 0,00
2 7,75 7,58 8,17 7,54 0,03 0,18 0,04 0,17 0,42 0,21
3 17,61 16,92 | 19,67 17,03 0,48 4,24 0,33 0,69 2,06 0,58
4 36,14 3590 | 42,34 | 36,59 0,06 38,50 0,21 0,24 6,21 0,45
5 73,72 69,31 | 75,48 71,44 19,46 3,09 5,21 4,41 1,76 2,28
6 120,00 | 115,51 | 107,54 | 120,00 | 20,18 155,36 0,00 4,49 12,46 0,00
7 150,67 | 161,87 | 128,28 | 168,72 | 125,25 501,31 325,79 | 11,19 | 22,39 18,05
8 171,20 | 195,60 | 138,46 | 203,90 | 595,15 | 1072,03 | 1069,01 | 24,40 | 32,74 | 32,70
9 199,52 | 214,83 | 142,77 | 223,71 | 234,38 | 3220,79 | 584,95 | 1531 | 56,75 24,19
10 | 230,50 | 224,31 | 144,48 | 233,34 | 38,31 7398,73 8,07 6,19 86,02 2,84
11 | 237,69 | 228,65 | 145,15 | 237,69 | 81,79 8563,94 0,00 9,04 92,54 0,00
12 | 234,40 | 230,56 | 145,40 | 239,59 | 14,74 7920,65 26,89 3,84 89,00 5,19
Suma 1129,83 | 28878,80 | 2020,51 | 80,03 | 402,39 | 86,48
MSE / MAE 94,15 2406,57 | 168,38 6,67 33,53 7,21
MIN MSE / MAE 94,15 6,67

Zdroj: vlastni zpracovani v MS Excel

Dle vysledkl interpolacnich kritérii mizeme fici, ze nejvhodnéjsi predikéni funkce bylo

dosazeno metodou ¢astecnych souctd, kdy MSE = 94,15 a MAE = 6,67.

Optimalizace vysledku logistické regrese pomoci resitele

Podobné jako v pfedchozim piikladu i zde provedeme optimalizaci hodnot parametri
v MS Excel. Stejnym postupem obdrzime optimalizované hodnoty parametrii a nasledné

241,5687
1+71,00535 . 0,508897*

I funkci v tomto tvaru: y =

Logisticka kiivka ziskana optimalizaci pomoci fesitele je zobrazena na nasledujicim grafu.
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Logisticka regrese pomoci FeSitele

230

200 A
w 130
S - -
2 ——Teoretické Y (RES)
o
g 4 Naméfené hodnoty ¥
= 100
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Casové obdobi

14

7~ W

Graf 11: Logisticka regrese pomoci FeSitele

Zdroj: viastni zpracovani v MS Excel

Vypocet logistické regrese v programu Statistica 10

Vypocet v programu Statistica 10 je totozny

jako v predchozim ptikladu. S tim rozdilem,

Ze pouzijeme syntaxi logistické rovnice. Zapis je ukdzan na nasledujicim obrazku.

.
|7, Odhadovand funkce: Tabulkad

[ o

.

Odhadovana funkce:
Prom2=[k/[1+a"b"Pram1]]

K.

II

Storno

0

Otewiit

Ulosit jako

i

Zobraz praom

Platné operatorny: + - ==
(Odkaz na proménne Sslem nebo jmenem;
VEachna neznamd jména jou parametry;
Poudit standardni nebo vEdeckou notaci;
Honstanty: Pi3.14...; Euler=2.71...
Funkoe:  sbs arcsin cos exp log log2
Logické operdtony:
Priklad 1:
Fiklad 2:

Porucha=exp{bd+b1*Pevnost)
wi=sap(a+b 1= v 4|1 +eop(a+b1=v4))

Odhadovand funkee: ‘odhadovand prom.” = viraz, napf.:

pravds=1, nepravds=0; =.g.:

€ B B= 4= &
tj.: wi=bi*v4 mebo
t.j.: wi=konst+param=vd
tj.: w3=b1*viide+2
tj.: w3=b*Euler v
bogiDd sign sin sinh sqrt tan

=1

L=v5*(0BS-PRED)™2
L=Viha*sbs{OBS-FRED)

Obrazek 4: Zapis logistické regrese
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Vypoctené hodnoty parametrii jsou zobrazeny v tabulce ¢. 10. Vypoctem v programu
Statistica 10 jsme ziskali odlisné hodnoty, nez pii optimalizaci feSitelem. Odhady parametri
maji tyto hodnoty: k = 241,56837, a = 71,00484, b = 0,50890. S pravdépodobnosti 95% bude
hodnota parametru modelu «xvintervalu (226,473;256,663), hodnota parametru
a Vv intervalu (22,37;119,64) a hodnota parametru 5 (0,446; 0,572).

Tabulka 10: Statistica 10 — vystup ¢. 4

Model je: Prom2=(kK/(1+a*b”Prom1)) (Tabulka4)
Zav.prom.:Prom2
Hladina spolehlivosti:95.0% ( alfa =0.050)

Odhad | Standard| t-hodn. | p-hodn. | Dol. sp. | Hor. sp.
chyba sv=9 Mez Mez
241,568¢ 6,6726¢36,2025:0,00000(/226,4737 256,663

71,004¢ 21,4980« 3,3028£0,00918¢ 22,372¢119,636¢

0,508¢ 0,0278¢18,281670,00000( 0,445¢ 0,571¢

qux

Zdroj: vystup z programu Statistica 10
Na nasledujicim grafu je zobrazena logisticka kfivka, ktera prolind namétené hodnoty ;.

Model: Prom2=(k/(1+a*b"Prom1))
y=((241,568)/(1+(71,0048)*(,508897)"x))
260 . . :

240 ¢
220 ¢
200 r
180
160
140 ¢
120 ¢

Prom2

100 ¢

Proml

Graf 12: Statistica 10 - vystup €. 5
Zdroj: vystup z programu Statistica 10
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241568
1+ 71,0048 . 0,508897*

Ziskana logisticka rovnice ma tvar: y =

Dalsim vystupem, ktery je mozné ziskat pfi vypoctu v programu Statistica je podil
rozptylu vysvétleny modelem neboli r> = 0,994 a r = 0,997.
V posledni ¢asti ilustrativniho ptikladu ¢. 2 bude pomoci interpolacnich kritérii porovnan

vypocet v programu Statistica 10 a vypocet dosazeny optimalizaci feSitelem. V nasledujici

tabulce budeme i nadéle pouzivat zkratky RES pro fesitele a STA pro program Statistica 10.

Tabulka 11: Interpolaéni kritéria ¢. 4 - ilustrativni priklad ¢. 2

X v I\/Vletchdyodhadu _ MSE i VMAE
Y(RES) | Y(STA) | (RES) (STA) (RES) | (STA)
1 3,26 6,51 6,51 10,51 10,51 3,24 3,24
2 7,75 12,46 12,46 22,17 22,17 4,71 4,71
3 17,61 23,32 23,32 32,64 32,64 5,71 5,71
4 36,14 | 41,92 41,92 33,50 33,49 5,79 5,79
5 73,72 70,56 70,56 9,99 9,99 3,16 3,16
6 120,00 | 108,17 | 108,16 140,04 140,08 11,83 11,84
7 150,67 | 148,42 | 148,42 5,09 5,10 2,26 2,26
8 171,20 | 183,09 | 183,09 141,37 141,33 11,89 11,89
9 199,52 | 207,79 | 207,79 68,42 68,39 8,27 8,27
10 | 230,50 | 223,11 | 223,11 54,56 54,58 7,39 7,39
11 | 237,69 | 231,81 | 231,81 34,56 34,57 5,88 5,88
12 | 234,40 | 236,50 | 236,50 4,42 4,42 2,10 2,10
Suma 557,2617 | 557,2617 | 72,2307 | 72,2325
MSE / MAE 46,4385 | 46,4385 | 6,0192 | 6,0194
MIN MSE / MAE 46,4385 | 46,4385 | 6,0192

Zdroj: vlastni zpracovani v MS Excel

V tomto piipadé bylo proloZeni dat pomoci optimalizace feSitelem vhodnéj$i nez vypocet
v programu Statistica 10. OvSem rozdily mezi interpola¢nimi kritérii jsou pouze v fadech
tisicin, a to konkrétné¢ u kritéria MAE. Tato skuteCnost jenom potvrzuje schopnost
optimalizace v MS Excel co nejpiesnéji prolozit dané hodnoty ristovou kfivkou. Hodnoty

MSE a MAE jsou uvedeny v tabulce ¢. 11.
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6.2.2 Predikce budoucich hodnot pomoci logistické rovnice
Pro odhad budoucich prodeji pouZijeme rovnici z vypoétu v programu Statistica 10 ve

241,5687
tvaru: Y = 068 , kdy budeme odhadovat budouci hodnoty prodeji
1+71,00535 . 0,508897"

mobilnich telefont v Rusku pro roky 2012 a 2013.

Do rovnic dosadime pozadované X;, V naSem piipadé hodnoty 13 a 14. Predikce budoucich
hodnot je nésledujici:

2415687

= = 238,96
1+71,00535 . 0,508897*°

Yis

2415687

= = 240,24
1+71,00535 . 0,508897"

Yia

Muzeme tedy fici, ze na zaklad¢ predikéni rovnice, ziskané vypoétem v MS Excel
anéslednou optimalizaci feSitelem, je odhad prodejli mobilnich telefonli na Gzemi Ruska

238 990 000 kust pro rok 2012 a 240 240 000 kusi pro rok 2013.

6.2.3 [Extrapolace dat u logistické regrese
Podrobny popis této metody je uveden v kapitole 3.3.2. Pro na$§ ptiklad vynechame

posledni dvé pozorovani a ziskdme nasledujici ndhodny vybér:

Tabulka 12: Extrapolace dat - nahodny vybér ¢. 2

Xi 1 2 o) 4 5 6 7 8 9 10
yi 13263 7,75 [17,61 | 36,14 | 73,72 | 120 |150,7 | 171,2 | 199,5 | 230,5

Zdroj: [13]

Vypoctem parametrti predikéni rovnice provedenym v programu Statistica 10 bylo
dosazeno téchto hodnot: a = 76,88, b = 0,4966 a k = 235,14. Predik¢ni rovnice ma tedy tvar

~ 235,14
1+76,88 . 0,4966"

Odhad budoucich hodnot je nasledujici:

23514

= =227,23
1+76,88 . 0,4966™

Yiu

23514

= = 23115
1+76,88 . 0,4966

Yi2

Pro zhodnoceni simulace pouzijeme opéct Theiltv koeficient, kdy po dosazeni ziskame:
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_ (237,7-227,23) +(234,4— 23115)?

T2
H 237,77 + 234,47

=0,00108

Na zékladé vysledné hodnoty Theilova koeficientu mizeme fici, ze simulace i v druhém
ptikladu dosahla dobrych vysledkt. V absolutnich hodnotach doslo u 11. obdobi k odchylce
10,5 au 12. obdobi k odchylce 3,3.

6.3 Porovnani riistového a jednoduchého linearniho modelu

V této kapitole bude na ilustrativnim ptikladu ¢. 1 ukazana vhodnost vyuziti rtistového
modelu, konkrétné¢ Gompertzovy regrese oproti jednoduchému linedarnimu modelu. Na
nahodny vybér obsahujici Ctvrtletni prodeje herni konzole NDS aplikujeme jednoduchou
linearni regresi, pfi¢emz cilem této ¢asti bude dokdzat, ze i pres velmi dobré vysledky,

kterych bude aplikace linedrniho modelu dosahovat, je vhodnéjsi vyuzit ristovy model.

Ptipomenime model jednoduché linedrni regrese: Yi = a + pX;i + & Pro odhad parametri a

a f a prolozeni dat linearni pfimkou pouZijeme program Statistica 10.
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Bodovy graf z Prom2 proti Prom1
Tabulka4 10v*29c

Prom2 =-14,4692+6,1525*x; 0,95 Int.pfed.; 0,95 Int.spol.
160 . . .

140

120

100 ¢t

80 t

Prom2

60 t

40 ¢ . Prom1:Prom2: y =-14,4692 + 6,1525*x; ||

r=0,9930; p = 0.0000; r? = 0,9860

20

Proml

Graf 13: Jednoduchy linearni model

Zdroj: vystup z programu Statistica 10

Index determinace

Vystup zobrazeny na grafu ¢. 11 ziskame piikazem Grafy — Bodovy graf. Predikéni
rovnice linearniho modelu ma tvar y = -14,47 + 6,15x. Déle jsou na vystupu zobrazeny
predikéni pas a pas spolehlivosti. Sir§i z nich je pas predikéni, ktery pii zvolené hodnoté
o = 0,05 vymezuje oblast pro dalS§i namétfené hodnoty ze stejné¢ho souboru Y. UZSi pés je pas
spolehlivosti, ktery vymezuje na grafu oblast, ve které se s 95% pravdépodobnosti bude
pohybovat nové vypoétena predikéni funkce, pokud dojde k doplnéni nadhodného vybéru
0 nov¢ ziskané hodnoty. DalSim dilezitym vystupem pro nasledné porovnani je hodnota
r* = 0,986. Pokud porovname index determinace, ktery jsme ziskali p¥i aplikaci Gompertzovy
regrese, s indexem determinace ziskanym aplikaci jednoduchou linearni regresi, zjistime, ze
hodnota podilu rozptylu vysvétleného modelem je u Gompertzovy regrese vyssi nez u linearni
regrese. V predchozim textu jsme zjistili, Ze hodnota r* je rovna 0,9987. Na zakladg vyssi

hodnoty indexu determinace, mizeme tvrdit, ze Gompertzova kiivka Iépe pfiléhd na dané
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hodnoty, a tim Iépe modeluje dany piiklad, v naSem piipadé Ctvrtletni prodeje herni konzole

NDS.

Extrapolace dat

Obdobnym zptsobem jako v predeslych vypoctech i zde pouzijeme simulaci extrapolaci
anasledné vyhodnoceni Theilovym koeficientem. V piipadé jednoduché linearni regrese
mame moznost vyhodnotit vhodnost predikéni funkce i diky vysSe uvedenému predikénimu
pasu. Vynechdme posledni dvé pozorovani, ¢imz ziskame soubor o 27 hodnotach. Vypoctena

predik¢éni funkce a predikéni pas jsou zobrazeny na nasledujicim grafu.

Ziskana rovnice ma tvar y = -16,37 + 6,36x. Dale mizeme vidét, ze 1 v tomto piipadé po

vynechani dvou mé&feni je hodnota indexu determinace blizka jedné, kdy r® = 0,9884.

V programu Statistica 10 jsme jako vystup ziskali pouze absolutni hodnoty dolni i horni
hranice predikéniho péasu. Hranice pasu jsou stejné jako predikéni rovnice jednoduchou
linedrni funkci. Pomocnym vypoctem v MS Excel ziskdme rovnici dolni 1 horni meze. Kdy
pouzijeme oznaceni Ypy pro dolni mez a yyu pro horni mez. Rovnice maji nasledujici tvar:

Ypm = -28,2297 + 6,3457X; Yum = -4,5134 + 6,3457x.

Nejprve provedeme zhodnoceni simulace pomoci Theilova koeficientu. Po dosazeni do
predikéni rovnice ziskame hodnoty pro Yy, = 161,31 a y,9 = 167,65. Po dosazeni do Theilova

koeficientu ziskame:

7z _ (149 — 161,31)% + (151,06 — 167,65)”

=0,0085
H 1492 — 161,312

Vysledna hodnota koeficientu je vyssi nez u simulace pfi vyuZiti ristového modelu kdy
Ty* = 0,00147. Absolutni odchylky mezi predikovanymi a vynechanymi skute¢nymi
hodnotami jsou 12,31 pro y,s a 16,59 pro yoo.
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Bodovy graf z Prom5 proti Prom4
Tabulka4 10v*29c

Prom5 =-16,3716+6,3457*x; 0,95 Int.pfed.
160 ' ' ' ' ' '
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Prom5
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40 | - Prom4:Prom5: y=-16,3716 + 6,3457*x;

r=0,9942; p = 0.0000; r> = 0,9884

20
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Prom4

Graf 14: Simulace u jednoduché linearni regrese

Zdroj: vystup z programu Statistica 10

Pro pouziti predikéniho pasu, jako jednoho z néstrojii vyhodnoceni simulace linearni
regrese, dosadime do rovnic pro dolni mez a horni mez péasu a ziskdme intervaly pro
Yos =(149,45;173,17) a pro y,9 = (155,8; 179,51), tyto intervaly nam pii zvolené hodnoté

a = 0,05 urcuji interval, ve kterém se bude dané y; nachézet.

Skute¢né nameétené Ypg = 149,0 nespadd do predikéniho intervalu pro Yos a skute¢né
Y29 = 151,06 se také nachazi mimo dany interval. To je dal$im dikazem toho, Ze je vyuziti

jednoduché linearni regrese nevhodné.

Zavérem této kapitoly mizeme tedy fici, Ze pokud data, které se rozhodneme modelovat
jednou z dostupnych metod, odpovidaji svym charakterem rastovému modelu, je vhodné&;si
pouzit jeden z ristovych modelt a to | pfes svlij naro¢néjsi vypocet. V nasem piipadé bylo
pouzitim jednoduché linearni regrese dosazeno dobrych interpolacnich vysledkid, ovSem
naslednou extrapolaci bylo dosazeno nepiesnych odhadd. Divodem mize byt trend, ktery je

typicky pro at’ uz pro Gompertzovu nebo logistickou regresi. Po ur¢itém ¢asovém useku, kdy
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kiivka roste ur¢itym tempem, dojde do stadia, které je v Zivotnim cyklu vyrobku ozna¢ovano
jako zralost popiipadé¢ stagnace a dochazi k vyraznému zpomaleni rastu. Pokud ovSem dany
ptiklad modelujeme jednoduchou linearni regresi je tempo riistu konstantni, kdy je urceno

smérnici kiivky, neboli koeficientem f.
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7 VYHODNOCENI JEDNOTLIVYCH METOD
V ptredchozich kapitolach byl proveden vypocet a odhad parametri Gompertzovy

a logistické regrese celkem péti moznymi zpiisoby. Jednalo se o metodu dil¢ich primért,
metodu ¢astecCnych souctli, metodu vybranych bodt, vypocet fesitelem, vypocet programem
Statistica 10 a u ilustrativniho pfikladu ¢. 1 byly naméiené hodnoty prolozeny jednoduchou
linearni regresi, zde se tedy jednalo o metodu nejmensich ¢tverct. Cilem této kapitoly je
shrnout predeslé vypocty a vysledky a urcit, ktera metoda odhadovani parametra je, jak pro
Gompertzovu tak i pro logistickou kiivku, nejvhodné&jsi. Jinak feceno, pomoci které metody,

bylo dosazeno nejlepsich vysledku.

7.1 Prehled vysledkii Gompertzovy regrese

V prvnim ilustrativnim ptikladu byla jako ndhodnd veli¢ina vybrana ¢tvrtletni prodej herni
konzole Nintendo DS. V nasledujici tabulce je uvedeno shrnuti kritérii, na zakladé kterych je

mozno urc¢it nejvhodnéjsi metodu.

Tabulka 13: Vyhodnoceni Gompertzovy regrese

Metoda Funkee Interpolace Extrapolace R?
MSE MAE Theilav koef.
MDP | y=23374.0,0108%%? 35,70 3,94 - 0,988
MCS | y=188,28 . 0,0235%%* 132,44 10,89 - 0,955
MVB | y=22312 . 0,206 264,06 15,02 - 0,930
RES | y=180,337 . 0,00739°%74¢ 3,47 1,47 - 0,999
STA | y=180,337 . 0,00739°%74¢ 3,47 1,47 0,0015 0,999
LIN* |y =-14,47 + 6,15x 37,30 5,20 0,0085 0,986

* jednoducha linearni regrese

Zdroj: vlastni zpracovani v MS Excel

Z tabulky je patrné, Ze nejlepsich vysledkt bylo dosazeno vypoctem v programu Statistica
10 (STA) a optimalizaci fesitelem (RES). Oviem Theiltiv koeficient, jehoz vypocet je
podminén extrapolaci, byl vypocitan pouze pomoci programu Statistica 10.

Vypocet indexu determinace pro MDP, MCS a MVB byl proveden v MS Excel na zaklads

nasledujicich vzorct [49]:
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SSR

n n
SSR = Z(Yl -7)"  ssE= Z(Yi ~7)" SST=SSR+SSE  R%*= <7
i=1 i=1

SSR — vysvétleny soucet Ctvercti odchylek
SSE — rezidudlni soucet ¢tverct
SST — celkovy soucet Ctvercl
R? — index determinace
Nejméné kvalitnich vysledki bylo dosazeno odhadem parametrd modelu pomoci metody

vybranych bodi i piesto, ze hodnota indexu determinace je 0,93.

Pro vyuziti v praxi bychom za predikéni rovnici, jakozto dalezity nastroj pfi manazerském
rozhodovéni, zvolili rovnici dosaZzenou pomoci programu Statistica 10 nebo pomoci feSitele.
Diky odhadu budoucich objemt prodejii ma management urcitou vyhodu, jelikoZ mé moznost
prizptisobit své rozhodovéani a fizeni pfedev§im co se tyCe vyroby a distribuce prave
predikovanému mnozstvi. Pokud je na zaklad€ predikéni rovnice odhadovén prodej ptiblizné
157 miliondt kusti pro pfisti obdobi, firma pfizpisobi objem vyroby a distribuci, takovym

zpusobem, aby pro pfisti obdobi bylo dané mnozstvi k dispozici.

7.2 Prehled vysledki logistické regrese

Logistickou regresi byl modelovan soubor hodnot, které reprezentuji rocni prodeje
mobilnich telefonii v Rusku. Stejné jako u predchozi regrese i zde je uvedena tabulka, ktera

uvadi jednotliva hodnotici kritéria.

Tabulka 14: Vyhodnoceni logistické regrese

Metoda Funkee Interpolace Extrapolace R?
MSE MAE | Theiliv koef.
MDP y= 145558 2406,5700 | 33,5300 - 0,633
1+115,88 . 0,380"
5 232,024
MCS y= 1+160,27 . 0,429" 94,1500 | 6,6700 - 0,988
241,007
MVB y= < 168,3800 | 7,2100 - 0,981
1+1715. 0,425
. 241,5687
RES y= 1+ 7100535 . 0.508897" 46,4385 | 6,0192 - 0,994
241,568
STA y= 1+ 710048 . 0,508897" 46,4385 | 6,0194 0,0011 0,994

Zdroj: vlastni zpracovani v MS Excel
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Pro vypocet jednotlivych indexi determinace byly pouzity stejné vzorce jako
v pfedchozim ptikladu. V tomto piipadé bylo na zaklad¢ interpolacnich kritérii dosaZeno
nejlepSich vysledkii pomoci fteSitele. Ovsem i zde jsou vysledky dosazené feSitelem
aprogramem Statistica 10 velmi podobné. Nebyla zde vyuzita linearni regrese, jelikoz
Z pouh¢ho grafického zobrazeni je viditelny ristovy trend pfipominajici s-kifivku, ktery je
typicky pro nelinearni regrese. NejhorSich vysledkd bylo v ilustrativnim piikladu ¢. 2

dosazeno metodou dil¢ich prumérd, kdy hodnota indexu determinace je rovna 0,633.

Jelikoz se jedna ¢asovou fadu vystihujici celkové prodeje vsech druhtt mobilnich telefond,
vyuziti této predikéni funkce je odlisné nez v prfedchozim ptipad¢. Odhad budoucich prodeji
mobilnich telefonli mize vyuzit potencionalni nové vstupujici prodejce nebo stavajici
prodejci. Pro rok 2012 je odhad ptiblizné 239 miliont prodanych kust, kdy je urcity prodejce
v daném regionu schopen odhadnout ¢ast z tohoto objemu, ktera pfipadne prave jemu, pokud

je mu znama informace o rozdéleni trhu.
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8 ZAVER

Cilem této prace bylo vymezit logistickou a Gompertzovu regresi a to jak z hlediska
teoretického a matematického, tak i z hlediska jejich vyuziti v ekonomické praxi, kde ristové
modely nachazeji stale vétsi uplatnéni. Tento fakt souvisi se souasnym trendem pronikani
ostatnich védnich disciplin, jako jsou statistické a matematické metody do oblasti ekonomie.
V prvni kapitole byly oba modely definovany a podrobnéji popsany ze statistického hlediska.
V dal$i c¢asti prace byl uveden mozny vyznam jednotlivych parametrti i z ekonomického
hlediska. Vyuziti téchto modelu spoc¢iva v aplikaci daného modelu na vybrané ¢asové fady.
Pokud zkouméame ekonomické vyuziti, tak ¢asovou fadou byvaji zpravidla objemy prodeju
vybraného vyrobku za urcité obdobi na urcitém uzemi. Aplikace zvolené regrese spociva
v odhadu parametrit modelu a nasledném vybéru nejvhodnéjsiho z nich pomoci interpola¢nich

a extrapolaénich kritérii. Tento postup byl podrobné popsan v kapitole 3.

Dal$im cilem bylo tedy urcit metodu odhadu, pomoci které je dosazeno nejlepSich
vysledkt a to jak u Gompertzovy regrese, tak i u logistické regrese. Tomuto se vénuje
prakticka c¢ast diplomové prace, kdy jsou u obou modeli odhadnuty parametry pomoci
metody dil¢ich primérti, metody vybranych bodi, metody c¢éastecnych souctl, feSitelem
aiteraéni Levenberg-Marquardtovou metodou, kterou vyuziva program Statistica 10.
Nejlepsich vysledki u Gompertzovy regrese bylo na daném piikladu ¢. 1 dosazeno shodné
pomoci fesitele 1 vypoctem v programu Statistica 10. U logistické regrese v piikladu €. 2 byl
nejkvalitnéj$i odhad parametrii proveden pomoci feSitele. Vyhodnoceni bylo provedeno na
zaklad¢€ indexl determinace a interpola¢nich kritérii jako jsou stfedni absolutni chyba odhadu
(MAE) a stiedni ¢tvercova chyba odhadu (MSE). Pro tento ucel jsou v zavére¢né kapitole pro
oba modely a jednotlivé metody odhadl pouzity piehledné tabulky, které srovnavaji kritéria

mezi jednotlivymi metodami.

Hlavni pfinos riistovych modeld pro ekonomickou oblast spociva v predikci budoucich
hodnot, v naSem piipadé¢ jsme uvazovali odhady budoucich objemu prodeji u danych
vyrobkt. Pokud tedy mame k dispozici vystup v podobé predikéni rovnice, tak jsme schopni
odhadnout budouci prodeje. Tento odhad mize znamenat napiiklad pro danou firmu jistou
vyhodu v manaZerském rozhodovani a v budoucich krocich firmy. Pokud je firma schopna na
zaklad¢ statistické analyzy predpoveédét budouci objemy prodejii svého vyrobkil dostava se
i do uréité konkurenéni vyhody, jelikoZz je oproti konkurenci schopna piizptsobit dané

procesy, spojené s vyrobou a prodejem, pravé odhadovanym ¢isltim.

Vesker¢ cile stanovené v tiivodu prace byly splnény.
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