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Souhrn

Diplomova prace se zabyvd metodami modelovani kolektivniho rizika pomoci simulaéni
metody Monte Carlo a jeji soucasti je 1 praktickd ukazka feSeni ve statistickém programovacim

jazyku R.

Reseni je doplnéno vypodty a jejich ovéfeni ve statistickém programu Statgraphics
Centurion XIV, spolu s vypoc¢ty v tabulkovém procesoru Excel.

Klic¢ova slova

kolektivni riziko, Monte Carlo, simula¢ni metody, programovaci statisticky jazyk R



Abstract

This thesis deals with the collective risk modelling using Monte Carlo simulation methods and
includes a practical demonstration of the solution in the statistical programming language R.
The solution is complemented by calculations and their verification in the statistical program

Statgraphics Centurion X1V, together with calculations in the spreadsheet program Excel.
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Soucasné trendy kolem ramcové smérnice Solvency Il (Sll) kladou mimotadny diraz na fizeni

rizika a konkrétni mechanizmy (interni i externi) s pouzitim sofistikovanych nastroju.

Pti ptipravé na budouci systém je v pojiStovnach nutné disledné pfipravit zplisob analyzy
a modelovani jednotlivych rizik a jejich vzajemnych vztahi pomoci aktuarskych metod,
zalozenych na pokrocilych metoddch matematiky, pravdépodobnosti, statistiky a operac¢niho
vyzkumu s vyuZitim vhodnych datovych soubort pojistovny. Vyvoj pozadovanych soubort
je mimotadné naro¢ny a bude klast vysoké naroky na lidské i technické zdroje, hlavné na oblast

informacnich technologii. [19.]

Cesky pojistovaci trh se nejen proto vénuje stale vice analyze vlastnich dat z pohledu
organizace, zpracovani a zejména jejich praktickému vyuziti. Dlraz je zde kladen predev§im
na podporu obchodu a lepSi odhady miry rizika, které na sebe pojistovny v rdmci zvysujiciho

se zajmu o komeréni pojisténi piebiraji od svych klientd ve stale vétsi mite.

Diky rychle se ménicim pfirodnim, ekonomickym, ale i spole¢enskym trendiim, které vladnou
moderni, n€kdy téZ nazyvané turbulentni, dob¢ je analyza rizikového kapitalu nutnosti, kterou

musi moderni pojistovna bezpodmine¢né, pakliZze chce byt konkurence schopna, zajistovat.

Rizikovy kapital je v pojistovnictvi kvantifikovan pomoci teorie rizika zaloZené piedevs§im na
pokrocilych metodach teorie pravdépodobnosti a matematické statistiky. Moderni piistup teorie
rizika je predstavovan zejména modely kolektivniho rizika, jejichz zaklad je tvofen rozdélenim
poctu a vysky individudlnich pojistnych plnéni a slouZi jako ukédzka Siroké aplikace téchto
metod. [16.]

Predkladana diplomova prace se snazi nastinit moznosti moderni statistiky s vyuZitim IT,
Statistické programy, jako vtéto préci pouzity Statgraphics Centurion XIV. a tabulkovy
procesor Excel, slouzi jako odrazovy mistek pfi feSeni netrividlnich praktickych problému

pojistné praxe.

V nékterych, znacné pokrocilejsich, situacich, kdy je potieba vytvofit komplexni aplikaci
umoziiujici napf. personalizovany vybér statistickych funkci, specifické GUI', vstupy
¢ivystupy, které se budou dale zpracovavat v jiném programu nebo ptedavat v nékterém

specifickém formatu apod., je vhodné sahnout po n€kterém z mnozstvi programovacich jazyka.

! GUI — grafické uzivatelské prostiedi
11



Pro praktickou uké&zku feseni tloh, se kterymi se v pojistovné setkame a ke kterym je mozny
zaradit také modelovani kolektivniho rizika pomoci metody Monte Carlo je vybran
programovaci jazyk R, ktery vsobé kloubi dostupnost a relativni jednoduchost

s programatorskou volnosti.

R, jakoZto statisticky software, obsahuje fadu duleZitych statistickych funkci jiz v zakladni

instalaci. Dal$i je mozné jednoduse dodat pomoci n€které z mnozstvi podptrnych knihoven.

Nespornou vyhodou je moznost propojeni s dalSimi programovacimi jazyky jako C++, Java

apod., s jejichZz pomoci je pro profesionala mozné uspokojit ty nejspecifi¢téjsi potieby.

Cilem diplomové prace je polozit teoreticky zéaklad pro aplikaci metod kolektivniho rizika,
vypocet uloh pro zjisténi rozdéleni pravdépodobnosti modelu poctu a vysky pojistnych Skod
a naslednd aplikace ziskanych vysledka pro simulaci kolektivniho rizika pomoci metody Monte
Carlo. Vysledek simulace bude taktéZz podroben zkoumani na zjisténi rozdéleni ndhodné
proménné, kterou je celkové pojistné plnéni pojistovny za rok, spolu se zjisténim zakladnich
charakteristik rozdéleni.

Diplomova préce uk&ze moznosti vyuziti programovaciho jazyku R pii feseni statistickych uloh
pojistoven, véetné jiz zminéné aplikace algoritmi pro simulaci metodou Monte Carlo. ReSeni
v programovacim jazyku je doplnéno a konfrontovano pouZitim statistického software

Statgraphics Centrurion a tabulkového procesoru Excel.

12



1 Pojem rizika

Zakladnim pojmem v pojiStovnictvi je riziko, které predstavuje moznost vzniku pojistné
udalosti. Pojistitel, ktery na sebe profesionalné piebira velké mnozstvi rizik rizného charakteru,
musi k hodnoceni rizika zaujmout velmi zodpovédny postoj. Riziko pojistitele spociva
V nebezpeci, zda ptijaté pojistné bude dostacujici na vyplaceni vSech opravnénych pojistnych
plnéni. [16.]

Teorie rizika je prvni oblasti pojistnych véd, ve které se vzhledem k praktickému rozvoji
zejména nezivotniho pojisténi zacali vyuzivat pokrocilé metody teorie pravdépodobnosti
a matematické statistiky. [16.]

Pojem rizika nemd v literatuie jednozna¢nou definici. Obecné proto mizeme riziko definovat

jako:

pravdépodobnost ¢i moznost vzniku ztraty, obecné nezdaru,

odchyleni skute¢nych a o¢ekavanych vysledk,
e nebezpeci chybného rozhodnuti,

variabilita moznych vysledkii nebo nejistota jejich dosazeni. [20.]

V ekonomii je pojem rizika uzivan v souvislosti s nejednoznacnosti prub&hu urcitych

skute¢nych ekonomickych procest spolu s nejednoznac¢nosti jejich vysledka. [23.]

Duchackova [10.], str. 15, ve svych Principech pojisténi a pojistovnictvi definuje pojem rizika
jako ,,Moznost vzniku udalosti s vysledkem odchylnym od cile s urCitou objektivni
pravdépodobnosti (statistickou ¢i matematickou).” Riziko se tedy, na rozdil od pravé nejistoty,
da méfit. V ptipade€ pojistného rizika je tudiZz znamo rozdéleni pravdépodobnosti. [10.]

V rdmci pojistovnictvi je riziko vnimano jako potencialni moznost vzniku pojistné udalosti
s ur¢itou znamou objektivni pravdépodobnosti. Zaroven se v pojisStovnach jako riziko casto
oznaCuje kazdd uzaviena pojistnd smlouva, popt. kazdd z jejich slozek, pokud se jedna
0 sdruZena pojisténi.

Riziko, jak bylo vySe definovano, se muze vyskytovat v riznych souvislostech. V zavislosti

na povaze prislusného jevu ¢i procesu mohou realizaci pfislusného rizika vzniknout: [10.]

e Vyhradné negativni (zdporné) odchylky od cile, kdy se mluvi o tzv. €istém riziku
(nebezpedi ztrat).

U cistého rizika plati dale skutecnost, Ze toto neni zdmérné lidmi podstupovano.
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e Z&porne i kladné odchylky od cile, kdy jde o tzv. spekulativni (zamérné) riziko.
Jsou to situace spojené s hranim hazardnich her, sdzenim, spekulacemi na burze,

investovanim, podnik&nim apod. Subjektem je toto riziko dobrovolné podstupovano.

Z vySe uvedeného je jasné, Ze piedmétem pojisténi se mohou stat jen tzv. ¢ista rizika. Rizika

spekulativni (tj. uméle vytvorend) pojistit nelze. [25.]

Uvedené rozdéleni vSak neni v praktickém pouziti stejné jasné a jednoznacéné jako Vv teorii.
V praxi je u ¢istého rizika nutno sledovat i jeho objektivni a subjektivni stranku. Objektivni
riziko je dano objektivnimi skute¢nostmi, které nezaviseji na lidech. Subjektivni riziko potom
existuje v zavislosti na ¢innosti ¢lovéka, bez ohledu na to, zda na védomé ¢i nevédomé. Takové
rizikové momenty zavisi na duSevnich a charakterovych vlastnostech daného subjektu. Mezi

objektivnim a subjektivnim rizikem je Casto sloZité najit pfesnou hranici.

U rizik ohrozujicich osoby se pod objektivnim rizikem rozumi souhrn rizikovych momentt
u 0sob s primérnymi dusevnimi a charakterovymi vlastnostmi. Subjektivni riziko predstavuji

potom odchylky od tohoto priméru. Stru¢ny piehled je nastinén v Tab. 1.

Tab. 1: Subjektivni a objektivni rizika, zdroj [10.]

Subjektivni rizika Objektivni rizika
na zakladé€ konéni a jednani lidi na zakladé objektivné danych skutecnosti
neopatrnost,

schopnosti a charakterové vlastnosti,
moralni riziko,
napriklad: zharstvi, dovednost pri manualni napriklad: blesk, prirodni katastrofa

prdci, riskantni jizda ridice

Ekonomické subjekty se snazi realizaci rizika a jeho moznych disledkd ptedchazet pomoci

preventivnich opatfeni. VSeobecné vSak riziko neni mozné vylouéit.[17.]

Pro rizika, jejichz realizaci nelze odvratit nebo omezit, nebo jen v ur¢ité mife prostfednictvim
specifickych  néstroji  (riznych smluvnich dohod, konkrétnich technickych nastroji
jako ochranna zafizeni apod.), pfichazi v tGvahu financni kryti. Tedy zabezpeceni financni
nadhrady Skod vzniklych realizaci rizik. Finanéni kryti se uskuteciiuje v riiznych formach,

zavisejicich na nositeli a charakteru rizika. [10.]

14




Jde 0: [10.]

kryti prostiednictvim statu,

individudlni kryti rizika,

pojisténi.

Pojistovnu samoziejmé zajima tteti bod.

1.1 Pojisténi
Podstatou poji§téni je ochrana proti negativnim disledkim nahodilosti. [10.] Pojistovna pak

Z titulu placeni pojistného prevadi veskera piijata rizika do finanéni roviny. Pfipadné Skody

Jjsou v bézné praxi taktéz v penézich vyplaceny.

Pojisténi tedy znamena ochranu proti pojistnym rizikim pomoci pieneseni onoho rizika
na specializovanou instituci - pojistitele. Jedna se o tvorbu rezerv na kryti rizik prostfednictvim
ptispévkl na pojisténi od jednotlivych pojistnika. Jde o tvorbu kolektivni rezervy a rozdéleni
rizika mezi vice zucastnénych, kdy kryti rizik neni shora omezeno naspofenymi prostiedky

jednotlivého pojistnika. [10.]

Rizika takového druhu, kter4 jsou pro pojistnika jako jednotlivce netnosna, pievezme
pojistovna a vytvoii z nich soubor pievzatych rizik — tzv. pojistny kmen. Pokud je tento
pojistny kmen dostatecné¢ velky a homogenni, je pojiStovna schopna pomoci spravné
vypocteného pojistného riziku nejen celit, ale zpfijatého pojistného také vytvaret
zisk.[25.][10.]

Pojistovna pfi tomto postupu vychazi z principu solidarity mezi pojisténymi, ktery umoznuje
rozvrhnout pfipadnou vzniklou Skodu mezi vSechny jeji klienty vystavenymi stejnému riziku,
I kdyz skodu utrpéla jen ¢ast z nich, viz Obr. 1. [25.]

Pro pojistovnu se tak rizika pievzata od klientt méni na tzv. pojistn¢ technické riziko,
tj. riziko, Ze pftijaté pojistné nebude dostatecné pro kryti pojistného plnéni. Toto riziko lze
vyjadiit jako vysi variability ocekavaného stavu, ktery se odrazi ve vyplaceném pojistném
plnéni. Pfitom plati pravidlo, Ze ¢im vétsi je pojistny kmen, tim vice klesa pojistné technické

riziko. [25.]

Realizaci pojistného rizika pak nazyvame pojistnou udalosti.
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Pojistné technické riziko pojistitele ovliviiuji hlavné dvé charakteristiky:

e pocet vyskytl pojistnych udélosti,

e velikost Skody pojistnych udalosti.

Pocet pojistnych udalosti a vySka pojistnych plnéni jsou v terminologii teorie pravdépodobnosti
nahodné proménné. Znalost rozdéleni pravdépodobnosti téchto nahodnych proménnych
je zdkladem feSeni vSech dalSich zéasadnich problému pojistovny souvisejicich s fizenim
pojistné technického rizika tak, aby se snizil jeho negativni dopad na hospodateni pojistovny.

[19.]

. Clenové rizikového
Clenové rizikového | kolektivu, ktefi

kolektivu, u kterych piispivaji do
doslo k realizaci rizika, rezervy v zavislosti
kiefi Gerpaji rezervy na velikosti rizika

~ [
|

Obr. 1: Kolektivni rezerva, zdroj [10.]
To vSe klade velky diiraz na pojistovnu, aby pfesné¢ vypocetla pravdépodobnosti vzniku
pojistnych udalosti, jejich vySe a tim i vySe placeného pojistného. Konkrétnim vypoétim

a jejich simulacim se budeme vénovat v samostatnych kapitolach.

1.2 Risk management

Snaha lidi o zvladnuti rizika pomoci urcitych védeckych ptistupti vedla ke vzniku specidlniho
oboru risk management (tizeni rizika).

Rizeni rizika v pojistovnach vyuziva teorii rizika, jako dilezité soucasti modernich pojistnych
véd. Teorie rizika se zabyva analyzou pravdépodobnostnich vlastnosti poctu a vysky pojistnych

skod a stochastickych vlastnosti pojistnych procest. [19.]

Rizeni rizika napomaha racionalnimu jednani v rizikovych situacich tak, aby se chranila
stavajici a budouci aktiva podniku. Ktomu se vyuZivd znalosti z oblasti managementu,

marketingu, financi, ocefiovani, statistiky, pojistovnictvi, pravni Upravy apod. Mimo jiné se
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pocita s vyuzitim modernich pocitaCovych systémi, které na bazi simulaci odhaduji mozné

rizikové scénare. [23.]
Proces tizeni rizika sestava ze tii fazi: [10.]

e identifikace rizika,
e ocenéni a kvantifikace rizik,

e kontrola a financovani téchto rizik.

Se znalosti této Klasifikace bychom vypocty v diplomové préci zafadily pravé do ¢innosti

managementu rizik pojistovny.

e Pod identifikaci rizika je mozné si ptedstavit pojistnou smlouvu, ¢i soubor pojistnych
smluv uzavienych pojistovnou.

e Ocenénim a kvantifikaci rizika se budou zabyvat dalSi kapitoly, kdy je nejprve zjisténo
rozdéleni pravdépodobnosti poctu a vySe Skod a poté na zdklad¢ zjisténych tdaji
vytvofena simulace podobnych Skodnich pribéhti pro zjisténi kolektivniho rizika,
se kterym pojistovna pracuje napi. pii vypoétu pojistného, rozhodovani o vhodném
zajisténi apod.

e Do kontroly a financovani rizik je mozné zatradit nutnost pojistovny drzet dostate¢nou
miru likvidniho kapitalu pro vyplaty pojistnych plnéni a neustalou kontrolu spravnosti

a zmén vypoctenych udaju.

V praxi je samoziejmé cely systém rozsahlejsi, komplexnéjsi a vice sofistikovany.
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2 Modelovani pojistnych rizik

Model rizika slouzi v pojistovnictvi pro tcely modelovani celkové vyse Skod Z, které nastaly
béhem daného Casového obdobi délky T (nejcastéji béhem jednoho roku) v daném pojistném
kmeni. [16.]

Pojistna rizika maji nahodny charakter a v ¢innosti pojistovny se jako nahodné vykyvy

projevuji hodnoty téchto nahodnych proménnych:

e N —pocet pojistnych Skod v ur¢itém obdobi
e X - vyska individudlnich pojistnych plnéni, které vyplyvaji pro pojistovnu
z jednotlivych pojistnych smluv v ur¢itém portfoliu pojistnych smluv za urcité obdobi

e S —vyska celkovych pojistnych pInéni pojistovny za urcité casové obdobi

N&hodné proménna N je diskrétni s moznymi hodnotami k = 0,1,2 .... Nahodné proménné X
a S jsou pak spojité, i kdyz nékdy bude vyhodné povaZzovat ndhodnou proménnou S taktéz
za diskrétni. Pro moZné hodnoty x proménné X plati x € (0, +), ptipadné pfi jinych typech
pojisténi je interval moznych hodnot proménné X zdola ohrani¢eny pojistnou sumou
Vv zivotnich pojisténich a pojistnou castkou v majetkovych a odpovédnostnich pojisténich.

Pro nadhodnou proménnou S plati S > 0. [17.]

V modelech kolektivniho rizika se uplatiuji zejména centralni limitni véta, vlastnosti
momentové vytvakejici funkce, touto funkci odvozené pocateéni a centrdlni momenty,

konvoluce distribu¢nich funkci a vlastnosti podminénych stfednich hodnot. [18.]

0 Centralni limitni véta

Pokud maji prvky Xi, X,,...,X, posloupnosti nezavislych nahodnych proménnych stejné

rozdéleni se stfedni hodnotou p a smérodatnou odchylkou o, pak rozdéleni ndhodné proménné

n
R
i=1

se srostoucim n blizi k normalnimu rozdéleni se stfedni hodnotou u a smérodatnou

X =

3 m

odchylkou N
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Z této véty plyne, Ze aritmeticky primér jako ndhodnd proménnd je za velmi malych omezeni
asymptoticky normalné rozdélen. Jeho ndhodné chovani miZeme aproximovat pomoci

normalniho rozdéleni.

Zapsané jako: [12.]
_ o?
XzN<y;—n> pron — oo

O Momentova vytvarejici funkce

Momentova vytvarejici funkce ma v pojistnych védach mimofadny vyznam a Casté pouZiti.
Je definovana vztahem: [18.]
M,(z) = E(e?®)

Momentova vytvarejici funkce ma né€kolik vyhodnych vlastnosti, z nichz prvni dvé velmi
ulehc¢uji vypocet pocate¢nich a centralnich momentu: [18.]

1. Necht X je libovolnd nahodna proménna s momentovou vytvarejici funkci M, (z).

Potom pro libovolné celé kladné ¢islo k plati:
dk
ﬁMx(Z)Iz=O = E(Xk) =my
2. Prok =2ak = 3 plati vztah:
k

d
—In M, (D)= = E{[X — ECOI} =

0 Konvoluce distribuénich funkei:

Predpoklada se, Ze {X;}]-, jsou nezavislé a identicky rozdélené nahodné proménné
se spole¢nou distribu¢ni funkci F(x). Distribuéni funkci F*™(x) jejich souétu ) X; se nazyva

n-nasobnou konvoluci distribu¢nich funkci: [18.]

F'(x)=PX;+ X, + -+ X, <x)
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0 Vlastnosti podminénych stiednich hodnot

Pro modely kolektivniho rizika se uplatiluji zejména nasledujici dva vztahy, které plati

pro libovolné nahodné proménné X, Y: [13.][18.]
E(X) = E[E(X/Y)]

D(X) = E[D(X/Y)] + D[E(X/Y)]
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2.1 Individualni model rizika

Pravdépodobnostni modely individualniho rizika, struéné nazyvané individuélni modely rizika,
byly v historickém vyvoji teorie rizika prvnim stupném jeho rozvoje. Historicky tedy
ptedchazeli teorii kolektivnich modell rizika. Kolektivni modely rizika jsou vSeobecnéjSimi
modely celkovych pojistnych plnéni, resp. Individuadlni modely rizika miizeme povazovat

za specialni pripad kolektivnich modela rizika. [13.][18.]

Individualni model rizika pracuje s riziky pfislusejicimi jednotlivym (konkrétnim) pojistnym

smlouvam.
Oznac¢me S,, vysku pojistného plnéni z portfolia n individualnich rizik. Potom mtizeme vyjadrit

Sn:Y1+Y2+"‘+Yn

pficemz Y}, j = 1,2,...,n je vySka pojistného plnéni pro j-tou pojistku z portfolia n pojistek.

VySe Skod v individualnim modelu rizika Yi,...,Y, je tedy reprezentovana posloupnosti
Skodnich naroku odpovidajicich jednotlivym pojistnym smlouvam z pojistného kmene
tvofeného n smlouvami. Vétsinou jsou Y; navzajem nezavislé nahodné veli¢iny a pro nékteré
j muze platit ¥; = 0, jelikoZ ne pro kaZdou pojistku nastane ve sledovaném obdobi pojistna
udalost. [18.]

2.2 Kolektivni model rizika

Vychazi z pfedpokladu, Zze v homogennim pojistném kmenu (pfip. v dané tarifni skuping)
Ize vyse skodnich naroktl z jednotlivych pojistnych udalosti povazovat za stejné rozdélené

(a vétsinou navzajem nezavislé) nahodné veli¢iny

S:ZXL

N
i=1
Celkova vySe Skod v kolektivnim modelu rizika X;, ..., Xy je posloupnost skodnich naroku
(uspotadand na rozdil od individualniho modelu rizika zcela libovolné bez ohledu na to,
jakym pojistnym smlouvam tyto Skody pfisluseji) a N je pocet pojistnych udalosti
Vv uvazovaném obdobi. VétSinou jsou X; navzajem nezavislé a stejné rozdélené nahodné

veli¢iny, které jsou nezavislé s nahodnou veli¢inou N. [13.][16.]
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2.2.1 Obecna charakteristika kolektivniho rizika

Oznacime pismenem N pocet pojistnych plnéni za celé portfolio pojisStovny v daném obdobi,

pismenem X; velikost i-tého pojistného plnéni proi = 1,2,...,N. Pak
S:X1 +X2 +"‘+XN

predstavuje celkovou (agregovanou) sumu pojistnych plnéni, tzv. kolektivni riziko pojistovny

pro uvazované obdobi, nejcastéji kalendaini rok. Pfitom plati:
X; + X, + -+ Xy jsou nezavislé a identicky rozdélené ndhodné veliciny,
1 2 N y
nahodné veli¢iny N, X, X,, -+, Xy jsou vzajemneé nezavislé,
1 42 N

pokud N = 0, pakiS§ = 0. [18.]

2.2.2 Zakladni charakteristiky kolektivniho rizika S

Pomérné snadno lze dokazat, ze charakteristiky kolektivniho rizika mizeme vyjadrit pomoci

charakteristik nahodnych veli¢in N a X;. [16.]

Spole¢nou distribu¢ni funkci identicky rozdélenych ndhodnych proménnych X; oznaéme F(x).
Dale at’ symbol my, k = 1,2,3,... zna¢i k — ty pocatecni moment identicky rozdélenych
individudlnich pojistnych plnéni X;, tj. m;, = E(XF). Potom plati:[13.][18.]
E(S) = E(N)m,
D(S) = E(N)(m; - m}) + D(N)m}

Specialni ptipady slozeného rozdéleni S dostavame v zavislosti od rozdéleni poctu pojistnych

plnéni N. Pro praktické pouziti je nejdiilezitéjsi ptipad, kde N méa Poissonovo rozdéleni.
0 SloZené Poissonovo rozdé¢leni

Necht je S celkové pojistné plnéni, pfiCemz N ma Poissonovo rozdéleni s parametrem A,
symbolicky N~Po(1) a F(x) je spolecna distribuéni funkce identicky rozdélenych

individualnich pojistnych plnéni X;.

Pak S ma slozené Poissonovo rozdéleni s parametry A a F(x) a oznacuje se CoPo(A, F(x))

18]

22



V tomto pripad¢ plati: [18.]
E(S) = imy
D(S) = Am,

Aim
>0

¥l = 3
(Am,)2

Protoze A > 0aXi = 0, platiiy; > 0. SloZzené Poissonovo rozdé¢leni je tedy vzdy pozitivné

zeSikmené, dokonce i tehdy, kdyZ je individualni pojistné plnéni X negativné zeSikmené.

vvvvvv

zey; = 0, kdyz A - oo.

2.2.3 Modely poétu pojistnych narokii

Vychazeji z pravdépodobnostniho rozdéleni nahodné veli¢iny N (pocet pojistnych udalosti
vV uvazovaném obdobi) nabyvajici vétsinou hodnot 0, 1, 2, ... [16.]
V praktické casti je vyuzito Poissonovo rozdéleni Po(A).

0 Poissonovo rozdéleni N ~ Po(4)

Poissonovo rozdé¢leni Po(4), A > 0 vzniké jako limitni pfipad binomického rozdéleni Bi(n; ),

kdyz soucasné platin — oo am — 0, pfitom stiedni hodnota nm se rovné konstanté A.

Nahodna proménna N smoznymi hodnotami k = 0,1,2,.. ma Poissonovo rozdéleni

s parametrem A prave tehdy, kdyz jeho pravdépodobnostni funkce ma tvar: [18.]
K

A
P(k) = F.e—l, k=012,..

Je jedno-parametrické rozdéleni s A > 0. N ma vyznam poctu pojistnych udalosti ve velkém
poctu nezéavislych homogennich pojistnych smluv s malou pravdépodobnosti pojistné udalosti

(tzv. ,rozdéleni Fidkych jevii®).
E(N)= D(N) = A

K odhadu parametri pravdépodobnostniho rozdéleni se nejcastéji pouzivaji metoda momentt
a metoda maximalni vérohodnosti. [18.]

Princip metody momentti spo¢iva vtom, Ze momenty z&kladniho souboru odhadujeme
odpovidajicimi vybérovymi momenty. Nevyhodou této metody je, ze ziskané vysledky nemaji
v§eobecné vlastnosti dobrych odhadu. [14.]
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Vybereme n prvkll xq, ... x,

pak tedy

1 n
est/lziz—inzf
n.

Metoda maximalni vérohodnosti je metoda, kterou je mozné aplikovat ve velmi rozmanitych
situacich a odhady pomoci této metody ziskané maji velmi dobré vlastnosti v porovnani

S jinymi metodami, napt. metodou momenta.

Vynikajici asymptotické vlastnosti maximaln¢ vérohodnych odhadii zarucuji kvalitni odhady
zejména pomoci vybérovych soubort velkého rozsahu. [14.][18.]

X
PX=x)=—"-e"

xi!

Funkce maximalni vérohodnosti

n
A%
L(xq, %5, 0, X, ) = — e~
xi!
i=1

A

n
InL(xq, x5, o, X, A) = Z[—/l + x;InA — In(x;1)]
i=1

dlnL(xl,xz,...,xn,/l)_ - " X;
d _Z(_ +_)

Hledame takové 4, aby platilo X7 , (—1 + %) Pro maximalné vérohodny odhad parametru 1

dostavame stejny vysledek jako pro odhadu metodou momentt:

A=

S|

xi:f

n
i=1
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2.2.4 Modely vyse Skod

Vychézeji z pravdépodobnostniho rozdéleni nahodné velic¢iny X (vySe Skody obvykle na jednu
pojistnou udalost v uvaZzovaném obdobi) nabyvajici nezapornych hodnot. Nejcastéji vyuzivana

pravdépodobnostni rozdéleni jsou: [16.][18.]

e Exponencialni rozdélent,
e Paretovo rozd¢leni,

e Weibullovo rozdélent,

e Gamma rozdéleni,

e Lognormalni rozdéleni.
V praktické casti je pouzito Paretovo rozdéleni.
0 Paretovo rozdéleni

Néhodna proménnd X ma Paretovo rozdéleni Pa(a; A) prave tehdy, kdyz funkéni vyjadieni

jeho hustoty pravdépodobnosti ma tvar: [18.]

al®
0, x<0
distribu¢ni funkce
A a
Flx) = 1_</1+x)

Je dvouparametrické rozdéleni sa >0 a b > 0. Vzhledem k ,tézZkym konclim® se pouziva
v situacich s odlehlymi extrémnimi hodnotami $kod, napf. v pojisténi nemocenském, pozarnim

(devénych budov) aj.
E(X) = A >1
() = ——=proa

Nize jsou uvedeny vzorce pro odhad parametri o« a A pomoci metody momentd.

Pravé u Paretova rozdéleni se pouzivd metoda momentl zejména proto, jelikoz odhady

N 24
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Bez vyuziti statistického softwaru bychom se spokojili s nimi, i kdyZ odhady ziskané touto

metodou nemaji takové vlastnosti. [18.]

_ 252
=2 _ 52
A=(@-1x

Urceni maximalné vérohodnych odhadt «, A Paretova rozdéleni je numericky zna¢né narocné.

Proto uvadim vysledky bez dokazovani. [18.]

&= = A
?=11n(1 +Tl)
n
~ 1= +xi _
a= . X; =B
l=1l(l+xi)

Nyni mame dvé rizné vyjadieni pro maximalné¢ vérohodny odhad &. Z jejich rovnosti

dostaneme funkci druhého parametru A.

L1
F) = —— A% 2
Ty Xi B x_
gy e (1+3)

ReSenim nelinearni rovnice f(1) = 0 ziskime maximalné vérohodny odhad A. Dosazenim

teseni odhadu A zpét vztaht pro A a B dostaneme maximalné vérohodny odhad &.
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2.3 Ovéreni vhodnosti zvoleného rozdéleni
Pro ovéteni vhodnosti zvoleného rozdéleni se pouzivaji zejména

e Pearsoniv y2-test dobré shody,

e Kolmogorov-Smirnoviv test dobré shody.

2.3.1 Pearsoniiv y° - test dobré shody

x%-test dobré shody slouzi k ovéfeni shody empirického rozdéleni (rozdéleni &etnosti
vybérovych udaji) s predpokladanym teoretickym rozd€lenim s hustotou pravdépodobnosti
f(x;0), kde @ je vektor parametri nejcastéji odhadnutych z vybérového souboru. Na hlading

vyznamnosti o poté dochazi k rozhodnuti, zda ptijmout, ¢i zamitnout nulovou hypotézu: [19.]

H,y: nahodna proménna X marozdéleni s hustotou f(x;0).

H,: nahodna proménna X nemarozdéleni s hustotou f (x;0).

Vychodiskem pro test hypotézy H, jsou empirické Udaje xq, x5, ..., x, nahodné proménné X,
zjisténé z vybérového souboru a roztiidéné do k skupin s ¢etnostmi Oy, 0,, ..., O). Pro test

se vyuziva testovaci charakteristika y? vyjadiena vztahem: [17.]

k
, z (0; — Ep)?
X : E;
=1

kde y?2-rozdéleni ma pocet stupiiii volnosti k- 1-p, piicemz p je pocet odhadnutych parametrti
predpokladaného teoretického rozd€leni s hustotou f(x; @), O; jsou empirické, skute¢né
zjisténé Cetnosti hodnot x; diskrétni proménné nebo intervalu (xi_l’xi) hodnot x spojité
proménné X a E; jsou piislusné teoretické, ocekavané Cetnosti vyjadiené vztahem: [17.]
E; =np

kde n je rozsah vybérového souboru a p; je pravdépodobnost hodnoty x; diskrétni proménné
s predpokladanym rozdélenim p; = P(x;) = P(X = x;)), respektive pravdépodobnost intervalu
hodnot x € (x;_; x;) spojité proménné p; = P(x;_; < X < x;) = F(x;) — F(x;_,), kde F(x)
je distribué¢ni funkce predpokladaného teoretického rozdéleni.

Cim vé&t§i je neshoda mezi predpokladanym a skuteénym rozdélenim pravdépodobnosti
zékladniho souboru, tim budou vétsi rozdily mezi skuteénymi a teoretickymi cetnostmi.

Z tohoto divodu budeme nulovou hypotézu zamitat pii velkych hodnotdch téchto rozdila
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a tudiz i velké hodnoté testovaciho kritéria y. Proto kritickou oblast volime ve tvaru y > yjric-
[14.]

Za piedpokladu platnosti H, ma ndhodna veli¢ina y pro n — oo asymptoticky y? rozdéleni

pravdépodobnosti.
Kriticka oblast je definovana vztahem:

W ={: X > Xai-1-p} kde Xay-1-p = Frap_y_,(1 = )
Kritickou hranici y, ,—1-, hleddme v tabulkéch y?* rozdéleni pravdépodobnosti.

Nejast&ji se pri testu pouzivd hladina vyznamnosti 1 —a = 0,95. Potom x7_, = x{os

je 95. percentil y? rozdélenis k - 1 - p stupni volnosti. [14.][17.]

2.3.2 Kolmogorov-Smirnovuyv test

V ptipadé, ze ndhodny vybér pochazi ze spojitého rozdéleni specifikovaného distribu¢ni funkei
F(x), a rozsah n vyb&rového souboru neni postacujici na pouziti y2-testu, potom lze pouZzit

Kolmogorov-Smirnoviiv test dobré shody pro testovani nulové hypotézy. [17.]
Hy: ndhodna proménna X marozdéleni s distribucni funkci F(x).
Hy:ndahodna proménna X nemarozdéleni s distribucni funkci F(x).

Tento test na rozdil od y? —testu vychazi z netiidénych, vzestupné uspoiadanych vybérovych

udaji x; < x, < -+ < x,,, nedochazi tedy ke ztraté informaci.

Necht' x4, X5, ...,X, je ndhodny vybér zrozdéleni pravdépodobnosti se spojitou distribucni

funkci F.

Vybérova (empirickd) distribuéni funkce F, je definovana vztahem: [14.]

(O X < X
i
F(x) = {E X (i) <XSX(i+1),i= 1,2,..,n—1
kl X > Xn)

Lze dokazat, ze pfi rostoucim n konverguje empiricka distribu¢ni funkce F, K distribu¢ni
funkci F.
Testovaci charakteristika je definovana vztahem
dp = sup|F,(x) — F(x)|
x

28



jako maximalni absolutni odchylka vybérové (empirické) distribuéni funkce FE,(x) od spojité
distribu¢ni funkce F(x), kterou predpoklada nulova hypotéza.[14.]

V piipadé, Ze je podle predpokladu funkce F(x) spojita, je moZzné najit rozdéleni statistiky d,,,
které nezavisi na F(x). Ve statistickych tabulkach pro Kolmogorov-Smirnoviiv test jsou

uvedené kvantily d,,.q 95 @ dj.099 tohoto rozdéleni pro rozsah vybéru n =1, 2, ..., 100, které
pfi testovani hypotézy slouZi jako kritické hodnoty. [14.][19.]
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2.4 Aproximace kolektivniho modelu rizika

Aproximativni metody pro stanoveni rozdéleni pravdépodobnosti kolektivniho rizika S
se V praxi pouzivaji misto presnych analytickych vzorcti pro vypocet distribu¢ni funkce F;(x),
protoze ty jsou Casto piili§ slozité a pracné. Pozornost je nejcastéji zamefena na aproximaci

rozdéleni S pomoci normalniho rozdéleni a posunutého gama rozdéleni. [16.]

2.4.1 Aproximace normalnim rozdélenim

Piedpokladejme, Zze pro kolektivni riziko S zname zakladni charakteristiky: stfedni hodnotu
E(S) = u arozptyl D(S) = o2. Protoze S = YN, X; je souttem nezavislych a identicky
rozdélenych nahodnych proménnych, nabizi se podle centrdlni limitni vty aproximace

rozdéleni S norméalnim rozdélenim N(u = E(S), 2 = D(S)). [16.][17.]

Piedpokladejme, Zze pro kolektivni riziko S zname zakladni charakteristiky: stfedni hodnotu
E(S) = u arozptyl D(S) = o2. Protoze S = YN, X; je souttem nezavislych a identicky
rozdélenych nahodnych proménnych, nabizi se podle centrdlni limitni vty aproximace

rozdéleni S normalnim rozd&lenim N(u = E(S), 02 = D(S)).

Pak pro libovolné s plati: [17.]

R e A

kde @(2) je distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni.

Cim vétsi je poget N pojistnych plnéni, tim je aproximace G(s) pomoci distribuéni funkce
normovaného normalniho rozdéleni lepsi. Prednosti je jednoduchost, mé vsak 1 své nedostatky.

[19.]

e Bez ohledu na hodnoty u a o2, pii normalni aproximaci plati, ze P(S < 0) > 0.
Navzdory podmince, ze vSechna pojistnd plnéni jsou nezdporna, je ziejmé, ze
ve skuteénosti P(S < 0) = 0.

e Hustota normalniho rozdéleni je symetrickd, coz znamena, ze pravy konec konverguje
velmi rychle k nule. Pfi mnohych typech pojisténi je vSak rozdéleni S pravostranné,
s pomalym klesanim pravé strany hustoty k ose x, tedy s dost vysokou
pravdépodobnosti i extrémnich pojistnych plnéni. Pro tyto typy pojiSténi ma normalni

aproximace tendenci podhodnocovat hodnoty P(S > x) pro velké hodnoty x.
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Z pohledu pojistovatele je to velmi nezadouci skuteCnost, protoZe vysokd pojistné

plnéni pro ného maji zavazny finan¢ni disledek. [16.]

2.4.2 Aproximace posunutym gama rozdélenim

Necht’ jsou znamé ¢i spolehlivé odhadnutelné tti zakladni charakteristiky celkového pojistného
plnéni S. A to stfedni hodnota E(S) = pu, rozptyl D(S) = o? a koeficient Sikmosti .
V takovém pfipadé¢ miuzeme pouzit posunuté gama rozdéleni pro aproximaci rozdéleni S.
Posunuté gama rozdéleni je rozdéleni nahodné veli¢iny k + Y, kde k je konstanta, ndhodna

veli¢ina Y ma gama rozdéleni s parametry a a 8, symbolicky Y~G (a; ), a charakteristiky

E(Y) = %, D(Y) = % a koeficientem Sikmosti \/% > 0.[16]

Parametry k, a a § se urci za predpokladu, Ze nahodnd proménnd k + Y ma prvni tfi momenty
shodné s adekvatnimi momenty S, které jsou znamé. Ziskava se tim systém tiéi rovnic
snezndmymi k, a a 8: [17.][18.]

K+ 2
u= -
p

ProtoZze hodnoty u, a2 a y jsou podle piedpokladu zndmé, postupné se vypoéitaji hodnoty

neznamych parametri

4

a:y—z
a
ﬁ=;
k— a
B

Vyhodou této aproximace je to, ze je jednodussi urcit pravdépodobnost P(a < k +Y < b), nez
pravdépodobnost P(a < S < b). Takové pravdépodobnosti v pfipadé gama rozdéleni umoziiuje

urcit vétsina statistickych programd, vcetné tabulkového procesoru Excel.
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3 Wuziti simulace pro aproximaci rozdéleni kolektivniho
rizika

nalezeni ptiblizného tvaru slozeného rozdéleni kolektivniho rizika S. Vychdzime pii tom
ze znalosti pravdépodobnosti zakladnich jevil, které jsou pro cely proces smérodatné.
Pokud ur¢ime tyto pravdépodobnosti a mechanismus, jak nové jevy vznikaji z jevl zakladnich,
milZzeme postupovat dvéma cestami. Bud’ nové pravdépodobnosti vypocitdme postupy k tomu
urenymi, anebo proces simulujeme - to znamend, Zze ho mnohokrat opakujeme a jednotlivé
pravdépodobnosti odhadujeme pomoci relativnich cetnosti jevl, které nas zajimaji.
Témto metodam se také fikd metody Monte Carlo. Pii modelovani nam obvykle pomaha

pocitac, ale nékdy je lze realizovat i manualng. [12.]

Simulace a pocitani relativnich cetnosti predstavuji Casto jednodussi cestu jak odhadnout
neznamé pravdépodobnosti. Nase simulace povede k validnim vysledkiim, pokud jsme model
dobfe sestavili. Simulace v kontextu statistiky lze definovat jako vyuZivani tabulek ndhodnych

Cisel nebo generovani nahodnych ¢isel pocitacem s cilem napodobit realné procesy. [12.]

3.1 Metoda Monte Carlo

Samotna metoda Monte Carlo byla poprvé formulovana v 18. stoleti na problému
a prakticky pouzila dvojice J. von Neumann a S. Ulam pfi vyvoji atomové bomby b&hem
2. svétové valky. Pfi vyzkumu chovéani neutronii bylo tfeba vyfeSit problém, jaké procento
neutroni v urcité sprSce pronikne néjakou piekazkou, napt. nadrzi vody urCitych rozméri.
PtiteSeni tohoto problému piedpovédi Zivota neutronu byla pouzita technika kola rulety,

odtud plyne i ndzev metody. [11.]

Pii tfeSeni metody Monte Carlo je pouzita tfida algoritmi pro simulaci systémi, ktera
je zaloZena na provadéni nahodnych experimentit s modelem systému a jejich vyhodnoceni.
Vysledkem provedeni velkého mnoZstvi experiment- je obvykle pravdépodobnost uréitého
jevu, se kterou mizeme dale pracovat. Jistou vyhodou metody je jeji snadna implementace,

ktera je bohuzel vyvazena relativné malou presnosti.[12.] [22.]
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3.1.1 Presnost odhadu

Presnost a efektivnost celého vypoétu metodou Monte Carlo na pocitaci je urcen tremi

zakladnimi faktory: [15.]

1. kvalitou generatoru ndhodnych ¢isel, resp. pseudondhodnych ¢isel
2. vybérem racionalniho algoritmu vypoctu

3. kontrolou piesnosti ziskané¢ho vysledku.

Piesnost metody Monte Carlo obecné roste s poctem opakovani n. Presnost dale zavisi
na konkrétni aplikaci, zda lze odvodit né¢jaké dalSi asymptotické vlastnosti. K odhadu chyby

vysledku ziskaného metodou Monte Carlo se vétSinou pouziva stfedni kvadraticka chyba

aritmetického priméru. Chyba vysledku ziskaného pomoci n historii je Umérna \/iﬁ

Aby se tudiz zlepsil vysledek o jeden tad, musi se pocet historii zvysit alesponn o dva fady.
Abychom tedy ziskali vysledek s pfesnosti na 6 desetinnych mist, coz odpovidd ptresnosti

jinych metod, musime ziskat 1012 historif.? [15.]

3.1.2 Postup realizace metody Monte Carlo

Simulovanym nahodnym procesem jsou hodnoty s, s, ...,s, celkovych Skod S. Realizaci
simulace ziskame nejprve hodnoty poctu pojistnych skod N a nasledné vysky pojistnych plnéni
X, pricemz predpokladame znalost rozdéleni pravdépodobnosti a jeho parametri nebo alespoil
odhadii parametrti rozdéleni pravdépodobnosti nahodnych proménnych N a X. Uvedeny postup

se realizuje podle nasledujiciho algoritmu. [24.]

Vygeneruje se ndhodné ¢islo n; z rozdéleni poctu Skod N pomoci generatoru ndhodnych cisel
Z rozd¢leni N. Pokud programovaci jazyk pfimo dovoluje vygenerovat ndhodné ¢islo z dané¢ho
rozdéleni, pak je toto Cislo kone¢né. Takto aplikujeme v programovacim jazyku R. V opacném
ptipad¢, kdy nejsme schopni vygenerovat piimo ndhodné ¢islo z daného rozdéleni
pravdépodobnosti, jsme nuceni vygenerovat nahodné ¢islo r; z rovnomérného rozdé€leni
naintervalu < 0;1 > a poté na takto ziskané Cislo vyuzit vztahu n, = Q(r7), kde Q(r;)

je kvantilova funkce rozdéleni N, n, je ndhodné ¢islo z daného rozdéleni N.

Analogicky vygenerujeme pravé n; hodnot individualnich Skod x;, x5, ..., x,, z rozdéleni vysky

Skod X. Soucet téchto hodnot bude prvni vygenerovanou hodnotou celkovych skod s;.

2 Predpokladem takového odhadu presnosti je, Ze aritmeticky primér vystupt ma normalni distribuci. Nejsme-li si
jisti distribuci vysledki (coz vétSinou nejsme, proto pouzivame tuto metodu), je vhodné pocet opakovani radgji
nadstielit, dovoli-li to hardware.
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Prvni dva kroky zopakujeme n-krat, pti¢emz n musi byt dostate¢né velké ¢islo, nejlépe n€kolik
stovek az tisicti. Dostaneme tak hodnoty sy, S, ..., S, Z nezndmého rozdé¢leni celkovych skod S,

predstavujici jeden nahodny vybér z tohoto rozdéleni.

Vzhledem k dostate¢nému poctu vygenerovanych hodnot miizeme rozde€leni pravdépodobnosti

kolektivniho rizika S modelovat metodami statistky, naptiklad pouzitim testd dobré shody.

Start

Zadej pocet,
Zadej parametry
pois_lambda,
pareto_alfa,
pareto_lambda

Foriod 1 \\/{aykerﬁr
do pocet Sum([i]
N , N[i] = random_poisson
Sum(i]=suma(S[j]) (n, pois_lambda) Konec
Forjod1
do NI[i]

i

S[j] = random_pareto
(N[i], pareto_alfa, pareto_lambda)

Obr. 2: Algoritmus generovani nahodnych ¢isel metodou Monte Carlo, zdroj vlastni
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4 Programovaci jazyk R

V praktické casti byl vyuzit Kk feSeni programovaci jazyk R. Tento volné Sifitelny software
pro statistické vypocty je vhodny jak diky své distribuci, tak iSirokou zakladnou uZivateld,

ktefi vytvateji vhodné prostiedi pro uceni a konzultaci problémt.

R je jazykem a prostiedim pro statistické vypocty a grafiku. Jedna se o GNU projekt podobny
jazyku a prostfedi S vyvinutému v Bell Laboratories (diive AT&T, nyni Lucent Technologies)
Johnem Chambersem a kolegy. R lze povaZovat za odlisnou implementaci jazyka S. Existuji
nékteré vyznamné rozdily mezi R a S, nicméné vétsina kodu napsaného pro S bude beze zmén

fungovat téZ v R. [26.]
0 Siroka $kila metod a snadna rozsiritelnost

R poskytuje Sirokou Skalu statistickych metod (linearni a nelinearni modely, klasické testy,
analyza Casovych fad, klasifikace, klastrovéani, ...) a grafickych technik. R je dale snadno
rozsifitelné o dal§i metody. Jazyk S implementovany v R je cCasto volen jako nastroj
pro vyzkum novych statistickych metod, pticemz R samotné poskytuje cestu k Gi¢asti na téchto
aktivitach. [21.]

o0 Grafy na profesionalni Grovni

Jednou z nejsilnéjSich ¢asti R je snadnost, s kterou lze vytvaret dobfe navrhnuté obrazky a grafy
v profesiondlni kvalité. Do grafi lze snadno v ptipadé potieby vkladat matematické symboly
a vzorce. Standardni nastaveni pro kresbu grafti bylo voleno s maximalni peclivosti, nicméné

uzivateli je ponechana pIna kontrola nad vyslednym vzhledem grafu. [26.]

4.1 Prostredi R

Nejprve je nutné si stahnout instalaéni bali¢ek programu R®. Tento je uréen piimo pro Windows
1P J prog J p p

jako tzv. samoinstalac¢ni bali¢ek. Ten zabezpeci instalaci vSech dilezitych soucasti.

4.1.1 Analyza dat

R poskytuje softwarové prostiedky pro manipulaci s daty, vypocty a grafickd zobrazovani.
R zahrnuje prostfedky pro efektivni manipulaci a uklddani dat, sadu operatorti pro vypocty

na polich a maticich, rozsahlé, konzistentni a integrované prostiedky pro analyzu dat, grafické

¥ Samoinstalagni balitek pro Windows / Linux / Unix je ke staZeni na oficialnich strankach R - http://cran.r-
project.org/bin/windows/base/.
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prostiedky pro analyzu a zobrazovani dat, at’ jiz na obrazovce nebo V tisténé podobé€, dobie
navrzeny, jednoduchy a efektivni programovaci jazyk obsahujici podminky, cykly, uZivatelem

definované rekurzivni funkce, prostiedky pro vstup a vystup. [26.][21.]

4.1.2 R jako programovaci jazyk

R, podobné jako S je navrzeno jako skutecny programovaci jazyk a umoziuje tedy uzivateli
pridavat dovednosti definovani novych funkci. VétSina samotného systému je napsdna v R
dialektu jazyka S, coz umoziuje uzivateli snadno sledovat volené algoritmy. Vypocetné
naro¢né postupy mohou byt naprogramovany v C, C++ nebo Fortranu, poté pfipojeny k R
avolany za b&hu. Pokrocili uzivatelé mohou psat koédy v C, jez piimo manipuluji s R

objekty. [21.]

4.1.3 Vice nez statisticky software

Mnozi uzivatelé si pod R predstavuji statisticky software. Je lepsi si pod R predstavit prostiedi,
v némz jsou kromé jiného implementovany statistické metody. Pomoci balickii (packages)
Ize R snadno rozsifovat. Pfiblizné osm balickl je soucasti oficialni distribuce R. Mnohé dalsi
balicky pokryvajici velmi rozsdhlou oblast moderni statistiky jsou dostupné pies CRAN
(Comprehensive R Archive Network). [26.]

V zékladnim prostiedi je naptiklad vytvofena podpora velkého mnozstvi rozdéleni

pravdépodobnosti, jak je mozné vidét v nésledujici tabulce.
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Tab. 2: Standardni rozdéleni pravdépodobnosti v zakladnim prostiedi R, zdroj [21.]

Rodéleni Prikaz v R Parametry Vychozi hodnota
Beta beta shapel, shape2

Binomial binom size, prob

Cauchy cauchy location, scale 0,1
Chi-square chisq daf

Exponential exp 1/mean 1
F T dfl, df2

Gamma gamma shape, 1/scale NA. 1
Geometric geom prob

Hypergeometric | hyper m, n, k

Log-normal Inorm mean, sd 0,1
Logistic logis location, scale 0,1
Normal norm mean, sd 0,1
Poisson pois lambda

Student t daf

Uniform unif min, max 0,1
Weibull weibull shape

o Dokumentace

R ma svij vlastni, LaTeXu podobny format pro tvorbu dokumentace, jenz je pouZzivan

pti poskytovani jak on-line dokumentace v nékolika formatech, tak tisténé dokumentace.
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5 Aplikace metod aproximace kolektivniho rizika S

Nyni piejdeme k vyfeSeni piikladu, na kterém si ukaZzeme postup modelovani metodou Monte

Carlo. Samotné simulaci bude pfedchazet vySetieni nutnych ptipravnich ukold.

5.1 Rozdéleni poctu Skod

Z nejmenované pojiStovny zname udaje o poctu pojistnych plnéni pro 80000 uzavienych

pojistnych smluv v minulém roce. [2.]

5.1.1 Vypocetv R

Nejprve nacteme dodatecné knihovny, které budeme pouzivat. Dodate¢ni knihovny nacteme

ptikazem:
> library(Q)

Do tohoto piikazu vloZime budto fyzickou cestu k package nebo, paklize jej stdhneme

do adresare Zlibrary/ ve sloZce R, pouze nazev poZzadovaného package.

Data jsou uloZena v seSitu tabulkového procesoru Excel. Pro préaci s nimi je nutné uloZit

tato data do souboru csv. Poté je miizeme nacist do prostiedi programu R.
tab.poissonData = read.csv(

+ File="c:\\Users\\Berka\\Desktop\\

+ diplomka-final\\prakticka\\poisson-r.csv",

+ sep=";",header=F)

Zde urc¢ime fyzickou cestu k souboru, ktery nacitdme, separator, kterym jsou data odd¢lena

a zda data obsahuji prvni fadek hlavicky.
Takto nactend data si miizeme vypsat
> csvtab.poissonData

Nyni je nutné urCit parametr A, diky kterému budeme moci pokracovat v rozboru daného

souboru.
lambda.ocekavana = vector()

for(i in 1: length(csvtab.poissonData)) {
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lambda.ocekavana [i] =
csvtab.poissonData[l, 1]*csvtab.poissonData[2,1]

¥
sum.poissonData = sum(csvtab.poissonDatal2,])
lambda.odhad = sum(lambda.ocekavana)/sum.poissonData

> lambda.odhad

Paklize bychom nem¢li jiz tabulku cetnosti, ale zdrojova nesetfidéna data, mohli bychom

pro zjisténi parametru pouzit piikaz

lambda.est = mean(poisson)

V obou piipadech vyjde A stejné, ve druhém piipadu je vSak odhad o poznani jednodussi.
0 x? test dobré shody vR

Nyni vyuZijeme knihovny vcd, ktera obsahuje kod pro zjisténi shody s Poissonovym

rozdélenim.
gof = goodfit(poisson, type = c('poisson'),par =
+ list(lambda = lambda.est))
summary(go¥f)
Goodness-of-fit test for poisson distribution
Xxn2 df P X™2)
Pearson 8.307104 5 0.1401030

plot(gof)
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Obr. 3: Vysledné grafické zobrazeni z programu R, zdroj vlastni

Vysledek v programu R jednozna¢né neprokazuje, ze Poissonovo rozdéleni je vhodnym.

Pro kontrolu vytvoiime y? test shody také v tabulkovém procesoru Excel.

Nezkraceny optimalizovany zdrojovy kod naleznete v Priloha A: Ovéfeni Poissonova

rozdéleni.
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5.1.2 Vypocet v programech Excel a Statgraphics

Jelikoz parametr A vypocteny metodou momentl je pro Poissonovo rozdéleni stejny jako

parametr vypocteny metodou maximalni vérohodnosti, nebudu zde uvadét nazornéjsi vypocet

pro tabulkovy procesor Excel.

Oveétime piedpoklad, Ze pocet pojistnych plnéni pro jednu pojistnou smlouvu méa Poissonovo

rozdéleni pravdépodobnosti s parametrem A, odhadnutého pomoci aritmetického prameéru.

H,y: nahodna proménna X ma Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti

H;: ndhodna proménna X nema Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti

Tab. 3: Test shody pro rozdéleni poétu $kod Excel, zdroj vlastni

claims in general insurance portfolio
i nc*f pi npi X
number of claims frequency
1 0 65623 0 0,81939 |65550,88 |0,079347
2 1 12929 12929 0,16322 |13057,74|1,269192
3 2 1344 2688 0,01626 | 1300,55 |1,451589
4 3 98 294 0,00108 | 86,3565 |1,569886
5 4 5 20 0,00005 |4,300556 |0,113758
6 5} 1 5} 2,14E-06 | 0,17133 |4,007882
7 6 0 0 7,11E-08 |0,005688 | 0,005688
80000 16360 1 x 8,497343
X 0,2045 X2, | 11,0705

JelikoZ na hlading vyznamnosti @ = 0,05 je y < xZ,, na dané hlading vyznamnosti nulovou

hypotézu

nezamitame.

Mizeme pfijmout

ma Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti.

predpoklad,

7ze pocet

pojistnych  plnéni
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Tab. 4: Test shody pro rozdéleni po¢tu §kod Statgraphics, zdroj vlastni

Lower Upper Observed Expected
Limit Limit Frequency Frequency | Chi-Squared
at or below 0,0 65623 65550,88 0,08
1,0 1,0 12929 13057,74 1,27
2,0 2,0 1344 1300,55 1,45
3,0 3,0 98 86,36 1,57
4,0 6 4,48 0,52

Chi-Squared = 4,88752 with 3 d.f. P-Value =0,180218

Jak je mozné vidét, také podle statistického programového baliku Statgraphics, a¢ vytvoftil
malinko jiné intervaly, miZzeme na hladiné a = 0,05 hypotézu o shod¢ s Poissonovym

rozdélenim piijmout.

5.2 Rozdéleni vyse Skod

Nésledujici soubor dat se 40 hodnotami (v 1000 K¢) pochazi z portfolia domaciho pojisténi.
Budeme zjiStovat, zda hodnoty odpovidaji Paretovu rozdéleni pravdépodobnosti,

tedy X ~ Pareto(a, 1). [2.]

10 11 15 22 28 30 32 36 38 48 51
55 56 68 68 85 87 94 103 104 105 106
109 119 121 137 178 181 226 287 310 321 354

393 438 591 1045 1210 1212 2423

5.2.1 Vypocetv R
Tyto hodnoty zavedeme do programu R jako vektor pomoci ptikazu

> x = c¢(10,11,15,22,28,30,32,36,38,48,51,

+ 55,56,68,68,85,87,94,103,104,105,106,

+ 109,119,121,137,178,181,226,287,310,321,354,
+ 393,438,591,1045,1210,1212,2423)

Takto v programu vytvoiime vektor x s poZadovanymi hodnotami.

Jeho primér spolu se smérodatnou odchylkou zjistime pomoci piikazii:
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> prumer_x = mean(x)

> s = sd(x)

> s 2 = sd(X)

Nyni méme v proménné prumer_X ulozen pramér, V proménné S vybérovou smérodatnou

odchylku a kone¢né v proménné S_2 pak vybérovou charakteristiku s2. Tyto hodnoty budeme
potfebovat pro zjisténi parametrii pomoci metody momenti a dale pak metody maximalni

vérohodnosti.
O Vypoéteni parametri pomoci metody momenti v R

Nyni pomoci metody momentil vypocteme parametry pro Paretovo rozloZeni pravdépodobnosti

aal.

Do programu R tyto vzorecky opét zaneseme pomoci kodu

> alfa = (2 * s"2) /7 (s™2 - prum_x"2)

> lambda = (alfa - 1) * prum_x

nebo

> alfa = (2 *s 2) / (s 2 - prum_x"2)

Nyni mame v proménné alfa uloZzen odhad parametru a a v proménné lambda odhad parametru

A.

Maximalné vérohodné odhady &, A jsou ale kvalitngjsi nez odhady & a A provedené metodou
momentd. Vybérovéa charakteristika s?, z které odhady ziskdvame ma pro Paretovo rozdéleni

vysokou variabilitu, jelikoZ i vysoké hodnoty x jsou v tomto rozdéleni znaéné pravdépodobné.
V programu R bychom mohli tento vypocet ziskat pomoci nasledujiciho kodu.
0 x? test dobré shody v R

Nejprve je nutné zjistit redlné vyskyty v jednotlivych intervalech. Pro tento ukol si vytvoiime

funkci s ndzvem interval:

interval <- function(x, dolni_mez, horni_mez) {
a=0;
for (1 1n 1l:length(Xx)) {
1IT( (x[1]>dolni_mez) & (X[i]<horni_mez) ) {
a = atl

43



}

return(a)

}

Jejim volanim s jednotlivymi mezemi zjistime pocet vyskytu.

> interval(x, 0, 42.594)

[11 9
> interval(x, 42.594, 102.270)

[1] 9

VloZime tyto hodnoty do vektoru O a do vektoru HH pravé strany intervald.

O1 = c(interval(x, 0, 42.594),
interval (x, 42.594, 102.270),
interval (x, 102.270, 196.444),
interval (x, 196.444, 322.336),
interval (x, 322.336, max(x)+1))

HH = c(42.594,102.27,196.444,322.336)

V o+ + + + Vv

Nyni vytvotime F(HH):

> F_HH <- function(meze, lambda, alfa) {
+ HH_ vektor = vector()
+ for (1 1in 1l:length(meze)) {
+ HH_vektor[1] = 1 - ( lambda /
+ (lambda + meze[1]) )™alfa

+ %
+ return(HH_vektor)
+ %}

PoZadovana funkce bude vracet vektor s vyslednymi hodnotami, jak je mozné vidét dale.

> F_HH_cisla = F_HH(HH, lambda, alfa)
[1] 0.2000307 0.4000465 0.6000472 0.7500381
Nyni vypocitame p;

> p_i1 = function(F_HH) {

+ suma = 0
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+ + + + + o+

+

+ }

vektor = vector()

for (1 in 1l:length(F_HH)) {
vektor[i] = F_HH[i1] - suma
suma = suma + vector[i]

¥

vektor[5] = 1 - suma

return(vektor)

> p_i1_cisla = p_1(F_HH cisla)

V dalsim kroku vypoéteme E;. Mohli bychom vzit jednoduSe vektor p_i cisla a vynésobit

kazdé cislo v ném sum_x.

> E 1_cisla = p_i_cisla * 40

Pak ale dostaneme v nasem pfipad¢ Cisla typu double. Tedy neceloc¢iselné hodnoty. Ve snaze

pfevést tato Cisla na celd pouzijeme nejspiSe piikaz as.integer(), ktery prevede desetinna ¢isla

na cela. Bohuzel ale bere pouze celou Cast a ¢ast za desetinou Carkou ztratime. Abychom

predesli této nepfijemnosti, vytvoiime opét funkei, ktera spravné pievede Cisla z desetinnych

na cela.

-

V + + + + + + + 4+ 4+ + + + + + 0V

m

E_

1 = function(p_i, sum x) {
E 1 X =p_1
x 1 =0
for (i in 1l:length(p_i)) {
p_i[i] = p_i[i] * 40
E_1_x = as.integer(p_i[1])
x_ 1 = p_i[i] - E_i_x
if (i <0.5 {
p_i[1] = E_i1_X
} else {
p_i[1] = E_i_x + 1

}
return(p_i)

0O

(7)I

)
Il

E 1(p_i_cisla, sum(x))
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Nyni ptistoupime k poslednimu kroku, vypocteni y? testu.

chi_square = function(O1, Ei) {
chi_sq = vector()

for(i 1in 1:length(O1)) {

chi_sq = (Oi - Ei)"™2 / Ei

return(chi_sq)

-

chi = chi_square(Oi, E_i_cisla)

V V + + + + + + V
-

sum(chi)
[1] 1.816667

Nezkraceny optimalizovany zdrojovy kdd je uveden v Pfiloha B: Ovéfeni Paretova rozdéleni.
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5.2.2 Vypocet v programech Excel a Statgraphics

Nyni vypo¢itame odhady & a A pomoci metody maximalni vérohodnosti.

0 Vypoéteni parametri pomoci metody maximalni vérohodnosti

Pro tento ukol vyuzijeme funkce Resitel v tabulkovém procesoru Excel.

Tab. 5: Vypocet parametri metodou maximalni vérohodnosti, zdroj vlastni

A B
Xi Xi - primér x | 1+xi/lambda | In(1+xi/lambda) | 1/(lambda+xi) | xi/(lambda(lambda+xi))
10 |68998,15563 |1,0160731 |0,01594525 0,00158188 |2,79111E-05
11 |68473,80563 |1,0176804 |0,017525879 |0,001579381 |3,06489E-05
15 |66396,40563 |1,0241096 |0,023823533 |0,001569466 |4,15062E-05
22 |62837,95563 [1,0353607 [0,034749885 |0,001552411 |6,01509E-05
28 |59865,85563 [1,0450045 |0,044021239 |0,001538085 |7,57822E-05
30 |58891,15563 [1,0482192 |0,047092686 |0,001533368 |8,09227E-05
32 |57924,45563 [1,0514338 [0,050154729 |0,00152868 |8,60288E-05
36 |56015,05563 |1,057863 0,056250828 |0,001519389 |9,61392E-05
38 |55072,35563 [1,0610776 |0,059284998 |0,001514786 |0,000101144
48 |50478,85563 |1,0771507 |0,074319274 |0,001492182 |0,00012568
51 |49139,80563 [1,0819726 |0,078785831 |0,001485532 |0,000132885
55 |47382,40563 |1,0884018 [0,084710376 |0,001476757 |0,000142384
56 |46948,05563 [1,0900091 |0,086186044 |0,00147458 |0,00014474
68 |41891,85563 |1,1092968 |0,103726268 |0,001448941 |0,000172429
68 |41891,85563 [1,1092968 |0,103726268 |0,001448941 |0,000172429
85 ]35221,90563 |1,136621 0,128059786  |0,001414108 |0,000209906
87 |34475,20563 |1,1398356 |0,130884011 0,00141012 |0,000214187
94 |31924,75563 |1,1510867 |0,140706455 |0,001396337 |0,000228965
103 |28789,60563 |1,1655525 |0,153195181 [0,001379007 |0,000247512
1212|882331,4556 |2,9480541 |1,081145317 0,000545209 |0,001095725
2423|4623897,606 |4,8945008 |1,588112298 |0,00032839 |0,001303002
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Do vzore¢ku pro zjisténi odhadu & vkladame odhady ziskané metodou momenti. Poté

si v Excelu vytvotime tabulku s vypoctem jednotlivych krokd spolu s vyslednymi hodnotami.

Tab. 6: Vysledné hodnoty metody maximalni vérohodnosti, zdroj vlastni

maximalni vérohodnost puvodni hodnoty
A 3,4763 A 3,2413
B 3,4763 B 3,42113
i 622,159 1 |565,867
fh 1,1E-07

Vysledkem je odhad A a B spolu s odhadem A ziskanym metodou momentti. Vysledky miizeme

vidét v pravé ¢asti tabulky nadepsané jako ptivodni hodnoty.

Vime, Ze rovnice A — B musi byt rovna 0 (f(1) = 0). VyuZijeme tudiz Resitele, kde bufice

£(2) nastavime poZadovanou hodnotu 0 a budeme ménit hodnotu A.

Tim, ze vSe je uvnitf sesitu Excel provazano vzorci, tudiz je zaruceno, ze se zméni i A a B tak,

aby f (1) = 0 (nebo ¢islo limitné se blizici k nule).
0 x? test dobré shody

Pro zjisténi, zda se v nasem piipad¢ jedna opravdu o Paretovo rozlozeni pravdépodobnosti

a pro doplnéni tabulky ziskanych a o¢ekavanych hodnot vyuZzijeme x? test dobré shody.
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H,y: nahodna proménna X ma Paretovo rozdéleni pravdépodobnosti
H,: ndhodna proménna X nema Paretovo rozdéleni pravdépodobnosti

Pro tento test jsou zadany intervaly, které spolu s vysledkem testu jsou vidét v tabulce.

Pro vypocet pouzijeme parametr A ziskany metodou momenti.

Tab. 7: Test shody pro rozdéleni vysky $kod, zdroj vlastni

i <x;—1;x;) 0;| HH F(HH) D E; E; (OLZ?—EL)Z
1 < 0;42,594) 9 |42,594 |0,20003 |0,20003 |8,00123 |8 0,1251
2 | <42,594;102,270) |9 |102,27 |0,40005 |0,20002 |8,00063 |8 0,125
3 1< 102,270;196,444) |10 {196,444 |0,60005 |0,2 8,00003 |8 0,5
4 (< 196,444;322,336) |4 |322,336 |0,75004 |0,14999 |5,99963 |6 0,6666667
5| <322366;+x) |8 0,24996 9,99848 |10 0,4
Y 40 1 X 1,8166667
stup.volnosti 3
a 0,05
P(x > x%.) = a |5,991465

Kritickou hodnotu y? ziskame bud'to ze statistickych tabulek nebo pfimo z Excelu pfikazem

=CHIINV (o, STUPNE_VOLNOSTI) .

ProtoZe y < yZ, nezamitime nulovou hypotézu, ze vysky Skod maji Paretovo rozdéleni

pravdépodobnosti, na hladin¢ vyznamnosti a = 0,05.

5.3 Simulace Monte Carlov R

Dle vysledktu v piedchozich dvou podkapitoldch jsme zjistili, Ze pocet skod ma Poissonovo
rozdéleni pravdépodobnosti N~Po(A = 1992) a vySky Skod maji Paretovo rozdéleni
pravdépodobnosti Pa(a = 3,4763, A = 622.159).

S vyuzitim téchto vysledkti mizeme ptistoupit k samotné simulaci.

5.3.1 Simulacev R

V R vygenerujeme 10000 hodnot z Poissonova rozdéleni pravdépodobnosti s parametrem
A =1992.

> X_pois = rpois(10000,1992)
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V dalsich tadcich nacteme knihovnu actuar, ktera mimo jiné obsahuje jiz hotovou funkci
pro generovani nahodnych cisel z Paretova rozdéleni pravdépodobnosti. Jako pocet hodnot
uvedeme vzdy i-tou vygenerovanou hodnotu zrozdéleni mnozstvi Skod. Tento postup

opakujeme aZz do vygenerovani vSech vySek individualnich Skod.
> library(actuar)
> X_pareto = rpareto(x_pois[l], 1.7394, 37277.8)

Nyni vSechny generované nahodné velic¢iny daného i-tého opakovani seéteme a dostaneme

i-tou hodnotu kolektivniho rizika S.
> sum(X_pareto)

Pro zjednoduseni si opét vytvofime funkci, kterd bude celou zélezitost fesit za nas a jejiz

vysledkem bude vektor kolektivniho rizika.

> x = function(n, pois_lambda, pareto_alfa, pareto_lambda) {
+ m = list(Q)

+ m_sum = array(0, dim = n)

+ Xx_pois = rpois(n, pois_lambda)

+

+ for (i in 1l:length(x _pois)) {

+ mE[1]] = rpareto(x_pois[i], pareto_alfa,
+ pareto_lambda)

+ m_sum[1] = sum(m[[1]D

+ }

+ return(m_sum)

+ }

Potom staci pouze zavolat vytvofenou funkci pomoci nize uvedeného ptikazu. Pod proménnou
monte_carlo se skryva vektor viech vygenerovanych hodnot kolektivniho rizika S, kterych
je prave 10000.

> monte_carlo = x(1000, 2000, 1.7394, 37277.8)
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Vysledné hodnoty si mizeme zobrazit jednoduse volanim ptikazu

> monte_carlo

[1] 492673,2114 528286,9292 497193,1973 492521,1897 488510,0079
[5]1 485589,3477 514243,1717 509208,3092 507731,9773 500341,8403
[10] 520069,7322 484191,3625 488641,6521 523933,5354 486297,7953
[15] 502459,2714 488176,0003 482816,1853 487603,862 512157,273

[20] 101571980 127444461 95673600 202458366 103371045 91800898

[10000] 512704,476 548048,463 492534,8404 429290,1495 509751,953

Vygenerovali jsme si 10000 hodnot, které odpovidaji, v nasem piipadé, simulaci 10000 let,
které by pojistovna musela sbirat data. Nyni vySettime hodnoty a porovndme je s nékterymi
nejcastejSimi rozdélenimi kolektivniho rizika.

Abychom mohli hodnoty vySetfit v nékterém ze statistickych programt, je nutné
je vyexportovat z prostiedi R.

K tomu slouzi napi. package foreign, ktery umi exportovat hodnoty rtiznych formatu.

> library(foreign)
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Histogram of monte_carlo
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Obr. 4: Histogram vyslednych hodnot ziskanych metodou Monte Carlo, zdroj viastni

Typ, ve kterém jsou data uloZena je nutné z vektoru pievést na Frame.

> monte_carlo_frame = data.frame(simulace=monte_ carlo)
> class(monte_carlo_frame)

> codefile<-tempfile()

> write.foreign(monte_carlo_frame, " "monte_carlo.xlIs",

+ codefile,package=""SPSS™)

Nyni jsme vyexportovali data monte_carlo_frame do souboru monte_carlo.xls,

ktery je urcen pro statisticky program SPSS Statistica.

Nezkraceny optimalizovany zdrojovy kdéd naleznete v Ptiloha C: Simulace metodou Monte

Carlo.
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5.4 Pravdépodobnostni rozdéleni S pomoci systému
Statgraphics

Data vyexportovana z programu R jsme transformovali do systému Statgraphics, kde vySetiime
shodu s nékterym z predpokladanych rozdéleni pravdépodobnosti.
V naSem piipadé¢ jsme zvolili:

e Posunuté lognormalni rozdéleni

e Posunuté gamma rozdé¢leni

e Normalni rozdéleni

5.4.1 Posunuté lognormalni rozdéleni

Jako prvni jsou uvedeny vysledky ovéieni 3-parametrického lognorméalniho rozdéleni jako
vhodného modelu Skoda na zakladé vybéru potizeného z 10000 hodnot od 429290 do 598434,
ziskanych simulaci Monte Carlo v R.

0 Maximaln¢ vérohodné odhady parametra

Tab. 8: Vysledné parametry posunutého lognormalniho rozdéleni, zdroj vlastni

Lognormal (3-Parameter)
mean = 500226,

standard deviation = 20635,4
lower threshold = 77515,8
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0 x2-test dobré shody

Tab. 9: Vysledek testu dobré shody posunutého lognormalniho rozdéleni, zdroj viastni

Lower Upper Observed Expected
Limit Limit Frequency |Frequency Chi-Squared
at or below 435000, 3 3,24 0,02
435000, 450000, 52 47,86 0,36
450000, 465000, 340 341,72 0,01
465000, 480000, 1213 1241,15 0,64
480000, 495000, 2497 2454,18 0,75
495000, 510000, 2762 2801,57 0,56
510000, 525000, 1973 1943,56 0,45
525000, 540000, 845 857,63 0,19
540000, 555000, 256 250,72 0,11
555000, 570000, 48 50,37 0,11
above 570000, 11 8,00 1,12

Chi-Squared = 4,30621 with 7 d.f. P-Value = 0,743909

0 Kolmogorov-Smirnoviv text Test

Tab. 10: Vysledek Kolmogorov-Smirnovova testu posunutym lognormalnim rozdélenim, zdroj vlastni

Lognormal (3-Parameter)
DPLUS 0,00513365
DMINUS 0,00551626
DN 0,00551626
P-Value 0,921174

Postup a vysledky testi dobré shody pro 3-parametrické Lognormalni rozdéleni ukézali,
Ze dobte modeluje data ziskana simulaci, jak je ostatné vidét i na Obr. 5: Grafické porovnani

shody kolektivniho rizika s posunutym Lognormalnim rozdélenim, zdroj vlastni.
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Obr. 5: Grafické porovnani shody kolektivniho rizika s posunutym Lognormalnim rozdélenim, zdroj vlastni
5.4.2 Posunuté gamma rozdéleni

Jako druhy v potadi byl proveden test s posunutym gamma rozdélenim.

0 Maximaln¢ vérohodné odhady parametra

Tab. 11: Vysledné parametry posunutého gamma rozdéleni, zdroj viastni

Gamma (3-Parameter)
shape = 189,896

scale = 0,000667809
lower threshold = 215869,
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0 x2-test dobré shody

Tab. 12: Vysledek testu dobré shody posunutého gamma rozdéleni, zdroj vlastni

Lower Upper Observed Expected
Limit Limit Frequency |Frequency Chi-Squared
at or below 435000, 3 3,17 0,01
435000, 450000, 52 47,73 0,38
450000, 465000, 340 342,22 0,01
465000, 480000, 1213 1242,07 0,68
480000, 495000, 2497 2452,93 0,79
495000, 510000, 2762 2799,90 0,51
510000, 525000, 1973 1944,49 0,42
525000, 540000, 845 858,83 0,22
540000, 555000, 256 250,75 0,11
555000, 570000, 48 50,07 0,09
above 570000, 11 7,82 1,29

Chi-Squared = 4,51539 with 7 d.f. P-Value = 0,718863

0 Kolmogorov-Smirnoviv text Test

Tab. 13: Vysledek Kolmogorov-Smirnovova testu posunutého gama rozdéleni, zdroj vlastni

Gamma (3-Parameter)

DPLUS 0,00528812
DMINUS 0,00563245
DN 0,00563245
P-Value 0,908902

Vysledky ukazuji, Ze i posunuté gamma rozdéleni lze také pFijmout jako vhodny

pravdépodobnostni model kolektivniho rizika S na zaklad€ hodnot ziskanych simulaci.
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Obr. 6: Grafické porovnani shody kolektivniho rizika s posunutym gamma rozdélenim, zdroj vlastni
5.4.3 Normalni rozdéleni

Normalni rozdéleni aproximuje zadané hodnoty sic nejhiife, avsak na hladiné @ = 0,05 bychom
jej také mohli pfijmout jako vyhovujici. Z divodu malé piesnosti jsou vysledky tohoto

rozdéleni ke shlédnuti v Pfiloha D: Vysledky metody Monte Carlo v programu Statgraphics.
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6 Zavér

V Uvodni kapitole byly uvedeny zakladni pojmy problematiky pojistovnictvi, které jsou
vyuzity v dalSich kapitoldch diplomové préce. Byly vysvétleny pojmy rizika, zaklada
pojistovnictvi, pojisténi, teorie rizika a managementu rizik, do kterého bychom mohli za¢lenit

praktickou ¢ast diplomové préce.

Navazujici kapitola se zamétila na modelovani pojistnych rizik, jejich obecné charakteristiky,
ale hlavné modely poctu a vysky pojistnych plnéni spolu s ovéfenim vhodnosti nékterych
rozdéleni pravdépodobnosti. V zavéru byla pak vylozena teorie aproximace kolektivniho rizika.
Tato kapitola je dulezita, k pochopeni praktické ¢asti diplomové prace, ve které se teoreticky

popsané metody pouZivaji.

V nasledujicich dvou kapitolach je uveden postup vyuziti simula¢ni metody Monte Carlo, ktera
je vdiplomové praci pouzita pro simulaci hodnot kolektivniho rizika, spolu s pfedstavenim

programovaciho jazyku R, ve kterém byly kroky simulace naprogramovany.

Prakticka ¢ast diplomove préce je konkrétni ukazkou komplexniho feseni problému na realnych
datech o poc¢tu a vysi pojistnych plnéni pouZitim programovaciho statistického jazyku.
Vysledky simulace hodnot kolektivniho rizika Svjazyku R jsou doplnény vypocty

ve statistickém programu Statgraphics a tabulkovém procesoru Excel.

Znalost pravdépodobnostniho rozdéleni kolektivniho rizika je pro pojistovnu mimofadné
dulezita jako zaklad k feseni mnohych zavaznych problému, jako jsou stanoveni rizikového

pojistného, vypocet hodnot v riziku, feSeni problému zajisténi apod.

Diplomova prace slouzi jako ukazka feSeni problému modelovani S vyuZitim modernich

simula¢nich technik s podporou nastrojii informacnich technologii.

Diplomova préce popisuje také moznosti vyuZiti programovaciho jazyku R Vv pojistovnictvi
a prakticky prezentuje postupy, kterymi se dané problémy, vetné simulace metodou Monte
Carlo, daji fesit. Ukazuje také moZnosti skloubeni programovaciho jazyka R s vypoétovymi
moznostmi programu Statgraphics ¢i tabulkového procesoru Excel, ptipadné porovnava ziskané

vysledky feseni.
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Priloha A: Ovéreni Poissonova rozdéleni

HHHHHHH R R R

## Ovéreni Poissonova rozdéleni

## u rozdéleni poctu 3Skod

## s vyuzitim knihoven R

HHHHHHH R R

## pro praci vyuzivéme néasledujidi dodatec¢né knihovny (packages)

library(stats)

library(vcd)

library(foreign)

## nacteni dat z externiho csv souboru

csvtab.poissonData = read.csv(

Ffile="c:\\Users\\Berka\\Desktop\\

+ diplomka-final\\prakticka\\poisson-r.csv",

+ sep=";",header=F)

## odhad lambdy z nacdtenych dat

lambda.ocekavana = vector()

for(i in 1: length(csvtab.poissonData)) {
lambda.ocekavana [1] =

+ csvtab.poissonData[l,1]*csvtab.poissonData[2,1]

¥

sum.poissonData = sum(csvtab.poissonData[2,])

lambda.odhad = sum(lambda.ocekavana)/sum.poissonData

Hit

## funkce pro prevod z tabulky ¢etnosti do &istych dat

Hit

fce = function(x, n) {

if(n>0){



vektor = vector()
for(m In 1:n){
vektor[i] = x
ke
return(vektor)
} else {

return(F)

}

poissonData = list()

for(i in 1:length(csvtab.poissonData)) {

X = csvtab.poissonData[l,i]

n csvtab.poissonDatal2,i]
poissonData[[1]] = fce(x, n)
¥
## v listu poissonData Jjsou vlozeny jednotlivé pocty,
## potrebujeme je pro jednoduddi praci prenést do vektoru
poisson = c(poissonData[[1]].,poissonData[[2]],poissonData[[3]],
+ poissonData[[4]].,poissonData[[5]].,poissonData[[6]],
+ poissonData[[7]]D)
## vytvori tabulku ¢etnosti z CEistych dat
tab.os = table(poisson)
tab.os
## odhad parametru lambda z c¢istych dat
lambda.est = mean(poisson)
lambda.est

## empirické cEetnosti hodnot

freqg.os = vector()



for(i in 1: length(tab.os)) freqg.os[i]<-tab.os[[1]]

freq.os

## ocCekavané Cetnosti hodnot

freqg.ex = (dpois(0:max(poisson), lambda=lambda.odhad)*80000)
freqg.ex

## absolute goodness of fit iIndex

acc = mean(abs(freq.os-trunc(freq.ex)))

## relative (percent) goodness of fit index
acc/mean(freq.o0s)*100

## Fits a discrete (count data) distribution for goodness-of-fit
## tests.

gof = goodfit(poisson, type = c('poisson’),par = lambda.est)
summary(gof)

plot(gof)

## pro kontrolu data vygenerujeme do externiho souboru
poisson_frame = data.frame(simulace=poisson)
codefile<-tempfile()
write.foreign(poisson_frame, ' poisson_frame.xls",codefile,

+ package=""SPSS'™)



Priloha B: Ovéreni Paretova rozdéleni

HHHHHHHHH R R

## Overeni Paretova rozdéleni

## u rozdéleni vy3ky 3kod

HHHHHHH R R R

## vlozeni vektoru vySek Skod

x = c¢(10,11,15,22,28,30,32,36,38,48,51,55,56,68,68,85,87,94,103,
+ 104,105,106,109,119,121,137,178,181,226,287,310,321,354,393,
+ 438,591,1045,1210,1212,2423)

## zakladni charakteristiky

prumer_x = mean(x)

s = sd(xX)

s 2 = var(X)

## odhady parametrtd metodou momentu

alfa = (2 * s™2) / (s™2 - prum_x"2)

alfa 2

(2 * s 2) / (s_2 - prum_x"2)

lambda (alfa - 1) * prum_x
## intervaly chi-kvadrat testu dobré shody
## a toho vypocdtené redlné cCetnosti
interval <- function(x, dolni_mez, horni_mez) {
a = 0;
for (1 1n 1l:length(Xx)) {
1IT( (X[1]>dolni_mez) & (X[i]<horni_mez) ) {

a = atl

}

return(a)



O1 = c(interval(x, 0, 42.594),interval(x, 42.594, 102.270),
+ interval(x, 102.270, 196.444),interval(x, 196.444, 322.336),
+ interval(x, 322.336, max(x)+1))
## horni hranice
HH = c(42.594,102.27,196.444 ,322_336)
F HH <- function(meze, lambda, alfa) {
HH_ vektor = vector()
for (1 in 1l:length(meze)) {
HH vektor[i] = 1 - ( lambda /7 (lambda + meze[i]) )7alfa
ke
return(HH_vektor)
ke
F HH cisla = F_HH(HH, lambda, alfa)
## pravdépodobnosti vyskytu
p_i1 = Ffunction(F_HH) {
suma = 0
vektor = vector()
for (1 in 1l:length(F_HH)) {
vektor[i1] = F_HH[i1] - suma
suma = suma + vektor[i]
ke
vektor[5] = 1 - suma
return(vektor)
ke
p_i_cisla = p_i(F_HH_cisla)
## oCekavané Cetnosti
E 1 = function(p_i1, sum_x) {

E 1_x = vector()



X i =0

for (1 in 1:length(p_1)) {
p_i[i] = p_i[i] * 40
E 1 _x = as.integer(p_i[1])
x_ i = p_i[i] - E_i_x

if (x_i >0.5) {

p i[i] = E 1 x+ 1
} else {
p i[i] = E_i_Xx

}

return(p_i)

}
E 1 _cisla = E_1(p_i_cisla, sum(x))

## vypoclet chi

chi_square = function(Oi, Ei) {

chi_sq = vector()

for(i 1in 1:length(O1)) {
chi_sq = (01 - Ei)™2 / Ei
ke
return(chi_sq)
ke
chi = chi_square(Oi, E_i_cisla)

sum(chti)



Priloha C: Simulace metodou Monte Carlo

HHHHHHHHHHH R
## Simulace pomoci metody
## Monte Carlo
HHHHHHH R R R
## nacteni knihovny, kterou budeme
## pouzivat pro generovani nahodnych
## Cisel z paretova rozdéleni
library(actuar)
library(foreign)
## Tunkce metody monte carlo
x = function(n, pois_lambda, pareto_alfa, pareto lambda) {
m = list(Q)
m_sum = array(0, dim = n)
X_pois = rpois(n, pois_lambda)
for (1 1n 1l:length(x_pois)) {
m[[1]] = rpareto(x_pois[i], pareto_alfa, pareto_lambda)
m_sum[1] = sum(m[[1]D
¥
return(m_sum)

}

## volame funkci pro metodu MC s parametry, které jsme vypocletli
## drive

monte_carlo = x(10000, 1992, 3.4763, 622.159)

## histogram metody

hist(monte_carlo)

## pro export dat musime data upravit z vektoru na frame typ

monte_carlo_frame = data.frame(simulace=monte_carlo)



class(monte_carlo_frame)
## exportujeme data do zadaného souboru
codefile<-tempfile()

write.foreign(monte _carlo_frame,'monte_carlo.xls",codefile,

+ package=""SPSS'™)



Priloha D: Vysledky metody Monte Carlo v programu
Statgraphics

Uncensored Data - s
Data variable: s
10000 values ranging from 429290, to 598434,

Fitted Distributions

Normal

mean = 500226,

standard deviation = 20637,5

Goodness-of-Fit Tests for s

Kolmogorov-Smirnov Test

Normal
DPLUS 0,0128603
DMINUS 0,00719794
DN 0,0128603
P-Value 0,0732006
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