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SOUHRN

Tato diplomova prace ,,Pravdépodobnostni modely vyse $kod v nezivotnim pojisténi je
zamétena na problematiku modelovani individudlnich $kod v nezivotnim pojisténi. Hlavni
¢asti této diplomové prace je prakticka aplikace metod teorie rizika na realnych udajich
s vyuzitim programu Microsoft Office Excel 2007 a statistického programového baliku
STATGRAPHICS Centurion XV.
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TITLE

Loss Distributions in Non-life Insurance

ABSTRACT

This Thesis “Loss Distributions in Non-life Insurance* is focused on the problems of
modelling individual losses in non-life insurance. The main part of this Thesis is practical
application of the Risk Theory on real data using Microsoft Office Excel 2007 and
statistical program package STATGRAPHICS Centurion XV.

KEYWORDS

non-life insurance, probability distributions, estimation of parametres, goodness-of-fit
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UvVOD

Pojistovnictvi je jednou z klicovych oblasti narodniho hospodaftstvi a to oblasti velmi
stabilni a prosperujici. S kazdou ¢innosti jsou spojena urc€ita rizika, proto existuje mozna
ochrana proti témto rizikim — pojisténi. Pojisténi je pfenosem rizika, negativnich dopadu
nahodilosti z pojisténého na specializovanou instituci, pojistovnu. Pojisténi zarucuje
pojisténému pravo na vyplatu pojistného plnéni, pokud v prub&hu pojisténi nastane presné
vymezena pojistna udalost, za ptredpokladu placeni pojistného. Znakem pojistné udalosti je
jeji nahodilost, velmi mald pravdépodobnost vzniku, ale velky dopad na pojisténého

Vv piipad¢ vzniku pojistné udalosti.

Protoze pojistné udalosti maji ndhodny charakter, zakladem pojistnych véd je teorie
pravdépodobnosti a metody statistické indukce. Moderni pojistovnictvi je zalozeno
na metodach pojistné matematiky. Pojistna matematika se ze zacatku zabyvala predevsim
jednoduchymi deterministickymi modely. Teorii rizika lze v dneSni dob& povaZovat
zamoderni pfistup k pojistné matematice, zejména proto, zZe spojuje metody teorie
pravdépodobnosti, matematické statistiky, operaéniho vyzkumu a teorie rozhodovani.
Teorie rizika se zabyvé statistickymi a matematickymi metodami v oblasti neZivotniho
pojisténi (od 30. let 20. stoleti). Tato diplomova prace se tyka hlavné oblasti nezivotniho

pojisténi a v celé praci budou pouzity postupy zalozené na teorii rizika.

Kli€¢ovy problém pro pojistovnu klicové znat zdkony rozdéleni pravdépodobnosti
poctu pojistnych plnéni a vysky individudlnich pojistnych plnéni. Tato prace se vénuje
nalezeni vhodného pravdépodobnostniho modelu individualni vyse $kod. Budou zde
popsany vyhody a nevyhody jednotlivych rozd€leni pravdépodobnosti, vhodnych
a uziteCnych pro pojistnou praxi. Prace se také vénuje metoddm odhadi parametru
rozdéleni skod. Metoda momentd a metoda maximalni vérohodnosti se aplikuji na reélné
udaje.

Dalsi oblasti diplomové prace jsou testy dobré shody. Pomoci testli dobré shody se
hled4 vhodny pravdépodobnostni model vyse $kod. Podrobn& budou popsany x* test

a Kolmogoroviv-Smirnoviyv test dobré shody.

Diplomova prace se také zaméti na modely Skod pfi zajisténi. Budou zde popsany

zakladni typy a formy a zajisténi. Hlavni diraz bude kladen na tarifovani a to zvlasté
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na model zalozeny na Paretové rozdéleni Skod. Bude zde ukazan graficky postup vyuziti

tohoto modelu pfi stanoveni netto zajistného U neproporcionalniho zajisténi WXL/R.

Cilem této diplomové prace je ukazka moznosti praktické aplikace metod teorie rizika
pii pravdépodobnostnim modelovani vyse individualnich skod na zaklad¢ znalosti realnych
vybérovych dat, svyuzitim programt Microsoft Excel a statistického programového
systému STATGRAPHICS Centurion XV.

Splnéni cile diplomové prace 1ze shrnout do téchto zédkladnich problémovych okruhi:

e teoreticky vyklad zvolenych metod,

e odhad parametrt zvolenych pravdépodobnostnich modeld,

e testovani shody zvolenych pravdépodobnostnich modelid a empirickych rozdéleni
pomoci testli dobré shody,

e vyuziti programtit STATGRAPHICS Centurion XV a Microsoft Office Excel.

13



1 VYZNAM PRAVDEPODOBNOSTNIHO MODELOVANI
VYSE SKOD V NEZIVOTNIM POJISTENI

1.1 Charakteristika neZivotniho poji§téni’

Nezivotni pojisténi kryje velké mnozstvi rizik nezivotniho charakteru a to zejména
rizika ohrozujici zdravi a zivoty osob, rizika vyvolévajici pfimé vécné Skody a rizika
vyvolavajici finan¢ni ztraty. Oblast nezivotniho pojiSténi upravuje Zakon o pojistovnictvi

. 363/1999 Sb., ktery prosSel novelizaci a od 1. 1. 2010 je a¢inny Zakon 0 pojistovnictvi

(@]

.277/2009 Sb. Dale tuto oblast upravuje Zakon ¢. 37/2004 Sb., o pojistné smlouveé

(@]

a0 zmeéné souvisejicich zakonti, vyhlaska ¢. 303/2004 Sb., kterou se provadi néktera

ustanoveni zékona o pojistovnictvi a novela, ktera byla provedena vyhlaskou

¢. 96/2006 Sb.
1.2 Klasifikace nezivotniho pojisténi

Nezivotni pojisténi ma velkou variabilitu a 1ze ho ¢lenit podle raznych hledisek,
napiiklad na pojisténi osob, majetku a odpovédnosti. Soucasnym trendem je kombinace

jednotlivych typi pojistnych produktii s cilem komplexni nabidky pojistné ochrany.
1.2.1 Nezivotni pojiSténi osob
2 Urazové pojisténi
Urazy se nevyhybaji nikomu a mnohdy jim lze jen st&Zi zabranit. Uraz, zejména
vazny s trvalymi nasledky, znamend podstatny zdsah do zivota jedince i jeho rodiny.
Pro stanoveni vyse pojistn€ho je rozhodujici zatazeni osob do rizikovych skupin, které jsou
rozliSeny podle povolani, vykondvané¢ho sportu a déale podle volby pojistné castky

za jednotliva rizika. Finan¢ni odSkodnéni spojené s trazem pomoci Grazového pojiSténi

nepiijemné nasledky neodstrani, ale pomiiZe je zmirnit.

! Kapitola 1podle [Duch4gkova, 2005], [Cipra, 2006], Zakon & 277/2009 Sb., o pojistovnictvi

14



Urazové pojisténi pokryva celou fadu rizik, ktera lze libovolné kombinovat: napi.
dobu nezbytného 1é¢eni urazu, dobu hospitalizace nasledkem urazu, trvalé nasledky urazu

vcetné progresivniho plnéni, smrt urazem.

S Nemocenské pojisténi

Nemocenské pojisténi se vyuziva hlavné jako dopln€k ¢i nadstandard k povinnému
vSeobecnému zdravotnimu pojisténi a k povinnému socidlnimu nemocenskému pojisténi.
Pojistné produkty nemocenského pojisténi lze rozdélit na produkty, které kryji rizika
zdravotni a produkty zaméfené na kryti disledk nemoci, které se projevi ve ztraté nebo

snizeni pfijmt v souvislosti s pracovni neschopnosti.

1.2.2 Pojisténi majetkova

Pojisténi majetku patii mezi zakladni a nezbytné produkty pojistné ochrany a to jak
pro obcany, tak i pro podnikatelské subjekty. Toto pojisténi zahrnuje kryti rizik, na zakladé
kterych dochazi ke Skodam na majetku. Pojisténi majetkova lze rozdélit na n¢kolik skupin

podle pojistnych produkti:

e Pojisténi majetku obyvatelstva
e Pojisténi primyslovych a podnikatelskych rizik

e Pojisténi zemédé€lskych rizik
S Pojisténi majetku obyvatelstva

Do této skupiny pojiSténi patfi pojisténi domdécnosti, pojiSténi budov a havarijni
pojisténi.
Pojisténi domacnosti
Tento typ pojiSténi chrani soubor zatizeni domdécnosti, slouzZici ¢lenim domécnosti. Do
pojisténi domacnosti je zahrnovano kryti celé tady rizik, napi. rizika Zivelni, rizika
vodovodni, riziko odcizeni, riziko vandalismu. Soucasna nabidka pojisténi domacnosti je
velmi pestra, existuje v mnoha variantach a to v zdkladni, standardni a nadstandardni
varianté podle vybaveni domacnosti, trovné jejiho zabezpeceni a také podle urovné rizik
v pfislusné lokalité¢. Podminkou sjedndni nadstandardnich variant je ve vétSin¢ piipada

investice do zabezpeceni domu ¢i bytu (bezpecnostni dvete, zdmky...).
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Pojisténi budov

Pfedmétem tohoto pojisténi jsou budovy. Jde ptfedevS§im o pojisténi rodinnych domt,
bytovych domti a pfisluSenstvi, druzstevnich domii, nebytovych prostor, rekreacnich
objektll, pfisluSenstvi staveb, movitych véci slouzicich k vystavbam ¢i rekonstrukcim,
hospodaiskych budov, drobnych staveb. Pojisténi budov obvykle kryje rizika Zzivelni,
vodovodni, odcizeni, vandalismus ¢i dusledky lidské neopatrnosti (napt. naraz dopravniho

prostiedku).

Havarijni pojisténi

Havarijni pojisténi kryje Skody na motorovych vozidlech, které¢ fidi¢ bud’ neovlivnil nebo
zcela ¢i castecné ovlivnil. Toto pojisténi kryje riziko havarie, ale mize byt rozsifeno
0 kryti dalSich rizik (Zivelnich, odcizeni, vandalstvi atd.). V ramci havarijniho pojisténi

se velmi ¢asto uplatiiuje pojisténi asistencnich sluzeb.

1.2.3 Pojisténi primyslovych a podnikatelskych rizik

V ramci této skupiny majetkovych pojisténi je rozliSovano velké mnozstvi riiznych
pojistnych produktt. Pojisténi pramyslovych a podnikatelskych rizik umoziuje vhodnou
kombinaci jednotlivych druhii pojiSténi a =zajiStuje komplexni pojistnou ochranu
podnikatelskych aktivit. Mezi nejvyznamnéj$i druhy pojisténi této skupiny patii:

e Zivelni poji§téni

e Pojisténi technicka

e Pojisténi pro ptipad preruSeni provozu (Somazni pojisténi)
e Pojisténi dopravni

e PojiSténi tvéru

e PojiSténi proti odcizeni

e PojiSténi specializovanych ¢innosti atd.
1.2.4 Pojisténi zemédélskych rizik

Vzhledem Kk tomu, ze rostlinna a zivoCi$na vyroba ptedstavuje velmi specifickou
oblast podnikani, toto pojisténi kryje rizika, kterd maji specificky charakter. Pro tato rizika
byly vytvofeny pojistné produkty, které poskytuji kvalitni a komplexni pojistnou ochranu.

V zasad¢ 1ze pojisténi zemédelskych rizik rozd¢lit na:
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Pojisténi plodin

Nejcasteji pouzivanou formou je krupobitni pojisténi, pojisténi proti vybranym riziklim,
pojisténi urody plodin.

Pojisténi hospodarskych zvirat

Toto pojisténi zahrnuje zejména ochranu proti ndkazdm a pro piipad uhynuti, utraceni

¢i nutné porazky z diivodu nebezpeéné ndkazy. Dale jsou zde zahrnuta rizika zivelnich

udalosti, zasazeni elektrickym proudem ¢i akutni otravy.
Pojisténi lesu

Lesy se pojistuji zejména proti riziku pozéru.

Jind pojisténi

1.2.5 Pojisténi odpovédnosti za Skody

Odpovédnostni pojisténi lze sjednat v celé¢ tadé¢ pojistnych produktii. Pojistné

produkty mizeme rozdé&lit do né¢kolika oblasti:

e Odpovédnostni pojisténi vozidel
e Odpovédnostni pojisténi pii pracovnich trazech a nemocech z povolani
e Profesni odpovédnostni pojisténi

e Obecné odpoveédnostni pojiSténi
Skoda se definuje jako ujma, kterou lze objektivné vyjadiit penézi. Skoda mize byt:

a) vécna skoda
e skuteCnd Skoda
e ully zisk
b) skoda na zdravi (Zivote)
Principem pojisténi odpovédnosti za Skodu je thrada Skody, vzniklé poskozenému, tj. treti

osobé. Vysi odskodnéni lze stanovit:

e podle skute¢né vzniklé vécné skody
e podle dolozeného uslého zisku
e podle ptislusnych pravnich predpisii

e rozhodnutim soudu nebo jiného organu
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e mimosoudni dohodou

1.2.6 Pojisténi pravni ochrany

Toto pojisténi zahrnuje kryti nakladt pojisténého v souvislosti s pravnimi tkony.
Néklady na pravni zastoupeni a dalsi souvisejici ndklady s vedenim rtiznych sporit mohou
predstavovat velmi vysoké Castky, proto lze proti takovymto pifedem neocekavanym

nakladim uzavtit poji§téni pravni ochrany. V ramci pojistného plnéni jsou Kryty zejména:

e soudni vydaje a néklady
e 0odmény a néklady zvoleného pravniho zéstupce
e naklady na svédky a soudni znalce povolané soudem
e vydaje a ndklady protistrany
¢ ndaklady na provedeni vykonu rozhodnuti
e vydaje pojisténého za cesty k soudnimu fizeni
Dalsi soucasti pojisténi pravni ochrany je poskytovani pravnich rad a pravni asistence.
Toto pojisténi se uplatiiuje v téchto zékladnich podobach:
e Pojisténi pravni ochrany vodice motorového vozidla
e Pojisténi pravni ochrany drzitele motorového vozidla
e PojiSténi pravni ochrany rodiny

e Pojisténi pravni ochrany podniki

1.2.7 Cestovni pojisténi

Dochazi zde ke kombinaci riznych pojistnych produktii. Ze zédkladniho cestovniho
pojisténi vyplyva uhrada nezbytnych nakladii pojisténého na I€karské a nemocni¢ni
osetfeni, kterému se béhem pojistné doby byl nucen podrobit v disledku urazu ¢i nemoci.

V piiloze 1 jsou uvedeny odvétvi a skupiny nezivotniho pojisténi, jak je udava Zakon

¢. 277/2009 Sb., o pojistovnictvi.
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1.3 Vyznam pravdépodobnostniho modelovani vyse Skod

Pfi hledani vyznamu pravdépodobnostniho modelovani je nutné zminit discipliny

jako je pojistnd matematika a teorie rizika.

Pojistna matematika je aplikovana matematika v pojiStovnictvi, kterd popisuje
pojistné procesy pomoci matematickych modelt z oblasti teorie pravdépodobnosti
a matematické statistiky. Pojistnd matematika je jednou z vyznamnych oblasti aplikované
matematiky a ma dulezit¢é praktické wuplatnéni v pojistovnictvi. Velmi dlouho
se zamétovala pouze na jednoduché modelovani, které je dnes soucdsti financni
matematiky. Az srozvojem komeréniho pojistovnictvi a v souvislosti se zvySenym
zdjmem o oblast nezivotniho pojisténi zhruba na pocatku 20. stoleti se zacinaji pouzivat

pokrocilé metody z teorie pravdépodobnosti, teorie rozhodovani a teorie uzitku.

V prub¢hu dalsiho vyvoje se vyc¢lenila disciplina teorie rizika. Pfispél k tomu vznik
mezinarodni organizace pojistnych matematikt ASTIN (Actuarial Studies in Non-Life
Insurance), ktera vznikla v roce 1957 jako jedna ze sekci Mezinarodni pojistné asociace
IAA. Za hlavni cile organizace ASTIN Ize povazovat podporu vyzkumu v oblasti pojistné
matematiky, obecného pojisténi a udrzovani kontaktlh mezi pojistnymi matematiky. Teorie
rizika se zabyva modernimi statistickymi a matematickymi metodami v oblasti neZivotniho

pojisténi (zhruba od 30. let 20. stoleti).

Pravdépodobnostni matematické modelovani je tedy soucasti matematické discipliny
teorie rizika a zahrnuje také financni riziko. Kazda pojistna udéalost ma charakter nahodné
udalosti, vétSinou malo pravdépodobné, ale s vaznymi diisledky pro pojisténého v piipadé
vzniku. Hlavni vyznam pravdépodobnostniho modelovani tedy lze spatfit ve vytvafeni
modeli pojistnych jevi, na zaklad¢ kterych lze odhadovat, predikovat ¢i modelovat rizné
nahodné udalosti v pojistovnictvi. Pojisténi je tedy nastroj financni eliminace negativnich

disledkt nahodilych udalosti.

Z existence pojistné technického rizika vyplyva dalSi vyznamny davod pro
pravdépodobnostni modelovani. Pojistné technické riziko vznika ze skutecnosti,
ze pojistovna pracuje s nahodilosti a ze rozsah pojistnych plnéni nelze ptesné urcit, je
nutné pouzit odhadi. Muze tedy dojit k odchylce (zaporné ¢i kladné) mezi skutecnou

a odhadnutou vysi skod.
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Pojistovny maji moznost fesit existenci pojistn¢ technického rizika riznymi zptisoby:

podle [Duchagkova, 2005]

e Vyuziti dokonalejSich pojistné matematickych modeli a vyuzivani nékterych
pojistné technickych nastroji v kalkulaci pojistného (napt. vyuziti uréitych forem
pojisténi — pojisténi na prvni riziko, franSizy apod.).
uzemi.

e Diverzifikace rizik, snaha nespecializovat se jen na ur€ity druh rizika, ale kryt

e Tvorba vykyvovych rezerv, kdy pojistovna vytvaii rezervy pro ptipady, kdy dojde
K vykyvam v pojistnych plnénich (rozlozeni rizika z ¢asového pohledu).

e Prieneseni rizik na dal$i pojistovaci instituci, kdy se pojiStovna snazi hodnoty
pfevzatych rizik snizovat na hodnoty, které mize sama unést. Rozkladani rizik
se zde uskuteciiuje zejména prostiednictvim zajisténi, vyuziti pojisStovacich pooli

a soupojisteéni.

Mezi hlavni divody, které motivuji snahu o matematické modelovani pojistnych

jevu, patii nasledujici: podle [Cipra, 2006]

e Model mize nahradit nedostate¢ny pocet dat (u zacinajicich pojistoven, v piipadée
Spatné predchozi evidence dat apod.).

e Casto pomoci jednoduchych matematickych vztaht s malym poétem parametri
¢i jinych matematickych atributii 1ze popsat chovani rozsahlych pojistnych kmend.

o Lze statisticky testovat vlastnosti pojistnych kmend aj.

Pfi modelovani vyse skod pouzivame modely, které vychdzeji z pravdépodobnostniho
rozdéleni ndhodné veliCiny X, coz je oznaceni vySe Skody obvykle na jednu pojistnou
udalost. Vétsinou plati, ze x>0 a rozdéleni ndhodné veleciny X je popsano jeji hustotou

pravdépodobnosti f (X).
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2 PRAVDEPODOBNOSTNI ROZDELENI
PRO MODELOVANI POJISTNYCH PLNENI

Individualni pojistnd plnéni maji nékolik vlastnosti, které jsou spole¢né urcitym
typlim pojistnych plnéni v nezivotnim pojisténi. VétSina z nich ma niz§i hodnotu nez je
prumérné pojistné plnéni, ale jsou dosti pravdépodobné i extrémné vysoka pojistna plnéni,
z ¢ehoz vyplyva velky rozptyl a pravostranna asymetrie jejich rozdéleni. Tyto vlastnosti
vedou Kk predpokladu, ze pro rozdéleni pravdépodobnosti individualnich pojistnych plnéni

jsou vhodna néktera z pravostrannych zeSikmenych spojitych rozdéleni. Nejvhodnéjsi jsou

W /4 7 r M r 4 ~ r 2
rozdé€leni exponencidlni, Paretovo, Weibullovo, gama a lognormalni rozd¢leni.

V dalsi ¢asti budou uvedena nejznamé;jsi rozdeleni pravdépodobnosti, vhodna pro

modelovani pojistnych plnéni.

e Exponencialni rozdéleni
e Paretovo rozdéleni

e Weibullovo rozdéleni

e Gama rozdéleni

¢ Lognormalni rozdéleni

Dale budou ke kazdému typu pravdépodobnostniho rozdéleni uvedeny zakladni
informace, tedy hustota pravdépodobnosti f(x), distribu¢ni funkce F(X), momentova
vytvatejici funkce My(z), také zékladni charakteristiky a z nich vyplyvajici nejdilezité;si
vlastnosti, funkéni vyjadieni pravdépodobnosti P(X<X) intervalu nejvysSich hodnot

individualnich pojistnych plnéni X.

Symbol X oznacuje nadhodnou proménnou s distribuéni funkci F(x) a hustotou

pravdépodobnosti f(x). Pfitom

(2.1)

Z Kapitola 2 podle [Pacékova, 2004], [Kubanova, 2004]
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Zakladni vlastnosti hustoty pravdépodobnosti f(x): [Pacakova, 2004]
F(x)>0

(2.2)

+o0
[ f(x)dx=1 (2.3)
Pla< X <b):F(b)—F(a):?f(x)dx proa<b (2.4)

Vlastnost (2.4) je vyjadiena graficky na obrazku 1.

) 1

Pla<X<b)

Obrazek 1 - Pravdépodobnost intervalu hodnot spojité proménné [Pacikova, 2004]

Distribu¢ni funkce F(x) vyjadfuje pravdépodobnost, ze ndhodnd proménnd X ma

hodnoty mensi nanejvys rovné hodnoté realného ¢isla X. F(x) = P(X >x).

Jx) T

Flx;)

Xo

Obriazek 2 - Vzajemny vztah hustoty pravdépodobnosti a distribu¢ni funkce [Pacakova, 2004]
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2.1 Exponencialni rozdéleni — Exp (1)

Exponencialni rozdéleni ma vyhodny pritbéh a jednoduché funkéni vyjadieni hustoty

pravdépodobnosti (viz obrazek 3), distribu¢ni funkce a zakladnich charakteristik.

Definice exponencidlniho rozdéleni [Pacakova, 2004]

Néhodna proménna X ma exponencidlni rozdéleni s parametrem A pravé tehdy, kdyz jeji

hustotu pravd&podobnosti vyjadiuje funkee f(x) = ke ~™ pro x>0, 1> 0.

Distribuéni funkce mé funkéni vyjadieni:

0 x <0
FOO =] _ goae x >0 (2.5)

Z predchoziho vztahu vyplyva pravdépodobnost intervalu nejvyssich hodnot.

P(X>x)=1-F(x)=e ™=exp (-Ax)

Hustota exponencialniho rozdéleni skod pro E(X) = 22 100, tedy A = 4,52489E-05 je
znazornéna na obrazku 3, ktery je vystupem posloupnosti kroka Plot-Probability
Distribution-Exponential systému STATGRAPHIC Centurion XV.

Exponential Distribution

(X 0,00001)
5

F ' ' ' '  Mean
r 1 — 22100
af .
> 3f ]
2 SF
c L
() L
T 2F ]
1F .
ok, ) ) - . -
0 3 6 9 12

15
(X 10000,0)

Obrazek 3 - Hustota exponencialniho rozdéleni

[vystup z programu Statgraphics Centurion XV]
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Zakladni charakteristiky

1

E(X) == (2.6)
1
rn=2 (2:8)
A
M, (z)=—— proz>0 (2.9)
A-1Z

Vyhody a nevyhody exponencidlniho rozdéleni

Mezi hlavni vyhody tohoto rozd€leni patii jeho vyhodny pribéh a jednoduché
funkéni vyjadreni hustoty pravdépodobnosti. Na zakladé téchto vlastnosti je toto rozdeleni

vhodné pro modelovani vyse pojistnych plnéni X.

Nevyhodou exponencialniho rozdéleni je jeho pouziti na modelovani vyse pojistnych
plnéni pouze jako hrubou aproximaci. Velmi $patné¢ modeluje dva dulezité intervaly
hladina spolutcasti) a interval nejvyssich hodnot (kde zvolena nejvys$s$i mozna hodnota
muze byt napt. priorita pojistovny pfi zajisténi). Pravdépodobnost pravého konce rozdéleni
Exp (A) konverguje velmi rychle k ose x, z tohoto divodu je tedy prakticky nemozné
pomoci exponencialniho modelu odhadnout pravdépodobnost velmi vysokych pojistnych
plnéni, jejichZ znalost ma pro pojiStovnu mimotaddny vyznam. Dalsi nevyhodou je mala
flexibilita pfi modelovani pojistnych plnéni, kterd je zplsobena tim, Ze tvar hustoty

pravdépodobnosti zavisi na jediném parametru A.

» Prakticka ukazka: Priklad exponencialniho rozdéleni pravdépodobnosti

Pii pojiSténi domécnosti maji pojistna plnéni X exponencialni rozdéleni. Stfedni

hodnota je 22 100 K¢&. Zjistime pravdépodobnosti té€chto intervali vyse pojistnych plnéni:

a) P(X<4000)

—4000

P(X < 4000) = F(4000) = 1—e?'% = (1656
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Pravdépodobnost, Ze pojistna plnéni budou nizsi, nez 4 000 K¢ je 0,1656. Lze je najit také

v programu Microsoft Excel pomoci funkce Expondist.

b) P(12 000 < X < 45 000)

-12000 —-45000

P(12 000 < X < 45 000) = F(45 000) — F(12 000) = € 2210 —g 22100 = 58102 —
0,13052 = 0,4505

Pravdépodobnost, Ze pojistna plnéni budou vyssi nez 12 000 K¢ a zaroven nizsi nez

45 000 K¢ je 0,4505.
c) P(X>39000)

-39000
P(X >39000) = € 2100 = 1712

Pravdépodobnost, Ze pojistné plnéni presdhne 39 000 K¢ je 0,1712.

2.2 Paretovo rozdéleni — Pa (a, 1)

Paretovo rozdéleni se pouziva zejména jako rozdé€leni pojistnych plnéni, pii kterych
je moznost vyskytu extrémnich hodnot (v nemocenském pojiSténi, pojiSténi proti poZaru).
Paretovo rozdé€leni je pro modelovani rozdéleni pojistnych plnéni velmi vhodné, protoZe
pravdépodobnost nejvyssich hodnot pojistnych plnéni konverguje k nule velmi pomalu.

V tomto ptipad¢ je pouzit americky zpisob vyjadieni Paretova rozdéleni.

Definice Paretova rozdéleni [Pacakova, 2004]

Néahodna proménna X ma Paretovo rozdéleni Pa (o,1) prave tehdy, kdyZ jeji funkéni
vyjadieni hustoty pravdépodobnosti ma tvar:

al%®

flx) = {()[+x)a+1’ x>0,a >01>0
0, x<0

(2.10)

25



Distribu¢ni funkce ma funk¢ni vyjadreni:

F(x) =1—(LT

A+X (2.11)
Hustota Paretova rozdéleni ma tvar:
F=—2 (2.12)
A+ X

Obrazek 4 znazornuje hustotu pravdépodobnosti Paretova rozdéleni s parametry o = 3,5

a A = 2500, nakreslenou v programu Excel podle vztahu (2.12).

Pareto rozdéleni
0,001400 -
0,001200 -
0,001000 -
A0,000800 R
X

+0,000600 -
0,000400 -
0,000200 -

0,000000 T T T T T T T T T T T T T T T 1

o o o o o o o o o o o (=) o o o o o

o o o o o o o o o o o o o o o o o

— <t N~ o o™ [{e) (o] N Ln [e0) — <t N~ o o (e} (o))

— — — — N t\lx N (90) o o <t < < <t

Obriazek 4 - Hustota pravdépodobnosti Paretova rozdéleni [zdroj vlastni]

Zakladni charakteristiky

E(X)=—2— pro o> 1 2.13)
a-1
2
D(X) = (22/1 pro o> 2 (2.14)
a-1"- a-2
2Na-2 a+1
X) = roo>3 2.15
73(X) Ja a3 p (2.15)
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Vyhody a nevyhody Paretova rozdéleni

Vyhodou je, Ze odstranuje nedostatky exponenciadlniho rozdéleni. Pti Paretové
rozdéleni pravdépodobnost nejvysSich hodnot pojistnych plnéni konverguje k nule

pomaleji, coz ndm umoziuje vytvoreni lepSiho modelu extrémnich skod.

Naopak nevyhodou je to, ze v nékterych pripadech neni mozné urcit sttedni hodnotu

a rozptyl tohoto rozd¢leni.

» Prakticka ukdzka: Priklad Paretova rozdéleni pravdépodobnosti

Vyse pojistnych plnéni ve 100 penéznich jednotkach (p. j.) pfi pojisténi proti pozaru
ma Paretovo rozd¢leni pravdépodobnosti P(a, 1), pficemz o=3,6 a A=2000. Chceme zjistit

pravdépodobnost intervald pojistnych plnéni ve 100 penéznich jednotkach.

a) P(X <6000)

2000

P(X <6000)=F(6000)=1—| — """
2000 + 6000

3,6
) =0,9932

Pravdépodobnost, Ze pojistné plnéni pfi pojisténi proti pozaru bude nizsi nez 600 000 p. j.

je 0,9932.
b) P(1500 < X <4000)
P(1500 < X <4000)=F(4 000)- F(1500)=0,9808 - 0,8666 = 0,1142

Pravdépodobnost, Ze pojistné plnéni bude vyssi nez 150 000 p. j. a zaroven niz$i neZ

400 000 p. j. je 0,1142.

c) P(X > 16 000)

2000

P(X > 50 000) = 1 — F(16 000) = (—
2000 +16000

3,6
J =0,000367

Pravdépodobnost, ze pojistné plnéni bude vyssi nez 16 000 000 p. j. je 0,000367.
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2.3 Weibullovo rozdéleni — W(y, c)

Toto rozdéleni ma také mirnéj$i pokles hustoty pravdépodobnosti na intervalu

nejvyssich pojistnych plnéni X ve srovnani s exponencialnim rozdélenim.

Definice Weibullova rozdéleni [Pacakova, 2004]

Nahodna proménna X ma Weibullovo rozdéleni W(y, ¢) s parametry y > 0, ¢ > 0
praveé tehdy, kdyz distribu¢ni funkce ma funkéni vyjadieni F(x) =1 - e™* /Vpro x> 0.
Hustota pravdépodobnosti ma potom funk¢éni vyjadieni:

dF(x) _

1 aVY4 4
dx c'Xx e (2.16)

f(x) =

Hustota Weibullova rozdéleni s parametry ¢ = 0,7 a y =35 000 je na obrazku 5 jako
vystup ze systému STATGRAPHICS Centurion XV.

Weibull Distribution

(X 0,00001)
5

= ' ' ' "1 Shape,Scale
L 1 — 0,7,35000
af .
2 3fF ]
2 7
o -
3] L
T 2 -
1F .
ok, ) - . -

4
(X 100000,)

Obrazek 5 - Hustota Weibullova rozdéleni

[vystup z programu Statgraphics Centurion XV]
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Zakladni charakteristiky

E)=c 7 T (1 + %/) 2.17)
D(X) = c_é{l“ (1+3)-[r(1+ %/)]2} (2.18)
E(X") = m;_/r;/y) (2.19)

Vyhody a nevyhody Weibullova rozdéleni

Vyhodou Weibullova rozdéleni je velka flexibilita. Muzeme ho ¢asto pouzit pro
modelovani pojistnych plnéni misto Paretova rozdéleni. Weibullovo rozdéleni je pruzné

a prizptisobivé pro data v Sirokém rozsahu.

Nevyhodou tohoto rozdéleni je to, ze v porovnani s Paretovym rozd¢lenim hif

vystihuje pravdépodobnost velmi vysokych pojistnych plnéni.

2.4 Gama rozdéleni — G(a, p)

Toto rozdéleni lze pouzit pro zkouméni proménnych, které mohou mit asymetrické
rozdéleni. Gama rozdé€leni je velmi flexibilni parametricky model rozdéleni pojistnych

plnéni. Jeho hustota f(X) se méni v zavislosti na dvou parametrech a, 3.

Definice gama rozdéleni [Pacakova, 2004]
Néhodna proménnd X ma gama rozdéleni s parametry o, B pravé tehdy, kdyz hustota

a
pravdépodobnosti ma funkéni vyjadieni f(x) = % x%1e=Bx x>0,
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Gamma Distribution

Shape,Scale
1 —12
— 2,1
] — 3.3

density

Obrazek 6 - Hustoty gama rozdéleni

[vystup z programu Statgraphics Centurion XV]

Kdyz polozime o = 1, dostaneme hustotu exponencialniho rozdéleni Exp (B). Tedy

rozdéleni G(1,B) je stejné s rozdélenim Exp(B).

Na obrazku 6 jsou znazornény hustoty gama rozdéleni G(1;2), G(2;1), G(3;3) jako vystup
procedury Distribution Plotting systému STATGRAPHICS Centurion XV.

Zakladni charakteristiky

E(X) = % (2.20)
D(X) = % (2.21)
v = \% (2.22)
My(2) = (B%)“ 2< B (2.23)
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Vyhody a nevyhody Gama rozdéleni

Toto rozdé€leni je v porovnani s exponencidlnim rozdélenim flexibilngjsi. Je vhodné
naptf. pro modelovani vySe pojistnych plnéni pii pojisténi motorovych vozidel. Toto
rozdéleni se ¢asto pouziva jako rozdéleni vyse pojistnych narokd v nezivotnim pojisténi.

Naopak naprosto nevhodné je pro modelovani vyse pojistnych plnéni v majetkovém
pojisténi. Dalsi nevyhodou jsou neptfesné odhady pravdépodobnosti pfiliS vysokych

pojistnych plnéni.

2.5 Lognormalni rozdéleni — LN (p, 6°)

Lognormaélni rozdéleni je kladné zeSikmené rozdé€leni, které ma Siroké vyuZziti
v ekonomické oblasti. Lze ho vyuzit zejména v pojisténi havarijnim, urazovém

a V pojisténi proti pozéru.

Definice lognormalniho rozdeleni [Pacakova, 2004]

Spojita proménna veli¢ina X ma lognormalni rozdéleni LN (u, (52), kdyZ In(X) mé normalni

rozd&leni N(p, 6°).
Hustota lognormalniho rozdéleni ma funkéni vyjadieni

1 In X—u 2
S 2k @20

f(x)=

Distribu¢ni funkce ma vyjadieni:

0, x<0

F(x) = =-w? 2.26
() 1 Olnxe 752 dy,x>0 ( )

oV2n
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Zakladni charakteristiky

E(X) = et T (2.27)
D(X) = 24497 (e7” = 1) (2.28)
vi=(e? +2)Ye? =1 (2.29)
M (z)=e"" 2 (2.30)
(X4 = E(eY) = My(z=k) = ekt (2.31)

Lognormal Distribution

(X 0,00001)
10

= 4 Mean,Std. Dev.
i ] — 20000,10000
sl 1 — 20000,5000
> 6 R i
& L
2 i
q) -
T 4+ .
2L i
0 -—. . . : .—-
0 2 6

8
(X 10000,0)

Obrazek 7 - Hustota lognormalniho rozdéleni

[vystup z programu Statgraphics Centurion XV]

Obrazek 7  znazoriiuje  hustoty  pravdépodobnosti  lognormalniho  rozdéleni
pravdépodobnosti  pro E(X) =20000 a D(X)=10 000 a také pro E(X) =20 000
a D(X) = 5 000, sestrojené v systému STATGRAPHICS Centurion XV.
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Vyhody a nevyhody lognormadlniho rozdéleni

Vyhodou tohoto rozdéleni pravdépodobnosti je fakt, e ze vztahu E(X¥) lze vyjadfit

vSechny uvedené charakteristiky rozdéleni LN(u, ¢?).

Jako jediné lognormalni rozd¢leni nema zadné nevyhody, proto se ¢asto pouziva.

Existuji i dal$i rozdéleni pravdépodobnosti, vhodné pro modelovani pojistnych
plnéni. VétSinou se jednad o rozdéleni, kterd maji vice nez dva parametry, nejéastéji tii.

Na nasledujicim obrazku jsou uvedena dal$i rozdéleni pravdépodobnosti, které nabizi

program STATGRAPHICS Centurion XV.

Diztribution

" Bermoull (" Ewponential Power " Lognaormal [3-pararneter)]
" Binamial " F (Wariance Ratio) " Maxwell [2-pararneter]

" Discrete Unifarm " Folded Maormal " Moncentral Chi-Squared
[ Geometric " Gamma " Moncentral F

" Hypergeametric " Gamma [3-parameter] ™ Moncentral t

" Megative Binomial " Generalized Gamma f* Mormal

" Poisson " Generalized Logistic " Pareto

" Beta 7 Half Marmal [2-pararmeter] ¢ Pareto [2-parameter]

(" Beta [4-parameter) 7 |hverse Gaussian " Rayleigh [2-parameter)
" Birmbaurn-5 aunders " Laplace (" Srnallest Extremme Walue
" Cauchy " Largest Extremne Walue " Student's t

" Chi-Squared " Logistic " Triangular

" Erlang " Loglogistic " Unifarm

" Exponential " Loglogistic [3-parameter] " wieibull

(" Exponential [2-parameter) ¢ Lognormal " wieibull [3-parameter]

Obrazek 8 - Pravdépodobnostni rozdéleni v programu Statgraphics Centurion XV

[vystup z programu Statgraphics Centurion XV]
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3 METODY ODHADU PARAMETRU ROZDELENI SKOD

Mezi hlavni tkoly matematické statistiky patii urCeni charakteristik a parametrd
rozdéleni pravdépodobnosti zkoumaného souboru. VSechny v ptedchozi kapitole uvedené
rozdéleni pravdépodobnosti zavisi na jednom ¢i vice parametrech. Parametry nejsou
pfedem znamé, jsou tedy urCované na zdkladé¢ neuplnych informaci o konkrétnich
pojistnych ptipadech. Pfi urCovani parametri se vyuziva statistickd indukce, odhady
parametri rozd€leni pomoci vybérovych udajii a teorie odhadi. Mezi nejpouzivangjsi
metody odhadi patii metoda maximalni vérohodnosti, metoda momenti a metoda

kvantilg.®
3.1 Metoda maximalni vérohodnosti

Je to pravdépodobné nejpouzivanéjsi metoda urcovani bodovych odhadt parametru.
Nejpouzivangjsi je ziejme hlavné proto, ze ji lze pouzit k odhadu parametri v mnoha
situacich. Odhady ziskané touto metodou se vyznacuji dobrymi vlastnostmi. Tato metoda

dava konzistentni odhady, nejlepsi v ptipadé velkych vybért.

Princip této metody je zaloZen na ptredpokladu, ze do ndhodného vybéru se nejcastéji
dostavaji ty hodnoty statistického znaku, které maji v zdkladnim souboru nejvéEtsi

pravdépodobnosti, resp. hustoty pravdépodobnosti. Za odhad neznamého parametru © se

zvoli takova hodnota @, ktera pfi danych realizovanych hodnotach ndhodného vybéru

maximalizuje funkci vérohodnosti. [Kubanova, 2004]

Definice funkce verohodnosti [Pacakova, 2004]

Necht’ je X = (X1, X2, ..., Xp) vektor n nezavislych vybérovych pozorovani ze zakladniho
souboru s rozdélenim f(x, ®), kde ®@'= (@1, @, ...,0,) je vektor p neznamych

parametra.

® Kapitola 3 podle [Pacékova, 2004], [Kubanova, 2004]
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Funkce vérohodnosti

Lox =[]f x;© (3.1)

i=1

Prirozeny logaritmus funkce vérohodnosti
L ©x =InL ©;x =>Inf x;0 (3.2)
i=1

Maximalné vérohodny odhad [Pacdkova, 2004]

Maximaln& vérohodny odhad ® = ©(X) je takovy vektor ®, ktery maximalizuje L(®, X)

Jresp. 1(®,x).

3.1.1 Vlastnosti maximalné vérohodného odhadu

Mezi hlavni divody, pro¢ je maximalni vérohodny odhad Casto pouzivan, patii tyto
vlastnosti: [Pacakova, 2004]
e Oma asymptoticky normalni rozdéleni
e O je asymptoticky nezkreslen
e 6 je konzistentni
e O je asymptoticky vydatny
e O je konzistentni

e je invariantni

» Prakticka ukazka: Odhad parametru A exponencialniho rozdéleni pomoci

metody maximalni vérohodnosti [Pacakova, 2004]

Urceni vybérové charakteristiky, kterd je maximalnim vérohodnym odhadem parametru A.
Necht' X1, X2, ...,Xn je nahodny vybér z exponencidlniho rozdéleni Exp(A) s hustotou

pravdépodobnosti f(x,A) = Ae ™, prox > 0,1 > 0.
1. Nejprve dosadime do funkce vérohodnosti

L) = ﬁf(xi)\) = ﬁ;\e—xxi — ﬂyne—agxi
i=1 i=1

1=
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2. Potom funkci maximalni vérohodnosti zlogaritmujeme

n

1) = In LY =n1nx—x*zxi

1=1

, < . T i 110} wr
3. Dale pro urceni A, které maximalizuje I(A), vypocitame derivaci % a polozime ji

rovnu 0

j=_n 1 (3.3)
X

=X (3.4)

Maximalné vérohodny odhad parametru A exponencialniho rozdé€leni pravdépodobnosti je

roven pievracené hodnot¢ aritmetického pruméru.

» Prakticka ukdazka: Odhad parametri a, A Paretova rozdéleni pomoci metody

maximalni vérohodnosti [Pacakova, 2004]

Necht' X3, X2, ...,Xn je nahodny vybér z Paretova rozdéleni P(a, A). Provedeme urceni

maximaln¢ vérohodnych odhadd &, A pomoci X1, X, ...,Xn,

1. Nejprve dosadime do funkce vérohodnosti

. al®
L) = | [arsem
i=1 !

2. Potom funkci maximélni vérohodnosti zlogaritmujeme

n

n
(A %) = Z[lna +alnd — (a+ DIn( + x)] = nlna + nadn — (a + 1) z In(A + x;)

i=1 i=1
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3. Urcéime parcialni derivaci 1(a, A; x) podle o:

d n -
_=—+n*ln7\—zln(7\+xi)
Jou o o

4. Polozime tuto rovnici rovnu nule a dostaneme maximalné vérohodny odhad &

n

&:ﬁ
;In(“i‘j

A (3.5)

5. Analogicky uré¢ime derivaci podle A

Jdl na (@+ 1) - 1
_—=—— E3

- Zl?\+xi
1=

6. Polozime tuto rovnici rovnu nule a dostaneme dal$i maximalné vérohodny odhad &

=27 h g (3.6)

7. Mame dv¢ rizna vyjadieni pro maximalné vérohodny odhad &, z jejich rovnosti

dostaneme funkci daného parametru A.

2

1
T A+X, n
X;

n

fa= nI T X
— 1 In| 1+
g A A+X ; ( ﬂj

Ur€eni maximaln¢ veérohodnych odhadii parametri o, A Paretova rozdéleni je

3.7)

numericky zna¢né¢ narocné. OvSem tyto odhady jsou pii vSech rozdélenich
pravdépodobnosti mnohem lepsi a pfesnéjSi nez urceni odhadl nésledujicimi metodami.

Podstatné jednodussi je urceni téchto parametri metodou momenta.
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3.2 Metoda momentu

Metoda momentd patii mezi nejstarsi a asto pouzivané metody bodovych odhadt.
Podstata této metody spocivd v nahrazeni charakteristik zakladniho souboru
odpovidajicimi vybérovymi charakteristikami. OvSem velka nevyhoda této metody je,

ze vysledky nemaji vlastnosti dobrych odhadu.

» Prakticka ukazka: Odhady parametri Paretova a Gama rozdéleni

Paretovo rozdélenti:

A 2 00\2

X=3 S T arew (3.8)
~ _ 257 5 _

i=5— A=@-DX (3.9)
Gama rozd¢leni:

— o 04

S (3.10)
~_ X = X

=X =X (3.11)
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3.3 Metoda kvantilu

Metoda kvantild je dal$i z metod bodovych odhadd. Pouziva se v ptipadé, ze je
vypocetné obtizné pouziti predchozich dvou metod. Pii této metod¢ se vétSinou vyuziva
median (pii odhadu jednoho neznamého parametru), nebo dolni a horni kvantil (pfi odhadu

vice parametrii).

» Prakticka ukdzka: Odhad parametri c, y Weibullova rozdéleni metodou

kvantila [Pacakova, 2004]
Necht' g5 je dolni a q75 horni kvantil rozdéleni W(c, y) s distribuéni funkei F(x) =
1 — e, Potom podle vztahu F(qy) = % pro k =25 a 75 dostaneme soustavu dvou rovnic
s dvéma neznamymi parametry c, y:
1—eCs"=0,25 1—e5'=0,75
Rovnice je vhodné zlogaritmovat
cqysY =-1n0,75 cq75Y =-1n0,25
Resenim téchto rovnic ziskame odhady ¢,y parametri c, y

. 0,287682
C=—""

4
q 3.12
- (3.12)
. 15725336
Ing75-Ing25 (3.13)

Pomoci udaji o vysSi individudlnich pojistnych plnéni s Weibullovym rozdélenim
Snezndmymi parametry zjistime hodnoty dolniho a horniho kvantilu, dosadime je

do vztaht (3.12) a (3.13) a dostaneme odhady neznamych parametri ¢ a .
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3.4 Prakticka ukazka odhadu parametru

Pfi havarijnim pojisténi motorovych vozidel je znamo 91 poslednich individualnich

skod, které jsou uvedeny v nasledujici tabulce. VSe je uvedeno v K¢.

Tabulka 1 - VySe individualnich $kod p¥i nezivotnim pojisténi v K¢ [Pacakova, 3/2007]

501

1887

3618

6122

9253

12456

15189

20987

27201

39617

49763

76147

123075

687

2115

4000

6950

9324

12657

16525

22853

27344

39854

54977

82348

135804

935

2251

4217

7168

10217

13334

17450

23754

28606

40867

57487

84714

165259

1012

2796

4559

7254

10478

13789

18900

25730

30950

41155

59145

93375

189872

1147

2916

4720

7543

11248

14014

19384

25748

31196

43237

61038

94310

285750

1557

3173

5185

8450

12028

14533

19543

26606

32536

46759

64874

104030

578486

1758

3464

5674

9123

12421

14657

20414

26621

36171

46879

67488

117160

648748

prumér, vybérovy rozptyl, smeérodatnou odchylku a variaéni koeficient.

Nejdtive je nutno urcit zdkladni charakteristiky vyse uvedenych Skod, a to vybérovy

v programu Microsoft Excel)

Vybérovy primér x = 47111,17582

Vybérovy rozptyl s? = 9417548306

Vybérova smérodatna odchylka s = 97044,05343

Varia¢ni koeficient Vi = 2,059894531
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a) Ptedpoklad, ze individualni Skody maji exponencialni rozd€leni pravdépodobnosti.

Metodou momentt ur¢it odhad parametru A.

~ 1
)\ ==
X
~ 1
A=———=212264E-05
47111,17852

Odhad parametru A exponencialniho rozd¢leni je 2,12264E-05.

b) Ptedpoklad, ze individudlni Skody maji gama rozdéleni pravdépodobnosti. Metodou

momentt ur¢it odhad parametru o, B.

~ X
r=v
ﬁ:wzs,oomgaos
9417548306
X
g
2
g = 4711117582 =0, 235673109
9417548306

Odhad parametru o gama rozdéleni je 0,235673109 a parametru 3 je 5,00249E-06.

c) Predpoklad, Ze individualni Skody maji lognormalni rozdéleni pravdépodobnosti.

Metodou momentt ur€it parametry pL a 2.

gzzmmp—"]sz (3.14)
6% =In(m,)—2In(m,) (3.15)
m,=X
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m, =47111,17582
m, =X*
m, = 11533521652

ji =2In(47111,17582) — '”(115332521652) = 0,936260282

6% =In(11533521652) - 2In(47111,17582) = 1,647992497

Odhad parametru p lognormalniho rozdéleni je 9,936269282 a parametru 2 je
1,647992497.

d) Ptedpoklad, ze individualni Sskody maji lognormalni rozdéleni pravdépodobnosti.

Pouziti metody maximalni vérohodnosti pro odhad parametrii pu a 6-2:

=Inx (3.16)
[1=9,740694217

™
I
<

6%=8) =S, (3.17)

6% =2,165005696

Odhad parametru p lognormalniho rozdéleni je 9,740694217 a parametru o2 je
2,165005696.

e) Predpoklad, ze individualni Skody maji Paretovo rozdéleni pravdépodobnosti.

Metodou momentd urcit odhad parametri a, A.

_ 252

a= SZ _ §2

o 29417548306 ) 616681453
9417548306 — 47111175852

A= (@-1)x
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A= (2,616681453-1)*47111,17585 = 76163,76419

Odhad parametru o Paretova rozdéleni je 2,616681453 a parametru A je 76163,764109.

f) Ptredpoklad, ze individudlni Skody maji Paretovo rozdéleni pravdépodobnosti.
Metodou maximalni veérohodnosti ur¢it odhad parametri o, A. Zapiedpokladu, ze
momentovy odhad & = 2,616681453 a momentovy odhad A = 76163,76419 (viz piedchozi
ptipad e).

n

G
;In(ﬂi)

_A (3.18)

A=2,81289

G=—""""_-B (3.19)

B=2,96302
B-A=0,15013

Je nutné, aby platilo A — B = 0. Tedy vyuZijeme v programu Excel na kart¢ data,
analyza hypotéz, hledani feSeni. Tedy hleddme takové A, aby platila podminka A — B = 0.
Regsitel nalezne toto fedeni: A= 37277,81. Poté znovu dosadime do vztaht (3.18) a (3.19)

a dostaneme maximalné vérohodny odhad parametru @ = 1,739399593.
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Tabulka 2 - Maximalné vérohodny odhad Paretova rozdéleni pravdépodobnosti [zdroj vlastni]

PRI 1 X X; X
et | 7R 7| 1aem | m+3)
501 2,64699E-05 | 0,013439629 | 3,55745E-07 | 0,013350119
687 2,63402E-05 | 0,018429192 | 4,85428E-07 | 0,018261433
935 2,61692E-05 | 0,025081943 | 6,56375E-07 | 0,024772554
1012 2,61166E-05 | 0,027147515 | 7,09001E-07 | 0,026785557
1147 2,60248E-05 | 0,030768972 | 8,00758E-07 | 0,030305098
1557 2,57501E-05 | 0,041767471 | 1,07552E-06 | 0,040918762
1758 2,56175E-05 | 0,047159418 | 1,20811E-06 | 0,046081182
1887 2,55331E-05 | 0,050619921 | 1,29248E-06 | 0,049380391
2115 2,53853E-05 | 0,05673616 | 1,44027E-06 | 0,055185063
2251 2,5298E-05 | 0,060384442 | 1,52761E-06 | 0,058631524
2796 2,4954E-05 | 0,075004399 | 1,87166E-06 | 0,072324753
2916 2,48795E-05 | 0,078223471 | 1,94616E-06 | 0,075314753
3173 2,47214E-05 | 0,085117653 | 2,10423E-06 | 0,081688417
3464 2,45448E-05 | 0,092923904 | 2,2808E-06 | 0,088856586
3618 2,44524E-05 | 0,097055048 | 2,37323E-06 | 0,09262936
4000 2,42261E-05 | 0,10730243 | 2,59952E-06 | 0,101926814
4217 2,40994E-05 | 0,113123587 | 2,72621E-06 | 0,107170105
4559 2,39024E-05 | 0,122297945 | 2,92321E-06 | 0,11537832
4720 2,38108E-05 | 0,126616867 | 3,01484E-06 | 0,119219219
5185 2,355E-05 | 0,139090775 | 3,27559E-06 | 0,130230378
5674 2,32819E-05 | 0,152208497 | 3,5437E-06 | 0,141680533
6122 2,30416E-05 | 0,164226369 | 3,78403E-06 | 0,152056806
6950 2,26102E-05 | 0,186437972 | 4,2154E-06 | 0,170955517
7168 2,24993E-05 | 0,192285955 | 4,3263E-06 | 0,175872435
7254 2,24559E-05 | 0,194592957 | 4,36975E-06 | 0,177805505
7543 2,23111E-05 | 0,202345557 | 4,51454E-06 | 0,18427428
8450 2,18685E-05 | 0,226676383 | 4,95708E-06 | 0,204308385
9123 2,15513E-05 | 0,244730017 | 5,27426E-06 | 0,218918653
9253 2,14911E-05 | 0,248217346 | 5,33447E-06 | 0,22171641
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e e i | e |0+
9324 2,14584E-05 | 0,250121964 | 5,36722E-06 | 0,223241118
10217 2,10549E-05 | 0,274077232 | 5,77068E-06 | 0,242222177
10478 2,09399E-05 | 0,281078715 | 5,88575E-06 | 0,247702469
11248 2,06076E-05 | 0,301734433 | 6,21802E-06 | 0,263697555
12028 2,02816E-05 | 0,322658407 | 6,54402E-06 | 0,279643656
12421 2,01212E-05 | 0,333200871 | 6,7044E-06 | 0,287582721
12456 2,0107E-05 | 0,334139767 | 6,71856E-06 | 0,288286715
12657 2,00261E-05 | 0,339531714 | 6,7995E-06 | 0,292320086
13334 1,97582E-05 | 0,35769265 | 7,06737E-06 | 0,305786678
13789 1,95822E-05 | 0,369898302 | 7,24342E-06 | 0,314736505
14014 1,94963E-05 | 0,375934063 | 7,32932E-06 | 0,319132819
14533 1,9301E-05 | 0,389856554 | 7,52462E-06 | 0,329200543
14657 1,92549E-05 | 0,393182929 | 7,5707E-06 | 0,331591006
15189 1,90597E-05 | 0,407454152 | 7,76594E-06 | 0,341782507
16525 1,85864E-05 | 0,443293164 | 8,23922E-06 | 0,366927422
17450 1,82722E-05 | 0,468106851 | 8,55336E-06 | 0,383973714
18900 1,78006E-05 | 0,507003982 | 9,02499E-06 | 0,410123562
19384 1,76486E-05 | 0,519987576 | 9,17704E-06 | 0,418702161
19543 1,75992E-05 | 0,524252847 | 9,22642E-06 | 0,421504354
20414 1,73335E-05 | 0,547617951 | 9,49213E-06 | 0,436716943
20987 1,7163E-05 | 0,562989024 | 9,66259E-06 | 0,446600029
22853 1,66304E-05 | 0,613045608 | 1,01952E-05 | 0,478124074
23754 1,63849E-05 | 0,63721548 | 1,04407E-05 | 0,492996921
25730 1,5871E-05 | 0,690222881 | 1,09546E-05 | 0,524860402
25748 1,58665E-05 | 0,690705742 | 1,09591E-05 | 0,52514604
26606 1,56534E-05 | 0,713722113 | 1,11722E-05 | 0,538667679
26621 1,56497E-05 | 0,714124497 | 1,11759E-05 | 0,538902453
27201 1,5509E-05 | 0,729683349 | 1,13166E-05 | 0,547938357
27344 1,54747E-05 | 0,733519411 | 1,1351E-05 | 0,550153684
28606 1,51782E-05 | 0,767373328 | 1,16474E-05 | 0,569494449
30950 1,46568E-05 | 0,830252552 | 1,21688E-05 | 0,604453964
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iistné 1 X; X; X;
pininix, | 7T 7 | 1am |3
31196 1,46041E-05 | 0,836851651 | 1,22215E-05 | 0,608053047
32536 1,43238E-05 | 0,872797965 | 1,25018E-05 | 0,627433551
36171 1,36149E-05 | 0,970309049 | 1,32107E-05 | 0,678190408
39617 1,30048E-05 | 1,062750092 | 1,38208E-05 | 0,724040089
39854 1,29648E-05 | 1,069107761 | 1,38608E-05 | 0,727117481
40867 1,27968E-05 | 1,096282101 | 1,40289E-05 | 0,740165348
41155 1,27498E-05 | 1,104007876 | 1,40758E-05 | 0,743844038
43237 1,24201E-05 | 1,159858791 | 1,44055E-05 | 0,770042845
46759 1,18995E-05 | 1,254338581 | 1,49261E-05 | 0,812856618
46879 1,18826E-05 | 1,257557654 | 1,4943E-05 | 0,814283545
49763 1,14889E-05 | 1,334922706 | 1,53367E-05 | 0,847978788
54977 1,08395E-05 | 1,474791423 | 1,59861E-05 | 0,906156119
57487 1,05524E-05 | 1,542123698 | 1,62732E-05 | 0,932999833
59145 1,0371E-05 | 1,586600555 | 1,64546E-05 | 0,950344487
61038 1,01713E-05 | 1,63738143 | 1,66543E-05 | 0,969786542
64874 9,78935E-06 | 1,740284461 | 1,70363E-05 | 1,008061733
67488 9,5451E-06 | 1,810406599 | 1,72805E-05 | 1,03332917
76147 8,81641E-06 | 2,042689534 | 1,80092E-05 | 1,112741839
82348 8,3594E-06 | 2,209035126 | 1,84662E-05 | 1,165970308
84714 8,19727E-06 | 2,272504513 | 1,86283E-05 | 1,185555598
93375 7,65387E-06 | 2,5048411 | 1,91717E-05 | 1,254145184
94310 7,59949E-06 | 2,529923043 | 1,92261E-05 | 1,26127607
104030 7,07675E-06 | 2,790667948 | 1,97489E-05 | 1,332542243
117160 6,4751E-06 | 3,142888174 | 2,03505E-05 | 1,421393171
123075 6,23625E-06 | 3,301561642 | 2,05894E-05 | 1,458978129
135804 5,77761E-06 | 3,6430248 2,1048E-05 | 1,53536605
165259 4,93737E-06 | 4,433173069 | 2,18882E-05 | 1,692523322
189872 4,40238E-06 | 5,093431746 | 2,24232E-05 | 1,807211428
285750 3,09571E-06 | 7,665417341 | 2,37299E-05 | 2,159340086
578486 1,624E-06 | 15,51823838 | 2,52016E-05 | 2,804465127
648748 1,45767E-06 | 17,40305921 | 2,53679E-05 | 2,912516912
Suma 0,001550012 0,000891119 | 52,31692078
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4 TESTY DOBRE SHODY PRI HLEDANI VHODNEHO
PRAVDEPODOBNOSTNIHO MODELU

Testy dobré shody jsou jednou z metod matematické statistiky. U téchto testd
je testovana shoda skute¢ného rozdéleni pravdépodobnosti zakladniho souboru
s predpokladanym (teoretickym) rozd€lenim pravdépodobnosti. Je vhodné sestaveni
histogramu ¢i polygonu ¢etnosti ndhodného vybéru, na jeho zéklad¢ 1ze 1épe odhadnout typ

rozd&leni pravdépodobnosti zakladniho souboru.*
Postup pri vybéru nejvhodnéjsiho rozdéleni pravdépodobnosti:

e Z ndhodného vybéru navrhneme predpokladany typ rozdé€leni pravdépodobnosti.

e Pomoci metod odhadu parametrii odhadneme parametry predpokladaného rozdéleni
pravdépodobnosti.

e Pomoci testu dobré shody ovéfime vhodnost predpoklddaného rozdéleni

pravdépodobnosti.

Mezi nejpouzivangjsi testy dobré shody patii Pearsoniv xz test a Kolmogoroviv —
Smirnoviv test. Dalsi testy napif. Andersoniiv — Darlingliv test, Kuiperiv V-test,

Cramertiv — Von Misestiv W test a Watsontiv U test.
4.1 Pearsontv y° test dobré shody

Pomoci xz testu je testovana shoda skute€ného rozdéleni pravdépodobnosti

s pfedpokladanym teoretickym rozdélenim s hustotou pravdépodobnosti f (x;®), kde O je

vektor parametrii, které jsou vétSinou odhadnuté z vybérového souboru. Na hlading

vyznamnosti a se rozhoduje o pfijeti ¢i zamitnuti nulové hypotézy.
Ho: nahodna proménna X ma rozdé€leni s hustotou f (x;®)

Necht' jsou empirické udaje xi, Xz, ...., Xp ndhodné proménné¢ X zjisténé

z vybérového souboru a roztiidéné do k skupin s ¢etnostmi O, O, ..., Ok.

* Kapitola 4 podle [Pacékova, 2004], [Kubanova, 2004], [Yiu-Kun Tse, 2009]
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Pro test se vyuziva testovaci kritérium: [Pacakova, 2004]

¥ = ZO‘_?E (4.1)

Testovaci kritérium (4.1) ma y° rozdéleni se stupni volnosti k-1-p, kde p je pocet

2
i

k
i=1

odhadnutych parametri pfedpoklddaného teoretického rozdeleni s hustotou f (x;®), O;
jsou skutecné zjisténé Cetnosti hodnot a E; jsou teoretické Cetnosti. Nulovou hypotézu Hy

pfijmeme na hladin¢ vyznamnosti a, kdyz plati:

<X, 42)

> Praktickd ukdzka: Pearsoniiv 3’ test dobré shody
Pojistovna predpoklada, ze pocet pojistnych udélosti pfi Grazovém pojisténi ma
Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti Testujme hypotézu Hy: pocet pojistnych udalosti
ma Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti proti alternativni hypotéze Hi: pocet
pojistnych udalosti nemé Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti na hladin€ vyznamnosti

a=0,05. Data k praktické ukazce jsou v tabulce 3.

Tabulka 3 - Pocet nahlaSenych pojistnych udalosti [zdroj vlastni]

[ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Xi 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 avice

Oi 98 | 185 | 260 | 185 | 165 | 65 28 7 4 3 0

Nejdiive jsme formulovali hypotézu Hy a K ni alternativni hypotézu H;. Dale je nutné
odhadnou parametr A a to pomoci maximaln¢ vérohodného odhadu 1 , tedy pomoci
aritmetického vazeného priméru X .

L- 0-98+1-185+....+0-10
00

|
I
O |+
X
O
I
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Pti hodnoté parametru A=2,511 vypocitdme pravdépodobnosti p;, které vidime

v tabulce 4.

Tabulka 4 - Pearsoniiv y test [zdroj vlastni]

Pocet
Kategorie | pojistnych Etnpiriclfé Cetnost [Pravdépodobnost O&ekavané Eetnosti
[ udalosti cet:)(i)stl Xi*Oi Pi Ei
Xj
1 0 98 0 0,081187012 81,1870116
2 1 185 185 0,203860586 203,860586
3 2 260 520 0,255946966 255,946966
4 3 185 555 0,214227611 214,227611
5 4 165 660 0,134481382 134,481382
6 5 65 325 0,06753655 67,5365503
7 6 28 168 0,028264046 28,2640463
8 7 7 49 0,010138717 10,1387172
9 8 4 32 0,00318229 3,18228985
10 9 3 27 0,000887859 0,88785887
11 10 a vice 0 0 0 0
Celkem 1000 2521 1 1000
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Dale je nutné spojit okrajové tfidy, tedy tiidy, kde empirické Cetnosti O; jsou mensi

nez 5, postup vidime v tabulce 5. Spojili se kategorie 9, 10 a 11 s kategorii 8.

Tabulka 5 - Pearsoniiv y test, seskupeni tiid [zdroj vlastni]

) Pocet |Empirické| Ocekavané
Kategorie Cetnost [Pravdépodobnost
) pojistnych| cetnosti o cetnosti %2
i X1*0i of
udalosti x; Oi E;

1 0 98 0 0,081187012 | 81,1870116 | 3,481796
2 1 185 185 0,203860586 | 203,860586 | 1,744926
3 2 260 520 0,255946966 | 255,946966 | 0,064182
4 3 185 555 0,214227611 | 214,227611 | 3,987596
5 4 165 660 0,134481382 | 134,481382 | 6,925762
6 5 65 325 0,06753655 67,5365503 | 0,095268
7 6 28 168 0,028264046 | 28,2640463 | 0,002467
8 7 a vice 14 98 0,014495847 | 14,4958467 | 0,016961

Celkem 1000 2511 1 1000 16,31896

Dale dle vzorce (4.1) vypo¢teme hodnotu testovaciho kritéria, ktera je 16,31896.

Testovaci kritérium (4.1) ma Xz rozd€leni s k-1-p stupni volnosti, tedy pomoci funkce

CHIINV v programu Excel (¢i ptiloha 2) vypocteme kritickou hodnotu, v tomto pfipadé na

hladin€¢ vyznamnosti 0,05 a se 6 stupni volnosti. Kriticka hodnota je 12,59159.

2
Zavérem rozhodnéme o platnosti hypotézy Ho. Protoze neplati y° < X,V tomto

ptipadé 16,31896 > 12,59159, Hypotézu Hp na hladin€ vyznamnosti 0,05 zamitame, proto

nemiizeme predpokléddat, ze pocet pojistnych uddlosti mé& Poissonovo rozdéleni

pravdépodobnosti.
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4.2 Kolmogoroviiv — Smirnoviv test

Pfi tomto testu je testovana statistickd hypotéza, Ze ndhodny vybér pochazi
ze zakladniho souboru s predpokladanym rozdélenim pravdépodobnosti. Test je zalozen
na porovnani rozdili mezi distribuéni funkci ovéfovaného a vybérového rozd€leni

pravdépodobnosti. [Kubanova, 2004]

Tento test je vhodny zejména pro vybéry malych rozsahi. Dalsi vyhodou tohoto testu

je to, Ze vychazi z pivodnich netiidénych dat a ma v&tsi silu testu nez x* test.
Test vychazi z nettidénych, vzestupné usporadanych udaji.

Testujeme hypotézu Hp: Nahodna proménna X ma rozdéleni s distribu¢ni funkci F(x)

oproti alternativni hypotéze H;: Nahodna proménna X nema rozdéleni s distribu¢ni funkci
F(x).

Testovaci kritérium ma tvar:
d , =max|F,(x)—F(x)| (4.3)
Nulovou hypotézu Hy pfijmeme na hladin€ vyznamnosti a, kdyz plati:

d n < d nl-a (44)

» Prakticka ukazka: Kolmogoroviiv — Smirnoviuv test

Zname 10 poslednich pojistnych plnéni pifi n&jakém typu neZivotniho pojiSténi

(ve 100 K&).

Tabulka 6 - Vyse pojistnych pInéni [zdroj vlastni]

56 258 406 912 1559

2460 8350 10231 12365 14562

Na hladin¢ vyznamnosti a = 0,05 oveéfime hypotézu, Ze vyse pojistnych plnéni maji

gama rozdéleni pravdépodobnosti.

Formulujeme Hy: pojistna plnéni maji gama rozdé€leni pravdépodobnosti. Hi: pojistna

plnéni nemaji gama rozdéleni pravdépodobnosti.
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Odhadneme parametry gama rozdéleni a a p pomoci metody momentt, tedy & a f.

V nasem piipadé se & =0,8202668 a 3 = 0,0001603.

Dalsi postup je znazornén v tabulce 7.

Tabulka 7 - Kolmogoroviv — Smirnoviv test [zdroj vlastni]

j X(i) Faolxgl |Frolxgeyl| Flxgl | 1F0(Xg)-FXg)! [1F10(Xg+1))-FX)!
0 56 0 0,1 0,02227 | 0,022265732 0,077734268
1 258 0,1 0,2 0,07683 | 0,023171827 0,123171827
2 406 0,2 0,3 0,11027 | 0,089734349 0,189734349
3 912 0,3 0,4 0,20663 0,09337326 0,19337326
4 1559 0,4 0,5 0,30666 0,09333564 0,19333564
5 2460 0,5 0,6 0,4194 0,080595755 0,180595755
6 8350 0,6 0,7 0,80004 | 0,200041831 0,100041831
7 10231 0,7 0,8 0,85574 | 0,155739794 0,055739794
8 12365 0,8 0,9 0,9 0,100004702 4,70194E-06
9 14562 0,9 1 0,93121 | 0,031212363 0,068787637

PouZijeme testovaci kritérium (4.3). Hledame maximum z poslednich dvou fadku

tabulky 7 a poté kritickou hodnotu (uré¢ime ze statistickych tabulek, ptiloha 3).

d,, = 0,200

d 10;0.95 = 0'409

Pfi podmince (4.4) tedy plati, Ze hypotézu Hp pFijimame na hladiné¢ vyznamnosti

a=0,05. Miulzeme pfijat piredpoklad,

pravdépodobnosti.

ze pojistnd plnéni
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4.3 Andersoniiv — Darlingtv test

Tento test vychazi zpfedpokladi Kolmogorova — Smirnova testu. Testovaci

charakteristikou je vaZena mira oblasti mezi empirickou a teoretickou distribu¢ni funkei.

1 n

A=-n-=> 2i-1Inz, + 2n+1-2i In 1-z, (4.5)
Nz
Zname realizaci nahodného vybéru X,X,,...X,; z=F x ;i =1, 2, ...n. Pro

hodnoty x a z, kdyz z = F(x) plati, ze vertikdlni vzdalenost teoretické a empirické

distribu¢ni funkce ndhodnych veli¢in X a Z je shodna.

Pouzit tento test je vhodné zejména v piipadé, kdy se empirickd distribu¢ni funkce

odchyluje od teoretické distribu¢ni funkce na konci rozdéleni.
4.4 Kuiperiv V-test

Také tento test vychazi z Kolmogorova — Smirnova testu. Pouziva se pfi testovani
shody teoretického rozdélni pii specifickém tvaru distribuéni funkce. Testovaci

charakteristika je odvozena z Kolmogorova — Smirnova testu.

V=D"+D"
+ = -
D =sup,, Fn X -F x (4.6)

D =sup, F(x)- Fn X
45 Crameriv — Von Misestiv W? test

Testovaci W? charakteristika se zabyva oblasti mezi empirickou a teoretickou

distribuéni funkci.

n 2i-11° 1
W2=S"dzi- " + 4.7
Z{ 2n } 12n 41

i=1
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4.6 Watsoniv U test

Tento test vychazi zCramerova W? testu a modifikuje ho pro rozd&leni se

specifickym tvarem distribu¢ni funkce.

U2=W?-n z7-0,5"° (4.8)

4.7 Shrnuti testi dobré shody

Testy dobré shody jsou velice narocné na cas, bez pouziti pocitace a vhodného

statistického programu je vypocet velmi zdlouhavy.

Pii pouziti statistického programu STATGRAPHICS Centurion XV je jejich
vystupem tzv. p-hodnota (p-value), na =zékladé které rozhodujeme o zamitnuti

¢i nezamitnuti nulové hypotézy.
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5 MODELY SKOD PRI ZAJISTENI

cev v /5 . v v oow vr , , . ’ sev . oo v
Zajisténi® je vV dnes$ni dob¢ Casto vyuzivany nastroj moderniho pojistovnictvi, jehoz
vyznam narustd. Mezi hlavni divody riistu vyznamu zajisténi patii zvlast¢ klimatické,

socialni a technologické zmény v poslednich desetiletich.

Zajisténi (reinsurance) je pievod casti rizika, jez prevzal pojistitel od pojisténych,
na jiného organizatora pojisténi oznacovaného jako zajistitel, kterd nema k pojisténym
zadny smluvni vztah. Tedy pojisStovna postoupi cast rizika prevzatého od pojisténych

na zajistovnu.[Cipra, 2006]

Mezi hlavni ptfinosy zajiSténi patii zvySeni kapacity pojistitele, homogenizace
pojistného kmene, stabilizace vysledkii pojistitele a rist rizikové ocisténych vynosi,
rozprostieni a diverzifikace pojistnych rizik, dosazeni finan¢nich vyhod, ziskéani
profesionalnich sluzeb zajistitele, 1ze zavadét netypické ¢i v daném prostiedi nevyzkousené
pojistné produkty. Sjednani zajiSténi miZze byt také z divodi danovych, licencnich
¢i strategickych.

Dale budou struéné¢ charakterizovany formy a typy zajisténi. Bude zndzornén vyznam
znalosti rozdéleni vySe individudlnich Skod pfi feSeni zasadnich otdzek spojenych se

zajiSténim.
5.1 Zakladni typy zajiSténi

RozliSujeme dvé formy zajisténi:

e Fakultativni

e Obligatorni

Fakultativni zajisténi je historicky star§i forma, sjednava se individualné pro
jednotlivé pojistné smlouvy. Pojistitel a zajistitel tedy zvazuji situaci pfipad od ptipadu,
prvopojistitel neni smluvné povinen danou pojistnou smlouvu k zajisténi nabidnout

a zajistitel ji neni povinen k zaji$téni pfijmout.

® Kapitola 5 podle [Cipra, 2006], [Cipra, 2004], [Pacékova, 7/2009]
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Obligatorni zajisténi se dnes vyuziva Castéji nez zajisténi fakultativni. Sjednava
se pro celé portfolio pojistnych smluv. Kdyz jsou splnény podminky ramcové zajistné

smlouvy, ma zajistitel pravo a zaroven povinnost pievzit piisluSné ¢asti rizika do zajisténi.
Pti fakultativnim a obligatornim zajisténi rozliSujeme dva zakladni typy zajisténi:

e Proporcionalni

e Neproporcionalni

5.1.1 Proporcionalni zajiSténi

Proporcionalni zajisténi je historicky star$i typ zajisténi. Pojistnd Castka, pojistné
plnéni a pojistné se deli mezi prvopojistitele a zajistitele ve smluvné sjednaném pomeéru

a limitu zajist'ovatele. V praxi se nejCasteji vyuzivaji dva typy proporcionalniho zajisténi:

a) Kvotové zajisténi (quota share reinsurance QS)

Ve kvotovém zajisténi se pojistna ¢astka S, pojistné plnéni X a pojistné P u libovolné
zajiStované pojistné smlouvy déli mezi prvopojistitele a zajistitele ve stale stejném poméru
daném smluvné sjednanou kvotou zajistitele ¢ 0<q <1 . Odpovidajici pojistna ¢astka Sz,

pojistné plnéni X7 a zajistné Pz na vrub zajistitele tak jsou: [Cipra, 2006]

S, =qx*S X,=q*X P,=qxP (5.1)

Hlavni vyhodou kvotového zajisténi je jeho administrativni jednoduchost

a nevyhodou je, Ze zajisténi se tyka i pojistnych smluv s malymi pojistnymi castkami.

b) Surplus zajisténi (excendentni zajiSténi, surplus reinsurance)

Prvopojistitel ceduje v kazdé pojistné smlouveé jen tu cast rizika, kterd presahuje
pevné sjednanou hodnotu S, stejnou pro vSechny pojistné smlouvy. Tedy zajistitel se

ucastni a kazdé pojistné smlouvé procentni sazbou, ktera odpovida poméru, v jakém
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ptekracuje pivodni pojistna ¢astka pevné sjednanou ¢astku s, nazyvanou jako viastni vrub.

[Cipra, 2006]

0 proS <s
S, =
S—s proS>s
(5.2)
0 proS <s
X, =
z (1—3Jx pros >s
S (5.3)
0 proS <s
P, =
z (1—EJP prosS >s
S (5.4)

5.1.2 Neproporcionalni zajiSténi

U tohoto typu zajisténi je podstatnd jenom vyse skuteéné vzniklych $kod. Ucast
zajistitele tedy zacind az od doptfedu dohodnuté urovné skutecné vzniklych Skod.
Prvopojistitel nese $kody do urité vyse, oznadované jako a a nazyvané priorita. Skody
presahujici prioritu hradi zajistitel. Zajistné je ur€eno nezavisle na pojistném a to vétSinou

na zéklad¢ pravdépodobnosti, ze skuteéna vyse skody ptesahne prioritu.

a) XL zajisténi (zajisténi skodniho nadmérku)
Zajisténi Skodniho nadmérku mtzeme dale rozdé€lit na dva typy.

1) Zajisteni skodniho nadmeérku jednotlivych rizik WXL/R (working excess of loss
per risk) chrani prvopojistitele pfed dopadem jednotlivych velkych Skod, aplikuje se na
kazdou pojistnou smlouvu zvlast. Oznac¢ime prioritu jako a (a>0), z pojistného plnéni X

V ramci pojistné smlouvy se na zajistitele ceduje Xz.

X 0 proX <a
7 | X-a pro X >a

(5.5)
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2) Zajisteni Skodniho nadmérku jednotlivych udalosti WXL/E (working excess of
loss cover per event) zajiStuje prvopojistitele proti kumulaci skod vzniklych v disledku

jedné skodni udalosti.

3) Zajisténi skodniho nadmérku katastrofické uddalosti CatXL (catastrophe excess of
loss) chrani prvopojistitele pred kumulaci vétstho poctu skod v dusledku jedné
katastrofické udalosti. CatXL se shoduje s WXL/E az na katastroficky charakter udalosti.

Na zajistitele se ceduje Xz.

0 prozn:xi <a

Xe=1
X - a pro» X, >a (5.6)
i=1 i=1

b) SL zajisténi (zajisténi rocniho nadmeérku)
Tento typ =zajiSténi neni pfili§ casty, je specificky a uplatiiuje se zejména
v zemédélském pojisténi. Priorita prvopojistitele se uplatituje v rdmci celoro¢niho objemu
Skod, nad ni zajistitel plni do sjednaného limitu. Priorita mize byt vyjadfena absolutni

¢astkou, nebo ma tvar mezni hranice pro Skodni prab¢h.

C) Dalsi typy neproporcionalniho zajisteni

Mezi dalsi typy neproporcionalniho zajisténi patii Umbrella cover, zajisténi druhého

rizika, zajisténi nejvysSich Skod a ECOMOR zajisténi.
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5.2 Tarifovani

Zajistné neproporcionalniho zajisténi se skladd z nettozajistného, bezpecnostni
ptirazky, spravnich nakladt, ziskové pfirazky a z nakladi spojenych s retrocesi. Zakladem
stanoveni zajistného je urCeni nettozajistného, tzv. tarifovani. Pfi tarifovani se pouzivaji

razné postupy: [Cipra, 2004]

e Burning Cost — vychazi se z minulé Skodni zkusenosti

e Model zalozeny na Paretové rozdéleni — vychdzi z minulé Skodni zkuSenosti
v kombinaci s pojistné-matematickymi modely pro vysi zajisténych skod

e Exposure Rating — vychazi ze struktury zajistovaného portfolia

e Metoda scénari — vychazi z frekvence opakovani prisluSnych pojistnych udalosti

5.2.1 Model zaloZeny na Paretové rozdéleni Skod prekracujicich prioritu

Tento model je =zalozen na metodich pojistné-matematického charakteru
a na minulych Skodnich zkusenostech a vétSinou konstruuje nettozajistné pro vyssi prioritu
pomoci extrapolace zalozené na pravdépodobnostnim modelu, ktery byl odhadnut
pro n&jakou niz$i prioritu; vyssi priorita, ktera nas zajima, trpi nedostatkem dat. Je také
nutné zohlednit predpokladany budouci vyvoj portfolia. Nazev modelu se odviji od

Paretova pravdépodobnostniho rozdé€leni, pomoci né¢hoz se modeluji vyse Skod.

Paretovo rozd€leni, zavisejici pouze najednom parametru, patii v praxi
K nejpouzivangj§im. Navic se tato metoda casto aplikuje v grafické podobé pomoci

tabelovanych kiivek. [Cipra, 2004]

Paretovo rozdéleni skod X,, které jsou vyssi jako priorita a, je vyjadieno distribucni

funkci (zde vyjadieno evropskym zplisobem)

b
Fa(x)=1—(9) , X>a
X (5.7)
a hustotou pravdépodobnosti
b
fa(x)zb'bi , x>a
X (5.8)
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Parametr b je nutné odhadnout na zakladé znamych $kod béhem urc¢itého casového
intervalu (napft. kalendainiho roku). Hodnotu tzv. observation point OP zvolime nizsi nez
je priorita a, protoze je $kod, prekracujicich vysokou prioritu malo. Skody piekracujici OP

ozna¢ime X 551, Xgp 5100y Xop - J€jich rozdéleni je Paretovo rozdéleni s distribu¢ni funkci

Fop(X)=1— (OXPJ x>OP (5.9)

a maximalné vérohodny odhad parametru b je dany vztahem

P LU
Zln( OPlj
= (5.10)

5.2.2 Postup stanoveni nettozajistného pri WXL/R zajiSténi

Pouzije se model zalozeny na Paretové rozdéleni a nettozajistné se rovna soucinu
pramérného poctu Skod (ptekracujicch prioritu @) a primérné vyse skod X, (prekracujicich

priritu a). [Pacakova, 7/2009]

Z minulych udaju I1ze odhadnout pouze primérny pocet Skod LF(OP) nad hodnotou

OP, pro vyssi prioritu a se musi pouzit extrapolace.

LF(a)=LF(OP)-P(Xgp)a)=LF(OP)-(1-Fy(a))=LF(OP)- anpj

LF (OP).- OPbla (RL™®-1)  pro b=l

LF(OP)-OP-InRL pro b=1

Dale je nutné urcit stfedni hodnotu pojistnych plnéni zajistovatele, ktery v daném
roce plati Skodu nad prioritou a do vySe limitu L:
a+L

EXL = j(x a)- f, (x)dx+ jl_ f (x)dx =

a+L

{1 b(Rl_1b -1) pro b=l

a-InRL pro b=1
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a+L

kde RL= je relativni délka vrstvy (relative layer). Potom pro vypocet nettozajistného
dostaneme vztah
b & b
RP—LE a -EXL— LF(OP)-OP -E(RL -1) pro b=l
LF(OP)-OP-InRL pro b=1

Pareto distribution functions

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Horna priorita

Dolna priorita

Obrazek 9 - Distribuéni funkce Paretova rozdéleni pravdépodobnosti [Paciakova, 7/2009]
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Pareto distributions: expected excess loss
P
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\\\\\ \ \\\
\ N \\ \\\iﬁl
§§\\\ T~ \\ —
>~ ~ — a6
03 NS —"
! SN I~ T \\\ 1.0
0,2 SN
' —— 14
0,1 ————1 15 1.8
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priorita + limit
priorita

Obrazek 10 - O¢ekavany §kodovy nadmérek pro rizné parametry b [Pacakova, 7/2009]

5.2.3 Grafické stanoveni nettozajistného pri WXL/R zajiSténi

Nettozajistné lze graficky stanovit na zékladé kiivek z obrazku 9 a obrazku 10.
Je nutné znat parametr b Paretova rozdéleni, limit zajistovatele L a prioritu a. Z téchto

udajl lze urcit primérnou S$kodovou frekvenci a primérnou $kodu nad prioritou a.

Odhad parametru b 1ze uré¢it dvéma zpusoby. Podle [Cipra, 2004] se aplikuje ad hoc
hodnota ovéfend praktickymi zkuSenostmi s podobnymi zajiStovanymi portfolii. Napf.
WXL/R zajisténi pozarnich vcetné zivelnich rizik miva b vrozmezi od 1,0 do 2,5
(specialné pro pojisténi primyslovych rizik kolem 1,2 a pro pojisténi majetku obyvatelstva
od 1,8 do 2,5), CatXL zajisténi miva b kolem 1,0 (specialné pro riziko zemétieseni kolem
0,8 a pro riziko vichfic v Evropé 1,3). Druhym zpuisobem uréeni parametru b je pouZiti

hodnoty parametru odhadnuté z minulych dat prvopojistitele podle vztahu (5.10).
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» Prakticka ukdazka: stanoveni nettozajistného pii WXL/R zajiSténi

Ukolem je najit nettozajistné v K& pro pii§ti rok pro zajistné smlouvy WXL/R
s parametry a = 300 000 a L = 500 000. Odhadem parametru b Paretova rozdéleni je
hodnota 1,2 (jednd se 0 pojisténi prumyslovych rizik). Zname primérnou S$kodovou
frekvenci Skod, které piekracuji hodnotu OP=100 000, ktera je LF(100 000) = 2,5.

Nejdiive se uréi Skodova frekvence pro Skody piesahujici prioritu a =300 000.

Pomoci kiivek na obrazku 2 se uréi pro pomeér a . 300000

OP 100000

= 3 pravdépodobnost

P(X, <300000) =0,73
LF(300000) = P(X, >300000)-2,5 = (1-0,73)-2,5=0,675

Déle se urci stfedni hodnota Skod, které ptesahuji prioritu a. Pomoci kiivek

a+L 300000+500000
300000

hodnotu 0,53. Potom tuto hodnotu vynasobime limitem =zajistovatele L, tedy

0,53-L =0,53-500000 = 265000 a dale se vypocte nettozajistné.

na obrazku 3 pro hodnotu relativni vrstvy =2,67 najdeme

NZ = LF(300000)-265000 = 0,675-265000 =178875

Nettozajistné je v tomto piipadé 178 875 K&.
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5.3 Modelovani §kod v programu STATGRAPHICS Centurion XV

Z redlnych udaji vySe individualnich Skod pifi havarijnim pojisténi pojistovna

postoupi skody vyssi jako 100 000 K¢ do zajisténi. Jedna se tedy o 9 nejvyssich Skod

z tabulky 8 (zvyraznény tu¢né).

Tabulka 8 - Vyse individualnich $kod p¥i neZivotnim pojisténi v K¢ [Pacakova, 3/2007]

501

1887

3618

6122

9253 | 12456 1518920987

27201

39617

49763

76147

123075

687

2115

4000

6950

9324 112657 |16525 |22853

27344

39854

54977

82348

135804

935

2251

4217

7168

1021713334 1745023754

28606

40867

57487

84714

165259

1012

2796

4559

7254

1047813789 18900 (25730

30950

41155

59145

93375

189872

1147

2916

4720

7543

11248 14014 119384 | 25748

31196

43237

61038

94310

285750

1557

3173

5185

8450

12028 {14533 | 19543 | 26606

32536

46759

64874

104030

578486

1758

3464

5674

9123

12421 {14657 | 20414 | 26621

36171

46879

67488

117160

648748

Zjistime jednotlivé charakteristiky pro soubor §kod nad 100 000 (obrazek 11).

Summary Statistics for x_100000

Count 9
Average 260909,
Standard deviation 207970,
Coeff. of variation [79,7095%
Minimum 104030,
Maximum 648748,
5/6 sextile 578486,
Skewness 1,38901
Kurtosis 0,375071

Obrazek 11 - Charakteristiky vySe §kod nad 100 000

[vystup z programu Statgraphics Centurion XV]
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Pro modelovani pouzijeme Paretovo rozdéleni se dvéma parametry. Ze zkuSenosti je

zname, ze toto rozdéleni vyborné modeluje i vysoké skody. Podle obrazku 12 vétSina

z 9 nejvyssich skod kopiruje ptimku Q-Q grafu Paretova 2- parametrického rozd¢leni.

(X100000,)

8

WXL R
~

Quantile-Quantile Plot

0

Distribution
—— Pareto (2-Parameter)

Obrazek 12 - Q-Q graf porovnani shody s 2 — parametrickym Paretovym rozdélenim

frequency

18

15

=
N

[vystup z programu Statgraphics Centurion XV]

Histogram for WXL R

Distribution
—— Pareto (2-Parameter

I |
0 4 8
WXL R (X 100000,)

Obrazek 13 - Histogram porovnani shody s 2 - parametrovym Paretovym rozdélenim

[vystup z programu Statgraphics Centurion XV]

Na obrazku 13 je histogram pro zminénych 9 Skod, opét je vidét, ze Paretovo

rozdéleni je vhodnym pravdépodobnostnim modelem. Déle bude ovéfeno K-S testem

dobré shody.

65



Na obrazku 14 je vidét, ze Paretovo rozdéleni vySe skod nad 100 000 K¢ z tabulky 8

je dvouvrcholové.

Density Trace for WXL R
(X 0,000001)
3

25 =
2 =

15 =

density

05 =

o E. . . . =
(0] 2 4 6
WXL R

8
(X 100000,)

Obriazek 14 - Paretovo rozdéleni vyse Skod

[vystup z programu Statgraphics Centurion XV]

Vystup ze systému STATGRAPHICS Centurion XV na obrazku 15 prezentuje
vysledek K-S testu. Pokud hodnota P-Value piekro¢i stanovenou hladinu vyznamnosti
0,05, ptijmeme hypotézu, Ze piedpokladané rozdéleni pravdépodobnosti je rozdélenim
souboru Skod nad 100 000 K¢. V tomto ptipadé je hodnota P-Value rovna 0,988383.
Muzeme tedy S vysokou pravdépodobnosti konstatovat, ze Skody presahujici hodnotu

100 000 K¢ maji Paretovo rozdéleni pravdépodobnosti.

Goodness-of-Fit Tests for x_100000
Kolmogorov-Smirnov Test
Pareto (2-Parameter)

DPLUS 0,141291
DMINUS ]0,131977
DN 0,141291
P-Value 0,988383

Obrazek 15 - Kolmogoroviiv-Smirnoviiv test dobré shody

[vystup z programu Statgraphics Centurion XV]
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6 PRAVDEPODOBNOSTNI MODELOVANI SKOD
POMOCI SYSTEMU STATGRAPHICS CENTURION XV

V této kapitole je prezentovan postup modelovani vyse Skod pomoci statistického
programového systému STATGRAPHICS Centurion XV. Modelovani vyse skod

v programu Microsoft Excel je uvedeno v kapitole 3.4.

Pfi havarijnim pojisténi motorovych vozidel je znamo 91 poslednich individualnich
Skod, které jsou uvedeny v tabulce9. Pomoci statistického programu Statgraphics

Centurion XV ur¢ime zakladni vlastnosti statistického souboru.

Tabulka 9 - Vy$e individualnich §kod pfi neZivotnim pojisténi v K¢ [Pacakova, 3/2007]

501 | 1887 | 3618 | 6122 | 9253 (12456 |15189 20987 |27201|39617 49763 |76147 (123075

687 | 2115 | 4000 | 6950 | 9324 12657 |16525 |22853 |27344 |39854 54977 (82348 |135804

935 | 2251 | 4217 | 7168 | 10217 |13334|17450|23754 | 28606 |40867 |57487 |84714 (165259

1012 | 2796 | 4559 | 7254 |10478|13789|18900|25730|30950 |41155 59145 93375 |189872

1147 | 2916 | 4720 | 7543 1124814014 19384 2574831196 |43237 {61038 |94310 |285750

1557 | 3173 | 5185 | 8450 (12028 |14533 19543 |26606 |32536 |46759 | 64874 [104030/578486

1758 | 3464 | 5674 | 9123 |12421|14657 | 2041426621 | 36171 |46879 |67488 117160|648748
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6.1 Zakladni charakteristiky nahodného vybéru

Pred dalsi analyzou je nutné nejprve urCit zakladni charakteristiky individudlnich

Skod. Souhrn charakteristik vidime na obrazku 16.

Summary Statistics for x
Count 91

Average 47111,2
Standard deviation 97044,1
Coeff. of variation | 205,989%

Minimum 501,0
Maximum 648748,
Range 648247,
Skewness 4,78349
Kurtosis 25,6725

Obrazek 16 - Zakladni charakteristiky

[vystup z programu Statgraphics Centurion XV]

e Pocet individudlnich Skod je 91

e Primérna vysSe Skody je 47111,2 K¢&

e Smérodatnéd odchylka je 97044,1 K¢

e Variacni koeficient je 205,989%

e  Minimalni vySe Skody je 501 K¢ a maximalni vySe Skody je 648748 K¢&

o Koeficient Sikmosti je 4,78 a koeficient Spicatosti je 25,67

Pomoci téchto vybé&rovych charakteristik miZeme usuzovat, Ze rozdéleni Skod je

pravostranné, s Vysokou variabilitou, coz signalizuje vyskyt extrémnich hodnot.
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Na obrazku 17 a 18 jsou pomoci bodového grafu a histogramu znazornény vyse skod.
Nejvice skod je v intervalu <0, 100 000>. Na obrazku 17 jsou viditelné dvé odlehlé skody,
které jsou z intervalu <500 000, 700 000>.

Scatterplot
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e
0 2 4 = =3
V& Skod (100000, )
Obriazek 17 - Bodovy graf vySe §kod
[vystup z programu Statgraphics Centurion XV]
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Obrazek 18 - Histogram vySe Skod

[vystup z programu Statgraphics Centurion XV]
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Na obrazku 19 z tvaru krabicového grafu vyplyva znac¢na asymetrie vyse skod a je

zfejmy 1 vyskyt extrémnich $kod.

Box-and-YWhisker Plaot

4
Vige gkod

Obrazek 19 - Krabicovy graf vyse §kod

[vystup z programu Statgraphics Centurion XV]

8
(+ 100000 )

V tabulce 10 je rozdéleni 91 Skod do 8 intervali. Nejvice $kod ma hodnotu

v modalnim intervalu mezi 0 K¢ a 8 750 K¢ (27 skod) a dalsi pocetny interval je od 8 750

0 pravostranném zeSikmeéni rozdéleni.

v

Tabulka 10 - Frequency tabulation [vystup z programu Statgraphics Centurion XV]

Lower | Upper Relative | Cumulative | Cum. Rel.

Class| Limit Limit | Midpoint | Frequency | Frequency | Frequency | Frequency
at or below| 0,0 0 0,0000 0 0,0000
1 0,0 8750,0 | 4375,0 27 0,2967 27 0,2967
2 8750,0 |17500,0| 13125,0 18 0,1978 45 0,4945
3 17500,0 [26250,0 21875,0 9 0,0989 54 0,5934
4 26250,0 [35000,0/ 30625,0 8 0,0879 62 0,6813
5 35000,0 [43750,0] 39375,0 6 0,0659 68 0,7473
6 43750,0 |52500,0| 48125,0 3 0,0330 71 0,7802
7 52500,0 [61250,0/ 56875,0 4 0,0440 75 0,8242
8 61250,0 [70000,0| 65625,0 2 0,0220 77 0,8462
above |70000,0 14 0,1538 91 1,0000
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6.2 Rozdéleni pravdépodobnosti

Ve statistickém programovém baliku STATGRAPHICS Centurion XV miizeme najit
Sirokou nabidku rozdéleni pravdépodobnosti, které miizeme pouzit pii hledani rozdé¢leni
s dobrou shodou s nasimi empirickymi daty. Tuto shodu mtzeme ovéfovat pomoci testl

dobré shody s libovolnym rozdélenim ze 45 rozdé€leni pravdépodobnosti v této nabidce.
Dale ukdzeme postup testli dobré shody pii hledani rozd€leni vyse individualnich

Skod pfi havarijnim pojisténi na zéklad¢ udaji v tabulce 9. Podle vysledkli podkapitoly 6.1

budeme ovéfovat shodu s pravostrannymi rozdélenimi, popsanymi v kapitole 2. Vyuzijeme

pfi tom testovaci kriteria, které jsme popsali v kapitole 4.

Pro vybér vhodného pravdépodobnostniho modelu vyuzijeme nejdiiv grafické

vystupy systému STATGRAPHICS Centurion XV.

6.2.1 Gama rozdéleni pravdépodobnosti

Pravostranné rozdéleni pravdépodobnosti, které by mohlo byt vhodné pro modelovani
Skod, je gama rozdéleni. Na obrazku 20 je vidét, ze skody dobie kopiruji ptimku v Q-Q

grafu.

Quantile-Quantile Plot

(% 100000,
3 i i i i = Distribution

— Gamma

wyde Skod
=

o 2 4 B

g
Gamrna distribution (% 100000 )

Obrazek 20 - Q-Q graf porovnani shody s gama rozdélenim

[vystup z programu Statgraphics Centurion XV]
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Také na obrazku 21 pomoci histogramu mtzeme usuzovat na dobrou shodu rozdéleni

Skod s rozdélenim gama.

Histogram for wse $kod

Distribution
—— Gamma

60
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frequency
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o
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wie skod (X 100000,)

Obrazek 21 - Histogram porovnani shody s gama rozdélenim

[vystup z programu Statgraphics Centurion XV]

6.2.2 Exponencialni rozdéleni pravdépodobnosti

Na obrazku 22 je vidét, jak jednotlivé Skody v Q-Q grafu kopiruji ptimku
exponencialniho rozdéleni pravdépodobnosti. Malé Skody leZi na pfimce, ovSem velké
Skody se od pfimky odchyluji smérem nahoru, co signalizuje, ze exponencialni rozdéleni

ma kratky pravy konec a nemodeluje dobie nejvyssi Skody.

Cuantile-Quantile Plot

(* 100000,
é F ' j ' = Distribution
L 1 —— Exponential
s L ]
T [ ]
]
% F 4
i 4 = -
*n L ]
>
- L ]
2 — —
0k ) 1 . L
0 2 4 B g
(% 100000,)

Exponential distribution

Obriazek 22 - Q-Q graf porovnani shody s exponencialnim rozdélenim

[vystup z programu Statgraphics Centurion XV]
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Jak je vidét na obrazku 23, je prakticky nemozné pomoci exponencialniho modelu
odhadnout pravdépodobnosti pro velmi vysoka pojistna plnéni, jejichz znalost ma pro
pojistovnu velky vyznam. Kromé toho shoda s empirickym rozdélenim neni dobra ani na
intervalech nejnizsich skod. Proto exponencialni rozdéleni zfejmé nebude vhodné pro tento

soubor skod.

Histogram for x
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Obrazek 23 - Histogram porovnani shody s exponencialnim rozdélenim

[vystup z programu Statgraphics Centurion XV]

6.2.3 Lognormalni rozdéleni pravdépodobnosti

Podle obrazku 24 mizeme ptredpokladat, Ze soubor $kod ma lognormalni rozdéleni

pravdépodobnosti. Jednotlivé Skody velmi dobie kopiruji pfimku lognormalniho rozdéleni.

Cluantile-Quantile Flot

100000,
* é Distribution

—— Lognormal

Wyse Skod
i
R e o

a . L .
1] 2 4
Lognarmal distribution

g
¢ 100000 )

Obriazek 24 - Q-Q graf porovnani shody s lognormalnim rozdélenim

[vystup z programu Statgraphics Centurion XV]
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Také obrazek 25 potvrzuje az na interval nejnizsich Skod dobrou shodu empirickych

dat s lognormalnim rozdélenim pravdépodobnosti.

Histogram for w$e $kod
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Obrazek 25 - Histogram porovnani shody s lognormalnim rozdélenim

[vystup z programu Statgraphics Centurion XV]

6.2.4 Vybér rozdéleni pravdépodobnosti

Statisticky programovy systém STATGRAPHICS Centurion XV umoziuje i vizualni
porovnani vhodnosti zvolenych pravdépodobnostnich modeli. Podle obrazku 26 miizeme
povazovat za nejvhodnéj$i pro soubor Skod lognormalni rozdéleni. Naopak nejhorsi

rozdéleni pro soubor Skod je rozdéleni exponencialni.

Quantile-Quantile Plot
(X 100000,)
8

- T T T - Distribution
i 1 — Exponential
L { — Gamma
6 71 — Lognormal
< a4l ]
2+ _
okt . . . T

8
Exponential distribution (X 100000,)

Obrazek 26 - Q-Q graf pro vybrana rozdéleni

[vystup z programu Statgraphics Centurion XV]
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Stejny zavér vyplyva z obrazku 27 a Ize tedy konstatovat, ze pro modelovani skod pii
havarijnim pojisténi motorovych vozidel je nejvhodnéjsi lognormalni rozdé€leni
pravdépodobnosti. V dalsi ¢asti bude ovéfeno testy dobré shody, zda je tato hypotéza

spravna.

Histogram for x
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Obrazek 27 - Histogram pro vybrana rozdéleni

[vystup z programu Statgraphics Centurion XV]

6.3 Testovani dobré shody empirického a teoretickych rozdéleni

Dale pomoci testd dobré shody (Goodness-of-Fit Tests) ovétime, zda zvolené
rozdéleni pravdépodobnosti dobfe modeluje empiricky soubor $kod. STATGRAPHICS
Centurion XV nabizi 7 testi dobré shody, které jsou podrobné popsany v kapitole 4.

6.3.1 Pearsontuv xz test dobré shody

Pomoci y* testu je testovana shoda empirického rozd&leni pravd&podobnosti
s predpokladanym teoretickym rozd€lenim pravdépodobnosti. Na obrazku 28 jsou
vysledky »* testu pro tfi typy rozd&leni pravdépodobnosti. Pokud hodnota P-Value
nepiekro¢i stanovenou hodnotu 0,05, zamitame piedpoklad, ze dané rozdéleni
pravdépodobnosti je rozdélenim zakladniho souboru $kod. Cim vice se hodnota P-Value
blizi k hodnoté 1, tim 1épe se toto rozdeleni blizi skute€nému rozdéleni zékladniho souboru

Skod.
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Proto lze dle vysledki y° testu potvrdit, Ze lognormalni rozdé&leni je nejlepsim
rozdélenim pravdépodobnosti vySe Skod pfi havarijnim pojisténi, nebo ma nejvyssi

hodnotou P-Value = 0,962407.

Goodness-of-Fit Tests for x
Chi-Squared Test

Exponential Gamma Lognormal
Chi-Squared 16,9477 6,24702 1,45532
D.f. 9 8 6
P-Value 0,0495408 0,619584 0,962407

Obrazek 28 - Pearsoniiv y test dobré shody

[vystup z programu Statgraphics Centurion XV]

6.3.2 Kolmogoroviv-Smirnoviv test dobré shody

Pro ovéfeni dobré shody pouzijeme také K-S test, ktery by mél potvrdit vysledek
ptredesiého testu. Dle vystupu na obrazku 29 i v tomto piipade¢ je hodnota P-Value nejvyssi
u lognormalniho rozdé¢leni a to 0,993747. Muzeme proto piedpokladat, vyse Skod pii
havarijnim  pojiSténi motorovych vozidel se tidi lognormalnim rozdélenim
pravdépodobnosti s parametry podle vystupu na obrazku 30. Pro odhad paramet
testovanych rozdéleni STATGRAPHICS Centurion XV vyuzivda metodu maximalni

veérohodnosti.

Goodness-of-Fit Tests for x
Kolmogorov-Smirnov Test

Exponential Gamma Lognormal

DPLUS 0,197029 0,114392 0,0251554
DMINUS 0,0306453 0,0546427 0,044485
DN 0,197029 0,114392 0,044485
P-Value 0,00170844 0,184887 0,993747

Obrazek 29 - Kolmogoroviv-Smirnoviiv test

[vystup z programu Statgraphics Centurion XV]
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91 values ranging from 501,0 to 648748,

Fitted Distributions

Lognormal

mean =50171,2

standard deviation = 139352,

Log scale: mean = 9,74069

Log scale: std. dev. = 1,4714

Obrazek 30 - Odhad parametri lognormalniho rozdéleni

dat s timto rozdélenim.

[vystup z programu Statgraphics Centurion XV]

Chi-Squared Test

Goodness-of-Fit Tests for x

Na obrazku 31 je vystup dvou testd dobré shody s lognormalnim rozdé&lenim
pravdépodobnosti S maximaln¢ vérohodnymi odhady parametri, uvadénymi v tabulce

na obrazku 31. Oba testy na zaklad€ hodnot P-Value potvrzuji dobrou shodu empirickych

Lower Upper Observed Expected
Limit Limit Frequency | Frequency | Chi-Squared
at or below 10000,0 30 32,69 0,22
10000,0 | 20000,0 18 16,82 0,08
20000,0 | 30000,0 11 9,67 0,18
30000,0 | 40000,0 6 6,31 0,01
40000,0 | 50000,0 6 4,43 0,55
50000,0 | 60000,0 3 3,28 0,02
60000,0 | 70000,0 3 2,51 0,09
70000,0 | 90000,0 3 3,58 0,09
above 90000,0 9 10,39 0,19

Chi-Squared = 1,45532 with 6 d.f. P-Value = 0,962407

[vystup z programu Statgraphics Centurion XV]

Kolmogorov-Smirnov Test

Lognormal

DPLUS 0,0251554
DMINUS 0,044485
DN 0,044485
P-Value 0,993747
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Znalost rozdéleni pravdépodobnosti individudlnich Skod je pro pojistovnu velmi
uzitena, protoze umoznuje zjisténi pravdépodobnosti libovolného intervalu moznych Skod
a urCeni percentilti $kod. Statisticky balik STATGRAPHICS Centurion XV ma k tomuto
cili v nabidce dvé procedury, a to Tail Areas pro ureni hodnot distribu¢ni funkce

a Critical Values pro urceni kvantilt.

Tail Areas for x
Lognormal distribution

X Lower Tail Area (<) Upper Tail Area (>)
10000,0 0,359256 0,640744
20000,0 0,544051 0,455949
50000,0 0,768336 0,231664
100000, 0,885794 0,114206
150000, 0,930566 0,0694336

Obrazek 32 - Hodnoty distribu¢ni funkce a k ni opacné pravdépodobnosti

[vystup z programu Statgraphics Centurion XV]

Ve vystupu na obrazku 32 jako Lower Tail Areas jsou uvedeny hodnoty distribu¢ni
funkce F(x) pro zvolené vyse Skod X a také pravdépodobnosti opacné, tedy 1-F(x) pro
kazdou zvolenou hodnotu X. Napf. s pravdépodobnosti 0,885794 budé skoda pti havarijnim
pojisténi nizsi jako 100 000 K¢ a s pravdépodobnosti 0,114206 vyssi. Pravdépodobnost
libovolného intervalu moznych $kod dostaneme jako rozdil hodnoty distribu¢ni funkce
v horni a dolni hranici. Napfiklad pravdépodobnost, ze vyse Skody bude z intervalu od
50 000 K¢ do 100 000 K¢ je 0,885794 - 0,768336, tedy 0,044772.

Critical Values for x

Lower Tail Area (<=) | Lognormal
0,05 1510,9
0,25 6299,65
0,5 16995,3
0,75 45850,4
0,99 521091,

Obrazek 33 - Kvantily rozdéleni vyse skod

[vystup z programu Statgraphics Centurion XV]
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Pro pojistovnu je stejné uziteCna znalost kvantili, napt. percentilli rozdéleni vyse
Skod. Nékteré obsahuje vystup na obrazku 33. Napft. s pravdépodobnosti 0,05 vyse Skody
nepiesahne hodnotu 1 510,9 K¢, s pravdépodobnosti 0,75 Skody nebudou vyssi nez
45 850,4 K¢, s pravdépodobnosti 0,99 individualni Skoda nebude vyssi jako 521 091 K¢.
Takové informace jsou pro pojistovnu nutné napi. pti rozhodovani o moznych formach
spolutiasti a zptisobu zajisténi.

Znalost rozdéleni pravdépodobnosti vyse individualnich skod je nutna pii modelovani
vyse celkovych pojistnych plnéni pojistovny za rok, tzv. kolektivniho rizika, kde tvofi
jednu ze zékladnich slozek. Znalost kolektivniho modelu rizika je zakladem ke stanoveni

pojistného a vyse rezerv nezivotni pojistovny.
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ZAVER

V predklddané diplomové praci jsou uvedena zakladni teoretickd a aplikacni
vychodiska pravdépodobnostniho modelovani vyse individudlnich Skod. Diplomovéa prace
vychdzi z metod moderni pojistné matematiky, statistiky a teorie rizika v ramci
nezivotniho pojisténi.

Obsah diplomové prace je v souladu se stanovenym cilem v uvodu prace. Cilem této
diplomové prace je hlavné ukdzka moznosti praktické aplikace metod teorie rizika pfi
pravdépodobnostnim modelovani vyse individudlnich Skod na zéklad¢ znalosti realnych

vybérovych dat, s vyuzitim programii Microsoft Excel a statistického programového

systému STATGRAPHICS Centurion XV.

Prace obsahuje strucény ptehled, definice a zakladni vlastnosti rozdé¢leni
pravdépodobnosti, které se v soucasné dobé& nejcastéji pouzivaji pro modelovani vyse
individudlnich Skod. V praci jsou vysvétleny a provedeny odhady parametrii zvolenych
pravdépodobnostnich modeli metodou maximalni vérohodnosti a metodou momentti. Déle
byla testovana shoda zvolenych pravdépodobnostnich modeli a empirickych rozdéleni

pomoci testl dobré shody.

Pro realné udaje vySe Skod pfi havarijnim pojiSténi motorovych vozidel byly zjistény
zakladni charakteristiky, bylo nalezeno rozdéleni pravdépodobnosti, odhadnuty parametry,
provedeny testy dobré shody, byly zjiStény pravdépodobnosti libovolnych intervalt
moznych Skod a byly ur€eny percentily Skod.

Na zéklad¢ vysledkl ze statistického programového systému STATGRAPHICS
Centurion XV lze konstatovat, Ze pro modelovani individudlni vySe Skod pii havarijnim
pojisténi motorovych vozidel je nejvhodnéj$i lognormalni rozdé€leni pravdépodobnosti
S parametry, odhadnutymi metodou maximalni vérohodnosti. Toto rozdéleni bylo
potvrzeno i Pearsonovym XZ testem a Kolmogorovovym — Smirnovovym testem. Déle bylo
zjisténo, ze Skody, které jsou vyssi nez 100 000 K¢ a pojistovna uvazuje o jejich vhodném

zajisténi, nejlépe modeluje Paretovo dvou parametrické rozdéleni pravdépodobnosti.

Diplomovd prace je nazornou ukazkou mozZnosti vyuZziti statistického

programového systému STATGRAPHICS Centurion XV v ramci nezivotniho pojisténi.
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PRILOHY



Ptiloha 1 — Odvétvi a skupiny poj isténi®
Cast A

Odvétvi Zivotnich pojisténi
L. Pojisténi
smrti, spojenych zivotl, s vyplatou zaplacené¢ho pojistného,
b) diichodu,
C) pojisténi urazu nebo nemoci jako dopliikové pojisténi k pojisténi podle této Casti.
II. Svatebni pojisténi nebo pojisténi prostiedkli na vyzivu déti.
II1. Pojisténi uvedend v bod¢ I pism. a) a b) a bod¢ II, kterd jsou spojena s investi¢énim
fondem.

IV. Trvalé zdravotni pojisténi podle €l. 2 odst. 1 pism. d) smérnice Evropského parlamentu

a Rady 2002/83/ES upravujici Zivotni pojisténi®.

V. Kapitalizace piispévki hrazenych skupinou pfispévateld a nasledné rozdélovani
akumulovanych aktiv mezi pfeZivsi pfispévatele nebo mezi osoby opravnéné po zemielych

prispévatelich.

VI. Umotovani kapitdlu zaloZené na pojistné matematickém vypoctu, jimiz jsou proti
jednordazovym nebo periodickym platbAm dohodnutym ptfedem pfiijaty zavazky se

stanovenou dobou trvani a ve stanovené vysi.
VII. Sprava skupinovych penzijnich fondl, ptipadné vcetné pojisténi zabezpecujiciho
zachovani kapitalu nebo platbu minimélniho urokového vynosu.

VIII. Cinnosti podle ¢l. 2 odst. 2 pism. e) smérnice Evropského parlamentu a Rady

2002/83/ES upravujici Zivotni pojisténi®.

IX. Pojisténi tykajici se délky lidského Zivota, které je upraveno pravnimi piedpisy z
oblasti socialniho pojiSténi, pokud zdkon umoZiuje jeho provadéni pojistovnou na jeji

vlastni ucet.

® P¥iloha 1 podle Zakona &. 277/2009 Sb., o pojistovnictvi



Cast B
Odvétvi nezivotnich pojisténi
1. Urazové pojisténi
a) s jednorazovym plnénim,
b) s pInénim povahy néhrady Skody,
¢) s kombinovanym plnénim,
d) cestujicich.
2. Pojisténi nemoci
a) s jednorazovym plnénim,
b) s plnénim povahy nahrady Skody,
¢) s kombinovanym plnénim,
d) soukromé zdravotni pojisténi.
3. Pojisténi Skod na pozemnich dopravnich prostiedcich jinych nez draznich vozidlech
a) motorovych,
b) nemotorovych.
4. Pojisténi Skod na draznich vozidlech.
5. Pojisténi Skod na leteckych dopravnich prostiedcich.
6. Pojisténi Skod na plavidlech
a) ficnich a priplavovych,
b) jezernich,
¢) namotnich.

7. Pojisténi piepravovanych véci véetné zavazadel a jiného majetku bez ohledu na pouzity

dopravni prostiedek.
8. Pojisténi Skod na majetku jiném nez uvedeném v bodech 3 az 7 zpisobenych

a) pozarem,



b) vybuchem,

¢) vichfici,

d) pfirodnimi zivly jinymi nez vichfici (napft. blesk, povoden, zéplava),
e) jadernou energii,

f) sesuvem nebo poklesem pidy.

9. Pojisténi jinych Skod na majetku jiném nez uvedeném v bodech 3 az 7 vzniklych
krupobitim nebo mrazem, anebo jinymi pojistnymi nebezpecimi (napf. loupezi, kradezi
nebo Skody zplsobené lesni zvéti), nejsou-li tato zahrnuta v bod¢ 8, véetné pojisténi Skod

na hospodaiskych zvitatech zptisobenych ndkazou nebo jinymi pojistnymi nebezpecimi.
10. Pojisténi odpovédnosti za Skodu vyplyvajici

a) z provozu pozemniho motorového a jeho ptipojného vozidla,

b) z ¢innosti dopravce,

¢) z provozu drazniho vozidla.

11. Pojisténi odpoveédnosti za Skodu vyplyvajici z vlastnictvi nebo uziti leteckého

dopravniho prostfedku, véetné odpoveédnosti dopravce.

12. Pojisténi odpoveédnosti za Skodu vyplyvajici z vlastnictvi nebo uziti fi¢niho,

pruplavového, jezerniho nebo namoiniho plavidla, véetné odpoveédnosti dopravce.

13. VSeobecné pojisténi odpovédnosti za Skodu jinou nez uvedenou v odvétvich €. 10 az 12
a) odpovédnost za Skodu na Zivotnim prostiedi,

b) odpovédnost za Skodu zplisobenou jadernym zafizenim,

¢) odpovédnost za Skodu zpisobenou vadou vyrobku,

d) ostatni.

14. Pojisténi uvéru

a) obecna platebni neschopnost,

b) vyvozni Gver,

¢) splatkovy uver,



d) hypotec¢ni uvér,

e) zemedélsky uvér.

15. Pojisténi zaruky (kauce)

a) ptimé zaruky,

b) nepiimé zaruky.

16. Pojisténi riznych finanénich ztrat vyplyvajicich
a) z vykonu povolani,

b) z nedostatecného piijmu,

¢) ze Spatnych povétrnostnich podminek,
d) ze ztraty zisku,

e) ze stalych naklada,

f) z neptfedvidanych obchodnich vydaju,
g) ze ztraty trzni hodnoty,

h) ze ztraty pravidelného zdroje ptijmu,

1) z jiné nepiimé obchodni finan¢ni ztraty,
j) z ostatnich finan¢nich ztrat.

17. Pojisténi pravni ochrany.

18. Pojisténi pomoci osobam v nouzi béhem cestovani nebo pobytu mimo mista svého

bydliste, vEetné pojisténi finan¢nich ztrat bezprostiedné souvisejicich s cestovanim.



Cast C
Skupiny nezivotnich pojisténi
a) ,,Pojisténi irazu a nemoci* pro odvétvi uvedend v ¢asti B bodech 1 a 2,

b) ,,Pojisténi motorovych vozidel* pro odvétvi uvedend v ¢asti B bodu 1 pism. d), bodech

3, 7a10,

¢) ,,Namoini a dopravni pojisténi pro odvétvi uvedena v ¢asti B bodu 1 pism. d), bodech

4,6,7al2,
d) ,,Letecké pojisténi® pro odvétvi uvedena v ¢asti B bodu 1 pism. d), bodech 5, 7a 11,

e) ,,Pojisténi proti pozaru a jinym majetkovym Skodadm* pro odvétvi uvedena v ¢asti B

bodech 8 a9,
f) ,,Pojisténi odpoveédnosti za Skody* pro odvétvi uvedena v ¢asti B bodech 10, 11, 12 a 13,
g) ,,Pojisténi uveru a zaruky* pro odvétvi uvedena v ¢asti B bodech 14 a 15,

h) ,,Souhrnné nezivotni pojisténi* pro vSechna odvétvi uvedena v ¢asti B bodech 1 az 18.



Ptiloha 2 — Kritické hodnoty x* - rozd&leni’

DEGREES OF

FREEDOM X300 X %50 X'e2s X%10 X %05
i 2.70554 3.64146 5.02389 6.63490 7.87944
2 4.60517 5.99147 7.3777 9.21034 10.5966
3 6.25139 7.81473 9.34840 11.3449 12.8381
4 | 7.77944 9.4877" 11.1433 13.2767 14.8602
5 . 9.23635 11.0705 12.8325 15.0863 16.7496
6 [ 10.6446 12.5916 14.4494 16.8119 18.5476
7 12.0170 14.0671 16.0128 18.4753 20.2777
8 13.3616 15.5073 17.5346 20.0902 21.9550
9 14.6837 16.9190 19.0228 21.6660 23.5893
10 15.9871 18.3070 20.4831 23.2093 25.1882
11 17.2750 19.6751 21.9200 24.7250 26.7569
12 18.5494 21.0261 23.3367 26.2170 28.2995
13 15.8119 22.3621 24.7356 27.6683 29.8194
14 21.0642 23.6848 26.1190 29.1413 31.3193
15 22.3072 24.9958 27 4884 30.577 32.8013
16 23.5418 26.2962 28.8454 31.9999 34,2672
17 24.7690 27.5871 30,1910 33.4087 35.7185
18 25.9894 28.8693 31.5264 34.8053 37.1564
19 27.2036 30.1435 32.8523 36.1908 3K8.5822
20 28.4120 31.4104 34.1696 37.5662 39.9968
21 29.6151 32.6705 35.4789 38.9321 41.4010
22 30.8133 33.9244 36.7807 40.2894 42.7956
23 32.0069 35.1725 38.0757 41.6384 44.1813
24 33.1963 36.4151 39.3641 42.9798& 45.5585
25 34.3816 37.6525 40). 6465 44 3141 46.9278
26 35.5631 38.8852 41.9232 45.6417 48.2899
27 | 36.7412 40.1133 43,1944 46.9630 49.6449
28 37.9159 41.3372 44 4607 48.2782 50.9933
29 39.0875 42.5569 457222 49.5879 52.3356
30 | 40.2560 43.7729 46.9792 50.8922 53.6720
40 : 51.8050 55.7585 59.3417 63.6907 66.765%
50 | 63.1671 67.5048 71.4202 76.1539 79.4900
60 74.3970 79.0819 83.2976 86.3794 91.9517
70 85.5271 90.5312 95.0231 100.425 104.215
80 | 96.5782 101.879 106.629 112.329 116.321
90 : 107.565 113.145 115.136 124.116 128.299

100 | 118.498 124.342 129.561 135.807 140.169

" P¥iloha 2 podle [McClave, 1988]



Ptiloha 3 — Kvantily pro Kolmogoroviiv-Smirnoviv test®

n a=0,1|a=0,05|a= 0,01
1 0,950 | 0,975 | 0,995
2 0,776 | 0.842 | 0,929
3 0,636 | 0,708 | 0,829
4 0,565 | 0,624 | 0,734
5 0,509 | 0,563 | 0,669
6 0,468 | 0,519 | 0,617
7 0,436 | 0,483 | 0,576
8 0,410 | 0,454 | 0,542
9 0,387 | 0,43 | 0,513
10 0,369 | 0,409 | 0,489
11 0,352 | 0,391 | 0,468
12 0,338 | 0,375 | 0,449
13 0,325 | 0361 | 0,432
14 0314 | 0,349 | 0,418
15 0,304 | 0,338 | 0,404
16 0.295 | 0,327 | 0,392
17 0,286 | 0,318 | 0,381
18 0,279 | 0,309 | 0,371
19 0,271 | 0,301 | 0,361
20 0,265 | 0,294 | 0,352
21 0,259 | 0,287 | 0,344
22 0,253 | 0,281 | 0,337
23 0,247 | 0,275 | 0,330
24 0,242 | 0,269 | 0,323
25 0,238 | 0.264 | 0,317

® Piiloha 3 podle [Kubanova, 2007]

n |a=0,1|a=0,05a=0,01
26 | 0233 | 0,259 [ 0.311
27 | 0229 | 0,254 | 0.305
28 | 0,225 | 0.250 | 0.300
29 | 0221 | 0.246 | 0.295
30 [ 0218 | 0242 | 0.290
31 | 0,214 | 0,238 | 0.285
32 | 0211 | 0.234 | 0281
33 | 0208 | 0.231 | 0.277
34 | 0,205 | 0.227 | 0273
35 | 0202 | 0.224 | 0.269
36 | 0.199 | 0,221 | 0.265
37 | 0,196 | 0.218 | 0.262
38 [ 0.194 | 0.215 | 0.258
39 | 0,191 | 0.213 | 0.255
40 | 0,189 | 0,210 | 0.252
41 | 0,187 | 0.208 | 0.249
42 | 0.185 | 0,205 | 0.246
43 | 0,183 | 0,203 | 0243
44 | 0,181 | 0,201 | 0241
45 [0.179 | 0,198 | 0.238
46 | 0.177 | 0,196 | 0.235
47 [ 0175 | 0,194 | 0233
48 | 0.173 | 0.192 | 0.231
49 [ 0171 [ 0,190 | 0.228
50 [ 0.170 | 0.188 | 0.226




