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Anotace

Tato diplomova price se zabyva mozZnosti kvantifikace faktorli umrtnosti. Prvni
kapitola se vénuje vyznamu pojisténi a jeho vyvoji od pocatkl po soucasnost. Ve druhé
kapitole je charakterizovan vyznam a modelovani Umrtnosti. Treti, a to zasadni kapitola
zpracovava logisticky regresni model jakozto model preziti. V posledni kapitole je
popsana analyza preziti, jsou zde definovany rlizné metody odhadu krivky preZiti a dale

CoxUv regresni model Umrtnosti.
Klicova slova

modelovani umrtnosti, umrtnostni tabulky, logisticky regresni model, Kaplan Meierovy

krivky preZiti, Coxdv regresni model umrtnosti
Title

Mortality rates modelling in dependence on risk elements
Annotation

This thesis deals with the possibility of quantifying the factors of mortality. The first
chapter examines the importance of insurance and its development from its
beginnings to the present. The second chapter is characterized by the importance and
modeling of mortality. Third, a major chapter deals with logistic regression model as a
model of survival. The last chapter describes the analysis of survival, there are defined
the different estimation methods of survival curves and Cox regression model of

mortality.
Keywords

mortality rates modelling, life tables, logistic regression model, Kaplan Meier survival

curves, Cox regression model of survival
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uvoD
Soucasna spole¢nost se nachdzi v obdobi transformace hospodarstvi a zasadnich
ekonomickych reforem, které jsou doprovazené rGznymi ekonomickymi, politickymi

a kulturnimi zménami [1].

Pro osoby i podnikatelské subjekty vznika spousta novych rizik, ale i novych moznosti,
jak eliminovat negativni ndsledky téchto rizik. Roste také vyznam komercéniho pojisténi
pfi kryti rizik jako zpUsob uplatnéni zodpovédnosti jednotlivych ekonomickych subjektd

na fesSeni nasledkd nahodnych udalosti s nepfiznivym ekonomickym dopadem [1].

V zemich Evropské Unie, ale i v ostatnich zemich, které maji vyspélou trzni ekonomiku,
se pojisténi vSeobecné ¢leni na Zivotni a nezZivotni. Do pojisténi zZivotniho patii pojisténi
osob a jeho vyznam roste jak v ndvaznosti na stabilizaci a rlst Zivotni Urovné, tak

i v souvislosti se starnutim obyvatelstva [1].

Lidé berou Zivotni pojisténi jako zabezpecleni sebe nebo své rodiny v nelehké Zivotni
situaci, stale viak v Ceské republice pretrvava chapani pojisténi spise jako investi¢niho
nastroje pro prilepseni si k dichodu misto ndstroje na skute¢né pojisténi — tedy kryti

rizik [2].

Pojisténi jako zabezpecleni rodiny v pfipadé Urazu nebo smrti je vnimano spise lidmi
z vétSich mést, naopak v mensich obcich pretrvdva pocit, Ze Zivotni pojisténi je

nastrojem pro zajisténi se na dlichod [2].
Podle Ceské asociace pojistoven zahrnuje Zivotni pojiténi tyto zakladni druhy [18]:

- investic¢ni Zivotni pojisténi,

- kapitalové zZivotni pojisténi,

- rizikové Zivotni pojisténi,

- dlchodové pojisténi,

- vkladové pojisténi,

- univerzalni (flexibilni pojisténi),

- pojisténi ve prospéch ditéte.



Pojistnou ochranu lze i rozsifit formou pfripojisténi (tedy doplnkovych pojisténi) pro
pfipad urazu, vainych chorob, invalidity, zprosténi od placeni, pro pfipad nemoci —

denni davky pfi pracovni neschopnosti nebo pro pfipad pobytu v nemocnici [18].

| kdyZ jsou vSichni lidé smrtelni, je okamzik, kdy smrt nastane, neznamy. Vzhledem
k této skutecnosti je smrt ndhodny jev, na ktery se vztahuje pojisténi. Pro konkrétniho
pojisténého jedince je délka Zivota nezndmd, proto pojistovna pro zadného ze svych
pojisténcl nemlze presné urcit, jestli a kdy bude vyplaceno pojistné plnéni, ke
kterému se v pfipadé smrti pojisténého jedince zavazala. V pojisténi osob existuji
vypoclty zaloZené na urcitém modelu platném pro velké soubory osob, které pfi
spravném pouziti zarucuji splnitelnost zavazkd, které pojistovna na sebe prevzala.
Tento postup je zjistény dlouhodobymi zkuSenostmi a s vyjimkou urcitych vékovych
kategorii vyjadruje kvantitativni zkuSenost, Ze clovék je tim blize smrti, ¢im je starsi.

Jinak fe€eno, s rostoucim vékem se zvySuje pravdépodobnost umrti [1].

Znalost mér umrtnosti (latinsky mortality) v zdvislosti na véku a pohlavi, je velmi
dllezitd pro Zivotni pojiSténi. Kromé toho se berou v uvahu i dalsi faktory, jako je
napriklad socidlni pfislusnost, zaméstnani, geograficka lokalizace, domdci prostredi,
klimatické podminky, sportovni aktivity, osobni ndvyky jako je koureni, konzumace

alkoholu ajiné [7].

Zkusenosti Zivotni pojistovny se opiraji o dlouhodobd pozorovani a na zakladé nich se
odhaduje budouci pribéh uUmrtnosti. Tyto zkuSenosti by se mély porovnavat se
standartnimi dmrtnostnimi tabulkami. Kromé uvedenych rizikovych faktorl maji vliv na
predpoklady umrtnosti i mozné zmény vyvoje umrtnosti a jejich faktord v budoucnu.
Moznosti kvantifikace faktorl umrtnosti se zabyva i tato diplomova prace. Cilem tedy
je kvantifikovat vliv nejen zakladnich, ale i dalSich rizikovych faktor( v analyze prefziti,
popsat a pouzit vhodné metody této kvantifikace. Pro jejich aplikaci pouzit vhodny

programovy balik.
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1 VYZNAM A HISTORIE POJISTENI
Nasledujici kapitola 1 je zpracovana dle [3], [4], [19], [20].

Pojisténi patfi mezi finan¢ni sluzby. Predmétem této financni sluzby je poskytnuti
pojistné ochrany za Uplatu. Pojisténi je soucasti infrastruktury ekonomiky a plsobi na
prabéh procesu reprodukce tak, Ze ¢ast financnich prostfedk( presouva na ta mista,

kde jsou v urcitém okamziku zapotiebi (z hlediska vyskytu nahodilych potieb).

Z hlediska finan¢ni kategorie pojisténi reprezentuje tvorbu, rozdélovani a uziti
pojistného fondu k uhrazeni financnich potrfeb ekonomickych subjektl, které jsou

nahodné vcelku odhadnutelné v jednotlivych pfipadech vyskytu.

Pojisténi miZeme téz zaradit do dichodové kategorie a to proto, Ze prostfednictvim

néj dochdzi k dichodové stabilizaci ekonomickych subjekt.

A nakonec z pravniho hlediska predstavuje pojisténi pravni vztah, ve kterém na sebe
pojistitel prebird zavazek, Ze poskytne pojistné plnéni pojisténému v pripadé, ze

nastane nahodila udalost, ktera je blize specifikovana v pojistnych podminkach.

Clovék byl odpraddvna suzovan strachem, obavami i nejistotou. Proto vzniklo pojisténi,
které zabezpecuje pojisténym pravo na vyplatu penéznich prostfedki k Uhradé potieb,

které vznikaji z negativnich nahodilych udalosti.

Uvahy néjakym zplGsobem se vyrovnavat s nahodilymi udalostmi jako jsou Zivelné
katastrofy a osobni nestésti, ke kterému patfily pfedevsSim Urazy a ztrata Zivitele,

vznikaly jiz v hlubokém ddvnovéku.

Prvni zminky se datovaly jiz kolem roku 2 000 pred n. I. a byly spojeny hlavné se
vzajemnym krytim ztrat (vzajemnostni pojisténi), zejména v souvislosti s krytim vydaj(
na pohfby a taktéZ v souvislosti s pfepravou zboZi (kryti ztrat mezi majiteli karavan pfi

planované cesté). U téchto prvnich pojisténi Ize shledat tyto rysy:

- pojisténi bylo koncentrovano predevsim v uzavienych skupinach obyvatel,
- pojisténi zahrnovalo hlavné femesiniky a kupce, ale ne zemédélce, ktefi
poctem v té dobé prevazovali,

- pfi pojistovani nebyl plné oddélen pojistitel a pojistnik,
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- pojisténi mélo vétsinou vzajemnostni charakter, ale lze zde pozorovat
i urcité prvky komercniho pojisténi (napriklad u tzv. namorni pujcky — lze si ji
predstavit jako kombinaci pojisténi a uvéru, ponévadz obchodnik si vzal pfi
prepravé zbozi namorni pujcku, kterd se rovnala vysi ceny zbozi, a pokud
lod" s ndkladem dosdhla mista urceni, obchodnik puaj¢ku vrétil, ale

s vysokymi uroky (az 36 %), a pokud lod' do cile nedoplula, pljcku nevracel).

Od této doby proslo pojisténi dlouhodobym vyvojem, ve kterém lze pozorovat dvé
zakladni tendence: vyvoj od vSeobecné formulované vzidjemné pomoci k urcité
konkretizaci vzajemné pomoci s upfesnénim okruhu pojistnych udalosti a vyvoj od
nasledného rozvrhu vydajd na pojistna plnéni k praxi pravidelnych pevné stanovenych

prispévkd.

Zarodky jsou dochovdny ze starovéku u kulturnich narodi, kde vznikaji rGznoroda
socialni zafizeni, kterd lze povaZzovat za predchlidce majetkovych a Zivotnich pojisténi.
Prvni zminky dochované jako zaznamy na hlinénych desti¢kdch o sdruzeni majiteld
velbloud(i jdou datovany pfiblizné z doby 2000 let prfed nasSim letopoétem. Tato
sdruzeni chranila své Cleny proti ztrdtam, které souvisely s provozem obchodu
a dopravy pomoci karavan. Dale napfiklad stafi Fénicané vymysleli jakési dopravni

pojisténi lodi a naklada.

Za dalsi zminky o pojistovnictvi mUZeme povazovat cechy, které predstavovaly
hospodarska zfizeni stfedovéké Evropy. Z nich vznikly femeslnické cechy, které si
udrzZely své postaveni az do 18. stoleti. Cechy zakladaly ¢etné mistrovské a tovarysské
pokladnice a bratrstva a tim byly opét dany zaklady pojistovani, poskytovaly tedy nejen
pravni ochranu, ale i provozovaly do urcité miry pozarni pojisténi a pojisténi lodni

dopravy.

Jako nejstarsi pojistna smlouva z roku 1385 je dochovana namorni pojistka vydana
notdfem v Pise. Prvni fadnou poZarni pojistovnou, kterd vznikla vroce 1676
v Hamburku, byla Generalni pozarni pokladna. V roce 1687 vznika z kavarny Edvarda
Lloyda, ve které se schazeli kupci, makléfi a ndmornici, nejvétsi pojistovaci systém

LLOYDS. Na tomto zakladé vybudoval Lloyd nejvétsi informacni centrum o pohybu lidi,
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zbozi, o havariich a jejich pojistovani. Takto vznikla nejvétsi pojistovaci ,burza“ ve

svete.

Historie pojistovnictvi na Uzemi soucasné Ceské republiky se datuje od konce 17.
stoleti. V roce 1699 predlozil Jan KryStof Bofek promysleny ndvrh na zfizeni povinného
pozarniho pojisténi budov v Cechach. Tento navrh tkvél v zavedeni protipozarniho
fondu, do kterého by povinné pfispivali vSichni ob¢ané, ktefi by si pravé pofidili dam.
Tento fond nakonec ale nebyl realizovan. Roku 1777 byla zfizena pojistovna proti
Skodam zpUsobenych ohném na polnich zasobdach, ndbytku, nafadi a dobytku. Brzy
vSak zanikla. Po roce 1822 zahdjily na ceském uzemi cinnost dvé ,zahranicni”

pojistovny sidlici ve Vidni a Terstu.

Cisarskokrdalovsky privilegovany, cesky, spolecny, nahradu skody ohném svedené
pojistujici dstav vznikl vroce 1827. Od néj se odviji tradice ¢eského pojistovnictvi.
Nazev byl pozdéji zménén na Prvni ¢eskou vzdjemnou pojistovnu, ktera byla zaloZzena
roku 1827 v Praze. Takrka soucasné vznikl v Brné Cisarsko-krdlovsky privilegovany
pospolny ustav pohorely pro Moravu a Slezsko, ktery byl nasledné prejmenovan na
Moravsko-slezskou vzdjemnou pojistovnu. Nejprve obé tyto pojistovny provozovaly
pouze pozarni pojisténi nemovitosti. ,Prvni ¢eska” zacCala napf. provozovat krupobitni
pojisténi a pojisténi movitosti az roku 1864. Teprve az na 81. fadné valné hromadé dne
10. kvétna 1909 se rozhodlo, Ze pojistovna rozsiti svou cinnost na nova pojistovaci
odvétvi, a to Zivotni pojistovani, pojistovani proti vloupani, pojistovani zakonné

odpovédnosti a Urazu.

Rozmach v zakladani novych pojistoven byl zaznamenan ve druhé poloviné 19. stoleti.
K vyznamnéjsSim Gstavim patfily naptiklad Asekuracni spolek cukrovarniki (1862),
PraZska meéstska pojistovna (1865), Pojistovaci poZdrni spolek sv. Florian v Chebu
(1868), Praha, vzdjemnd pojistovna (1869), Rolnickd vzdjemnd pojistovna v Praze
(1869). K jedné znejvice vyznamnych ceskych pojistoven vibec se radi Slavia,
vzdjemné pojistovaci banka, Praha (1869). Dva roky poté vznikla Plarianskd vzdjemnd
pojistovna v Plananech (1871), dale byla zaloZzena velmi dulleZita, a jak se pozdéji
ukdzalo, i Uspésnd instituce v oblasti zajistovnictvi — Prvni Ceskd zajistovaci banka

v Praze (1872).
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V sedmdesatych a osmdesatych letech 19. stoleti bylo ¢eské pojistovnictvi opravdu
silné. Ekonomickou stabilitou Prvni Ceské vzdjemné pojistovny neotrasly napfiklad ani
znané $kody, jako byly napfiklad pozary mlynd roku 1870 v Cejticich. Ani pozar
Narodniho divadla v Praze 12. srpna 1881, kdy byla poskytnuta nejvétsi ndhrada Skody
za jednu pojistnou udalost v devatenactém stoleti, pojistovnu neohrozil. Castka 297

869 zlatych rakouské mény umoznila témér ihned zahdjit prace na jeho obnové.

Na prelomu 19. a 20. stoleti vznikly dalSi spolecnosti — napf. Hasicska vzdjemnad

pojistovna v Brné (1900) a Moravskd dobytci pojistovna v Brné (1902).

Za predpokladu odbornych znalosti a politické proziravosti vedoucich predstavitel(
v oblasti pojistovnictvi se i pres tézké valecné roky 1914-1918 povedlo prevést svérené
finan¢ni prostredky pojistniki. Novou etapu ceskoslovenského pojistovnictvi bylo
mozno zadit po vzniku samostatné Ceskoslovenské republiky. Cinnost zahdjilo mnoho
daldich pojistoven, napt. Cechoslavia, lidovd pojistovna (1919), Pojistovna primyslu
kvasného (1919), Akciovd dopravni a Zivelni pojistovna v Praze (1920), Ndrodni

pojistovna, a.s. (1922), aj.

| pres utlum vyvoje pojistovnictvi, ktery nastal za protektoratu v dobé 2. svétové valky,
bylo vroce 1945 evidovano dohromady 733 pojistoven, pojistovacich spolk(
a zahrani¢nich prezentaci. Dekretem prezidenta republiky z 24. fijna 1945 doslo
k jejich znarodnéni a fizenim pojistovnictvi byla povéfena Pojistovaci rada se sidlem
vPraze. Od 1. ledna 1947 pak v Ceskoslovensku vzniklo pouze pét pojistoven,
narodnich podnikl. Nakonec po Unoru 1948 doslo ke zfizeni pouze jediného Ustavu —
Ceskoslovenské pojistovny, narodniho podniku. Na nékolik desitek let byl prerusen
prirozeny trini vyvoj pojistovnictvi. V souvislosti s novym federativnim usporadanim
statu roku 1968 byly z jedné Stdtni pojistovny vytvoreny dva samostatné subjekty, a to
Ceskd stdtni pojistovna se sidlem v Praze a Slovenskd Stdtna poistovria se sidlem
v Bratislavé, a to s ucinnosti od 1. ledna 1969. Toto monopolni obdobi trvalo az do

pocatku devadesatych let 20. stoleti.

Pravni ramec pro zmény, které souvisely se zavadénim trzni ekonomiky a soukromého
podnikani po roce 1989, vytvofily v oblasti pojistovnictvi zejména nové zdkony

o pojistovnictvi (v CR zakon ¢. 185/1991Sb.). Udélenim povoleni Ministerstva financi CR
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a SR jakozto dozoréich orgdnG nad pojistovnictvim mohly od té doby na Uzemi Ceské
a Slovenské federativni republiky podnikat v pojistovnictvi i dalsi pojistovny, v pravni
formé zaloZené jako akciové spoleénosti, statni podniky a druZstva. Rozdélenim CSFR

k 1.1.1993 se vytvorily podminky pro samostatny rozvoj ceského pojistného trhu.

Ceské poijistovnictvi se vyviji v trinim prostfedi v souladu s normami Evropské unie.
Znacné kompatibility se podafilo dosahnout v ekonomice pojisténi (ucetnictvi,
technické rezervy, solventnost). Obecné se rozsifila mezinarodni spoluprace jak na

Urovni statu, tak i Ceské asociace pojistoven.

K 31. prosinci 2006 provozovalo pojistovaci ¢innost na ¢eském trhu 49 pojistoven.
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2 ZIVOTNI POJISTENI A VYZNAM MODELOVANi UMRTNOSTI

Smyslem Zivotniho pojisténi je pojistna ochrana pojisténé osoby. Pfi pojistné udalosti
je totiz snizena nebo Uplné znemoznéna schopnost pojisténého vydélavat penize.
A pravé tyto chybéjici financni prostfedky mohou byt z¢asti nebo i plné nahrazeny
z pojisténi. V pripadé pojistné udalosti (Umrti, zavazné onemocnéni, plny invalidni
dlchod, Uraz ap.) pojistovna vyplati opravnéné osobé pojistné plnéni. V Zivotnim

pojisténi jsou tedy kryta dvé zakladni rizika: riziko Umrti a riziko doziti [3].

V matematice Zivotniho pojisténi je zkombinovana finan¢ni matematika
s matematickym modelovanim umrtnosti, protoze pojistnd udalost v oblasti pojisténi
osob tkvi v umrti nebo doziti se urcitého véku. Stejné tak i pro vypocty v dichodovém

pojisténi je potfeba modelovani umrtnosti [5].

Z pojistné-matematického hlediska je moino Umrtnost charakterizovat timto

zplUsobem [5]:

- objevuji se zde pravé dva stavy a to ,nazivu“ a ,zemrely”, pricemz
o pfislusném stavu kazdého z pojisténych lIze jednoznaéné rozhodnout,

- prechod mezi témito dvéma stavy mlzZe nastat pouze jednim smérem,
oznacovanym jako umrti,

- okamzik umrti je ndhodny (i kdyZ nezvratny) a lze ho popsat jen s pouzitim

pravdépodobnostnich nastroju.

Prostfednictvim zminénych pravdépodobnostnich nastrojii je moZno vytvorit

pravdépodobnostni model Umrtnosti, ktery napf. je schopen odpovédét na otazky typu

[5]:

- s jakou pravdépodobnosti zemfe tficetilety muz pred doZitim véku 40 (kolik
umrti béhem 10 let Ize ocekavat ve vzorku 1 000 muzd ve véku 30 let),

- s jakou pravdépodobnosti zemre tficetilety muz ve véku 40 let,

- sjakou pravdépodobnosti bude dvacetiletad Zena s tficetiletym manzelem za
10 let vdovou,

- kolik budoucich let Zivota lze o¢ekavat u muze ve véku 50 let apod.
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Numerické odpovédi na takovéto otazky zkombinované s pfislusSnymi financnimi

vypocCty predstavuji vypocetni metodiku pro pojisténi osob.

2.1 Délka zivota jako spojita nahodna velic¢ina

Kapitola 2.1 je zpracovana dle [5] a [6].

Model Uumrtnosti je mozno zaloZit na ndhodné veli¢iné T,, kterd predstavuje délku
Zivota pravé narozeného jedince, tj. dobu mezi vékem 0 a Umrtim. Jde se o délku Zivota
lidi, takze je T, obvykle méfeno v rocich a mdze nabyvat i necelociselnych hodnot na
spojité casové ose (mluvi se o spojité ndhodné veli¢iné). ProtoZze s T, jsou spjaty
nahodné veliciny, které predstavuji budouci délku Zivota v obecném véku x, je zde tedy
predstava, na niz je zaloZzen model Umrtnosti, jasna: jestlize ndhodné vybereme
jednoho jedince z velké skupiny x-letych, pak jeho budouci délka Zivota sice neni
znama, ale mlUZeme na ni pohlizet jako na nahodnou veli¢inu s odhadnutelnym
pravdépodobnostnim rozdélenim (v daném case a pro dostatecné velkou skupinu x-
letych, napt¥. pro padesatileté muze v Ceské republice v roce 2007 nebo pro tficetileté

7eny pojisténé v roce 2007 u Ceské pojistovny).

Pravdépodobnostni rozdéleni nahodné veliciny se obvykle popisuje pomoci distribuéni

funkce, v naSem pfripadé
Fo(t) =P(Ty <t)

(vzhledem ke spojitosti ndhodné veli¢iny T, oviem plati P(T, <t) = P(T, < t)).
Nékdy se vedle vySe uvedené distribucni funkce délky Zivota zavadi také funkce prezZiti

jako
So(®) =P(Ty>1t) =1—-F(t)

Jak jiz bylo fe€eno, pro pojisténi osob jsou zajimavéjsi nahodné veli¢iny T,, které
predstavuji (budouci) délku Zivota ve véku x za té podminky, Ze dany jedinec se dozil
véku x. Tato podminka zpUsobuje, Ze pravdépodobnostni rozdéleni T, nelze jednoduse
zalozit na vztahu T, = T, — x, ale distribu¢ni funkci délky Zivota ve véku x je nutno

pocitat s pomoci podminéné pravdépodobnosti:
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Px<Ty<x+t
F(t) =P(T, <t)=P(Ty <x+t|Ty, >x) = ( 0 )

P(T, > x)
_F(x+ ) —Fo(x)  Folx +1t) — Fy(x)
- So(x) - 1-Fy(x)

Podobné pro funkci preziti ve véku x plati

P(To>x+1t) So(x+1)

Se(t) = P(T, >t) =P(Ty > x +t|Ty >x) = PSS

Napfiklad Fsq(1) = 0,005884 pro muze v Ceské republice vroce 2007 predstavuje
pravdépodobnost toho, Ze délka Zivota 50letého muzZe bude kratSi nez jeden rok,

tj. jinym slovy se jedna o pravdépodobnost toho, Ze se 50lety muz nedozije véku 51.

ProtozZe prace s distribucni funkci je zdlouhavad, zavadi matematika Zivotniho pojisténi

na jejich zakladé nékteré jednodussi symboly:
qx — pravdépodobnost umrti ve véku x

je to pravdépodobnost toho, Ze jedinec, ktery je nazivu ve véku x, zemie pred

dosazenim véku x + 1:
ax = K1) =P(T, < 1),

Dx — pravdépodobnost doZiti ve véku x

je to pravdépodobnost toho, Ze jedinec, ktery je nazivu ve véku x, se dozije véku x + 1:
Px = Sx(1) = P(T, > 1),

+qx — je to pravdépodobnost toho, Ze jedinec, ktery je nazivu ve véku x, zemre pred

dosazenim véku x + t (prot = 1 se zfejmé jednd o q,):
tdx = Fx(t) = P(Tx <t),

Dy — je to pravdépodobnost toho, Ze jedinec, ktery je nazivu ve véku x, se dozije véku

x +t(prot = 1 se zfejmé jedna o p,):

tPx = Sx(t) = P(Tx > t):
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s|9x —jeto pravdépodobnost toho, Ze jedinec, ktery je nazivu ve véku x, zemie ve véku

x + s (pros = 0 se ziejmé jedna o q,):
08 =FE(+1) —E(s)=P(s <Ty <s+1)

sit9x — je to pravdépodobnost toho, Ze jedinec, ktery je nazivu ve véku x, se dozije

véku x + s, ale zemre pred dosazenim véku x +s+t (pro t =1 se zfejmé jedna

0 s|Qx):
sitdx = Fe(s +8) —F(s) =P(s <Ty < s +1)

Velmi duleZité jsou také nékteré globalni charakteristiky ndhodné veliCiny T, a to
predevsim jeji stfedni hodnota oznacovana jako stfedni délka Zivota ve véku x za
podminky, Ze dany jedinec se dozil véku x. Udava priimérny pocet let Zivota zbyvajicich

jedinci ve véku x:
e, = E(T,).

2.2 Intenzita umrtnosti

Tato kapitola 2.2 je zpracovana dle [5] a [6].

Pokud nahodna veli¢ina T, ma pravdépodobnostni hustotu

d d
fo(t) = EFo(t) = "4q: tPos

pak maji pravdépodobnostni hustotu také nahodné veliciny T,

Fo(x +t) — Fo(x) _ d x+tPo d

d d
fe (@) = EFx(t) 4t 1-F) dt po __dt tDx-

V takovémto pripadé Ize zavést dalsi dalezZity pojem, kterym je intenzita umrtnosti ve
véku x:
_fox) 1 d

d
e py=——1 .
I’l'x xpo xpo d x Xpo d x n (Xpo)
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Intenzita Umrtnosti je zakladem konstrukce stochastickych Umrtnostnich tabulek a ma

tyto zakladni vlastnosti:

- zohlednuje spojitost lidského Zivota,

- intenzita umrtnosti ve véku x:

1
= lim ]—- <
Uy A13161_1)10 {Ax P(Ty < x + Ax|Ty > x)

- pravdépodobnost, Ze kdyz se x-letd osoba doZije okamziku x, umre v tomto

okamziku:
. 1 P(x<Tosx+Ax) _ 1 .. Fo(x+Ax)-Fo(x) _ 1 .- —_1 rm_
limy,o - P(To>x)  So(x) limy, Ax  So(®) Folo) = So(x) 1

, S . d
So()] =~ = ~[InSy(@)] = —1-In P,

2.3 Zakony umrtnosti

Celd kapitola 2.3 véetné podkapitol 2.3.1, 2.3.2, 2.3.3 a 2.3.4 je zpracovana dle [5] a [6].

Problematika zakonU Uumrtnosti je zdUvodfiovdna snahou modelovat lidskou Umrtnost
prostiednictvim matematickych vzorcl. Jestlize se nam takovéto vzorce (kfivky
umrtnosti) povedou v uréitém case pro urcitou populaci (pfipadné pojistny kmen)
zkonstruovat véetné numerického odhadu jejich parametrd, potom ndam vznikne
ucinny nastroj pro rlizné operace s praktickymi dmrtnostnimi udaji, které jsou vétsinou
vyjadfovany ve formé tzv. umrtnostnich tabulek. Kfivky dmrtnosti odpovidajici rznym
zakonUim umrtnosti, znamenaji totiz Usporny popis obrovského mnoizstvi udaji (napfr.
pravdépodobnosti umrti pro jednotlivé véky). Ponévadz to jsou hladké kfivky, jejich
uziti soucasné prispiva k vyrovnani (vyhlazovani) umrtnostnich tabulek, které jsou jako
kazdy statisticky odhad zatiZzeny statistickymi chybami zpUsobujicimi nechténé

fluktuace kolem odhadovanych hodnot.

Pfitom rGzné zdkony uUmrtnosti jsou prdvé charakterizovany svymi typickymi

intenzitami Umrtnosti.
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2.3.1 Konstantni intenzita Umrtnosti

Jestlize je intenzita Umrtnosti konstantni, tedy
b =4,

pakz pyx = exp (— N ux+sd5) plyne

tPx = € At

(E(t)=1—- p,=1—exp(—At)je skutecné pravdépodobnostni  distribu¢ni
funkce). ProtoZe zde funkce preziti ;p, zfejmé nezdvisi na véku x, je takovyto zakon
umrtnosti ocividné nevhodny pro lidskou populaci. Zde totiz ocekdavame rUst intenzity

umrtnosti s vékem, jak je tomu u nasledujicich zakon( umrtnosti.

2.3.2 Moivriv zakon umrtnosti

De Moivre navrhl rovhomérné rozdéleni délky Zivota s pravdépodobnostni hustotou

1
t) = ——0, 0<t<w-x,
fe) = —— w—x

kde w je stanoveny nejvyssi vék pro uvazovanou populaci. Pak je ziejmé

__—x ‘ o0<t<w-—
) x
tPx X

a intenzita Umrtnosti

Uy = , 0<x<w

Sx(t)

| ) fit
1 I [
] 1- ]
]
- A
l w—X 1~ ~ i
[\ ., AN —
0 X X ;-x/ t w — maximdini vék urcité populace,

kterého se nikdo nedoZije

plocha pod hustotou =1

Obrazek 1: Moivriiv zakon umrtnosti
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2.3.3 Gompertzliv zakon umrtnosti

Gompertz pouZzil exponencidlné rostouci intenzitu umrtnosti:

Uy = B-c*,
kde B >0, ¢ >1 jsou parametry. Dle ;p, = exp (— fot ,ux+sds) Ize odvodit

c*(ct-1)
)

tPx = 9
_B
kde g = e Inc.

2.3.4 Makehamuv zakon imrtnosti
Tento zakon Umrtnosti ve srovnani s ostatnimi Umrtnostnimi kfivkami poddva obvykle

nejlepsi vysledky.

Makeham zobecnil Gompertzovu intenzitu umrtnosti do tvaru:
Uy =A+B-c*,

s dalSim parametrem A>0. Podle ;p, = exp (— fot ,ux+sds) je

XAt _
Px =55+ g= Y,

kde s = e™4.

Makehamovu krivku Ize odhadnout na zakladé hodnot intenzity umrtnosti pro tfi rizné
véky, napf. pro hodnoty intenzity imrtnosti muzu s = 0,000 967, Ligo = 0,001 961 a s
= 0,005 575 (hodnoty byly vypocitany z Umrtnostnich tabulek muzd za rok 2007).

Odhadnutou kfivku pouzijeme pro vypocet pravdépodobnosti doziti ¢ps.
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Postup je nasledujici:
‘Ugo = A + B . C30
‘Ll4_0 = A + B . C40

,U.50:A+B'CSO :>A:‘Ll50_B'CSO

Hso—H4a0 _ Hs0—H40
c40(c10-1) T 5040

Hso — Hao =B -c*(c'*-1)=>B =

Hao — Uzo = B - c3°(c'® = 1)

1
Hso— tao 1 (uso - u40>% (0,005 575 — 0,001 961)ﬁ
—_— = = = —_— =
Hao — 30 ‘ ‘ Hao — H30 0,001961 — 0,000 967

c=1,137 852

g — 0005575 0,001 961
~ 1,137 85240(1,137 85210 — 1)

= 0,000 008

A= s, —B-c°®=0,005575— 0,000 008 - 1,137 852°° = 0,000 591
Z tohoto dostaneme

s = exp(—A) = exp(—0,000 591) = 0,999 409,

g =exp (—B/In(c)) = exp (—0,000 008/In (1,137 852)) = 0,999 939.
Dle vzorce ,py = st - g< €~ tedy je

sPso = SS . gCSO(CS—l) = 0,999 4095 0,999 9391137 85250(1,137 8525-1)
=0,962 739.
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2.4 Faktory a ukazatele umrtnosti

Nasledujici kapitola 2.4 véetné podkapitoly 2.4.1 je zpracovana dle [9], [21] a [22].

Umrtnost, kterd je jednim zhlavnich demografickych procesd, predstavuje spolu
s porodnosti zakladni slozku demografické reprodukce populaci. Pokud doplnime
umrtnost nemocnosti, je Umrtnost jednim z klicovych ukazatell, které vypovidaji
o zdravotnim stavu populace. Zdravotni stav, nemocnost a Umrtnost jsou

determinovany fadou faktor(.
V podstaté Ize vyclenit tfi hlavni skupiny:

a) genetické faktory - napr. skute¢nost vyssi miry umrtnosti muza (Zeny maji nizsi
umrtnost a ziji déle, proto studujeme umrtnost vidy oddélené za jednotliva
pohlavi),

b) ekologické faktory - napf. klimatické podminky, Zivotni prostredi,

c) socioekonomické faktory:

- individualni: Zivotni Uroven, uroven vzdélani, péce o zdravi a vyuzivani
preventivnich opatreni, stravovaci ndvyky, vyziva, fyzicka aktivita,

- vlivy prostredi: Uroven zdravotnictvi, dostupnost a kvalita Iékaiské péce,
rozvoj mediciny a lékafské techniky, systém zdravotni politiky, systém

socialniho zabezpeceni, ekonomicka situace.

Pocty zemfrelych jsou statisticky evidovany vramci urcitého Uzemi. O kazdém
zemfelém je v CR (dle vyhlasky MZ CR z roku 1987) vystaven formulaf ,List o prohlidce
mrtvého”, ktery je vyplnén pfislusnym lékafem a zasldan na matriku. Na tomto
formulari se o zemrelém uvadi fada charakteristik (kromé identifikacnich adajt i rodny
stav, vzdélani apod.), zvlastni ¢ast je vénovana lékarskému osvédcéeni o pri¢inach smrti.
Matrika dle tohoto tiskopisu vypiSe dalsi formular ,Hlaseni o umrti“ a zasle ho ke
zpracovani Ceskému statistickému UFadu. Ten shromaZduje a ¢&tvrtletné publikuje
absolutni i relativni udaje o zemfrelych. V mezindarodnim pohledu je tato evidence

vykondvana Svétovou zdravotnickou organizaci.
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2.4.1 Zakladni ukazatele umrtnosti

Hruba mira umrtnosti — nejjednodussi ukazatel, ktery vyjadiuje Groven umrtnosti,
je definovan jako pocet zemfelych pfipadajicich na 1000 obyvatel (stfedniho
stavu). Nevyhodou tohoto ukazatele je skutecnost, Ze nebere v Uvahu vékova
specifika dané populace, proto je napf. pro srovnani nékolika tzemnich celk( (napft.

kraje, staty apod.) mnohdy pouZivana standardizovand umrtnost.

PF. V roce 2007 zemfielo v CR 104 636 muzil a Zen, polet obyvatel (k 31. 12. 2007)
¢inil 10 381 130 osob. Hruba mira umrtnosti v roce 2007 tedy byla 10,08 zemrelych
na 1 000 obyvatel.

Mira umrtnosti dle véku (vékové specificka umrtnost) — vyjadfuje pocet zemrelych
ve véku x (respektive vdané vékové skupiné — péti Ci desetileté), vztahuje se

k poctu obyvatel (stfedniho stavu) v daném véku x (vékové skupiné).

PF. V roce 2007 zemfelo v CR ve véku 50 — 54 let 2 810 muz(, poc¢et muzd ve véku
50 — 54 let (k 31. 12. 2007) ¢inil 373 028, mira Umrtnosti ve véku 50 — 54 let

predstavovala tedy 7,53 zemrelych na 1 000 muz(i dané vékové skupiny.

evvs

kategorie a vyS$Si umrtnost je také spojena s prvnim rokem Zivota. Ddle ve véku 15 —
35 let se umrtnost také mirné zvysSuje a to predevsim v duUsledku vnéjsich pficin
smrti jako jsou napriklad Urazy, nehody, dopravni nehody, otravy apod. Ve vSech
vékovych kategoriich mira umrtnosti muzl prevysuje umrtnost Zen (tzv. muzska

nedumrtnost).

Stiredni délka Zivota (nadéje doziti) — ukazatel, ktery vychazi z Umrtnostnich
tabulek a ktery vyjadfuje pocet let, které v priméru jeSté osoba ve véku x prozije.
Jednd se o ukazatel hypoteticky, vychazi z predpokladu zachovani stavajicich

umrtnostnich pomérl a vyjadfuje Umrtnostni situaci v daném roce.

Nejcastéji se udava stfedni délka Zivota ve véku 0O, tedy pfi narozeni, zvlast za obé

pohlavi.
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PF.: Vroce 2007 cinila stfedni délka Zivota muz( 73,67, u Zen byla jeji hodnota
79,90. Znamena to, Ze pravé narozeny muZ by se, za predpokladu pretrvani
stdvajicich umrtnostnich pomérd po cely sv(j Zivot, dozZil zhruba 73,6 let, pravé

narozena Zena by se dozila 80 let.

Kojenecka Umrtnost — vyjadfuje Umrtnost v prvnim roce Zivota, tedy v pribéhu

prvnich 365 dni Zivota ditéte.

Kvocient kojenecké umrtnosti je definovan jako pocet zemrelych do 1 roku Zivota

na 1 000 zZivé narozenych v daném roce.

Pf. V roce 2007 ve véku 0 zemielo v CR 315 déti, zivé se narodilo 114 632 déti,
kvocient kojenecké umrtnosti predstavoval tedy 2,75 zemrelych do 1 roku na 1 000

Zivé narozenych.
V podrobnéjSim ¢lenéni Ize v prvnim roce Zivota dale vymezit Umrtnost:
- novorozeneckou, tj. v pribéhu prvnich 0 — 27 dni,
- ¢asnou 0—6 dni,
- pozdni7—27 dni,
- ponovorozeneckou 28 — 364 dni.

Perinatalni umrtnost — vyjadruje pocet mrtvé narozenych a zemrelych v pribéhu

prvnich Sesti dnl Zivota na 1 000 vSech narozenych (Zivé i mrtvé).

2.5 Umrtnostni tabulky a jejich vyuZiti v pojistovnictvi

Tato kapitola 2.5 a podkapitola 2.5.1 jsou zpracovany dle [1], [7], [8], [15], [17] a [23].

Umrtnostni tabulky pfedstavuji nej¢astéjsi zplisob analyzy umrtnosti. Pfesnymi mirami

vystihuji vymirani populace v jednotlivych vékovych skupinach. Tradicné se pouZivaji

pfi odhadovani umrtnosti v pojistovnach, i kdyz ddaje vnich se zfejmé nikdy

v budoucnu nebudou Uplné opakovat.

Aktudr Zivotni pojistovny na vétsinu vypoctl pri produktech Zivotniho a dlichodového

pojisténi nevyhnutelné potrebuje pravé umrtnostni tabulky.
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Od té doby, kdy byla v civilizovanych zemich podstatné redukovana porodni umrtnost,
vykazuje muzska populace prakticky ve vsech vékovych kategoriich vétsi sklon
k mrtnosti ne? populace Zenska. Zeny Ziji v prdméru déle ne? muii a tento fakt
pojistovny vétsinou zohlednuji ve svych sazebnikach. Prfistupy pfi feseni téchto

problém{ jsou rGzné:

a) pojistovna pocita sazby pojistného pro muze a Zeny tak, Ze pouziva Umrtnostni
tabulky zvlast pro muze a zvlast pro zeny,

b) pojistovna pocita pojistovaci sazby pro muze s pouZzitim muzskych
umrtnostnich tabulek a sazby pro Zeny ziska vhodnym vékovym posunutim

sazeb pro muze.

Pokud pojistovna pouzije celostatni umrtnostni tabulku, zkonstruovanou na zakladé
demografickych udaji obyvatelstva, musi pocitat s rizikem, Ze Umrtnost pojiSténcl
bude do jisté miry odliSnda. Pojistné smlouvy pfi Zivotnim pojisténi uzaviraji relativné
zdravi jedinci s perspektivou dlouhého Zivota, pro které je pravdépodobnost umrti nizsi
nez v celé populaci. Na druhé strané pojistné smlouvy na Umrti uzavira takova cast
populace, pro kterou je vyssi pravdépodobnost umrti. Riziko se v takovémto pfipadé
nazyvd nékdy rizikem selekce. Na tuto skutecnost pojistovny reaguji urcitymi
opatfenimi. Velmi ¢astym opatrenim je vékovy posun pouZité umrtnostni tabulky ve
prospéch pojistovny. Pfirozenou ochranou pojistovny, ktera viak ¢asto nepUsobi dobfe

hlavné z propagacniho hlediska, je pouziti zastaralych umrtnostnich tabulek.
Zakladni déleni Umrtnostnich tabulek:

1. generacni umrtnostni tabulky,

2. prUrezové umrtnostni tabulky.
e Generacni umrtnostni tabulky

Generacni umrtnostni tabulky predstavuji zaznam prabéhu Zivota konkrétni
populace soucasné narozenych jedincl od jejich narozeni az po smrt posledniho
z nich. Konstrukce téchto Uumrtnostnich tabulek je obtizna, predpoklada, kromé
jiného, statistické sledovani populace po dlouhou dobu (sledovana populace se

v dlouhém casovém Useku zmensuje nejen vymiranim, ale i migraci). Generacni
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tabulky maiji ¢astéjsi pouziti pfi sledovani délky Zivota zvirat (napf. sledovani kmene
bakterii, kde je pramérna délka Zivota obvykle o dost krats$i nez u clovéka.
Generacni umrtnostni tabulky se také €asto nazyvaji kohortni dmrtnostni tabulky,
protoZe pro generaci, tj. pro osoby narozené vtom samém obdobi se v demografii
pouziva nazev kohorta. Je to vSeobecnéjsi oznaceni pro skupinu osob, pfi které
doslo k urcité udalosti ve stejném case, resp. obdobi (skupina pacientll podstupuijici

soucasné néjakou terapii).
e Prhfezové umrtnostni tabulky

Prfezové umrtnostni tabulky vychdzeji z dmrtnostnich uddlosti dané populace
v pribéhu kratkého casového obdobi (vétSinou je obdobim rok). Na zakladé
umrtnostnim mér podle jednotlivych vékovych skupin se konstruuje obraz Zivota
hypotetické populace soucasné narozenych jedincli. Prifezové tabulky jsou ve
skute€nosti bézné umrtnostni tabulky a pouzivaji se mnohem castéji nez generacni

tabulky.

Ddle mlzeme Uumrtnostni tabulky rozdélit podle délky sledovaného vékového intervalu

takto:

- podrobné umrtnostni tabulky, které pracuji s vékovym intervalem jeden
rok,
- zkradcené umrtnostni tabulky, které pracuji s vékovym intervalem delS$im nez

jeden rok (zpravidla se voli vékovy interval 5 let)
V Zivotnim pojisténi pracujeme s podrobnymi prafezovymi tabulkami.

2.5.1 Popis sloupcti iumrtnostni tabulky
Umrtnostni tabulky obsahuji ve sloupcich nejéastéji tyto ukazatele Umrtnosti pro riizné

veéky x.
X — vyjadfuje vék osoby,

pro x € {0,1,...,w}, pficemZz w je predpoklddany nejvyssi vék, kterého mdize

dosahnout osoba sledovaného souboru.
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l, — vyjadfuje pocet osob, dozivajicich se véku x. Pocatecni hodnota [, vyjadfuje
pocatecni pocet osob modelovaného souboru a nazyva se korfen umrtnostni tabulky
(radix). Libovolna dalsi hodnota L, predstavuje pocet jedincll z kofene [, ktefi se doziji
véku x. Kone¢nd posloupnost {l,.}¢ je nerostouci, tj. [ = 1; = -+ > [, a nazyvd se

e

postoupnost Zijicich, neboli funkce preziti.

q, — vyjadfuje pravdépodobnost toho, Ze x letd osoba se nedoZije véku (x + 1)

a nazyva se ro¢ni mira umrtnosti.

Px - Vyjadfuje pravdépodobnost toho, Ze x letd osoba se doZije véku (x + 1) a nazyva

se ro¢ni mira doziti. Plati:

dx T+ Px =1

Z klasické definice pravdépodobnosti vyplyva platnost nasledujicich vztaht:

d, - vyjadiuje tabulkovy pocet jedinci, ktefi zemreli ve véku x. Plati zde vztahy:

dy =l — lyiq

q}c - lx,
l, =d,.

a, — vyjadfuje délku Casti posledniho roka Zivota jedinc(, ktefi zemfreli ve véku x. Jde
o pramérny pocet let proZitych ve vékovém intervalu (x,x + 1) témi d,, jedinci, ktefi
v tomto vékovém intervalu zemfeli. Hodnoty a, se v nékterych dmrtnostnich tabulkach

neuvadéji, protoZze maiji jen pomocny charakter. Za predpokladu rovhnomérného poctu

Y y (. . 1
zemfrelych v Casovém intervalu (x|x + 1) je a, = >
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L, - vyjadfuje ocekdvany pocet let, prozitych osobami ve véku x, tj. celkovy pocet
¢lovékorok(, které jesté proZiji osoby ve véku x, tj. které jesté proZije pocet osob [,.

Pro tuto hodnotu plati
Ly = lyyq +ay - dy,

protoze kaidy z l,,,, dozivajicich pfispéje do L, jednim rokem, pokud kazdy z d, osob,
které zemreli ve véku x, pfispéje v priméru hodnotou a,. Pokud je napftiklad a, = 0,5,
potom dostaneme

(Le + Lea)
—

L,=1l,,+05d, =
T, —vyjadfuje pocet zbyvajicich rokl Zivota viech osob ve véku x, tedy

Te =Ly + Lyy1 + -+ Ly,

e? - vyjadfuje stfedni délku Zivota osoby ve véku x, tj. primérny pocet rokd, které se
jesté dozije jedinec ve véku x. Plati:

0
X

Ty
e lx
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3 LOGISTICKY REGRESNi MODEL JAKO MODEL PREZITi

Celd nasledujici kapitola 3 je pracovana dle [10] a [13].

Logisticka regrese je metoda vhodna na modelovani jednostranné zavislosti mezi
proménnymi. Jako zavisla proménna v modelu vystupuje kategorialni proménna a jako
vysvétlujici  mohou byt proménné spojitého nebo kategoridlniho typu. Jde
o modelovani podminéné pravdépodobnosti jedné obmény kategoridlné zavislé

proménné v zavislosti na jinych proménnych.

Vyuzivd se na modelovani zavislosti proménnych, ve kterych zkoumana (zavisla,
referencni) proménnd neni spojitd. Se zavislymi proménnymi kategoriadlniho typu se
setkadvame pomeérné casto v mnohych védnich disciplinach a také v praxi. Vyskytuji se
v nominalnich (napf. ano/ne, uUspéch/nelspéch) nebo v ordindlnich obménach

(napf. dobry/velmi dobry/vyborny) a mohou byt dichotomické nebo i mnozné.

Logisticka regrese zkouma zavislost mezi pravdépodobnosti konkrétni obmény zavisle
proménné na nezavisle proménnych. Vysvétlujici proménné mohou byt stejné tak
kvalitativni jako kvantitativni. V pfipadé jednoduchého logistického modelu,
tj. vmodelu jen sjednou vysvétlujici proménnou, ktera je kategorialni, se logisticka

regrese redukuje na analyzu kontingencni tabulky.

3.1 Relativni riziko a pravdépodobnostni pomér

Oznacme pismenem E libovolnou udalost (event) a pismenem F libovolny faktor, ktery

ovliviiuje nastani udalosti E.
Pouzijme oznaceni pro E:

- 1 (kdyz udalost nastane),

- 0 (nenastane E).
Pro rizikovy faktor F pouZijme analogicky oznaceni:

- 1 (vyskyt faktoru F),

- 0 (nevyskytuje se).
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Vysledky vyskytu udalosti E v zavislosti na rizikovém faktoru F prehledné zobrazuje

asociacni tabulka (tabulka 1).

Tabulka 1: Asociaéni tabulka [13]

Rizikovy faktor Udalost E Sloupcové
F Ano (E = 1) Ne (E=0) soucty
Ano a b
a+b
(F=1) Nyq ST
Ne c d
c+d
(F=0) Np1 Noo
Radkové soucty a+c b+d n

Symboly v tabulce 1 znadi:

a, b, c,d - Cetnosti 2. stupng,

napr. d — pocet téch, u kterych nenastala udalost a nevyskytl se

(napt. neumfeli a jsou nekufaci v pribéhu sledovani).

Radkové ¢etnosti 1. stupné:

a + b — vztahuje se pouze na vyskyt faktoru F

¢ + d — pocet téch, u kterych se rizikovy faktor F nevyskytl

Sloupcové cetnosti 1. stupné vztahujici se k vyskytu udalosti E:

ani rizikovy faktor

a + ¢ — pocet téch, u kterych se udalost E vyskytla (napf. pocet zemrelych)

b + d — pocet téch, u kterych se uddlost nevyskytla
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Asociacni tabulku 1 miZeme vyuZit na ovéreni toho, ¢i faktor F vyznamné ovliviiuje
nastani udalosti E nebo nikoli a v ptipadé jeho vyznamnosti kvantifikovat intenzitu jeho

vlivu. Ovéfujeme tedy hypotézy:
Hy: E nezavisi na faktoru F
H;: E vyznamné zavisi na faktoru F

K ovéreni téchto hypotéz pouzivame testovaci charakteristiku chi kvadrat:

. Z (0; — E)?
X E,

kde O; jsou skutecné zjiSténé pocetnosti (2. stupné) — a, b,c,d a E; jsou ocekdvané

pocetnosti, kdyz plati H,, které dostaneme takto:

(a+b)(a+0)
a, =
n
_(a+b)(b+d)
o~ n
(c+d)(a+0)
Co =

n

e+ d)(b+d)

0
n

Pro podminéné pravdépodobnosti plati:

a
P(E:]./le):a—_l_b

c
P(E:1/F:O):C‘-|—_d

Dulezitym ukazatelem vlivu faktoru F na nastani udalosti E je relativni riziko (RR):

RR_P(E=1/F=1)_a.C|l_b _a(c+d)
_P(E=1/F=O)_C_lc_d ~c(a+b)
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Casté vyuziti ma i tzv. odds ratio (OR), nabyva pravdépodobnostni pomér:

a

P(F=1/E=1) 4%<¢
0R_P(F=O/E=1)_a+c_a-d
“P(F=1/E=0) b ~b-c

P(F=0/E =0) b-cli-d

b+d

3.1.1 Ukazka aplikace

Data pro ukazku byla vybrdna ze statistického programového baliku Statgraphics
Centurion XV, konkrétné byl zvolen soubor collisions.sf6. Tento soubor obsahuje Udaje
umoziujici méfit vliv vybranych rizikovych faktord na uddlost, kterou je smrtelnd
nehoda pfi srazce dvou automobild. Sledovanym rizikovym faktorem je rychlost
vozidla, které bylo pfi¢inou srazky (km/h), upravena do tvaru dichotomické kategorialni

proménné.

Rizikovy faktor F - rychlost tedy uvazujeme jako dichotomickou proménnou se dvéma

variantami:
0 <100 km/h

1 > 100 km/h

Udalost E:
1 umrti
0 preziti
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Tabulka 2: Asociacni tabulka pro priklad 1

Rizikovy faktor Udalost E
Sloupcové soucty
F 1 0
1 a=25 b=14 a+b=39
0 c=9 d=10 c+d=19
Radkové soucty a+c=34 b+d=24 n=>58

Z tabulky 2 je mozné vypocitat relativni riziko a odds ratio:

Vypocet relativniho rizika:

a
P(E=1/F =1 +d) 25-19 475
e = 2t /F=1D _a3p_alctd) =2 _ 13533
PE=1/F=0) < " clatbh) 9-39 351
C

Pravdépodobnost, Ze udalost E — smrtelny Uraz nastane, je tedy 1,3533 nasobné vétsi

vrve

faktoru F), neZ v pripadé, Ze je rychlost mensi nez 100 km/h, tedy faktor F se nevyskytl.

Vypocet odds ratio:

P(F=1/E=1)
_PF=0/E=1) a-d_25-10
~P(F=1/E=0) b-c 14-9

P(F=0/E =0)

OR

=1,9841

Odds ratio nds informuje o tom, Ze podil pravdépodobnosti vyskytu faktoru F (rychlost
vozidla byla nad 100 km/h) a pravdépodobnosti toho, Ze se faktor F nevyskytl, je
1,9841-krat vyssi v pfipadé, pokud srazka automobill méla smrtelné nasledky, nez

v pfipadé, Ze srazka smrtelné nasledky neméla.
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Vystupy ze systému Statgraphics Centurion XV

Frequency Table for rychlost cat by zavainost

0 1 Row Total
0 10 9 10 1)
17.24% 15.52% |32.76% 2)
1,86 11,14 3)
0,58 0,41 4)
1 14 23 30 1
24.14% 43,10% | 67.24% 2)
16,14 22 86 3)
0,28 0,20 4
Column Total |24 34 58
41,38% 58.62% | 100,00%

Cell contents:
Observed frequency
Percentage of table
Expected frequency
Contribution to chi-squared

Obrazek 2: Vystup ze systému Statgraphics Centurion XV

Obrazek 2 obsahuje tyto udaje:

Y Observed frequency (skutecné zjisténi) O;

2 Percentage of table (procento z celkového poctu n)

3 Expected frequency (o¢ekdvané pocetnosti) E;, pokud faktor F neni vyznamny

* Contribution to chi-squared (nalezitost do chi-kvadratu)

Chi-kvadrat test nezavislosti udalosti E na faktoru F:
5 (0; — E;)?
xX° = ZT =0,58+ 0,41 + 0,28 + 0,20 = 1,475
i

Hodnota testovaciho kritéria y? = 1,475 je nizéi nei kritickd hodnota na hladiné

vyznamnosti 0,05, ktera je 3,841 459, proto se nepotvrdila vyznamnd zavislost
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smrtelnych nasledkl srazky vozidel na tom, ¢i rychlost byla anebo nebyla nad

100 km/h.

Barchart for rychlost_cat by zavaznost

' L ' zavaznost

1o

[l
0
©
°)
1%
k=)
<
o
Pany
1

0 5 10 15 20 25
frequency

Obrazek 3: Zavislost umrti na rychlosti jizdy (vystup ze Statgraphics Centurion XV)

Z obrazku 3 je jasné viditelné, Ze je pfi prekroceni rychlostni hranice 100 km/h vy3si
pravdépodobnost dopravni nehody a vyssi riziko umrti nez pfi jizdé pod 100 km/h. Pri
rychlosti nad 100 km/h prevazZuje pocet smrtelnych Graz( v porovnani s témi, kde Uraz
nebyl smrtelny, pfi rychlosti pod 100 km/h je podil smrtelnych Urazi mensi nez

v prvnim pfipadé.

Tests of Independence
Test Statistic | Df | P-Value
Chi-Squared |1.473 1 0,2246

Odds Ratios and Relative Risk
F.elative Risk

Numerator |Denominator |Relative Risk 032 LCL | 03%: UCL
0 1 1.3533 0.80609 2.66673
Odds Ratios

Numerator |Denominator | OQdds Ratio 3% ILCL |93% UCL

0 1 1.98413 0651832 |6.03934

Obrazek 4: Vystup ze systému Statgraphics Centurion XV
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Uvedené vypocty potvrzuje i vystup ze systému Statgraphics Centurion XV na obrazku

4. Intervaly spolehlivosti pro relativni riziko a odds ratio interpretujeme takto:

S pravdépodobnosti 0,95 je relativni riziko nastalé udalosti E, pokud faktor F nastane
anebo nenastane, zintervalu 0,80609 az 2,66675. Analogicky odds ratio je
s pravdépodobnosti 0,95 z intervalu 0,651852 az 6,03934.

3.2 Logisticky regresni model
Cilem aplikace logistického modelu v analyze preziti je odhad vztah( mezi rizikovymi
faktory (F) a proménnou nastani udalosti (E), u které kdyZz nabyva hodnoty 0, tak

udalost nenastala a pokud nabyva hodnoty 1, tak udalost nastala.

Rizikovy faktor F spolu s kontrolnimi proménnymi Cj, C,, C5, predstavuji soubor
nezavislych proménnych, které popisuji zavislou proménnou E. Nezavisle proménné
oznacujeme vSeobecné symboly X;,X,..Xy, kde k vyjadfuje polet uvaZovanych
nezavislych proménnych. X mulze znadit i kombinaci nékterych nezavislych

proménnych (C; X C,, E?).

V logistické regresni analyze pfimo odhadujeme pravdépodobnost nastani udalosti.

Logisticka funkce, ktera popisuje logisticky model, ma tvar

1

zZ) =———
f@ 1+e?
f(2)
1 _________________________
1
Sim f@) =T mm =1
o0

v

Obrazek 5: Logisticka funkce [13]
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Logisticka krfivka je prodlouzend S-kfivka, jejiz tvar se podoba distribucni funkci
normalniho rozdéleni. Nabyva hodnoty z intervalu (0, 1). Logisticka funkce se vyuziva

prostiednictvim proménné z, ktera kombinuje vlivy rizikovych faktord.
Z:a+ﬁ1'X1+"'+ﬁk'Xk

kde X; jsou nezavislé proménné a a a [; jsou konstanty, reprezentujici neznamé

parametry.

Na odhad parametr( logistického regresniho modelu vyuzivdme metodu maximalni
vérohodnosti. ProtoZze logisticky regresni model je nelinearni, parametry modelu

ziskame iteracnimi metodami.

Logisticky model souvisi s nasledujicim problémem: zjistili jsme hodnoty nezavislych
proménnych X;, X, ... X pro skupinu osob, u kterych jsme zjistili i stav udalosti (0 —
udalost nenastala, 1 — uddlost nastala). Tyto informace chceme vyuzit na popsani
pravdépodobnosti vzniku udalosti P(E = 1|X;, X, ... X}) po urcité obdobi (T, az T;)
s hodnotami nezavislych proménnych X;,X,...X), naméfenych vcase T,. Pro
zjednoduseni tuto pravdépodobnost oznaéme P(X), kde X vyjadfuje sloupcovy vektor

proménnych (X, X, ... Xj) . Logisticky model bude mit tvar

1

P(X) = P(E = 11Xy, X; . Xi) =T ——arspom

Nezndmé parametry a a f; odhadneme na zdkladé ziskanych udaji proménnych
X1,X5 ... X a E. Pokud zndme parametry @ a f; a hodnoty X;, X, ... Xj konkrétni
osoby, miZeme tento model vyuZit na odhad pravdépodobnosti, Ze u sledované osoby

nastane béhem néjakého predem definovaného ¢asového intervalu sledovana udalost.

Alternativnim zpUsobem zdapisu logistického modelu je logit tvar, ktery ziskdme

transformovanim modelu. Logit transformaci oznaujeme logit P(X) a ma tvar
P(X)
logit P(X) =1 [—
ogit P(X) =1In 1=PC0)

kde
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1
— (@t BrX)

P(X) =
) =7
Po Upravach

P(X)
= i =In|——2_| = (a+XBi-X))]| = X
InOR = logit P(X) ln[1 209 ln[e ] a+ E Bi - X;

Pro zjednoduseni se logisticky model vyjadfuje vétSinou v logit tvaru.

3.2.1 0Odds ratio

Efekt rizikového faktoru vystupni proménné mérfi odds ratio (OR). Logisticky koeficient
B; interpretujeme jako zménu v logaritmu OR spojenou s jednotkovou zménou
nezavislé proménné. Ztoho efi je hodnota, o kterou se zméni OR pfi zméné i-té
nezavislé proménné o jednu mérnou jednotku. Pokud je f; kladné, potom ePi bude

vetsi jak 1, tzn. OR se zvysi.
OR je pomér dvou Sanci na nastani udalosti

sance,
OR =

Sance,
ve kterych index vyjadfuje dvé osoby nebo dvé skupiny osob, které porovnavame.

OR vsSeobecné porovnava dvé skupiny osob definované souborem proménnych
X = (X1, X3, ..., Xx). Necht X; = (X11,X12,...,X1) vyjadfuje soubor proménnych,
specifikujicich skupinu 1 a X, = (X1, X032, ---» Xox) soubor proménnych, specifikujicich
skupinu O.
P(X
1 _(p(l))(l) e(@+X Bi-X1)

ORxl,xo - P(X,) — e@+X Bi-Xo)
1—-P(Xy)

= eX Bi(X1i—Xoi)

Takto ziskame vsSeobecny vztah pro OR logistického modelu porovnavajiciho dvé

skupiny osob, specifikované jako X; a X,. Tento vztah obsahuje S;, ale neobsahuje «.

S vyuzitim matematického pravidla e®*? = e® x e? miieme tento vztah zapsat

alternativnim zplsobem
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k
ORy, 2, = Heﬁi(Xu—Xoi)

i=1

tudiz vztah pro OR vyjadfuje, jakou Casti pfispivaji jednotlivé proménné do modelu.
Jednotlivé proménné prispivaji do vztahu pro OR multiplikativnim zplsobem. Napfiklad
pokud efz(¥127X02) = 3 3 Fs(X1s=Xos) = 4 potom spoleény vliv téchto dvou

proménnych na OR bude 3 X 4 = 12.

3.2.2 Ukazka aplikace

Pro tuto ukazku byla zvolend stejnd data jako v predeslé ukazce, tedy datovy soubor
collisions.sf6. Jsou zde Udaje z 58 dopravnich nehod (bocni ndraz), tedy n = 58.
Hodnota proménné E je binarni, kvantifikujici, zda dopravni nehoda byla smrtelna

(E = 1) nebone (E = 0).
Jsou zde brany v potaz tyto faktory:

- vek fidice,
- akcelerace,

- rychlost.

Nasledujici tabulka 3 ukazuje ¢ast tohoto datového souboru:

Tabulka 3: Ukazka dat ze souboru collisions.sf6 ze Statgraphics Centurion XV

Vék Akcelerace Rychlost Udalost E
22 50 98 0
21 49 160 0
40 50 134 1
43 50 142 1
23 51 118 0
58 51 143 1
29 51 77 0
29 51 184 0
47 51 100 1
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Zavisle proménnd E se rovna 1 pokud udalost nastala a O pokud uddalost nenastala.

Nezavislé ndhodné veliiny jsou: vék osoby, kterad zapficinila nehodu, akcelerace

a rychlost, pfi které se nehoda stala.
Logisticky model ma nasledujici formu:

1
1+ e—(@+2 BrXp)

P(X) =

Vystupy ze systému Statgraphics Centurion XV

Estimated Regression Model (Maximum Likelihood)

Standard Estimated
Parameter Estimate Error Odds Ratio
CONSTANT -15.7207 5.33366
vek 0,164496 00417988 |1.1788
zrychlent 0,131833 0,0564584 |1.14092
rvchlost 100=0 -0.653095  |0.878665 0520433
Amnalvsis of Deviance
Source Deviance |Df |P-Value
Model 33,905 3 0,0000
Residual 44,7673 34 10,8105
Total (corr.) 78,6723 57

Percentage of deviance explained by model = 43,0963
Adjusted percentage =32,9278

Likelihood Ratio Tests

Factor Chi-Squared |Df |P-Value
vek 30,3302 1 0.0000
zrychleni 6.98415 1 0.0082
ryvchlost_100 0.56427 1 04525

Obrazek 6: Vystup ze systému Statgraphics Centurion XV
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Obrazek 6 poskytuje tyto dllezZité informace:

e Odhadnuty logisticky regresni model (Estimated Regression Model) ve tvaru:

1

P(E=1) = 1+ e-@+2BiXp)

1
= 1 4+ ¢—(~15,7207+0,164496-v€k+0,131833-zrychleni+(—0,653096)-rychlost)

e Potvrzeni vyznamnosti tohoto modelu (p-Value 0,0000), ktery vysvétluje az

43,0965 variability hodnot zavisle proménné.
e Odds ratio pro nezavislé proménné, vypocitany z koeficientt Bi takto:
odds ratio = e(8?.
e S kazdym rokem véku fidice se odds ratio zvysi 1,1788 nasobné.

e Test vyznamnosti (Likelihood Ratio Tests) pro kazdy koeficient modelu potvrzuje
vyznamny rozdil tohoto koeficientu od hodnoty 0, nebo vyznamnou zavislost na
pfislusné nezavislé proménné. Mald P-hodnota dokazuje, Zze nastani udalosti E

vyznamneé ovliviuji faktory vék a akcelerace.

Plot of Fitted Model
with 95,0% confidence limits

1F T — T T T T T T T T T_]

I ] zrychleni=76,

0,8 ] rychlost_100:
2 06f -
C r i
s :
S 04r §
02} .
O -_I 1 1 " 1 " 1 I_-
19 29 39 49 59 69

vek

Obrazek 7: Logisticka krivka (vystup ze Statgraphics Centurion XV)
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4 ANALYZA PREZITI
Nasledujici kapitola 4 véetné podkapitol 5.1 a 5.2 jsou zpracovany podle [10], [11], [12]

a [14].

Analyza preziti je soubor statistickych postup(, pro které je vyslednou proménnou ¢as

po nastani udalosti.

zacatek cas udalost (Umrti, choroba,

pozorovani uzdraveni, Uraz,...)

Obrazek 8: Analyza preziti [14]

Hlavni cile analyzy preziti jsou:

- odhad a interpretace funkce preziti a funkce rizika z 4daju o preZivajicich
osobach,
- porovnani funkci preziti mezi rGznymi skupinami osob,

- odhad vztahl mezi vysvétlujicimi proménnymi.

Pfi analyze dat se nejastéji zaméfujeme na funkci preziti S(t). Tato funkce vyjadfuje
procento osob, které preziva v Case t. Funkce preziti je nerostouci funkce, pro kterou

plati S(0) = 1,5(e) = 0.

4.1 Zpusoby cenzorovani

NejcastéjsSim problémem v analyze preiiti je to, Ze ne vidy umime zjistit informaci
o délce preziti, protoze udalost mize nastat az po ukonceni sledovani. V takovych
pripadech pozname jen cenzorované (useknuté) pozorovani. Cenzorovana pozorovani

obsahuji jen ¢astecnou informaci o ndhodné proménné.

zacatek sledovani konec sledovani

Obrazek 9: Cenzorované (useknuté) pozorovani [14]

44



Necenzorovana pozorovani se obvykle oznacuji jako T; a cenzorovand jako Ti+. Necht

Ty, T, ..., Ty, jsou nezdvislé, identicky rozdélené nahodné proménné.
e |, typ cenzorovani

Necht t. je fixni Cislo. Namisto pozorovanych T;,T,,...,T,, pozorujeme nahodné

veli¢iny Y3, Ys, ..., Yy, kde

Y_{Tl-ale-StC
E7 toak t, < T;

e |l. typ cenzorovani

Necht r <n je fixni a necht Ty <T) < <Ty) jsou sefazené statistiky

Ty, Ty, ..., T. Pozorovani ukoncime po r udalostech, takze ziskame Yy, Y2y, ..., Y-

Yoy =Tq)

Yoy =T
Yorn =T

Yoy =T

Cenzorovani 1. i Il. typu vznikd v technickych aplikacich. Napftiklad, kdyz testujeme
zarovky, zatneme je sledovat v ¢ase t = 0 a zapiSeme cas pro jejich vypaleni. Nékteré
zarovky mohou vydrzet déle, nez oCekavame. Proto v predem uréeném case t,
sledovani ukonéime (cenzurovéni I. typu) anebo ¢ekame, dokud se nevypali (r/n) -

100% zarovek (cenzorovani Il. typu).
e Nahodné cenzorovani

Necht Cy, C,, ..., C,, jsou nezdvislé, identicky rozdélené ndhodné proménné, kde C; je

cenzorovany Cas ptitazeny k T;. Pozorujeme (Y3, 67), ..., (Y, 6,,), kde
Y; = min(T;, C;)

5 = {1 ak T; < C; t.j.T; je necenzorovné
" 0akT; > C; t.j.T; je cenzurovné
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kde nahodné proménné §;, &, ..., 6, obsahuji informaci o cenzorovani, coZ je patrné

z obrazku 10.

pacienti PR n o 5, =1
o] t,
® 6, =0
t3 C2
® —e 53=1
C3 ty
————o S, =1
Cq
° s 65 =0
Cs
zacatek konec cas
pozorovani pozorovani

Obrazek 10: Ukazka nahodného cenzorovani (upraveno z [11])

Nahodné cenzorovani vznika v lékarskych aplikacich, kde pacienti vstupuji do studie

v rliznych ¢asech. Cenzorovani se vyskytuje v riznych formach:

- Umrti pacienta,

- ztraty na zkoumdni — pacient se prestéhuje a nikdy ho uz neuvidime,

- vypadnuti ze studie — pacient odmitne pokracovat v lécbé, pripadné
z dlivodu vedlejsich ucinkl musi byt |é¢ba pozastavena,

- omezeni studie.

Dulezitym predpokladem pfi nahodném cenzorovani je to, Ze T; nezdvisi od C;.
Vypadnuti ze studie vSak ¢asto zavisi na prlibéhu terapie, a proto mlze byt zavislost T;

od C; opravnéna.

Pfedpokladejme, Ze ze souboru 100 sob bylo cenzorovano celkem 24 osob. Pokud
bychom cenzory vyradili od zacatku sledovani, vychazeli bychom pouze ze 76
pozorovani. Tim by se ztratila ¢ast informace, kterou poskytuji cenzory do doby, nez

»,Zmizi ze sledovani”. Pfi stejnych absolutnich poctech zemfrelych d; je jejich relativni
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podil vzhledem k nizsi hodnoté n, vyssi, a tedy vysledna kumulativni pravdépodobnost

preziti nizsi.

Spravné reseni problému cenzorovani nasli Kaplan a Meier. Pocet cenzorovanych udajl
g; v ¢ase t; zohlednili tak, Ze pocet ni;; odpovidd poctu n;, zmensenému nejen o pocet

zemrelych d;, ale i o pocet cenzorovanych udaji w;.

Tabulka 4: Cenzorovani podle Kaplana a Meiera [14]

| Cas | cenzory se nevyskytly cenzory byly vyfazené cenzory byly respektované

| tp | n | di | oo [ Ilpe | | di | oo [ Ilope | ma | di | wi| pi | I]° D
1 0f{100| O |1,00 1,00| 76 | 011,00 1,00 100| 0| 01,00 1,00
2| 10)100| 70,93 093|76| 7091 091100 7| 3|0,93 0,93
3] 15| 93| 0|1,00| 093]|69| 0]1,00 091 90| 0| 4|1,00| 0,93
41 20| 93| 130,86 0,80 | 69| 130,81 0,74 86| 13| 130,85 0,79
5| 30| 8| 10,99 0,79 56| 1/0,98 0,72 60| 1| 40,98 0,78
6| 32 79| 0|1,00| 0,79 55| 0]1,00 0,72 55| 0| 0|100| 0,78

Kumulativni pravdépodobnost preziti Kaplan-Meierova pfistupu je nizsi nez v prvnim
a vyssi nez v druhém pfipadé. V prvnim pripadé zUstali v souboru viechny cenzorované
pozorovani az do konce sledovani, vdruhém se ztratila informace z jejich ¢aste¢ného
trvani v souboru. Osud cenzorovanych pozorovani po skonéeni sledovani neni znamy,
je vsak velmi malo pravdépodobné, Zze by vSechny osoby okamzité zemfrely, proto je

logické s nimi uvazovat.

4.2 Neparametrické jednorozmérné metody odhadu krivky preziti
PFi tomto odhadu kfivky preziti sledované obdobi rozdélime na mensi ¢asové intervaly.
Na odhad kumulativni pravdépodobnosti preZiti pouZijeme vSechny c¢astecné

pravdépodobnosti z jednotlivych intervall, ¢imzZ vyuZijeme vsechna dostupna data.

Abychom mohli tabulky preziti pouzit, predpokladame, Ze podminky preziti se
v pribéhu sledovani nebudou ménit, tj. osoba sledovana dnes se bude chovat stejné,
jako by se chovala napfiklad pred rokem. Stejné tak musime predpokladat, ze

cenzorovana pozorovani se neodliSuji od pozorovani, pti kterych udalost nastala.
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Udaje usporaddme do matice, kterd ma n radka, kde kazdy radek charakterizuje pravé
jednu osobu ve tvaru (#, t;, §j, Xj, ..., Xjp). Prvni sloupec # obsahuje identifikacni ¢islo
a jiné informace, tykajici se dané osoby. Druhy, t;, obsahuje informace o Case preziti
osoby, vyjadfujici, kdy udalost nastala, anebo kdy byl udaj cenzorovany. Na odliseni
osob, u kterych nastala udalost, od osob cenzorovanych, vyuzivame dichotomickou
proménnou oznacujici cenzorovani s variantami 0 — Udaj byl cenzorovany, 1 — nastala
udalost. Hodnoty x; predstavuji vysvétlujici proménné, které vyuzivame na modelovani

délky prefiti.

Celkovy Cas rozdélime do intervalu Iy, |,, ...l¢, které jsou obvykle stejné délky. Pouzijeme

oznaceni:

N pocet prezivajicich na zacatku obdobi I,

d; pocet umrtni béhem obdobi [,

Wi pocet cenzur béhem obdobi [,

Qi pravdépodobnost umrti béhem intervalu I;,

pi podminénd pravdépodobnost preziti obdobi I; za predpokladu, Ze osoba byla

nazivu na zacatku obdobi I;.

4.2.1 Aktuarska metoda
Problémem je, Ze cenzorované osoby mohou jesté v daném intervalu, ve kterém byly
cenzorované, zemfit. V aktuarské metodé predpokladame, Zze cenzorované osoby byly

v tomto intervalu jen polovinu Casu.

PFi pouziti aktuarské metody délime celkovou délku sledovani na mensi intervaly.
V kazdém intervalu zaznamename pocet pozorovanych osob na zacatku intervalu
a pocet udalosti a cenzor v daném intervalu, ze kterych odhadneme pravdépodobnost
nastdni udalosti béhem tohoto intervalu. Z odhadll pravdépodobnosti v jednotlivych
intervalech odhadneme kumulativni pravdépodobnosti. Cenzorované udaje se tedy

pouziji ve vSech intervalech, béhem kterych byly pozorované.
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PFi pouziti aktuarské metody se rozhodneme pro délku ¢asového intervalu pro vypocet
odhadu krivky preziti. Kdyz pocitdme napfriklad roc¢ni miry, data uspordadame do 12

mésicnich intervald.

Kumulativni pravdépodobnost preziti S(t,) muZeme rozloZit na podminéné

pravdépodobnosti
S(t,y) =P(T>ty) =P(T >t;) XP(T > t,|T > t1) X ... X P(T > t3|T > ty_1)
=DP1"DP2" Pk
kde
pi =P(T > 4I|T > t;1)
Aktudrskou metodou odhadujeme jednotlivé p; samostatné a pomoci nich vypocitame

S(ty).

Za predpokladu, Ze interval |; neobsahuje zadné cenzorované pozorovani, miZeme na

odhad P; pouzit vztah l—d—‘:. Pokud se vintervalu [, wvyskytuji i cenzory,

14

predpokldadame, Ze cenzurovand pozorovani byla vystavena riziku jen polovina

intervalu.
Potom
. 1
n;=n; — 2 * Wi
. dp d;
qi = 1
Tll Tll - i M Wl
pi=1-4;

Aktudrsky odhad funkce preziti je potom

k k d
S(tk)=]_[ﬁi=1_[<1——1‘)
i=1 Wi

i=1

4.2.2 Kaplan - Meierova metoda
Pokud jsou udaje o prezivani zapsané detailnéji, pfesnost zachovame pouze pfi pouziti

mensich interval(l. Kaplan — Meierlv odhad je zaloZzeny na myslence pocetnéjsich
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intervall, které mohou byt libovolné velké. Je podobny aktérskému odhadu aZ na to,
Ze délky intervalll mohou byt rlizné. Kaplan — Meierovou metodou odhadujeme krivku
preziti v kazdém casovém okamziku, ve kterém udalost nastala, tj. pro kaidy

necenzurovany cas.

Kaplan — Meierovy krivky vychazeji z tabulky tridénych c¢ast udalosti pro kazdou
skupinu. Necht t(;) <t < - < fy) jsou sefazené Casy ty,ty, ..., t, a necht & je

hodnota 5, pFiFatené k t(i), tj. 5(1) = 5] kdyi t(i) = tj.

Tabulka 5: Tabulka tfidénych ¢ast udalosti

tG) nj d; W

t(o) =0 No do =0 Wo

t) Ny d; W1

Tk Nk dk W

Tabulka 5 zacina ¢asem preziti 0. Hodnota n; vyjadfuje pocet osob vystavenych riziku
na zacatku j-tého obdobi, d; vyjadfuje pocet udalosti a w; pocet cenzor béhem j-tého

obdobi.

KFivku preziti odhadujeme v kazdém casovém okamziku, ve kterém udalost nastala a je
konstantni v celém intervalu aZz po nasledujici ¢as nastani udalosti. Kumulativni
pravdépodobnost preziti v konkrétnim ¢ase vypocitame vyndsobenim vSech

individualnich pravdépodobnosti preziti az po tento cas.

Pokud soubor dat obsahuje cenzorované Udaje (kdyZ je nékteré w; rdzné od nuly),
musime pouZit alternativni zplGsob vypoctu pravdépodobnosti preziti — ,Kaplan —
Meierdv pristup”, ktery dostaneme z podminénych pravdépodobnosti P(T > Ly | T =
t(j)). Podstata Kaplan — Meierova pfistupu spociva vtom, Ze pozorovani nemlzeme
pouZit v Case t(jy tehdy, kdyz pfed Casem t(;) nastala udalost anebo bylo pozorovani

cenzurované. Kaplan — Meierdv vztah ma tvar
S(t) =D(T >ty | T=te)  P(T >ty T2 tg) . P(T > £ [ T = t)
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Pokud soucin prvnich j-1 podminénych pravdépodobnosti H{;llﬁ(T >t |T > t(i))
nahradime kumulativni pravdépodobnosti .§(t(j_1)), muUzZeme uvedeny vztah vyjadfit

ve tvaru

$(ten) = S(ti—n) - B(T >ty IT = t()

Odhad pravdépodobnosti prefiti v ¢ase t) je vidy rovny hodnoté jedna. Kaplan-
Meierovy pravdépodobnosti preziti uddvaji pravdépodobnost preziti na zakladé

predchozi pravdépodobnosti preziti vcCase t(_q), nasobeného podminénou

pravdépodobnosti pFeiitl’ﬁ(T >t |T > t(]-)).

Z odhadu

dostaneme

d.
pi=1—q; = 1- n—i pokud &) = 1 (necenzurované)
1 pokud §,y = 0 (cenzurovaneé)

Z toho Kaplan — MeierGv odhad
. d\ %o
o= [n-[16-4
n;
t(i)St t(i)St

Pfi velkych souborech dostaneme pomoci Kaplan — Meierovy metody pomérné
rozsahlé tabulky preziti, proto se vtakovychto pripadech upfednosthuje aktuarska

metoda.

51



4.3 Coxuv regresni model umrtnosti

Cela kapitola 4.3 je zpracovana dle [10], [14] a [16].

4.3.1 Coxav model proporcionalniho rizika
Pfezivani neni jen funkci €asu, ale i rdznych rizikovych faktort. Coxiv model dovoluje
odhadnout kromé vychozi funkce preziti i hodnoty regresnich koeficientl jednotlivych

rizikovych faktor(.

Coxllv model se uprednostiiuje pred logistickym modelem tehdy, kdyz mame
k dispozici i cenzorované informace o Case preziti. Coxtiv model vyuziva ¢asy prefziti, ale
i cenzorované Udaje. Logisticky model vyuziva pouze dichotomickou proménnou, ktera

vyjadruje, jestli udalost nastala a ignoruje Casy preZiti a cenzorované udaje.

CoxGv model proporciondlniho rizika vyjadfuje riziko v ¢ase t pro osobu s urcitymi

hodnotami vysvétlujicich proménnych (rizikovych faktor(), oznacenych vektorem X.
h(t,X) = ho(t) - eXi=Brxi; X = (X, Xy, .0, X))
Riziko se v Case t sklada ze dvou Casti:

Prvni ¢ast hy(t), ktera obsahuje t, ale ne X, se nazyvd vychozi funkce preZiti. Riziko

hy(t) je nezndamym parametrem, ktery se musi odhadnout.

A . . . e P gy
Druha cast, ktera obsahuje vektor X, ale ne t, je exponencidlni vyjadreni eZi=1 PiXi,
Proménnou X mdZe byt napfiklad pohlavi, vék, vaha anebo kufak/nekufak. U&inek

vysvétlujicich proménnych spoéiva v nasobeni vychoziho rizika faktorem e#X.
Pfedchozi vztah miUzeme prepsat do tvaru
h(t, X) = e®O+Zi; BiXi

kde a(t) =Inhy(t). Za predpokladu specifikace funkce a(t) bychom dostali

nasledujici parametrické modely
a(t) =«a exponencidlni model

a(t) =a-t Gompertziv model
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a(t) =a-Int Weibulldv model

NejdllezitéjSim predpokladem modelu je to, Ze pokud ma prvni osoba v ¢ase t; riziko
nastdni udalosti n-nasobné vyssi v porovnani s druhou osobou, potom i v ¢ase t, ma
prvni osoba n-nasobné vyssi riziko umrti v porovnani s druhou osobou. Predpoklad
proporcionality funkci rizika nemusi platit napfiklad pfi proménné charakterizujici

zpUsob terapie (medikamentézni a chirurgicka 1é¢ba).

CoxUlv model ma nasleduijici vlastnosti:

- pokud jsou viechny X; nulové, exponencialni ¢ast Coxova modelu ezilﬁi'xi
je rovna 1 a pavodni vztah se redukuje na vychozi funkci rizika hy(t),

- pro osobu s konstantnimi hodnotami vysvétlujici proménné X; je funkce
rizika hgy(t) X C(X), kde C(X) je konstanta, zavisld na hodnotich X.
Konstanta C(X) je vidy kladn3,

- pro jakékoliv dvé osoby je pomér funkci rizika

ho(t) X C(X(1)) _ CX)
ho(t) X C(X(2)) C(X(z))

Pomér dvou funkci rizika nezavisi na case t. Funkce rizika jsou tedy proporcionalni

v Case. Proto se takovyto model nazyvda modelem proporcionalniho rizika.

Vychodiskové riziko Coxova modelu hy(t) neni specifikovano. Coxiv model je
neparametricky model. | kdyZ neni vychozi riziko specifikované, mizZzeme odhadnout

regresni koeficienty, pomér funkci rizika (hazard ratio) a upravené krivky preziti.

Vysledkem Coxova modelu proporcionalniho rizika je velmi blizka aproximace vysledk
vhodného parametrického modelu. Pouzitim Coxova modelu dostaneme feSeni

porovnatelné s vhodnym parametrickym modelem.

| kdyz jsme si jisti konkrétnim modelem, je lepsi pouzit parametricky model. Pokud
vsak nevime, jaky model sestrojit, Coxtiv model je , bezpecnou” volbou a nemusime se

obavat, Ze jsme zvolily Spatné parametry modelu.
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4.3.2 Hazard ratio (pomeér rizika)
Hlavnim cilem Coxova modelu je méfeni efektu rizikovych faktori. Na odméreni tohoto
efektu slouzi hazard ratio (HR). Hazard ratio vysvétluje vztah mezi rizikovym faktorem

a délkou preziti s ohledem na kontrolni proménné.

Pokud HR = 1, potom urcity rizikovy faktor nema na cas preziti zadny efekt. Pokud
HR > 1, potom skupina vystavena tomuto rizikovému faktoru ma HR-nasobné vyssi
riziko v porovnani se skupinou, ktera neni vystavena rizikovému faktoru. Pokud je HR
vysSi pro skupinu vystavenou rizikovému faktoru v ¢ase t, potom pravdépodobnost

preziti skupiny vystavené rizikovému faktoru je nizsi.
HR je definované jako riziko jedné osoby délené rizikem pro jinou osobu

__ A, XY
HR = ——
h(t,X)

kde X" oznacuje soubor proménnych prvni osoby, X* = (Xf,X;, ...,X;;)
X oznacuje soubor proménnych druhé osoby, X = (X1, X, ..., Xp)

Pokud plati, 7e HR >1= h(t,X") > h(t,X). Potom skupina se souborem

proménnych X* je vystavend vys$simu riziku v porovnani se skupinou X.

Vztah AR = hﬁ((tt’);)) pro HR upravime do nasledujiciho tvaru
At XY Ra(f) - eZieiBiXi _

CREX) iy (t) - eZiea i

a dostaneme upravené krivky preziti s pouzitim Coxova modelu proporcionalniho

rizika.

Dalsi duleZitou charakteristikou analyzy preziti jsou krivky preziti. Nejjednoduseji
mulzZeme krivky preziti odhadnout s pouZitim Kaplan-Meierovy metody. Pokud
pouzZijeme na odhad dat preziti CoxGv model, jednu z vysvétlujicich proménnych
budeme povazovat za primarni rizikovy faktor a ostatni povazujeme za kontrolni

regresory. Hlavnim cilem analyzy je vysvétleni vztahu mezi primarnim rizikovym
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faktorem a ¢asem do nastani udalosti, s kontrolou ostatnich regresor(. Takovéto krivky

se potom nazyvaji rozsirené krivky preziti.

Odhad krivky preziti pro konkrétni osobu vypocitame tak, Ze vychodiskovou krivku
preziti umocnime hodnotou e?X. Pokud hodnota tohoto exponentu je vét$i ne 1,
potom vysledny cas preziti bude kratSi nez vychodiskovy Cas preziti. Takze kladna
hodnota pfislusného koeficientu hovofi o neptiznivém vlivu daného rizikového faktoru
ve smyslu zkracovani doby prezivani, a naopak, zaporna hodnota koeficientu svédci
o pfiznivém vlivu pfislusného ,rizikového” (vlastné protirizikového) faktoru, tedy

o prodluzovani doby prezivani.
Funkce rizika Coxova modelu
R(E,X) = Ro(0) - Xt P,

mulzZe byt konvertovana na vztah funkce preziti, ktery je zakladem na vypocet
rozsirenych krivek preziti

R o jelie BiXi
$(t,X) = [So ()]
Pokud chceme ziskat upravené krivky preziti, které jsou prizplsobené pro vsechny

regresory, potom pouzijeme

. . Zie1 BiXi
St X) =[So (0]

4.3.3 Ukazka aplikace

Pro tuto ukazku byla data vybrana opét z programového baliku Statgraphics
Centurion XV, konkrétné soubor coxph.sf6. Soubor obsahuje data ze studie
o 36 pacientech (n = 36) se zhoubnym nadorem na ledviné. Pacienti byli rozdéleni do
tfech vékovych skupin. Néktefi pacienty v kazdé skupiné podstoupili nefrektomii
(chirurgické odstranéni ledviny), néktefi nikoliv. Cast souboru ukazuje nasledujici

tabulka 6:
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Tabulka 6: Ukazka z ¢asti souboru coxph.sfé

Doba preziti

il Cenzory" Nefrektomie?
[mésice]

)

Vékova skupina®

)

9

6

21

15

8

17

12

104

56

35

35

52

68

77

84

o/lo|lo|Rr|O|lO|lO|lO|lO|O|r|OjlO|lO|]O|O|O| O
RiR| R RIR R RR R RRFROlOlo|lOojo|lo|O

38

RiR R RIRIRRIRRRRWNNONNRIR|R

1 Cenzory
1 5iji
0 zemreli
2 Nefrektomie
1 podstoupili chirurgické odstranéni ledviny
0 nepodstoupili chirurgické odstranéni ledviny

3 vékova skupina

1 <60 let
2 60—70 let
3 > 70 let
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CoxUv model proporcionalniho rizika jsme nasli pouzitim procedury Cox proportional
Hazards statistického programového baliku Statgraphics Centurion XV. Vystup Coxovy

regrese 1. stupné, kdy neuvazujeme interakci faktor(, obsahuje obrazek 11.

Vystupy ze Statgraphics Centurion XV:

Cox Proportional Hazards - proziti
Dependent variable: proZiti
Censoring: cenzor
Factors:
nefrektomie
vek

MNumber of uncensored values: 32
Mumber of right-censored values: 4

Estimated Regression Model

Standard Lower 93,0% Lpper 93,0%
Parameter Estimate Error Conf” Limit Conf. Limit
nefreltomie=1 -1,41108 0377288 [-2,15056 -0,67161
vek=2 0,0124456 |0,330352 |-0,635033 0,659924
vel=3 1,34132 0448089 [0.463082 2,21956

Log likelihood =-82,7342

Likelihood Ratio Tests

Fuacior Chi-Sguared | Df | P-Value
nefreltomie 6,66386 1 0,0008
vels 4,73827 2 0,0936

Obrazek 11: Vystup ze Statgraphics Centurion XV

e Souhrn vstupnich dat pro CoxGv model proporcionalniho rizika, zahrnujicich pocet

pozorovani n, vhodnych pro model.

e (Cast vystupu Estimated Regression Model (odhadnuty regresni model) obsahuje

maximalné vérohodné odhady koeficient( ﬁi Coxova modelu, standardni chyby

odhadl a 95% intervalové odhady.

e Likelihood Ratio Tests (test pomérd vérohodnosti) udava, Ze jsou koeficienty [?i
vyznamné rdzné od hodnoty 0. Je zde zobrazena oboustranna P-hodnota. Mala P-

hodnota znadi statisticky vyznamnou proménnou.
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Odhadnuty model na zakladé nasich dat je nasleduijici:

h,(t) = exp[—1.41108 (Nephrectomy = 1) + 0.0124456(Age = 2)
+1.34132(Age = 3)]ho (D)

Zakladni funkce hy(t) je Coxova funkce rizika pro pfipad, Ze jsou viechny vysvétlujici

proménné nulové.

Nephrectomy =1, Age =2 a Age =3 jsou dummy proménné, které nabyvaji
hodnoty 0, pfi varianté ne a 1 pfi varianté ano. Test vyznamnosti koeficientl ukazuje
vyznamné prodlouZeni Zivota u téch, ktefi podstoupili chirurgické odstranéni ledviny,
ale efekt ohledné véku zde neni na 5% hladiné vyznamnosti vyznamny. Nutno
podotknout, Ze efekt nefrektomie je negativni, ukazuje tedy na Uspésnost redukce

funkce rizika, a tudiz se zlepsuje preziti.

Estimated Survival Function

vek=1
1 _—' ' ' T T T T T '—_ nefrektomie
L 4 —0
> 08 4 — 1
% i ]
o 06 _
o - n
S - ]
S o4 ]
S L _
5 i i
? 021 .
O __I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 I__
0 20 40 60 80 100 120
proziti

Obrazek 12: Funkce preziti pro dvé riizné skupiny pacientt

Obrazek 12 zobrazuje odhadnutou funkci prFeziti pro pacienty ze skupiny, ktefi
podstoupili nefrektomii (1) a ktefi ji nepodstoupili (0) a jsou zarazeni do prvni vékové
skupiny, tedy Age = 1. Zgrafického zndzornéni je vidét jasné zlepsSeni v preziti

pacientd, ktefi operaci podstoupili. Analogicky zavér lze udélat i na zakladé grafického
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zobrazeni funkce rizika na obrazku 13. Obdobny vysledek bychom dostali i pro dalsi dvé

vékové kategorie.

Estimated Cumulative Hazard Function

vek=1
gr-" -~ v et T nefrektomie
i 1 — 0
- 4 — 1
2 6
IS L i
N
@ L i
s - -
2 4r .
E - -
= L i
= L 4
3 2 .
0 1 L L 1 L L PR L L L 1 L L L 1 L L 1 L L L]
0 20 40 60 80 100 120
proziti

Obrazek 13: Coxova funkce proporcionalniho rizika pro dvé riizné skupiny pacientt
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Pokud zvolime Coxdv model 2. fadu, tedy do modelu zafidime i interakce faktor(
nefrektomie a vék, dostaneme vystup na obrazku 14. Z vysledk( testu vyznamnosti

koeficientll modelu vyplyvd nevyznamnost interakce téchto faktora.

Cox Proportional Hazards - proZiti
Dependent varizble: profit
Censoring: cenzor
Factors:
nefrektomis
vek

Mumber of uncensored values: 32
WNumber of right-censored values: 4

Estimated Regression Model

Standard  |Lower 93,0% | Upper 93,0%
Poreometar Extimate Error Conf Limit Conf Limit
nefrektomi=]1 -1,94363 0.362645  |-3.04642 -0,840886
vel=1 000491685 [0,730185 |[-1.42622 143606
vel=3 0.0650903 1,03264 -1,95883 2,08903
nefrebtomie=1*vel=2 00304223 [0,819766  [-1,63714 1,35629
nefrektomie=1*vel=3  [2,00278 1,14729 -0,243857 425143

Loglikelthood = -81,23%3

Likelihood Eatio Tests

Factor Chi-Squared | Df | P-Falus
nefrektomie 542807 1 00198
vek 000322047 |2 0.9954
nefrektomie®vek  |3,0204 2 02199

Obrazek 14: Vystup ze Statgraphics Centurion XV
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ZAVER

Zkusenosti Zivotni pojistovny se opiraji o dlouhodobd pozorovéni umrtnosti v zavislosti
na zakladnich rizikovych faktorech, kterymi jsou vék a pohlavi. Tyto zkusenosti se dale
porovndvaji se standartnimi Uumrtnostnimi tabulkami a jsou zakladem pro vypocty

v Zivotnim a diichodovém pojisténi.

Cilem této diplomové prace bylo kvantifikovat vliv nejen zdakladnich, ale i dalSich
rizikovych faktord vanalyze preziti, popsat a aplikovat vhodné metody této
kvantifikace. Vhodnymi metodami pro stanoveny cil jsou kromé umrtnostnich tabulek
také logisticky regresni model jako model preziti, Kaplan Meierovy kfivky preziti
a CoxQv regresni model umrtnosti. Pro jejich aplikace je nutno vyuzit vhodny statisticky
programovy balik, kterym je vtéto diplomové praci statisticky programovy systém

Statgraphics Centurion XV.

Prvni kapitola této prace se zabyva vyznamem pojisténi a jeho vyvojem od pocatkd po

soucasnost.

V kapitole 2 je charakterizovdn vyznam a moznosti modelovani umrtnosti. V Zivotnim
pojisténi jsou kryta dvé zakladni rizika a to riziko umrti a riziko doziti. Délka Zivota,
chapana jako spojitd nahodna veli¢ina, umozni vytvofit pravdépodobnostni model
umrtnosti. Tento model lze nasledné vyuZit pro stanoveni rGznych charakteristik

umrtnosti, predevsim intenzity dmrtnosti.

Znacna Cast prace se zabyva konstrukci umrtnostnich tabulek, které stale predstavuji
nejcastéjsi zpusob modelovani Umrtnosti. Zde se doba Zivota chape jako diskrétni

nahodna proménna.

Zasadni kapitola 3 se vénuje logistickému regresnimu modelu jakoZto modelu preziti.
Je uveden strucny teoreticky vyklad logistické regrese, ktera je vhodna na modelovani
jednostranné zavislosti pravdépodobnosti umrti & prezZiti na kvantitativnich
i kategorialnich proménnych — sledovanych faktorech. Na konkrétnim prikladu byl
ukazan vypocet relativniho rizika a pravdépodobnostniho poméru. Sledovala se zde
zavislost umrti Ci preziti na rizikovém faktoru, kterym byla rychlost jizdy automobilu

v okamziku dopravni nehody. Rychlost jizdy byla stanovena jako kategoridlni
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proménna, pricemz jako jedna varianta byla zvolena rychlost do 100 km/h a druha
rychlost nad 100 km/h. Rychlost jizdy lze povaZovat za rizikovy faktor, coz potvrzuji
i nase data, presto v regresnim modelu zavislost smrtelnych nasledk(i srazky vozidel na
rychlosti nebyla vyznamna. V ukazce aplikace logistické regrese jsme uvazovali tfi
rizikové faktory a to vék fidice, akceleraci a rychlost automobilu v okamziku dopravni
nehody. Zkoumala se zde zavislost umrti Ci preziti na téchto faktorech. Pomoci
procedury logistické regrese programového baliku Statgraphics Centurion XV byla

zjiSténa vyznamna zavislost na dvou faktorech, a to na véku fidice a na akceleraci.

V posledni kapitole je popsana analyza preziti, jsou zde definovany rdzné metody
odhadu krivky preziti a dale CoxGv regresni model umrtnosti, jehoZ aplikace byla
ukdzana na konkrétnim pfikladu. Zde byl vstupem soubor pacientl se zhoubnym
nadorem na ledviné. Zkoumala se zavislost umrti ¢i prezZiti na tom, zda pacient
podstoupil nefrektomii, pficemz jsme brali v Gvahu i vék pacient(. Zavislost se vtomto
pripadé potvrdila, protoze pacienti, ktefi podstoupili chirurgické odstranéni ledviny, Zili

déle.

Problematika kvantifikace pficin umrti tvofi nedilnou soucast demografické analyzy
i aktuarskych analyz v Zivotnich pojistovnach a dlichodovych fondech. Diplomova prace
potvrdila skuteCnost, Ze Umrtnost zavisi na rlznych rizikovych faktorech a tuto
skuteénost je v komercni Zivotni pojistovné nutno zohlednit pfi vypoctu pojistného.
Kvantifikace rizikovych faktord umozni také Gcinnéjsi prevenci a aktivni péci o lidské

zdravi.
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PRILOHY

Pfiloha 1: Podrobné Gmrtnostni tabulky Ceska republika, muzi, 2007

2007 Ceska republika
MuZi Males
vék age gx px IX dx Lx TX ex

0 0,003728 0,996272 100000 373 99667 7366630 73,67
1 0,000280 0,999720 99627 28 99613 7266964 72,94
2 0,000310 0,999690 99599 31 99584 7167351 71,96
3 0,000223 0,999777 99568 22 99557 7067767 70,98
4 0,000173 0,999827 99546 17 99538 6968210 70,00
5 0,000111 0,999889 99529 11 99523 6868672 69,01
6 0,000094 0,999906 99518 9 99513 6769148 68,02
7 0,000090 0,999910 99509 9 99504 6669635 67,03
8 0,000122 0,999878 99500 12 99494 6570131 66,03
9 0,000153 0,999847 99488 15 99480 6470638 65,04
10 0,000148 0,999852 99472 15 99465 6371158 64,05
11 0,000141 0,999859 99458 14 99451 6271693 63,06
12 0,000156 0,999844 99444 16 99436 6172242 62,07
13 0,000139 0,999861 99428 14 99421 6072806 61,08
14 0,000199 0,999801 99414 20 99404 5973385 60,09
15 0,000247 0,999753 99394 25 99382 5873981 59,10
16 0,000376 0,999624 99370 37 99351 5774599 58,11
17 0,000517 0,999483 99332 51 99307 5675248 57,13
18 0,000756 0,999244 99281 75 99244 5575941 56,16
19 0,000900 0,999100 99206 89 99161 5476697 55,21
20 0,000980 0,999020 99117 97 99068 5377536 54,25
21 0,000937 0,999063 99020 93 98973 5278468 53,31
22 0,000949 0,999051 98927 94 98880 5179494 52,36
23 0,000952 0,999048 98833 94 98786 5080614 51,41
24 0,001003 0,998997 98739 99 98689 4981829 50,45
25 0,001006 0,998994 98640 99 98590 4883139 49,50
26 0,000984 0,999016 98541 97 98492 4784549 48,55
27 0,000954 0,999046 98444 94 98397 4686057 47,60
28 0,000975 0,999025 98350 96 98302 4587660 46,65
29 0,001006 0,998994 98254 99 98204 4489358 45,69
30 0,000928 0,999072 98155 91 98109 4391154 44,74
31 0,000908 0,999092 98064 89 98019 4293044 43,78
32 0,000966 0,999034 97975 95 97928 4195025 42,82
33 0,001121 0,998879 97880 110 97825 4097097 41,86
34 0,001222 0,998778 97771 119 97711 3999272 40,90
35 0,001335 0,998665 97651 130 97586 3901561 39,95
36 0,001407 0,998593 97521 137 97452 3803975 39,01
37 0,001592 0,998408 97384 155 97306 3706523 38,06
38 0,001805 0,998195 97228 175 97141 3609217 37,12
39 0,001948 0,998052 97053 189 96958 3512076 36,19
40 0,001970 0,998030 96864 191 96768 3415118 35,26
41 0,002101 0,997899 96673 203 96572 3318349 34,33
42 0,002251 0,997749 96470 217 96361 3221778 33,40
43 0,002554 0,997446 96253 246 96130 3125416 32,47
44 0,002891 0,997109 96007 278 95868 3029287 31,55
45 0,003180 0,996820 95729 304 95577 2933418 30,64
46 0,003541 0,996459 95425 338 95256 2837841 29,74
47 0,003985 0,996015 95087 379 94898 2742585 28,84
48 0,004555 0,995445 94708 431 94492 2647687 27,96
49 0,005235 0,994765 94277 494 94030 2553195 27,08




vék age [ohS pXx [ dx Lx TX ex
50 0,005884 0,994116 93783 552 93507 2459165 26,22
51 0,006664 0,993336 93231 621 92921 2365658 25,37
52 0,007421 0,992579 92610 687 92266 2272737 24,54
53 0,008071 0,991929 91923 742 91552 2180470 23,72
54 0,009076 0,990924 91181 828 90767 2088918 22,91
55 0,010179 0,989821 90353 920 89894 1998151 22,11
56 0,011324 0,988676 89434 1013 88927 1908258 21,34
57 0,012602 0,987398 88421 1114 87864 1819330 20,58
58 0,013616 0,986384 87307 1189 86712 1731467 19,83
59 0,014675 0,985325 86118 1264 85486 1644754 19,10
60 0,016232 0,983768 84854 1377 84165 1559268 18,38
61 0,017935 0,982065 83477 1497 82728 1475103 17,67
62 0,019510 0,980490 81980 1599 81180 1392375 16,98
63 0,021221 0,978779 80380 1706 79527 1311195 16,31
64 0,022211 0,977789 78674 1747 77801 1231668 15,66
65 0,023587 0,976413 76927 1814 76020 1153867 15,00
66 0,025110 0,974890 75113 1886 74169 1077847 14,35
67 0,026854 0,973146 73226 1966 72243 1003678 13,71
68 0,028572 0,971428 71260 2036 70242 931434 13,07
69 0,031512 0,968488 69224 2181 68133 861192 12,44
70 0,034306 0,965694 67043 2300 65893 793059 11,83
71 0,038165 0,961835 64743 2471 63507 727167 11,23
72 0,042436 0,957564 62272 2643 60950 663659 10,66
73 0,045200 0,954800 59629 2695 58282 602709 10,11
74 0,048609 0,951391 56934 2767 55550 544427 9,56
75 0,053390 0,946610 54166 2892 52720 488877 9,03
76 0,058772 0,941228 51274 3013 49768 436157 8,51
77 0,064629 0,935371 48261 3119 46701 386389 8,01
78 0,070814 0,929186 45142 3197 43544 339688 7,52
79 0,077261 0,922739 41945 3241 40325 296144 7,06
80 0,085121 0,914879 38704 3295 37057 255819 6,61
81 0,093974 0,906026 35410 3328 33746 218762 6,18
82 0,103410 0,896590 32082 3318 30423 185016 5,77
83 0,113818 0,886182 28765 3274 27128 154593 5,37
84 0,125285 0,874715 25491 3194 23894 127465 5,00
85 0,137901 0,862099 22297 3075 20760 103571 4,65
86 0,151759 0,848241 19222 2917 17764 82811 4,31
87 0,166953 0,833047 16305 2722 14944 65047 3,99
88 0,183581 0,816419 13583 2494 12336 50103 3,69
89 0,201736 0,798264 11089 2237 9971 37767 3,41
90 0,221511 0,778489 8852 1961 7872 27796 3,14
91 0,242991 0,757009 6891 1675 6054 19925 2,89
92 0,266253 0,733747 5217 1389 4522 13870 2,66
93 0,291356 0,708644 3828 1115 3270 9348 2,44
94 0,318345 0,681655 2713 864 2281 6078 2,24
95 0,347239 0,652761 1849 642 1528 3797 2,05
96 0,378025 0,621975 1207 456 979 2269 1,88
97 0,410655 0,589345 751 308 597 1290 1,72
98 0,445035 0,554965 442 197 344 694 1,57
99 0,481023 0,518977 246 118 186 350 1,42
100 0,518419 0,481581 127 66 94 163 1,28
101 0,556961 0,443039 61 34 44 69 1,12
102 0,596324 0,403676 27 16 19 25 0,90
103 1,000000 0,000000 11 11 5 5 0,50




Ptiloha 2: Podrobné Gimrtnostni tabulky Ceska republika, zeny, 2007

2007 Ceska republika
Zeny Females
vék age gx pXx Ix dx Lx TX ex
0 0,002529 0,997471 100000 253 99783 7990074 79,90
1 0,000276 0,999724 99747 28 99733 7890292 79,10
2 0,000205 0,999795 99720 20 99709 7790558 78,12
3 0,000086 0,999914 99699 9 99695 7690849 77,14
4 0,000121 0,999879 99691 12 99685 7591154 76,15
5 0,000115 0,999885 99678 11 99673 7491470 75,16
6 0,000109 0,999891 99667 11 99662 7391797 74,16
7 0,000070 0,999930 99656 7 99653 7292135 73,17
8 0,000078 0,999922 99649 8 99645 7192483 72,18
9 0,000084 0,999916 99641 8 99637 7092837 71,18
10 0,000114 0,999886 99633 11 99627 6993200 70,19
11 0,000105 0,999895 99622 10 99617 6893573 69,20
12 0,000091 0,999909 99611 9 99607 6793956 68,20
13 0,000080 0,999920 99602 8 99598 6694349 67,21
14 0,000115 0,999885 99594 11 99589 6594751 66,22
15 0,000156 0,999844 99583 16 99575 6495163 65,22
16 0,000202 0,999798 99567 20 99557 6395588 64,23
17 0,000240 0,999760 99547 24 99535 6296030 63,25
18 0,000258 0,999742 99523 26 99510 6196495 62,26
19 0,000279 0,999721 99498 28 99484 6096985 61,28
20 0,000254 0,999746 99470 25 99457 5997501 60,29
21 0,000225 0,999775 99445 22 99433 5898044 59,31
22 0,000183 0,999817 99422 18 99413 5798611 58,32
23 0,000212 0,999788 99404 21 99393 5699198 57,33
24 0,000232 0,999768 99383 23 99371 5599804 56,35
25 0,000236 0,999764 99360 23 99348 5500433 55,36
26 0,000202 0,999798 99336 20 99326 5401085 54,37
27 0,000216 0,999784 99316 21 99306 5301758 53,38
28 0,000243 0,999757 99295 24 99283 5202453 52,39
29 0,000325 0,999675 99271 32 99255 5103170 51,41
30 0,000371 0,999629 99239 37 99220 5003915 50,42
31 0,000369 0,999631 99202 37 99183 4904695 49,44
32 0,000307 0,999693 99165 30 99150 4805512 48,46
33 0,000333 0,999667 99135 33 99118 4706362 47,47
34 0,000369 0,999631 99102 37 99083 4607244 46,49
35 0,000445 0,999555 99065 44 99043 4508160 45,51
36 0,000570 0,999430 99021 56 98993 4409117 44,53
37 0,000663 0,999337 98965 66 98932 4310124 43,55
38 0,000793 0,999207 98899 78 98860 4211193 42,58
39 0,000927 0,999073 98821 92 98775 4112333 41,61
40 0,001028 0,998972 98729 101 98678 4013558 40,65
41 0,001133 0,998867 98627 112 98572 3914880 39,69
42 0,001265 0,998735 98516 125 98453 3816308 38,74
43 0,001359 0,998641 98391 134 98324 3717855 37,79
44 0,001533 0,998467 98257 151 98182 3619531 36,84
45 0,001557 0,998443 98107 153 98030 3521349 35,89
46 0,001671 0,998329 97954 164 97872 3423318 34,95
47 0,001800 0,998200 97790 176 97702 3325446 34,01
48 0,002066 0,997934 97614 202 97513 3227744 33,07
49 0,002334 0,997666 97413 227 97299 3130230 32,13




vék age gx px Ix dx Lx TX ex
50 0,002620 0,997380 97185 255 97058 3032932 31,21
51 0,002931 0,997069 96931 284 96789 2935874 30,29
52 0,003272 0,996728 96647 316 96488 2839085 29,38
53 0,003556 0,996444 96330 343 96159 2742597 28,47
54 0,003970 0,996030 95988 381 95797 2646437 27,57
55 0,004258 0,995742 95607 407 95403 2550640 26,68
56 0,004421 0,995579 95200 421 94989 2455237 25,79
57 0,005081 0,994919 94779 482 94538 2360248 24,90
58 0,005721 0,994279 94297 539 94027 2265710 24,03
59 0,006491 0,993509 93758 609 93453 2171683 23,16
60 0,007147 0,992853 93149 666 92816 2078229 22,31
61 0,007794 0,992206 92483 721 92123 1985413 21,47
62 0,008265 0,991735 91763 758 91383 1893290 20,63
63 0,008982 0,991018 91004 817 90595 1801907 19,80
64 0,009566 0,990434 90187 863 89755 1711311 18,98
65 0,010541 0,989459 89324 942 88853 1621556 18,15
66 0,011545 0,988455 88382 1020 87872 1532703 17,34
67 0,012641 0,987359 87362 1104 86810 1444830 16,54
68 0,014535 0,985465 86258 1254 85631 1358021 15,74
69 0,016392 0,983608 85004 1393 84307 1272390 14,97
70 0,018033 0,981967 83611 1508 82857 1188082 14,21
71 0,019749 0,980251 82103 1621 81292 1105226 13,46
72 0,021456 0,978544 80481 1727 79618 1023934 12,72
73 0,023730 0,976270 78755 1869 77820 944315 11,99
74 0,027802 0,972198 76886 2138 75817 866495 11,27
75 0,032092 0,967908 74748 2399 73549 790678 10,58
76 0,036728 0,963272 72349 2657 71021 717129 9,91
77 0,041286 0,958714 69692 2877 68254 646109 9,27
78 0,046216 0,953784 66815 3088 65271 577855 8,65
79 0,052329 0,947671 63727 3335 62060 512584 8,04
80 0,059555 0,940445 60392 3597 58594 450525 7,46
81 0,068036 0,931964 56796 3864 54863 391931 6,90
82 0,077462 0,922538 52931 4100 50881 337067 6,37
83 0,088234 0,911766 48831 4309 46677 286186 5,86
84 0,100483 0,899517 44523 4474 42286 239509 5,38
85 0,114396 0,885604 40049 4581 37758 197223 4,92
86 0,130167 0,869833 35467 4617 33159 159465 4,50
87 0,147996 0,852004 30851 4566 28568 126306 4,09
88 0,168093 0,831907 26285 4418 24076 97738 3,72
89 0,190671 0,809329 21867 4169 19782 73662 3,37
90 0,215934 0,784066 17697 3821 15787 53880 3,04
91 0,244077 0,755923 13876 3387 12182 38094 2,75
92 0,275264 0,724736 10489 2887 9045 25911 2,47
93 0,309618 0,690382 7602 2354 6425 16866 2,22
94 0,347200 0,652800 5248 1822 4337 10441 1,99
95 0,387986 0,612014 3426 1329 2761 6104 1,78
96 0,431846 0,568154 2097 905 1644 3342 1,59
97 0,478515 0,521485 1191 570 906 1698 1,43
98 0,527571 0,472429 621 328 457 792 1,27
99 0,578417 0,421583 293 170 209 335 1,14
100 0,630272 0,369728 124 78 85 126 1,02
101 0,682180 0,317820 46 31 30 41 0,90
102 0,733035 0,266965 15 11 9 11 0,77
103 1,000000 0,000000 4 4 2 2 0,50




