MATEMATICKE METODY V MODELU ANALYZY PREZITI

Jana Kubanova

Katedra matematiky, FES, Univerzita Pardubice

Mathematical models are used in many scientific researches not only in natural sciences but in social
sciences. One of the basic demographic models is shown in this contribution — the mortality model. The
reproduction of population is formed by two basic events — nativity and mortality. On base of survival function,
the mortality intensity can be expressed as the quotient of probability density function and survival function. To
estimate the mortality intensity for senior age (more 60 years) is difficult, the shape of trend function is
Sfollowing: 1(t) = e [&+z. The second problem, that was solved, is how to calculate the number of people
living to certain age, when the mortality intensity is known. By the solution of differential equation we obtain the

—}l(t)dt
recipe S(x)=S(0) [ ° . The only problem is the shape of the function I(t). It could be difficult for senior
age people. Solution for mortality intensity (1(t)) this category is shown in the contribution.

Poznatky z matematiky, pravdépodobnosti a statistiky nachéazeji Siroké uplatnéni
v mnoha védnich oborech a zejména v technickych a ekonomickych disciplinach jsou vyzkum
a zpracovani poznatkli bez matematického aparatu jen obtizné predstavitelné.

Velmi nazorné je vyuziti matematickych metod pfi vyzkumu reprodukce lidské
populace. Procesy, vztahy a jevy souvisejici s reprodukci populace je mozné vyjadiit pomoci
demografickych modelii. Tyto modely obsahuji matematické formule vyjadiujici zavislosti
jevu (napf. plodnosti, siatecnosti, umrtnosti) na ¢ase. Zakladnim problémem je pak vypocet
riznych nepodminénych 1 podminénych pravdépodobnosti pro dobu trvani urcitého jevu.
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pojmu je intenzita imrtnosti. Intenzita umrtnosti je klicovym pojmem ve stochasticky pojaté
analyze pfeziti a je analogii vyjadieni pravdépodobnosti umrti pomoci spojité ndhodné
veli¢iny. Tato veli¢ina vyjadfuje pravdépodobnost umrti (px) osoby ve véku x-let pred
dovrSenim x+1 roku. Délku dalsiho Zivota osoby ve véku x let definujeme jako spojitou
nahodnou veli€inu, kterou oznacime Y. Distribu¢ni funkci této nahodné veli¢iny ozna¢ime Fy
a plati: Fy(t) = P(Y <¢t)

Tato distribu¢ni funkce vyjadiuje pravdépodobnost, ze délka dalSiho zivota Y je kratsi
nez t zvolenych casovych obdobi.

Pro sledovani délky trvani jevu je vyznamny dopln€k této distribuc¢ni funkce Fy, ktery
se nazyva funkce pteziti a znaci se S. Pak plati:

St)=1-Fy(t)=1-P(Y <t)=P(Y =1).

Funkce pteziti vyjadiuje pravdépodobnost, Ze trvani dalSiho zivota Y je t ¢asovych jednotek
nebo del$i. Odhadem funkce pteziti z empirickych dat je podil poctu osob, u kterych trvani
zivota piekrocilo t jednotek ¢asu k celkovému poctu Zijicich.

Dutlezitou funkci v tomto modelu analyzy pteziti je intenzita umrtnosti. Intenzita amrtnosti
odpovidad funkci, kterda ma v teorii spolehlivosti nazev rizikova funkce. Intenzitu tumrtnosti
muzeme vyjadfit jako podil hustoty pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny Y a funkce pieziti.

1= O B0 _di-sw) __S©

S(t)  dtS(t)  dtS(t) S(t)

Intenzita umrtnosti je podle svého vyjadiené vlastné pravdépodobnost ukonceni zivota v Case
t za podminky, Ze doba zivota byla az do Casu t. Tato funkce tedy vyjadiuje pravdépodobnost
umrti v zavislosti na dob¢ trvani Zivota. V pfipad¢ této funkce rizika mizeme mluvit o
pozitivni zavislosti, protoze pravdépodobnost ukonceni zivota béhem doby trvani roste.
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Odhadem intenzity umrtnosti z realnych udaji o délce zivota je podil poc¢tu osob (m), které
ukoncili zivot v k-tém obdobi a doby expozice, to je doby, po kterou jsou clenové sledované
populace vystaveni riziku umrti (nlAt). Potom

m
n [At
Protoze zjistit skute¢nou dobu expozice je velmi obtizné, je mozné pii splnéni urcitych
ptedpokladii pouzit jeji odhad, tzv. stfedni stav. Odhad intenzity imrtnosti se nazyva obecna
mira imrtnosti a casovy interval se obvykle uvazuje jeden rok.

I=

Pokud se pokusime vyjadfit vztah intenzity imrtnosti a véku, zjistime, ze ptiblizné do
60 let véku miZzeme hodnotami intenzity prolozit jednoduchou kiivku polynomialniho
charakteru. K vyrovnani této kiivky je mozné pouzit metodu klouzavych primért nebo
specifickych metod, vyvinutych pravé pro tento ucel.
Pro odhad intenzity imrtnosti ve vyS§im véku vSak vySe popsany zpiisob nevyhovuje, proto
byly odvozeny jiné trendové funkce.
Benjamin Gompertz navrhl jiz v roce 1885 funkci, kterou nazval odolnosti vici destrukci. Jeji
hodnoty odpovidaji pfevracenym hodnotdm intenzity umrtnosti. Pak plati:
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Tato trendova funkce byla pozdéji zdokonalena W.M. Makehamem, ktery vyjadiil pomoci

aditivné ptidaného parametru z ndhodna umrti, nesouvisejici s vékem.
Funkce I(t) ma pak tvar:

I(t)=e" [&+z (1)

Dlouhodobéd pozorovani ukazuji, ze funkce (1) slouzi k vyrovnani casové tady intenzit
umrtnosti pro vyssi véky (nad 60 let) velmi dobie a Ze extrapolace ziskané pomoci této funkce
odpovidaji skutecnosti.

Funkce I(t)=e [&+z neni zhlediska parametrG linearni, patii do skupiny funkci
s modifikovanym exponencialnim trendem. K odhadu jejich parametri neni proto mozné
pouzit metodu nejmensich ctvercli, odhady se musi provadét nekterou z metod nelinedrni
regrese, napiiklad metodou c¢asteCnych souctli, metodou dil¢ich priméri nebo metodou
vybranych bodu. Popis téchto metod je mozné nalézt v nékterych ucebnicich matematické
statistiky.

Z empirickych udaji je zpravidla pomérné snadné odhadnout intenzitu imrtnosti pro
danou populaci. Nyni budeme fesit opacny ukol, jak z danych intenzit amrtnosti vypocitat
pocty osob dozivajicich se daného veku.

Budeme fesit jednoduchou diferencialni rovnici:
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_ds(1)

I(t) = td(0,t
® S(t)dt < )
Integraci a separaci proménnych dostaneme:
@ =-[I(t)dt
S(t)

InOS(t)0 = - [ I(t)dt + ¢,

S(t) = o J10dt g

Nahradime-li pii integraci neurcity integral ur¢itym pro tL(0, x), kde proménna x vyjadiuje
vek, dostavame:

I -
[n[S(t)jO ‘0[ I(t)dt

Protoze funkce S(t) nabyva jen nezdpornych hodnot, miizeme absolutni hodnotu vynechat.

X

InS(x) - InS(0) = - I I(t)dt
0

—}I(t)dt

S(x) =S(0) [& © (2)

Chceme-li odhadnout pocet osob, dozivajicich se véku x (x > 60), dosadime do vztahu
(2) za I(t) Gompertz-Makehamovu funkci (1) a dostaneme:

_ }(ektm+z)dt & (R _e80K ) 1y (60-x) _Ckx  C 60K o
S(x) =S(60) [& =S(60) [& k =s60) e k [k %@
C 60k

Polozime: K=S(60)[&k [

A=¢e™*

_c
B=¢ k
C=¢k

Vysledna funkce ma tvar: S(x) = K[A* B . Na zdkladé této trendové funkce jsme schopni
odhadnou pocet osob, dozivajicich se veéku x let.

Pomoci funkce I(t) mizeme vycislit veskeré charakteristiky i veliCiny, které se objevuji
v umrtnostnich tabulkach.

Pravdépodobnost umrti x-leté osoby pied dovrSenim véku x + n let miZzeme vypocitat podle
vztahu:

x+n

LGk
pX = 1 - e X
Stfedni hodnota nahodné veli¢iny Y se nazyva stfedni délka zivota a pro vypocet plati vztah:
—X}l;(t)dt E

E(Y)=}t@j-e *ogdt
" H H

Podobné¢ disperzi D nahodné veliiny Y vypocitame podle vztahu:

x+n
- [I(tdt H

- H
D(Y)= [(t-EYV)f' [H-¢ * Ddt

H
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Pro malé soubory a cenzurovana pozorovani se jevi jako vhodnéjsi Kaplan-Meiertiv
model preziti. Kaplan-Meierovy odhady rizikové funkce se pocitaji pro kazdy ¢asovy interval
mezi dvéma vyskyty sledovaného jevu ( v naSem piipad€ tmrti osoby).

Pokud bychom ptedpokladali, Ze pravdépodobnost imrti je stejnd pro vSechny prvky
daného souboru (Cili pro vSechny osoby — coz zpravidla obecné neni), situace se podstatné
zjednodusi. Pocet Umrti bude ndhodnou velicinou X sbinomickym rozdélenim
pravdépodobnosti s parametry p a n. Disperze takové ndhodné veliciny je nlpld. Pokud plati,
ze nlpld >9, mizeme tuto ndhodnou veli¢inu aproximovat veli¢inou s normalnim rozdélenim
pravdépodobnosti s parametry nlpg a /n p [ . Potom je mozné na zaklad¢ nahodného vybéru

vypocitat intervaly spolehlivosti pro stiedni hodnotu ndhodné veli¢iny X i ndhodné veliCiny
X/n. S vyuzitim standardnich poznatki z matematické statistiky je dale mozné testovat
vyznamnost rozdilti danych demografickych ukazatelt.

Analyza preziti je soucasti velkych statistickych balikli, naptiklad SPSS ma
samostatny modul, vénovany této problematice, fadu funkci lze nalézt v S-PLUS, v novych
verzich STATHRAPHICu , v Unistatu i v SASu. Siroky vybér klasickych i modernich metod
poskytuje statisticky systém NCSS 2000 diive znamy v DOSovské verzi pod nazvem SOLO).
Soucasti je i Kaplan-Meiertiv neparametricky odhad funkce pteziti a rizikové funkce. Modul
Distribution Fitting vyrovnava a odhaduje parametry sedmi nejcastéji pouzivanych rozdéleni
pravdépodobnosti
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