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Katedra elektrotechniky, elektroniky a zabezpecovaci techniky v dopravé

Uvod

Kalmanova filtrace je od doby svého zvefejnéni, [1], velmi pouzivanou metodou
pro sledovani chovani nejriiznéjsich dynamickych systém(, zejména pokud na né pusobi
sledovani polohy cil(l, napf. [2], [3]. Pouziva se ale pro sledovani parametr( v jakychkoliv
systémech, jejichz &innost je ruSena nahodnymi vlivy (procesy) zpuUsobujicimi, ze
sledované veli€iny jsou zaruSené, pofipadé jejichz méfeni se navic provadi
zprostfedkované.

Sledovani polohy cild radary vlastné patfi také do dopravy (zviasté letecké).
Kalmanova filtrace se ale uspéSné pouziva napft. i pro sledovani polohy viaku, [4], nebo
vozidel na silnici. Pro sledovani a fizeni dopravnich prostfedkli a systémi se kromé
radarovych a nejriznéjSich dalSich (nejcastéji radiovych) prostfedkd pouzivaji stale
Castéji optické systémy (kamery). Kalmanova filtrace i zde nachazi ¢asté uplatnéni, napf.
[5], [6]. Pouziti optickych systému pro sledovani a Fizeni dopravy a dopravnich prostfedku
Ize pokladat za velmi perspektivni a Ize oCekavat, Zze mnohé problémy budou feSeny také
Kalmanovou filtraci. V souasné dobé se klasickda Kalmanova filtrace vyuZiva
v nejriznéjsich novych variantach a ve spojeni se systémy vyuzivajicimi znalostnich bazi
a umélé inteligence, [7].
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Kalmanuv filtr pro sledovani drahy ujeté viakem

SkuteCna draha ujeta vlakem je bézné velmi komplikovanou funkci ¢asu. Tuto
funkci nezname a pohyb vlaku sledujeme pomoci méfeni zatiZzenych chybami. Abychom
mohli vyhodnocovat uc€innost Kalmanova filtru pfi zpracovani méfeni, potfebujeme
vychéazet z néjakého konkrétniho (i kdyz idealizovaného) ¢asového prubéhu drahy ujeté
vlakem. Pfedpokladejme, Ze pohyb vlaku po kolejich je dan vztahem pro ujetou drahu

x(t)=xo +v-t+(1/2)-a-t? (1)

Volbou tfi konstant: x, - vzdalenost vlaku v okamziku =0,
v - rychlost pohybu viaku v okamZiku t=0,
a - zrychleni vlaku nezavislé na Case,
muzeme zadat jakykoliv zrychleny pohyb viaku.

Predpokladejme, ze pohyb vlaku budeme sledovat pro vektor ¢asovych okamzik

Potom vektor vzdalenosti odpovidajicich danym okamzikiim bude

xmy Xo+V-ty+(1/2)-a-t? X0 t tf
m . .g.12 t 2
“m X 2 |_ .x0+v t,+(1/2)-a-t3 _ .Xo v i@r2)-a ?2 _

XMy Xog+Vv-ty +(1/2)-a-t3 | L[Xo tn t2

1 t t ] [t
1 t t, | |t

=Xo |, |+V-|.” |[+(1/2)-a-|."7 [-4.7 |=Xo+V-t+(1/2)-a-t-xt. (3)
1 ty ty ] |tw

Skute€nou drahu vlaku (tedy tu idealni) mame podchycenou vektorem xm, vztah
[3]. Méfenim (at uz provedenym ve vilaku nebo prostfedky mimo vilak) zjistime
vzdalenosti vlaku pro okamzZiky dané vektorem t . Pro simulacni vypoclty chovani
Kalmanova filtru pouzijeme vektor naméfenych vzdalenosti uréeny nasledujicim vztahem.

ym, Xmy
ym; Xmy
ym=|" =smx-randn(NJ) +| . =smx - randn(N,1)+ xm. (4)
ymy XMy
Jifi Konec¢ny:
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randn ........cooceeeeviieeiiieieeees je ndhodna proménna s normovanou normalni
hustotou pravdépodobnosti,

randn(N,1) ...cooeoveeeeniiens je cely vektor o N prvcich normovanych
normalnich nahodnych proménnych,
SIMX i je standardni odchylka méfeni vzdalenosti.

Skute€nou drahu vlaku nezname, musime ji zjiStovat jen podle méfeni zatizenych
chybami. Mzeme se pokusit zjiStovat ji napf. tak, Ze za polohu vlaku budeme povazovat
polohu naméfenou. Lepsi vysledky muzeme ale dosahnout zpracovanim naméfenych
vzdalenosti z vice okamziki - filtraci. Velmi vhodna a d&asto uzivana je filtrace
Kalmanova.

Pro Kalmanovu filtraci polohy vlaku sestavime rovnice
x(t+1)=A-x(t)+B-u(t) + v(t)

_ (5)
y(t) =C-x(t)+D-u(t)+ e(t)

b () je stavovy vektor sledovaného systému v kroku
t, vnasem pfipadé zahrnujici (mimo jiné)
informaci o vzdalenosti vlaku,

V() e je vektor méfeni v kroku f, predpokladame, ze
jednou zpolozek je naméfena vzdalenost
v kroku ¢,

U(E) oo je vektor fidicich veli€in,

V() ceeeeee je vektor Sumu procesu,

(1) ceeeee i, je vektor Sumu méfeni,

AB,CD.....ccooovvreee, jsou matice zprostfedkujici souvislost mezi
vektory v rovnicich, jsou dany chovanim
systému.

Prvni z rovnic udava stavovy vektor sledovaného systému v pfistim kroku, druha
vektor méfeni v sou€asném kroku. ProtoZze nepfedpokladame znalost ovliviovani
systému Fidicimi signaly, rovnice (5) se zjednodusi na

x(t+1)=A-x(t)+ v(t) 5
y(t) =C-x(t)+e(t) ©
Chovani nasSeho systému pro zjiStovani vzdalenosti ujeté viakem charakterizujeme

velmi jednoduchym stavovym vektorem sloZzenym jen ze vzdalenosti a rychlosti vlaku
(derivace vzdalenosti podle ¢asu)
x(t)
x(t):[ } (7)

x(t)
Udame-li, jak zavisi stavovy vektor v nasledujicim kroku na stavovém vektoru
v sou¢asném kroku, ziskame matici pfechodu stavu A . Vybereme nasledujici model pro
chovani systému.

wit o) XEN_[XOXOT] [0 TI O] 1T A @
x(t+1)] [x(t) 0 1 |xt) [0 1 '
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Takovy model chovani systému se vyznacuje tim, Ze draha v nasledujicim kroku je
rovna draze v kroku soucasném zvétSena o prirGstek dany soucinem rychlosti v
souasném kroku a pfirdstku €asu mezi nasledujicim a sou€asnym krokem, rychlost
v nasledujicim kroku je stejna jako v sou¢asném. Je zfejmé, ze takovy model (draha
narustajici rovnomérné s €asem) priliS neodpovida draze nardstajici se zrychlenim.
Pfedpokladem nenulového Sumu procesu dosahneme dobrého sledovani skute¢né drahy
i pfi takto jednoduchém modelu chovani systému. D4l budeme pfedpokladat, Ze vektor
méfeni ma jen jediny prvek a ze méfena hodnota je az na chybu uréena hodnotou
skute&nou.
y(0)=[y(0)]=[1-x(0)+0- x(0) = [ 0]-{*(”
x(t)
V soustavé rovnic (6) jsme zatim neurcili v(t) a e(f). v(t) je vektor Sumu procesu.
ProtoZe uvazujeme stavovy vektor o dvou slozkach (vzdalenost a rychlost), ma vektor
Sumu procesu také dvé slozky, chybu ur€eni vzdalenosti a chybu ur€eni rychlosti. e(f) je
vektor Sumu méfeni. Vektor méfeni uvazujeme o jediné slozce (méfena vzdalenost),
proto je také vektor Sumu méfeni jednosloZkovy a pfedstavuje odchylku naméfené
vzdalenosti od skute¢né. VSechny Sumové slozky pfedpokladame nahodné s nulovou
stfedni hodnotou.

}:[1 0] x(t)=C-x(t). (9)

Vi (t)
V(t)=[ ) } o e(t)=1le,(t)]. (10)
Vx(t) [ y ]

Pro Kalmanovu filtraci potfebujeme varianéni matici Sumu procesu Q a varianc¢ni
matici Sumu méfeni R.

var(v,) cov(v,,vy)

Q = var(v(t)) = { } , R=var(e(t)) = [var(e, )]. (11)

cov(v,,v,) var(vy)

V soustaveé rovnic (6) je to stavovy vektor x(f), ktery potfebujeme FeSenim nalézt.
Do stavového vektoru jsme zahrnuli veliiny, které nas z hlediska vyvoje procesu
zajimaji. Rovnice méfeni nam umozfiuje na zakladé souvislosti méfeni a stavového
vektoru korigovat stavovy vektor tak, aby vyvoj procesu probihal v souladu se skute¢né
naméfenymi hodnotami. V rovnicich (6) vystupuje cela fada nahodnych proménnych,
feSeni x(f) je proto také nahodnou proménnou a nelze je nalézt béznym zpusobem.
Hledame takové konkrétni Feseni x(t), které je v urcitém smyslu optimalni. Takové feSeni
se oznaduje jako x(t) a je to v urcitém smyslu nejlepsi odhad x(f). Re$eni Kalmanovou

filtraci minimalizuje stfedni hodnotu stopy korelaéni matice chyb odhadu, tedy matice

P(t) = E|(x(t) - x(t))- (x(t) ~ x(t))" | (12)
Minimalizuje se stfedni hodnota veliiny
J = (x(t)-x(t)" - (x(t)-x(t)), (13)
Jifi Kone¢ny:
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sumy druhych mocnin odchylek odhadu od skuteénych hodnot. Kalmandv filtr pouziva
linearni odhad, ktery vyzaduje znalost nékolika zakladnich parametri nahodnych veli€in.
Odvozeni nasledujicich vztah pomoci teorie odhadu by bylo zdlouhavé, proto
odkazujeme napf. na [8].

Kalmanova filtrace dana feSenim soustavy rovnic (6) probiha jako sled opakujicich
se dvou krok(. Datového krouku, v némz na zakladé méreni v kroku ¢, y(t), zpfesnime
odhad stavového vektoru a korelaéni matici chyb odhadu nalezené z dat (informace) az
do pfedchoziho kroku f-1 a ziskdme tak tyto dvé veli€iny urené na zékladé znalosti dat
az do krouku ¢,

P(t/t)=P(t/t-1)—P(t/t-1)-CT -(C-P(t/t-1)-C"T +R)"-C-P(t/t-1)

. (14
X(t/t)=x(t/t-1)+P(t/t-1)-CT -(C-P(t/t-1)-CT +R)™ - (y(t)- C-x(t/t - 1)) 14

a kroku predikéniho, v némz na zakladé znalosti odhadu stavového vektoru a korelacni
matice chyby v kroku t uréenych ze znalosti dat az do kroku t v souladu s dynamickymi
vlastnostmi systému urime odhad stavového vektoru a korelacni matici chyb v kroku t+1
z dat az do kroku {,

P(t+1/t)=A-P(t/t)-AT +Q

_ _ (15)
X(t+1/t)=A-x(t/t)

Rovnice (14) a (15) (pro néz jsme jiz urCili vS8echny parametry, které v nich
vystupuji) umozhuji rekursivni feSeni soustavy rovnic (6). Pro feSeni potfebujeme jesté
vychozi odhad stavového vektoru a korelacni matice chyb a konkretizovat prvky
varianénich matic SumU procesu a méfeni. Bézné se vychazi z odhadu stavového
vektoru a korelaéni matice chyb v kroku O provedenych na zakladé znalosti dat az do
kroku -1, x(0/-1) a P(0/-1). Tyto dvé veli¢iny ale uréime na zakladé apriornich znalosti
o systému. Podle vztahu (1) jsou draha a rychlost v okamziku O (krok O) rovny xp a v,

proto pocate¢ni odhad stavového vektoru bude i(O/—1):[),((0/_1)}:{XO] Pro
x(0/-1) 1%
pocatecni korelaéni matici chyb odhadu stavového vektoru potfebujeme znat variance a
vzajemné kovariance jednotlivych prvkd chybového vektoru, pro zacatek muzeme
vychazet z toho, ze z téchto veli€in zname jen varianci chyby odhadu vzdalenosti
var(x(0/-1)—x(0/-1)), kterou poloZzime rovnu (smx)z. Pocate¢ni matice chyby odhadu

(smx)?> 0 e
pak bude P(0/-1)= 0 ol Pokud prvky pro pocateéni odhad vektoru stavu a

korela¢ni matice neuréime zcela spravné, mizeme pfredpokladat, ze v pribéhu vypoctul
vliv poc¢ate¢nich hodnot odezni. Ve varianéni matici Sumu procesu muzeme pro prvni
simulace uvazovat vSechny prvky nulové, chceme-li ale aby filtr spravné sledoval
skute&ny pohyb vlaku musime pfipustit alespofi varianci rychlosti nenulovou. Varian¢ni
matice Sumu méfeni ma jediny prvek, a budeme pfedpokladat, Ze je rovny varianci
mé&feni vzdalenosti (smx)z.
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Podle vztaha (14) a (15) miZeme nyni ze znamych x(0/-1) a P(0/-1) vypoditat
x(0/0) a P(0/0), znich pak x(1/0) a P(1/0), a takto pokraCovat stale dal. Prvni

vypolty byly provadény pro konstantni Casovy interval mezi kroky, T. Do grafu se
vynasela zavislost idealni drahy ujeté vlakem (tu v realném pfipadé nezname, hodnoty
matice xm) a méfené hodnoty ujeté drahy (z matice ym) na Case (daném okamziky
v matici t). Dal ke kazdému okamziku byly vynaseny hodnoty ujeté drahy urcené
v datovém a predikénim kroku. Hodnoty drahy uréené v datovém kroku jsou prvky vektoru
xdk a hodnoty uréené v predikénim kroku prvky vektoru xpk. Pro Kalmanovu filtraci drahy
vlaku byl sestaven program v jazyku Matlab. Zménami v programu je mozné provadét
Kalmanovu filtraci drahy ujeté vlakem za nejriznéSich podminek a posoudit tak vlastnosti
Kalmanovy filtrace drahy za vSech zadanych predpokladu.

Castym pfipadem pfi zjistovani drahy ujeté viakem muaze byt méFeni vzdalenosti
provadéné v nerovnomérné rozlozenych okamzicich. V takovém pfipadé je nutno
uvazovat matici pfechodu A zavislou na €ase. Pro zjisténi vlastnosti Kalmanovy filtrace
za takovych podminek byl pavodni program modifikovan a to v ¢asti “% zadani vektoru
Casu” a v Casti “% vlastni filtrace”. Pro simulaéni U€ely uvazuje program Casovy krok
slozeny ze stalé slozky a rovnhomérné rozlozené nahodné slozky. (Aby Upravy vnesené
do programu byly co nejmensi, program odhad vzdalenosti v poslednim predikénim
a datovém datovém kroku N, nepodita a pfifazuje jim nulovou hodnotu.)

Program a jeho upravované Casti jsou uvedeny dale v ¢lanku. Pomoci téchto
program0 bylo provedeno mnozstvi simulaénich vypoctd a zjiSténo chovani Kalmanova
filtru pro nejriznéjsi predpoklady o pohybu vlaku, varianci Sumovych proménnych,
vychozich odhadech stavového vektoru a korelaénich matic chyb odhadu. Zde uvadime
jen dvé ukazky zavislosti drahy vlaku, méfené vzdalenosti a odhadu vzdalenosti uréené
v predikénim a datovém kroku na €ase. Jednu pro konstantni ¢asovy interval mezi kroky ,
obr. 1, a jednu pro proménny Casovy interval mezi kroky, obr. 2. Konstantni ¢asovy
interval mezi kroky byl 0.5 [s], primérna hodnota proménného ¢asového intervalu byla
také 0.5 [s]. V obou pfipadech pocate¢ni vzdalenost, pocatecni rychlost a zrychleni Cinily
Xo=0[m], v=0[m/s], a=1 [m/sz], standardni odchylka méfeni vzdalenosti d¢inila
smx =40 [m]. V pocatecni korelaéni matici chyb odhadu jsme uvazovali nenulovou jen
varianci vzdalenosti rovhou druhé mocniné standardni odchylky méfeni vzdalenosti a
stejnou hodnotu méla i variance vzdalenosti ve varianéni matici méfeni. Ve variancni
matici Sumu procesu jsme uvazovali nenulovou pouze varianci pro rychlost, kterou jsme
poloZili rovnou 2 [m%s?].

Jifi Konec¢ny:
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Obr. 1 Kalmanova filtrace drahy pro konstantni ¢asovy interval mezi kroky

Fig. 1 Kalmans filtering with constant time interval
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Obr. 2 Kalmanova filtrace drahy pro proménny ¢asovy interval mezi kroky

Fig. 2 Kalmans filtering with varying time interval
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Kalmanlv filtr pro konstantni casovy
krok méfeni

% zadani vektoru casu
t1=0;

tN=30;

T=1;

t=[t1:T:AN]; t=t’;
N=size(t,1);

% parametry pro vypocet ujete vzdalenosti viaku
x0=0;

v=0;

a=1;

% vektor vzdalenosti vlaku odpovidajici vektoru
casu

jed=ones(N,1);

xm=x0%jed+v*t+0.5*a*t."t;

plot(t,xm);

hold on;

% standardni odchylka mereni vzdalenosti
smx=20;

% vektor merenych vzdalenosti odpovidajici
vektoru casu

ym=xm+smx*randn(N,1);

plot(t,ym,'k+');

% matice prechodu a mereni
A=[1,T;0,1];
C=[1,0];

% pocatecni odhad stavoveho vektoru
Xp=[x0;vI;

% variance vzdalenosti, kovariance vzdalenosti
% a rychlosti, kovariance rychlosti a vzdalenosti,
% variance rychlosti

vax=smx*smx;

koxv=0;

kovx=0;

vav=0;

% pocatecni korelacni matice chyby odhadu
Pp=[vax,kovx;koxv,vavl];

% variance merene vzdalenosti
vay=smx*smx;

% variancni matice mereni
R=vay;

% variancni matice sumu procesu
vapx=0;

kopxv=0;

kopvx=0;

vapv=2;

Q=[vapx,kopxv;kopvx,vapv];

% vlastni filtrace

for i=1:N;
xpk(i,1)=xp(1,1);
xd=xp+Pp*C"inv(C*Pp*C'+R)*(ym(i)-C*xp);
Pd=Pp-Pp*C"inv(C*Pp*C'+R)*C*Pp;
xdk(i,1)=xd(1,1);

xp=A*xd;
Pp=A*Pd*A'+Q;

end;

plot(t,xpk,'k*");
plot(t,xdk,'ko'");

Upravy vprogramu pro Kalmanovu
filtraci pfi nerovnomé&rné rozlozenych
mérfénich

% zadani vektoru casu

t1=0;T=1;k1=0.2; dT=k1*T; dT2=2*(1-k1)*T; N=10;
t(1,1)=t1;

for i=2:N; t(i,1)=t((i-1),1)+dT+dT2*rand; end;

% vlastni filtrace
for i=1:N-1;

xpk(i,1)=xp(1,1);
xd=xp+Pp*C"inv(C*Pp*C'+R)*(ym(i)-C*xp);
Pd=Pp-Pp*C"inv(C*Pp*C'+R)*C*Pp;
xdk(i,1)=xd(1,1);
T=t((i+1),1)-t(i,1);

Xp=A*xd;

Pp=A*Pd*A'+Q;

end;

xpk(N,1)=0;
xdk(N,1)=0;

plot(t,xpk,'k*');
plot(t,xdk,'ko');

Jifi Konec¢ny:
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V obr. 1 a obr. 2 jsou vyneseny v zavislosti na Case Ctyfi veli€iny:
spojita ¢ara — idealni draha vlaku,

+ - méfené hodnoty vzdalenosti,

*

- odhad vzdalenosti uréeny v predikénim kroku,
o - odhad vzdalenosti uréeny v datovém kroku.

Obrazky ukazuji jen ¢asti hodnot ziskanych simulaci, proto na ¢asové ose neni zachycen
pocatek Casu. Z pribéha Ize vidét, Zze rozptyl méfenych vzdalenosti je podstatné vétsi
nez rozptyl odhadd vzdalenosti v predikénim a datovém kroku, Kalmanovou filtraci
ziskame odhady vzdalenosti Iépe vystihujici skute¢nou drahu viaku.

Zavér
V ¢lanku jsme ukazali pouziti Kalmanovy filirace na sledovani pohybu vlaku
v jednom rozméru. Pohyb vlaku mizeme ovSem sledovat ve vSech tfech prostorovych
soufadnicich, soucasti sledovanych parametrd kromé prostorovych soufadnic mohou byt
i rychlosti, zrychleni a mnoho dalSich veli¢in. Také vektor méfeni obecné& bude mit vice

prvkl, a mohou to byt i prvky, které nejsou pfimo vzdalenosti, rychlosti nebo zrychleni,
ale napf. dopplerovsky kmitocet, polty otaCek nebo parametry ziskané z optickych &idel.

Kalmanova filtrace je urcité velmi perspektivni metoda fedeni uloh vznikajicich pfi
sledovani dopravy a chovani dopravnich prostfedkd, zvlasté v kombinaci s jinymi
narocnymi metodami pouzivanymi napf. pfi sledovani dopravy optickymi prostifedky.

Lektoroval: Doc. Ing. Jifi PodleSak, CSc
PfedloZeno: 25.2.2005
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Resumé
POUZITi KALMANOVY FILTRACE PRO RESENi ULOH V DOPRAVE

Jifi KONECNY

Pfispévek na prfikladu uvadi pouziti Kalmanovy filtrace pro sledovani polohy vlaku na trati.
Ukazky vysledkd simulace dokumentuji dobrou ¢innost Kalmanovy filtrace jak pfi konstantnim tak
pfi proménném cCasovém intervalu mezi méfenimi. Za velmi perspektivni Ize pokladat pouziti
Kalmanovy filtrace pro sledovani a Fizeni dopravy a dopravnich prostfedkd pomoci optickych
systém.

Summary
APPLICATION OF KALMAN FILTERING FOR TRANSPORT PROBLEMS SOLUTION

Jifi KONECNY

From the time, the Kalman filtering was published, it is a very useful method for solving
problems of dynamic systems with random signals. Probably the most known is the using of
Kalman filtering for tracking of air targets by radars, [2,3]. It is one of very often used methods of air
targets tracking. Of course, it is possible to use it in many other systems, e.g. systems for tracking
of land tranportation means ( bicycles, cars, trucks, trains, ...), systems for tracking of people
motion, and others. At present time very promising means for monitoring, supervision and tracking
of transportation vehicles are optical systems (mainly cameras). New very interesting applications
of Kalman filter and its variants for transportation problems solution with help of optical systems,
knowledge-based signal and data processing and artificial intelligence systems, can be expected.

In the paper we show an application of Kalman filter for tracking of train. In the first part of
the paper there is defined a vector of time instants in which we measure the distance of train and
calculate the distace before and after getting a measurement, a vector of real distances of train (not
available by measurement, used for simulation calculations only), and a vector of measured
distances. After introducing of equations of the system, the parameters of the equations are defined
(a vector of state variables, vectors of measurement and process noises, transition and
measurement matrices). After defining of some other values needed for Kalman filtering (variance
matrices and their elements) the equations for Kalman filtering for data and prediction steps are
introduced and a program for their solution is shown.

Two simulation examples of Kalman filtering results show the good function of the filter in
two cases. In first case the time intervals between measurements are costant, in the second case
the time intervals between measurements are varying.

Zusammenfassung
DIE ANWENDUNG DES KALMAN FILTERS FUR LOSUNG DER VERKEHRSPROBLEME

Jifi KONECNY

Die Kalman Filterung ist eine Methode fir die Zielsvervolgung des Flugverkehrs oft
verwendet. In diesem Artikel beshreiben wir die Verwendung des Kalman Filters fir
Bahnzugsvervolgung. Zwei Falle des Simulationsresultats (mit konstanten und variablen Zeitschritt)
weisen korrekte Funktion vom Kalman Filter nach.
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