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ANOTACE
Cilem préace je pouziti algoritmli minimalni kostry grafu v redlnych aplikacich. Jsou zde
popsany tfi nejznaméjsi pristupy, Bortvkiv, Jarnikiv a Kruskaltiv. Tyto postupy se vyuzivaji
v raznych tulohach jako soucast celkového feSeni. Z téchto uloh prace zminuje problém
obchodniho cestujiciho. Déle jsou zminény nékteré modifikace zakladni ulohy. V praktické

¢asti jsou pak tyto postupy pouzity v realné aplikaci.

KLiCOVA SLOVA
Bortvklv algoritmus, historie problému minimalni kostry grafu, Christofidova metoda,
Jarnikiiv algoritmus, Kruskaliv (hladovy) algoritmus, metoda zdvojeni minimalni kostry,
minimalni kostra grafu, minimalni perfektni parovani, problém obchodniho cestujiciho, teorie

grafii

TITLE

Applications of the minimal spanning tree of a graph

ANNOTATION
The aim of this thesis is to use algorithms of the minimal (cost) spanning tree in real
applications. The three best-known approaches are mentioned there - Bortivka’s, Jarnik’s and
Kruskal’s approach. These approaches are used in various tasks as a part of the overall
solution. From these tasks the thesis mentions a traveling salesman problem. Furthermore,
some modifications of the basic task are mentioned. In the practical part these approaches are
used in a real application.

KEYWORDS
Bortuvka’s Algorithms, History of Minimal (cost) Spanning Tree, Christofides® Algorithms,
Jarnik’s Algorithms, Kruskal’s (hungry) Algorithms, Double Minimum Spanning Tree,
Minimal (cost) Spanning Tree, Minimum Perfect Matching, Traveling Salesman Problem,
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Seznam zkratek a znacek

G graf

G orientovany graf

% mnozina vrcholt v grafu

H mnozina hran v grafu

v; i-ty vrchol Zz mnoziny vrcholu, i = 1,2, .....
h; J-td hrana z mnoziny hran, j = 1,2, .....,m
T strom

Q matice

qij prvky matice Q;;

w(h;) ohodnoceni j-t¢ hrany h; € H,j = 1,2, .....



Uvod

Mnoho lidi nema predstavu, k ¢emu se mohou matematické teorie v praxi pouzivat. Hodné
znich ma k matematice odpor, nechapou ji a ani ji nechtéji pochopit. Existuje vSak fada
problém1, které jsou diky matematice snadno fesitelné, a ¢asto si to ani neuvédomujeme. V této
praci bychom chtéli ukazat pouziti teorie grafii v praxi, a to skrze hledani minimalni kostry

grafu.

Dnesni doba je uspéchana, vsichni jsou stale v Casové tisni. Globalizace s sebou nese rozvoj
mezinarodniho obchodu, spolecnosti se rozristaji i do zahrani¢i, vznikaji rtizné klastry,
holdingy, koncerny a podobné. Manazefi pak objizd&ji jednotlivé centraly, pobocky a navzajem
si pfedavaji znalosti. Hledani minimalni kostry grafu mlize pomoci nalézt naptiklad nejkratsi
trasu mezi jednotlivymi pobockami, a tak usettit ¢as. Také diky témto vypoétim mohou

spolecnosti usetfit penize naptiklad pii trasovani elektrického vedeni.

Tato prace pojednavéd o minimdlni kostfe grafu a jejich moznych modifikacich. V teoretické
Casti jsou nejprve predstaveny zakladni pojmy teorie graft, definovany stromy a kostry grafu
vcetné metod vypoctu poctu koster grafu. Dale se jiz prace zabyva jednotlivymi pfistupy pro
vypocet minimalni kostry grafu. Pfedstaven je postupné¢ Borlvkiv, Jarnikiv a Kruskallv
algoritmus. VSechny tyto pfistupy jsou v praktické ¢asti vyuZzity pfi vypoctech. UrCovani
minimalni kostry grafu je ¢asto pouze soucast celkového feseni néjaké problematiky. Tato prace
pojednéava o jedné z téchto problematik, o problému obchodniho cestujiciho. Také jsou zde

zminény nékteré analogie zdkladni ulohy.

V této praci jsou spocitany tii realné aplikace. Nejprve je s pomoci Jarnikova algoritmu
nalezeno optimalni propojeni rehabilitatniho zafizeni optickou siti. Poté je nalezena nejkratsi
trasa pro rozvoz mléénych vyrobkil po Pardubicich a Chrudimi. A jako posledni je nalezena

nejkratsi trasa pro rozvoz obédil v Jaroméfi a okoli.
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I. TEORETICKA CAST

1 Teorie graft

1.1  Zakladni pojmy teorie grafi

V této kapitole jsou predstaveny zakladni pojmy z teorie grafi. Veskeré podklady jsou
prevzaty z [3], [5], [12], [17].

Definice 1.1 Neorientovany graf je uspofadana dvojice mnozin G = (V, H), kde V je mnozina

vrcholil (uzli) a H je mnozina hran. Kazda hrana je pak dana dvojici vrcholt {vi, vj} €EH v €

V, vj ev.
Predpokladejme, ze mnoziny V a H jsou konec¢né.

Definice 1.2 Sousedni vrcholy jsou takové vrcholy, které jsou spojeny hranou, t;. {vi, vj} €

H,i,j=1,..,n.
Definice 1.3 Graf G = (V, H) se rovna grafu G' = (V',H"), jestlize V. =V'aH = H'.
Definice 1.4 Graf G = (V, H) je podgraf grafu G' = (V',H"), jestlize V € V'aH < H'.

Definice 1.5 Pro kazdy vrchol lze uréit stupen vrcholu deg(v;),i = 1, ..., n, udavajici pocet

hran, na kterych dany vrchol lezi, incidentnich s danym vrcholem.

Véta 1.1 (Princip sudosti) Necht’ je dan graf G s vrcholy vy, ..., v, € V,n = 1. Necht h(G) je

pocet hran grafu G. Potom plati: i, deg(v;) = 2h(G).
Definice 1.6 Uplny graf ma kazdé dva navzajem rtizné vrcholy spojené hranou.

Definice 1.7 Nasobné (paralelni) hrany spojuji stejné dva vrcholy (vice hran mezi dvéma

vrcholy).
Definice 1.8 Smy¢ka je hrana, ktera spojuje tentyz vrchol, tj. {v;,v;} € H,i = 1, ...n.

Definice 1.9 Graf se nazyva jednoduchy, jestlize kazda dvojice vrcholl je spojena nejvyse

jednou hranou a neobsahuje Zadné smycky.
Definice 1.10 Pseudograf je graf, ktery neni jednoduchy, tj. obsahuje smy¢ky a nasobné hrany.
Definice 1.11 Multigraf je graf, ktery obsahuje nasobné hrany, ale neobsahuje smycky.

Definice 1.12 (Incidenéni matice) Necht' je dan graf G(V,H),V = {vy,v,, ..., vp},H =

{hy, hy, ..., h,, }. Incidenéni matice grafu G je matice B(G) typu n x m, ktera ma prvky (bi]-)
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1 © v, je incidentni s h;
b;; = . ]
b 0 © v; neni incidentnis h;.

Definice 1.13 (Matice sousednosti) Necht' je dan graf G(V,H),V = {vy,v,, ..,V },H =

{hy, hy, ..., hy}. Matice sousednosti grafu G je matice A(G) typu n x n, kterd ma prvky {a; ;}
_{ 1le [vi,vj] EH
%= o jinak.
1.1.1 Souvislost grafu

Definice 1.14 Sled délky k v grafu G je posloupnost vrcholi a hran vy, hy, v4, hy, v, ..., by, Vg

takova, ze h; = {v;_,v;},i = 1, ..., k.

Definice 1.15 Tah délky k v grafu G je sled délky k, ve kterém se neopakuji hrany, tj. h; #
hj Vi # J.

Definice 1.16 Cesta délky k v grafu G je sled délky k, ve kterém se neopakuji vrcholy, tj.
v, F v Vi #J.

Definice 1.17 Uzavieny sled délky k v grafu G je sled délky k, ve kterém v, = v,.
Uzavieny tah délky k v grafu G je tah délky k, ve kterém v, = vy,.

Definice 1.18 Kruznice délky k v grafu G je posloupnost (vg, hq, V4, by, Uy, ..., Ry, Vg) takova,
zehi ={vi_,v}i=1,..,k—1Lh ={ve_1,vo},v; #v; Vi+ jak = 3.

Definice 1.19 Souvisly graf je graf, kde mezi kazdymi dvéma riznymi vrcholy existuje cesta.

Véta 1.2 Pokud je graf G souvisly a obsahuje kruznici C, potom graf G — h, kde h je libovolna

hrana kruznice C, je také souvisly.

Definice 1.20 Hamiltonovska kruznice v grafu G je kruZnice obsahujici vS§echny vrcholy grafu
G.

Hamiltonovsky graf je graf, ve kterém existuje hamiltonovska kruznice.

Definice 1.21 Eulerovsky tah v grafu G je uzavieny nebo otevieny tah, ktery obsahuje vSechny
hrany grafu G.

Eulerovsky graf je souvisly graf G, ve kterém existuje uzavieny eulerovsky tah.

Véta 1.3 Souvisly graf G je eulerovsky prave tehdy, kdyz ma vSechny vrcholy sudého stupné.
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Véta 1.4 Souvisly graf G obsahuje otevieny eulerovsky tah pravé tehdy, kdyz ma praveé dva

vrcholy lichého stupné.

Definice 1.22 Komponenta grafu G je kazdy souvisly podgraf grafu G (viz obrazek 1).

A B C

b

Obrdzek 1. A, B, C — komponenty grafu s 9 vrcholy (zdroj: vlastni — zpracovdno na zdkladé [16])

1.1.2 Ohodnocené grafy

Definice 1.23 Necht’ h je realna funkce definovana na mnoziné hran H grafu G = (V, H).

Potom se trojice G, = (V, H, h) nazyva hranové ohodnocenym grafem.

Definice 1.24 Necht v je realna funkce definovana na mnoziné vrcholt V grafu G = (V, H).

Potom se trojice G, = (V, H, v) nazyva vrcholové ohodnocenym grafem.

Délkou cesty v hranové ohodnoceném grafu se rozumi soucet délek ohodnocenych hran,

které tvori cestu.

Dale budeme pod pojmem ,,0ohodnoceni® uvazovat hranové ohodnoceni. Pokud by bylo

mysleno jiné ohodnoceni, bude to v textu zdiraznéno.

1.1.3 Orientované grafy

Definice 1.25 Orientovany graf je dvojice mnozin G = (V,H), kde V je mnozina vrcholti a H

je mnozina orientovanych hran. Orientované hrany jsou uspoiadané dvojice (v;,v;), kde
v;, v; € V jsou dva vrcholy grafu 6.
Tzn., Ze kazda hrana mé definovany smér od poc¢ate¢niho vrcholu ke koncovému vrcholu

hrany. Priichod této hrany je pak mozny pouze ve sméru po¢atecni — koncovy vrchol, nikoliv

opacné. Pii grafickém znazornéni jsou hrany opatfené Sipkami.
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Definice 1.26 Orientovanym sledem V orientovaném grafu G nazyvame posloupnost vrchol
a hran vy, hy, vy, hy, vy, ..., by, vy, jestlize pro kazdé dva vrcholy (v;_;,v;) existuje
orientovana hrana h; vedouci z vrcholu v;_; do vrcholu v; ,proi =1, ..., k.

Definice 1.27 Orientovany sled, v némz se zadny vrchol nevyskytuje vicekrat se nazyva

orientovana cesta v grafu G. Uzaviena orientovana cesta se nazyva cyklus.

1.2 Stromy
Definice 1.28 Graf, ktery neobsahuje kruznici, nazyvame lesem.

Definice 1.29 Stromy jsou souvislé grafy, kde pro libovolnou dvojici vrcholi v, v; € V

existuje prave jedna cesta, ktera je spojuje.
Obvykle se znaci pismenem T podle anglického slova tree (strom).

Definice 1.30 Trivialni strom obsahuje pouze jeden vrchol. Netrividlni pak ma alespon

vrcholy dva.
Véta 1.5 Pocet hran ve stromu je o 1 niZsi, neZ je pocet vrchold.

Definice 1.31 Necht’ je dan strom T = (V, H). Vrchol v € V stupné 1 se nazyva list stromu

T. Vrchol v € V vétsiho stupné je vnitini vrchol stromu T.

Jestlize odebereme ze stromu list, dostaneme opét strom.

1.3 Kostra grafu

Definice 1.32 Necht' G = (V, H) je graf. Libovolny strom T = (V,H"), kde H' € H, ktery je
podgrafem grafu G = (V, H), nazyvame kostrou grafu G.

Tedy kostra grafu G je strom, ktery je podgrafem grafu G a obsahuje vsechny jeho vrcholy.
Véta 1.6 Graf G je souvisly prave tehdy, kdyz obsahuje alespon jednu kostru.
Véta 1.7 Obsahuje-li graf G pravé jednu kostru, pak je tento graf strom.

Otazkou poctu vSech koster uplného grafu se zabyval Arthur Cayley. Jeho zavér byl
jednoduchy:

Véta 1.8 Pocet koster uplného grafu s n vrcholy je n® 2.
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1.3.1 Metody vypoctu poctu koster grafu

V této praci jsou zminény dvé metody pro vypocet poctu koster grafu, které vétu 1.8
dokazuji. Prvni metoda vyuziva Laplaceovy matice, druhd pak rekurentni postup. Pro dalsi
metody ¢tenare odkazujeme napiiklad na [15]. Tyto dvé metody byly Cerpany z [15] a [20].

a) uziti Laplaceovy matice
Necht je dan graf G s nvrcholy (n > 2) am hranami. Laplaceova matice grafu G o velikosti

n xn ma prvky q;; dany pfedpisem

qii = degg(vy),
-1 pro {vi, v]} € HG .. . .
L= ] = 1,2, ey I, * ].
4 { 0 jinak, b mtFJ

Z této matice se vytvoii redukovana matice Q;; velikosti (n — 1) x (n — 1) vySkrtnutim i-
tého fadku a j-tého sloupce. Dale bude vyuzita platnost nasledujici véty:

Véta 1.9 Pro kazdy graf G je pocet koster v grafu roven determinantu redukované Laplaceovy
matice det(Q11)-

Pro uplny graf bude mit Laplaceova matice na hlavni diagonale (n — 1) a mimo tuto
diagonélu prvky (—1). Odstranénim prvniho fadku a sloupce ziskdme matici (n — 1) x (n —
1) tvaru

n-1 -1 -« =1
-1 n-1 - -1
-1 -1 - n-1

Nyni se jiz vypoéita determinant této matice. Radkovymi a sloupcovymi tipravami, kdy

nejprve prvni fadek odecteme od vSech ostatnich a nasledné k prvnimu sloupci pficteme

soucet ostatnich sloupcti, ziskame matici:

1 0 -+ 0
0O 0 -+ n

Z této matice jiz lehce spocitame determinant jako soucin prvki na hlavni diagonale, nebot’
vSechny ostatni prvky v matici jsou nulové. Tento sou¢in je roven n™ 2. Tim je véta 1.8

dokazana.

b) rekurentni postup
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Véta 1.10 Necht' G je libovolny souvisly neorientovany graf a h jeho hrana, ktera neni
smyckou. Ozna¢me G — h graf G po vynechani hrany h. Oznaéme G: h graf, ktery vznikne,
pokud vynechame z grafu G hranu h a slepime koncové vrcholy této hrany do jednoho
vrcholu. Pri¢emz ostatni hrany se zachovaji. Pak je pocet koster grafu G roven soucétu poctu

koster grafi G — h a G: h.

Pro ilustraci budeme aplikovat tuto vétu na uplny graf G se ¢tyfmi vrcholy. Graf G — h

obsahuje osm koster grafu (viz obrazek 2, kde je vynechana hrana AB).

T LT RS

Obrdzek 2. Pocet koster grafu G-h n=4 (Zdroj: vlastni)

Graf G: h také obsahuje osm koster grafu (viz obrazek 3, kde je pro lepsi nazornost hrana

AB ponechéna, to nam fedeni nezméni (spravné by byly vrcholy A a B slouéené do jednoho)).
® ® @®O—F A—F®) ®B———@
AT N
—0® e— @ @70
© —@

Obrdzek 3. Pocet koster grafu G:h n=4 (Zdroj: vlastni)
Celkovy pocet vsech koster uplného grafu se ¢tyfmi vrcholy je tedy opravdu 16, coz

odpovida tvrzeni véty 1.8.

18



2 Minimalni kostra grafu

V této praci se zaméfime na minimalni kostru grafu. Minimalni kostra grafu je takova kostra
grafu, jejiz soucet ohodnoceni hran, které patii do této kostry, je minimalni. Dale jsou
predstaveny tfi piistupy a algoritmy pro hledani minimélni kostry grafu. Cerpano bylo z [15],
[16] a [17], a také pfimo od tvircu piislusnych algoritma — [1], [9] a [11].

Definice 2.1 Necht’ jsou dany vrcholy v;,v;. Potom se vzdalenost mezi vrcholy v; a v;

definuje jako délka nejkratsi cesty z v; do v;, pokud viibec néjaka existuje. Pokud neexistuje,

pak je tato vzdalenost rovna nekone¢nu.

Definice 2.2 Necht’ je dan graf G = (V, H) a necht pro kazdou hranu h; € H,i = 1, ...,m, je
dano jeji nezaporné ohodnoceni w(h;) € R*. Nalezne-li se mezi vSemi kostrami grafu
G takova kostra T = (V,H'), pro kterou soudet ohodnoceni hran w(T) = Y, w(h;),h; €

H', nabyva minimalni hodnoty, pak se tato kostra T nazyva minimalni kostra grafu G a w(T)

cena kostry T.

Mize se stat, Ze pro nalezeni minimalni kostry grafu, je potfeba néktera spojeni vyloucit
(tzv. zakdzané hrany) a jina se v feSeni musi nachéazet (tzv. povinné hrany). Potom se musi

graf upravit. Povinnym hranam ptidélime ohodnoceni -1 a zakazané hrany z grafu odebereme.

Také se muze stat, Ze se v grafu objevi vice minimalnich koster. Naptiklad pokud mame
graf, kde jsou vSechny hrany ohodnoceny stejnym ¢islem. Potom je pocet minimalnich koster

roven poctu vSech koster.

2.1 Historie problému minimalni kostry grafu

U zrodu problému minimalni kostry grafu stali dva vyznamni ¢esti matematici. Nejprve je
uveden pfistup Otakara Borlivky, ktery jako prvni na tuto problematiku aplikoval vlastni
algoritmus. Nasledné nezavisle na ném vytvofil vlastni postup Vojtéch Jarnik. Ze

zahrani¢nich autorti je pak zminén pftistup Josepha B. Kruskala. [17]

2.1.1 Pristup Otakara Borivky

Na prelomu let 1925/26 se Cesky matematik Otakar Bortivka seznamil s pracovnikem

elektraren, ktery ho pozadal o pomoc. Potieboval vyftesit problém kudy a jak vést trasu vedeni
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mezi nékolika desitkami obci na Moravé, aby byla co nejkrat$i a tim co nejuspornéjsi.
Bortivka zacal tuto problematiku zkoumat a nasel feSeni. Své myslenky a postupy zaznamenal
do ¢lanku ,,Pfispévek k feSeni otazky ekonomické stavby elektrovodnych siti* (viz [2]) a
matematické zpracovani problému zaznamenal na 16 stran ¢lanku ,,O jistém problému
minimalnim* (viz [1]). Tenkrat bylo velmi obtizné tento problém matematicky popsat, nebot’

jesté neexistovala terminologie teorie grafu. [16]

Dale Otakar Boruvka aplikoval algoritmus v elektrotechnickém ¢asopise na piikladu — jak
propojit 40 bodu v roviné, které maji rizné vzdalenosti, tak, aby celkova délka sité byla co

nejmensi. Cely postup ilustroval nasledujicimi ¢tyfmi obrazky. [17]

b _ P
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Obrdzek 4. Propojeni bod(i v roviné - obr.1 (Zdroj: Obrdzek 5. Propojeni bod(i v roviné - obr.2 (Zdroj:
[17]) [17])
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Obrdzek 6. Propojeni bodii v roviné - obr.3 (Zdroj: Obrdzek 7. Propojeni bod v roviné - obr.4 (Zdroj:
[17]) [17])

Nejprve propojil kazdy bod (obrazek 4) s nejbliz§im bodem, ¢imz ziskal fadu tahti (obrazek
5). Tyto tahy pak spojil nejkratsim moznym zptisobem (obrazek 6) a ty opét spojil nejkratsim
moznym zpusobem tak, aby ziskal jediny polygonalni tah (obrazek 7), ¢cimz bylo ziskdno

feSeni dané ulohy. [17]
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2.1.2 Pristup Vojtécha Jarnika

Vojtéch Jarnik reagoval na ¢lanek Otakara Bortvky ,,0 jistém problému minimalnim* [1]
stejnojmennym dopisem s podtitulem ,,Z dopisu panu O. Boruvkovi, nebot’ na prvni pohled
nebyl Borivkiv algoritmus pfili§ prihledny. Jarnik navrhl jiny a jednodussi postup pro
vytvofeni pozadované konstrukce, kdy vychdzel z geometrické piedstavy problému.
Uvazoval n kulicek, které jsou oc¢islovany od 1 do n a jsou po dvojicich spojeny ty¢emi v poctu

@ . Ty&e mohou byt prohnuté tak, aby se navzajem nedotykaly. Ukolem je pak odstranit

takové tyce, aby vSech n kulicek bylo stidle pohromadé a ,hmota“ zbylych ty¢i byla co

nejmensi. [16]

Oba ¢esti matematici tak predbéhli svou dobu. Zajem o tento problém propukl az v 50. letech
20. stoleti s rozvojem pocitacii. Bortvkiiv 1 Jarnikiv pfistup byl nezéavisle objeven jesté
n¢kolikrat. Divodem bylo, Ze jejich prace byly sepsdny v matetském jazyce, tedy vétSiné

matematikti byly nedostupné. [16]

2.1.3 Pristup Josepha B. Kruskala

Tteti mozné feseni odlisné od piedchozich dvou vytvotil Joseph B. Kruskal v ¢lanku ,,0On
the shortest spanning tree of a graph and the traveling salesman problem® (viz [11]). Jeho
prace obsahovala vytah z Bortivkova ¢lanku. Dokazal, Ze kostra je prave jedna, jestlize zadné
dvé hrany nemaji stejné ohodnoceni. Snazil se zjednodusit Borivkovy komplikované
myslenky, coZ se mu také podatilo a v roce 1956 zveftejnil vlastni konstrukei minimalni kostry
grafu. I Kruskaldv algoritmus byl n€kolikrat nezavisle znovuobjeven. [16] Prehled praci, které
se zabyvaji problémem minimalni kostry grafu do roku 1985 je zpracovan v ¢lanku ,,0n the

history of the minimum spanning tree problem* autorti R. L. Grahama a P. Hella (viz. [7]).

2.2 Algoritmy pro hledani minimalni kostry grafu

V této sekci nahlédneme na jednotlivé algoritmy pro vyhleddvani minimalni kostry grafu.
Postupné predstavime Boravkiv, Jarniktiv a Kruskaltv algoritmus. Jejich postup aplikujeme

na jednoduchych ptikladech. V zavéru této kapitoly jsou tyto algoritmy porovnany.
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2.2.1 Borivkuv algoritmus

Necht je dan souvisly ohodnoceny graf G = (V, H) s n vrcholy a m hranami, jehoz kazda
hrana je neobarvena. Necht’ hrany maji navzdjem rtizna ohodnoceni a necht’ kazdy vrchol

grafu pfedstavuje zeleny strom, tj. uvazujeme zeleny les, ktery je slozeny z n zelenych stromii.

Pro kazdy zeleny strom najdeme mezi vSemi hranami, jejichz jeden vrchol lezi
V uvazovaném stromu a druhy nikoliv, hranu s nejmensim ohodnocenim a obarvime ji zelené.
Tim ziskame novy zeleny les. Cely algoritmus funguje, dokud zelené¢ hrany netvoii jeden

zeleny strom, tj. minimalni kostru grafu. [17]

Tento algoritmus by se také mohl nazyvat bublinkovy, pokud graf G pokryjeme souborem
bublinek (kterych je jak borivek v lese). Mezi bublinkami se pak snazime nalézt nejkratsi

spojeni, které vede k tomu, Ze se bublinky spoji v jednu. [15]

Nyni aplikujeme algoritmus na jednoduchém piikladu. Méjme fiktivni sit’, kterd ma 6

vrcholl a ohodnocené hrany (viz obrazek 8). Chceme nalézt minimalni kostru grafu.

Obrdzek 8. Borivkuv algoritmus — fiktivni priklad (Zdroj: viastni —
zpracovadno na zdkladé [4])

Obrdzek 9. Bortivkav algoritmus — 0. krok (Zdroj: vliastni — zpracovdno
na zdkladé [4])
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Nejprve barevné oznacime vSech n vrchold, v tomto ptipadé 6 vrcholi (obrazek 9).

V prvni iteraci (obrazek 10) zvolime pro kazdy vrchol hranu s nejniz§im ohodnocenim, ktera
Z n¢j vede, a obarvime ji. Pro vrchol A vybereme hranu AD, stejné tak pro vrchol D vybereme

hranu AD. Dale pro vrcholy B a C vybereme hranu BC a pro vrcholy E a F hranu EF.

Obrdzek 10. Boruvkiv algoritmus — 1. krok (Zdroj: vlastni — zpracovdno
na zdkladé [4])

V druhé iteraci (obrazek 11) je vybrana opét hrana s nejmensim ohodnocenim, ktera vede
Z obarvené komponenty nékam ven. Pro komponentu {A;D} vybereme hranu DB, pro

komponentu {B;C} také hranu DB a pro komponentu {E;F} hranu CF.

Obradzek 11. Bortvkiv algoritmus — 2. krok (Zdroj: vlastni — zpracovdno
na zakladé [4])

Tim jsme ziskali minimalni kostru tohoto grafu a soucet jejich hranovych ohodnoceni je

2+4+2+5+3 = 16.
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2.2.2 Jarnikiv algoritmus

Nazev ,,JJarniklv algoritmus® anglickému ani americkému ctenafi nic nefekne, nebot’ se

V téchto zemich uchytil jako algoritmus Primtv, i kdyZ Primova prace vznikla az v roce 1957.
[15]

Necht je dan souvisly ohodnoceny graf G = (V, H) s n vrcholy am hranami. Necht je kazda
hrana grafu G neobarvena. Provedeme vybér libovolného vrcholu, ktery budeme povazovat
za zeleny strom. V kazdé¢ iteraci obarvime zelen¢ takovou hranu, kterd ma minimalni
ohodnoceni a zarovei jeden vrchol lezi v zeleném stromu a druhy nikoliv. Musi byt zvolena
takova hrana, aby jejim obarvenim nevznikla kruznice. Existuje-li takovychto hran vice,
vybereme libovolnou z nich. Algoritmus kon¢i ziskanim zeleného stromu, tj. po (n — 1)

krocich. Tim jsme ziskali minimalni kostru grafu G. [17]

Algoritmus opét aplikujeme na jednoduchém piikladu fiktivni sit€ s 6 vrcholy (viz obrazek
12).

Obrdzek 12. Jarnikav algoritmus — fiktivni priklad (Zdroj: vlastni —
zpracovdni na zdkladé [4])

Nejprve libovolné zvolime pocate¢ni vrchol, napiiklad mizeme jit podle abecedy, tedy

vybereme vrchol A (obrazek 13).

Obrdzek 13. Jarnikiv algoritmus — 0. krok (Zdroj: vlastni — zpracovdno
na zdkladé [4])




V prvnim kroku hledame hranu s nejmensim ohodnocenim, ktera vede z vrcholu A do
libovolného neobarveného vrcholu. Pro vrchol A to je hrana AD, kterou obarvime spolu

s vrcholem D (obrazek 14).

Obrdzek 14. Jarnikiv algoritmus — 1. krok (Zdroj: vlastni — zpracovdno
na zdkladé [4])

V druhém kroku opét hleddme hranu s nejmenSim ohodnocenim, kterd spojuje néktery
z obarvenych vrcholti s vrcholem doposud neobarvenym. Zvrcholu A vedou hrany s
ohodnocenim 7 a 10, z vrcholu D dvé hrany s ohodnocenim 4. Vychazime tedy z vrcholu D.
Vzhledem k tomu, Zze nejmensi ohodnoceni je u dvou hran stejné (hrany DB a DE), vybereme

libovolnou z nich a obarvime ji. Zvolime hranu DB (obrazek 15).
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Obrdzek 15. Jarnikiv algoritmus — 2. krok (Zdroj: vlastni — zpracovdno na
zdkladé [4])

Dale jiz pokracujeme stejné. Opét chceme nalézt hranu s nejmensim ohodnocenim, ktera
spojuje obarveny vrchol sneobarvenym. Moznosti jsou: AE s ohodnocenim 10, DE
S ohodnocenim 4, BE s ohodnocenim 1, BC s ohodnocenim 2 a BF s ohodnocenim 7. Nejniz$i

ohodnoceni ma tedy hrana BE, kterou obarvime (obrazek 16).
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Obrdzek 16. Jarnikiv algoritmus — 3. krok (Zdroj: vlastni — zpracovdno
na zakladé [4])

Ve ¢tvrtém kroku se obarvi hrana BC s ohodnocenim 2 (obrazek 17).

Obrdzek 17. Jarnikiv algoritmus — 4. krok (Zdroj: vlastni — zpracovdno na
zdkladé [4])

V patém kroku pak dobarvime posledni neobarveny vrchol Fa hranu z n¢j vychazejici

s nejmensim ohodnocenim CF (obrazek 18).

Obrdzek 18. Jarnikiv algoritmus — 5. krok (Zdroj: vlastni — zpracovdno na
zdkladé [4])

Tim jsme ziskali minimalni kostru grafu a soucet jejich hranovych ohodnoceni je

2+4+1+42+5 = 14.
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2.2.3 Kruskalav ,,hladovy* algoritmus

Necht’ je dan souvisly ohodnoceny graf G = (V, H) s n vrcholy a m hranami. Uspotadame
si vzestupné hrany grafu podle jejich ohodnoceni. Kazdy vrchol grafu povazujeme za zeleny
strom. Nasledujici krok opakujeme, dokud neziskame minimalni kostru grafu. Mezi vSemi
doposud neobarvenymi hranami nalezneme takovou hranu s nejmensim ohodnocenim, aby
nevytvarela kruznice S jiz obarvenymi hranami. Algoritmus kon¢i ziskanim zeleného stromu,

t]. po (n — 1) krocich, ¢imz jsme ziskali minimalni kostru grafu G. [11]

Kruskaliv hladovy algoritmus aplikujeme opét na fiktivni siti s 6 vrcholy (viz obrazek 19).

Obrdzek 19. Kruskaldv algoritmus — fiktivni pfiklad (Zdroj: viastni — zpracovdno na
zdkladé [4])

Nejprve barevné ozna¢ime vSech n vrcholt, v tomto piipadé 6 vrcholt (obrazek 20).

Obrazek 20. Kruskaliv algoritmus — 0. krok (Zdroj: vlastni — zpracovdni na zdkladé [4])
Nyni uspofdddme ohodnoceni hran podle velikosti: 1<1<2<3<4<5<7<7<
8 <10 < 14. V prvnim kroku mame na vybér ze dvou nejméné ohodnocenych hran (BE a

BF), vybereme libovolnou z nich a obarvime ji. Zvolime hranu BE (obrazek 21).
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Obrazek 21. Kruskaliv algoritmus — 1. krok (Zdroj: vlastni — zpracovdni na zdkladé [4])

Stale nam zustava hrana BF s ohodnocenim 1. Tuto hranu obarvime v druhém kroku, nebot’

jejim obarvenim nevznikne kruznice (obrazek 22).

Obrdzek 22. Kruskaliyv algoritmus — 2. krok (Zdroj: vlastni — zpracovadni na zakladé [4])

Dalsi doposud neobarvena hrana s nejmensim ohodnocenim je hrana BC (obrazek 23).

Obradzek 23. Kruskaltv algoritmus — 3. krok (Zdroj: vlastni — zpracovdni na zdkladé [4])
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Dale je v poradi nejméné¢ ohodnocena hrana CE, ale jejim obarvenim by vznikla kruznice.

Tedy ji vynechame a v dal§im kroku obarvime hranu DE s ohodnocenim 4 (obrazek 24).

Obrdzek 24. Kruskalav algoritmus — 4. krok (Zdroj: viastni — zpracovdni na zdkladé

[41)
Nyni ndm zbyva propojit posledni vrchol, vrchol A. Zde vidime, Ze jsou dvé hrany se
stejnym nejmenSim ohodnocenim (hrana AD a AB) a ani jedna by svym obarvenim

nevytvoftila kruznici, tedy volime libovolnou z nich. Zvolime hranu AD (obrazek 25).

Obrdzek 25. Kruskaldv algoritmus — 5. krok (Zdroj: vlastni — zpracovdni na zdkladé [4])

Tim jsme ziskali minimalni kostru grafu se souctem jejich hranovych ohodnoceni

1+1+2+4+7 = 15.

2.2.4 Porovnani algoritmi

Borivkav algoritmus byl historicky prvnim postupem pro feSeni minimalni kostry grafu, a
kroku dochazi ke spojeni vSech navzajem si nejblizSich zelenych stromu, tedy pocet
komponent lesa se kazdym krokem zmensuje minimalné o polovinu. Pocet kroka bude tedy
maximalné log, n. BorGvkilyv algoritmus se stal koncepénim zakladem pro rychlejsi algoritmy

na hledani minimalni kostry a funguje za ptedpokladu rizného ohodnoceni hran. [5]
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Jarnikav a Kruskaltv algoritmus v kazdém kroku spojuje pravé dva nejblizsi stromy v jeden
strom. U Jarnikova algoritmu se v kazdém kroku rozsifuje jediny zeleny strom o nejblizsi
vrchol. U Kruskalova algoritmu jsou tyto dva spojované stromy ureny potfadim hranového

ohodnoceni. [16]

2.3 Problém obchodniho cestujiciho

Hledani minimalni kostry grafu je Vv mnohych ulohach pouze soucésti celkového feSeni.
Takovou ulohou muze byt napiiklad problém obchodniho cestujiciho, ktery si pfedstavime

v této kapitole. Cerpano je z [13], [14] a [19].

Problém obchodniho cestujiciho je feSen jiz od praddvna, kdy se stejnou myslenkou
nevédomky zabyvali pravéci lovei. Prvnim zndmym problémem, ktery by se dal zaradit
k problému obchodniho cestujiciho, je prochazka jezdce po Sachovnici, kdy ma jezdec
navstivit v§echna pole Sachovnice 0 velikosti 8x8 praveé jednou. Touto problematikou se zacal
v 18. stoleti zabyvat Svycarsky matematik Leonhard Euler. DalS§im slavnym matematikem,
ktery problém zkoumal v 19. stoleti, byl W. R. Hamilton. V této dob& vznikly pojmy
hamiltonovska cesta a hamiltonovsky cyklus. Ve 20. stoleti se zacaly objevovat rizné
metodiky feSeni problému obchodniho cestujiciho, ve tficatych letech problém postovniho
dorucovatele, ve Ctyficatych letech se jiz problém fesil pod nyni pouZivanym nazvem —

traveling salesman problem (problém obchodniho cestujiciho).

Zékladnim principem tlohy obchodniho cestujiciho je projit vS§echna uvazovanéa mista praveé
jednou a nasledné se vratit do mista vychoziho tak, aby byla urazena co nejkratsi vzdalenost.
Bude se tedy hledat uzaviena cesta, ktera obsahuje vSechny vrcholy grafu. Tato optimaliza¢ni
uloha ma velké uplatnéni v redlnych aplikacich. Jak jiz bylo zminéno, feSenim tohoto
problému se zabyvalo mnoho védct. Piedstaveny jsou zde dv€é metody, které ve svém

algoritmu hledaji minimalni kostru grafu.

2.3.1 Metoda zdvojeni minimalni kostry

Jednou z metod, jak problém obchodniho cestujiciho vytesit, je metoda zdvojeni minimalni
kostry (Double tree heuristic). Jiz z nazvu je patrné, ze se pii ni hleda minimalni kostra grafu.

Avsak tady navic musime postup upravit tak, abychom ziskali uzavienou cestu.
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Uvazujme uplny ohodnoceny graf G = (V, H). Nejprve se nalezne minimalni kostra grafu G
pomoci nékterého z vySe zminénych algoritmi. Nasledné se zdvoji jeji hrany, ¢imz ziskame
graf, jehoz vrcholy jsou sudého stupné. Toto je nutna a postacujici podminka pro existenci
eulerova tahu. V poslednim kroku algoritmu se musi transformovat na hamiltonovsky cyklus
tak, Ze vynechame ty vrcholy, které se v posloupnosti vrcholi eulerova tahu jiz vyskytly. Jsou

vynechany ty ¢asti této posloupnosti, které zacinaji i kon¢i ve stejném vrcholu.

Tento postup znazornime na vzorovém piikladu. M&me Gplny graf G (viz obrazek 26).

Obrdzek 26. 0. krok — metoda zdvojeni minimdlini kostry grafu
(Zdroj: vlastni)

1. krok — nalézt minimalni kostru grafu
Zvolime Bortvklv algoritmus pro nalezeni minimalni kostry grafu. Postup je stejny jako

v kapitole 2.2.1. Ziskand minimalni kostra ma celkové ohodnoceni 7 a je znazornéna na

obrazku 27.

Obrdzek 27. 1. krok — metoda zdvojeni minimdlini kostry grafu
(Zdroj: vlastni)
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2. krok — zdvojit vsechny hrany kostry

Nejprve zdvojime vSechny hrany, které tvofi minimalni kostru grafu (viz obrazek 28).

Obrdzek 28. 2. krok — metoda zdvojeni minimdlini kostry grafu
(Zdroj: vlastni)

Zvolime vychozim vrcholem naptiklad vrchol A. Od tohoto vrcholu postupné prochazime
hranami zdvojené¢ho grafu. Vzdy vynechame vybranou hranu a pokracujeme nékterou
navazujici hranou. Tedy z vrcholu A jdeme do vrcholu C a jednu hranu AC obarvime. Nyni
jsou tfi moznosti, kam pokracovat z vrcholu C — do A (nebot’ jesté jedna hrana AC nebyla
obarvena), D nebo E. Vzhledem k tomu, ze v A ma algoritmus koncit, ale jesté jsme neprosli

vSechny vrcholy, druhou neobarvenou hranu AC nezvolime.

Pokracovat je mozné napiiklad do vrcholu D, tedy obarvime jednu hranu CD. Z vrcholu D
vede jen jedind neobarvena hrana, a to zpét do vrcholu C. Z vrcholu C je mozZné jit nyni do
vrcholu A nebo E. Stale jsme neprosli vSechny vrcholy, a tedy volime hranu CE. Takto by se
pokracovalo dal. Euleriiv tah je nalezen, pokud jsou vSechny hrany zatazeny prave jednou, a

tedy posloupnost vrcholt by byla takovato: A-C-D-C-E-B-E-C-A.

3. krok — vytvoreni hamiltonova cyklu
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Hamiltonv cyklus se vytvofi tak, ze z eulerova tahu vynechame ty vrcholy, které se jiz
v posloupnosti vrcholt vyskytly. Z vrcholu A jdeme do vrcholu C, protoze vrchol C se jeste
v posloupnosti nevyskytl. Z C mtzeme jit do D, ale zpét do C jiZ jit nejde, protoze ve vrcholu
C jsme jiz byli. Z D tedy pujdeme rovnou do E, z E do B, ale jit zpét opét neni mozné. Jiz jsou
obarvené vsechny vrcholy, tedy je tieba se vratit do vychoziho vrcholu, aby byl hamiltoniv
cyklus utvoien. Vysledna posloupnost vrcholi tedy bude: A-C-D-E-B-A a celkova délka
hamiltonova cyklu je 2+2+3+2+4=11.

Obrdzek 29. 3. krok — metoda zdvojeni minimdalini kostry grafu
(Zdroj: vlastni)

Obrazek 29 znazoriuje jen jedno z moznych feseni tvorby cyklu, protoze vysledek je zavisly

na volb¢ pocatecniho vrcholu. Nejhorsi mozny vysledek této metody je

délka hamiltonovského cyklu ziskaného metodou zdvojeni minimalni kostry
délka nejkratsiho hamiltonovského cyklu v grafu

Casova naro¢nost algoritmu je n? a primérna kvalita vysledku okolo 38 %.

2.3.2 Christofidova metoda

Dalsi metodou pro nalezeni optimalniho feSeni problému obchodniho cestujiciho S vyuzitim
minimalni kostry grafu je Christofidova metoda. Postup konstrukce je podobny jako u metody
zdvojeni minimalni kostry. Je uvazovan uplny ohodnoceny graf G = (V, H). V prvnim kroku
se nalezne minimalni kostra grafu. Tentokrat se ale nezdvojnasobuji hrany, ale naleznou se
vrcholy lichého stupné. Ty se spoji pomoci metody nejlevnéjsiho perfektniho parovani
(postup této metody je naznacCen V nasledujicim odstavci). Ziskané hrany jsou ptidany

k minimalni kostie grafu. Tak vznikne eulertv tah. Vrcholi s lichym stupném ma kostra vzdy
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sudy pocet, a proto je mozné parovani vzdy nalézt. Poté je jiz postup transformace na

hamiltontv cyklus stejny, jako tomu bylo u metody zdvojeni minimalni kostry.

Metodou perfektniho parovani s minimalnimi naklady je mysleno hledani optimalniho

feSeni ptifazovaciho problému. Tento model je mozné vyjadrit jako

m-1 m
minz = Z Z CijXij

i=1 j=i+1
za podminek
j-1 m
i=1 k=j+1

kde j = 1,2,...,m, x;j nabyvé hodnot O nebo 1, j = i + 1,i + 2, ..., m, m znaci pocet vrchold
lich¢ho stupné a ¢;; znaci vzdalenost i-t€ho a j-t¢ho vrcholu lichého stupné. Hrana {v;, v;}
bude pfiddna k minimélni kostfe, pokud x;; nabyva hodnotu 1. V opa¢ném piipad¢ tato hrana
uvazovana nebude. Takto postupné vznikne pozadovany euleriiv tah.

Nyni znazornime popsany postup na stejném vzorovém piikladu. Mé&jme tplny graf G (viz

obrazek 30).

Obrdzek 30. 0. krok — Christofidova metoda (Zdroj: vlastni)

1. krok — nalézt minimalni kostru grafu
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Opét pomoci Boriivkova algoritmu nalezneme minimalni kostru grafu (viz obrazek 31).

Obrdzek 31. 1. krok — Christofidova metoda (Zdroj: vlastni)

2. krok — ur€eni vrcholi lichého stupné a jejich spojeni pomoci metody nejlevnéjsiho

perfektniho parovani
Vrcholy lichého stupné jsou v tomto ptipadé¢ ¢tyti — vrcholy A, B, C a D, tedy m = 4.
3 4
minz = Z Z CijXij
i=1 j=i+1
za podminek

j—1

4
XU + :E: X&k:=

i=1 k=j+1
Minimalizujeme tedy rovnici:
MINZ = C13X1 + C13X13 + C14X14 + C23X23 + C24X24 + C34X34
za podminek
X2 + X3+ x4 =1,
Xo1 + X3 x4 =1,
X371+ X33 + X34 =1,
Xg1 + X4 + X453 = 1.

Pro lepsi orientaci nahradime ¢iselné oznaceni nazvy vrchol
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Minz = CypXap + CacXac + CapXap + CpcXpc + CppXpp + CcpXcp

a doplnime ohodnoceni hran

minz = 4x,p + 2x4¢ + 6x4p + 3xpc + Sxpp + 2x¢p

za podminek
Xap + Xac + Xap = 1,
Xap + Xpc +xgp = 1,
Xac + Xpc + xcp = 1,
Xap + Xgp + Xcp = 1.
Postup vypoctu:
1. Zvolime-li x45 = 1.
1+x4c+xp=1> x40 +%4p =0 x40 =2x4p =0,
1+ xgc+xpgp =1 xpc+xpp =0 xpc =x5p =0,
0+0+xcp=1- xcp =1.
Dosazenim do rovnice ziskdme
Z1=4%1+2+x0+6x0+3+x0+5*x0+2x1=4+2=6.
2. Zvolime-li x4c = 1.
Xap+1+x4p=1-> x4 +%x4p =0 - x4 =x4p =0,
1+xgc+xcp=1- xgc+xcp =0 xgc=%xcp =0,
0+0+xpp =1- xpp = 1.
Dosazenim do rovnice ziskdme
Z,=4%0+2x1+6+x0+3+x0+5%1+2x0=2+5=7.
3. Zvolime-li x,p, = 1.
Xap tXgc+t1=1->x45 +x4c =0 > X458 =%x4¢c =0,
1+xgp+xcp=1->xgp+xcp=0->xpp =%xcp =0,
O+xpc+0=1->xp,=1.

Dosazenim do rovnice ziskame
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Z3=4%0+4+2x0+6+14+3+x1+5%x0+2x0=6+3=09.
Chceme ale nejlevnéjsi perfektni parovani, tedy hledame minimum:
l£n11£13 z; = min(6,7,9) = 6.
Nejlevnéjsi perfektni parovani vrchold ABCD bude tedy takové, Ze sparujeme vrcholy AB

a CD, a to tak, ze zavedeme hranu AB a zdvojime hranu CD (viz obrazek 32). Eulertiv tah

bude vypadat takto: A-C-D-C-E-B-A.

Obrdzek 32. 2. krok — Christofidova metoda (Zdroj: vlastni)

3. krok — vytvoreni hamiltonova cyklu

Nyni jiz jen vytvofime hamiltoniv cyklus stejné, jako tomu bylo u metody zdvojeni

minimalni kostry grafu. Vysledny cyklus je opét: A-C-D-E-B-A (viz obrazek 33).

Obrdzek 33. 3. krok — Christofidova metoda (Zdroj: vlastni)
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Tato metoda zabere vice ¢asu nez metoda piedchozi, jeji ¢asova naroénost je n3. Tedy pro

slozit&jsi tlohy je opravdu velmi casové narocnd. Avsak neposkytuje horsi vysledek nez

délka hamilt. cyklu ziskaného metodou min. kostry a optimalniho parovani 3

délka nejkratSiho hamiltonovského cyklu v grafu 2

Neexistuje zadny jiny znamy polynomialni algoritmus, ktery by zarucil tento pomér lepsi

nez > (dle [8]).

2.4 Analogie zakladni ulohy

Existuje velké mnozstvi riznych modifikaci zdkladni ulohy hledani minimalni kostry grafu.

V této praci jsou vybrany jen nékteré z nich. Tyto modifikace byly ¢erpany z [6] a [18].

2.4.1 Nejlevnéjsi kostra s predepsanym stupném jednoho vrcholu

Jednou z modifikaci zakladni ulohy hledani minimalni kostry grafu je hledani minimalni

kostry grafu, kde ma jeden vrchol predem ptedepsany stupen.

Necht' je dan ohodnoceny graf G a necht degv, = k je stupen vrcholu vy v grafu G.
Hledame minimalni kostru grafu, ve které ma vrchol vg stupen k. Takovyto pozadavek muize
vzniknout tfeba pii konstrukci riznych siti. Naptiklad u pocitacové sité¢ bychom mohli

419

pozadovat, aby mél hlavni pocitac¢ vysoky ,,stupen®, protoze jinak by pfenos informaci

nemusel byt vzdy zabezpecen.

Algoritmus pro feSeni tohoto problému je zaloZzen na nékolika vétach, které jsou dale
zminéné.
Véta 2.1 Necht' T a T jsou kostry grafu G. Potom existuje takové bijektivni zobrazeni ¢
mnoziny hran H(T) — H(T") na mnozinu hran H(T") — H(T), ze T — h — @(h) je kostra
grafu G pro kazdou hranu h € H(T) — H(T").

Dale ozna¢ime Hy, mnozinu hran grafu G, které jsou incidentni s vrcholem vy, a jeji prvky
budou mit vzdy index 0. Kostra T se nazyva pfipustnd, pokud obsahuje pravé k hran

Z mnoziny Hy.

Véta 2.2 Necht’ je dan graf G a jeho kostra T. Dale necht’ jsou dany hrany hy,h €T a
h'y,h' € G — T.Potom pokud ani jedenz grafd T + h' — haT + h'y — h, neni kostrou grafu

G, pak jsou nasledujici dve tvrzeni ekvivalentni.
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a) T+h'—hya T+ h'y— hjsou Kkostry.
b) T+ h'+h'y — h — hy je kostra.

Necht’ je dana kostra T grafu G. Hrany h € T a h' & T jsou zaménitelné, pokud T — h — h'

je kostra grafu G.

Véta 2.3 Piipustna kostra T neni optimalni pro nalezeni minimalni kostry s pfedepsanym
stupném jednoho vrcholu pravé tehdy, kdyz je splnéna alesponl jedna z nésledujicich tfech
podminek:

a) Pro kostru T grafu G existuje zdménna dvojce hran (h, h') takova, ze délka hrany h' je

vvvvvv

vvvvvv

¢) Neplati-li ani a) ani b) a existuji-li hrany h,hy € T a h',h’; & T takové, Ze kazdé dvojice
hran (hg, h"), (h,h'y) jsou pro kostru T zaménné a soucet délek hran h' a h'; je mensi nez

souCet délek hran h a h,. Pak ekvivalentné neplati a) ani by a T+ h' + h'y — h — hy je

vvvvvv

Véta 2.4 Necht T je optimalni kostra pii hleddni minimalni kostry grafu s pfedepsanym

stupném jednoho vrcholu k.

1) Necht jsou dany hrany h € T a h'y ¢ T takové, ze T' :=T + h'y — h je kostra. Pokud
je rozdil délek hran A’y a h minimalni, pak je T’ optimalni kostra pfi hledani minimalni

kostry grafu s piedepsanym stupném vrcholu k + 1.

2) Necht jsou dany hrany hy € T a h’' ¢ T takové, ze T' := T + h' — h, je kostra. Pokud
je rozdil délek hran h’ a hy minimalni, pak je T' optimalni kostra pti hledani minimalni

kostry grafu s predepsanym stupném vrcholu k — 1.
Pro dtikazy téchto vét odkazeme ¢tenare napiiklad na [18].

Na zakladé véty 2.4 je mozné sestavit algoritmus pro feSeni problému hledani minimalni
kostry grafu G s ptedepsanym stupném k vrcholu v,. Nejprve nalezneme minimalni kostru T
grafu G pomoci n¢kterého z algoritmti zminénych v kapitole 2.2. Necht' deg+(v,) = s. Pokud
je s < k, aplikujeme vétu 2.4 cast 1) (k — s)-krat a tim ziskame hledanou optimalni kostru.

Pokud je s > k, pak aplikujeme vétu 2.4 ¢ast 2) (s — k)-krat a tim ziskdme hledané optimum.
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Z diivodu rozsahu této prace neni mozné se vice touto problematikou zabyvat, pro vice

informaci mizeme ¢tenare odkazat napiiklad na [6].

2.4.2 Kostra s minimalnim pomérem dvou ohodnoceni

Tato uloha je dal$si moznou modifikaci zédkladniho problému nalezeni minimalni kostry
grafu. Z divodu rozsahu prace zminime pouze hlavni myslenku tohoto problému. Zajemce o

tento problém odkazeme naptiklad na [18], odkud je tato podkapitola ¢erpana.

Necht je dan graf G takovy, e kazd4 hrana h € H(G) ma dvé ohodnoceni a;, a by,. Ukolem
je nalézt kostru T grafu G, ktera minimalizuje pomér Y.per an /X ner bn. Piiklad vyuziti této
modifikace mtize byt takovyto: Pti konstrukci elektrického zatizeni chceme propojit n svorek
do souvisl€ sit€. Za toto propojeni ziskdme p korun. Vodic, ktery spaji svorky i a j, stoji ¢;;
korun a instalace trva t;; Casovych jednotek. Za predpokladu, Ze takovychto zafizeni chceme
vyrabét mnoho, bude kladen pozadavek na maximalizaci primérného zisku za casovou

jednotku. Optimaélni propojeni samoziejmé musi byt kostrou a pokud pro hranu h;; polozime

Ap,; = Cpy; — ~— @ by.. = thy;» pak ziskavame hledané feSeni.

2.4.3 Nejlevnéjsi steinerovsky strom

Posledni modifikaci pro hleddni minimélni kostry, kterou zminime, je nejlevné;si
steinerovsky strom. Opét byla tato problematika Cerpana z [18], kam odkazujeme pro vice

podrobnosti.

Tato metoda pochazi z 19. stoleti, kdy Jakob Steiner vyiesil nasledujici problém. Necht jsou
dany tii body v roviné — A, B a C. Tyto body chceme spojit nejkrat§i moznou spojovaci siti.
Kazda spojovaci sit’ ma tvar ,,stromu* a proto se metoda nazyva nejlevnéjsi steinerovsky
strom. Postupem casu se objevovala zevSeobecnéni tohoto problému pro vice bodi ¢i v n-

rozmérném eukleidovském prostoru.

Dale je zminéna zakladni myslenka této metody. Necht je dan souvisly graf G. Pro danou
mnozinu tzv. zékladnich vrcholi B € V(G) je tfeba nalézt nejlevnéjsi strom T C G, ktery
obsahuje mnozinu B. Libovolny souvisly podgraf H € G obsahujici mnozinu B se nazyva
steinerovsky podgraf. Je-li H strom, pak se nazyva steinerovsky strom. Steinerovsky strom
mize kromé zékladnich vrchold obsahovat i jiné vrcholy, tzv. steinerovské. Plati-li v néjakém
cyklu Z grafu G, ze délka hrany h € Z je vétsi nez délka Z — h, pak hranu h nikdy

nepouzijeme Vv optimalnim steinerovském stromé, a tedy ji miizeme upln¢ vynechat.
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2.4.4 Maximalni kostra grafu

AC¢ se s kostrou grafu ¢astéji spojuje hledani minimalni kostry grafu, muze se v nékterych
aplikacich pozadovat nalezeni kostry maximalni. Maximalni kostra grafu je souvisly podgraf,

jehoz celkové ohodnoceni hran je maximalni.

Pro nalezeni maximalni kostry je mozné vyuzit i algoritmy pro hledani minimalni kostry
grafu, kdy na zacatku zménime znaménko ohodnoceni hran na opa¢né (kladné na zaporné).
Déle jiz postupujeme stejné jako kdybychom hledali minimalni kostru grafu. Po nalezeni této

kostry opét oto¢ime znaménko a mame nalezenou maximalni kostru grafu.

Dalsi moznosti je upravit Kruskaliv algoritmus tak, ze hrany na zacatku sefadime sestupné.
Nejprve tedy do kostry pfiddvame hranu s nejvét§im ohodnocenim, poté s druhym nejvétsim

ohodnocenim atd. [10]

Ptikladem aplikace maximalni kostry grafu mtize byt situace, kdy vrcholy grafu znazoriuji
produkty v obchod¢ a ohodnoceni hran nabyva hodnot od 0 do 1. Nula znamena, Ze produkty
spojené tuto hranou nebyvaji kupovany spole¢né a jedna naopak znamena, ze tyto dva
produkty jsou spoleéné nakupovany vzdy. Cim je tedy vyssi hodnota ukazatele mezi dvéma

typy produkti, tim jsou tyto produkty kupovany castéji spolecné.

Dalsi aplikace maximalni kostry grafu by mohla byt naptiklad ve skladu, kdy se bude
rozhodovat o ndkupu stroje, ktery bude prevazet zbozi z mista A do mista B. Existuji rizné
Siroké cesty mezi témito dvéma misty a my bychom méli rozhodnout, jaky stroj koupit, aby

vvvvv

Tedy ohodnocenim hran budou $itky jednotlivych cest.

Posledni aplikaci, kterou zde zminime, je mozna kombinace hleddni minimélni a maximalni
kostry grafu. Tu pfedstavime na jednoduchém piikladu. Predstavme si rozsahlé lyzaiské
stiedisko, které ma mnoho vleki a mnoho sjezdaiskych trati. Budeme chtit vyjet az uplné
nahoru nejkratsi trasou, abychom netravili zbyte¢né mnoho casu na vlecich (hledame
minimalni kostru grafu) a naopak doli chceme jet co nejdelsi trasou, abychom si lyZovéni

uzili (hleddme maximalni kostru grafu).
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Il. PRAKTICKA CAST

1 Propojeni optickou siti — vyuziti Jarnikova algoritmu

V tomto piikladu je pomoci Jarnikova algoritmu urcena nejkratS$i mozna cesta optické sité
mezi nékolika domy rehabilita¢niho zafizeni. Opticka sit je potieba pro pfipojeni k internetu.
Spole¢nost Ariston Pardubice, spol s r.0., ktera data poskytla, se zabyva pfevazné instalaci
téchto kabelovych rozvodi. Cilem je objevit nejkrat§si moznou optickou trasu, tedy aby bylo
pouzito CO nejmensi mnozstvi materialu — kabelu. Celkem je tieba propojit 17 budov
oznacenych pismeny A az Q (viz obrazek 34), hlavni rozvod je v budové A. Vzdalenosti mezi

budovami jsou uvedeny v metrech.

Obrdzek 34. Optickd sit (Zdroj: vlastni s pomoci [21])

Postup:

Jako vychozi bod je zvolena hlavni budova A. V prvni iteraci se tedy hleda hrana vychazejici

zZ tohoto bodu. Moznosti jsou:
- hrana AB o délce 65 m

- hrana AC o délce 155 m
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- hrana AD o délce 200 m
- hrana AE o délce 110 m
- hrana AF o délce 125 m
- hrana AG o délce 120 m
- hrana AQ o délce 130 m
v" nejkrat$i je hrana AB, ktera je obarvena.

V druhé iteraci se musi uvazovat doposud neobarvené hrany vychazejici z vrcholu A, ale

také hrany vychazejici z vrcholu B:

- hrana AC o délce 155 m
- hrana AD o délce 200 m
- hrana AE o délce 110 m
- hrana AF o délce 125 m
- hrana AG o délce 120 m
- hrana AQ o délce 130 m
- hrana BC o délce 145 m
- hrana BD o délce 215 m
- hrana BF o d¢lce 145 m

- hrana BG o délce 110 m
- hrana BH o délce 210 m
- hrana BQ o délce 75 m

- hrana BL o délce 200 m
- hrana BM o délce 110 m

v" nejkrats$i je hrana BQ, ktera je obarvena.

Ve tieti iteraci se hledaji neobarvené hrany vychazejici z vrcholu A, B ¢i Q. Nejkratsi délku
85 metrd maji dvé hrany — hrana QG a hrana QO. Je mozné zvolit libovolnou z nich, zde je

zvolena hrana QO.




V nasledujicich iteracich je postup stejny. Ve Ctvrté iteraci jsou opét dvé nejkrat$i hrany
s délkou 60 metri — hrana OP a ON, je zvolena hrana OP. V paté iteraci je stale nejkratsi délka
60, tedy je vybrana hrana ON. V Sesté je vybrana hrana OL o délce 65 m. V sedmé iteraci je
nejkratsi hrana QG o délce 85 m. V osmé je nejkratsi hrana GF s délkou 55 m, v devaté hrana
PH s délkou 90 m, v desaté hrana QM dlouha 100 m, v jedenacté hrana AE o velikosti 110 m,
ve dvanacté hrana NK s délkou 125 m, ve tiinacté iteraci je to hrana KJ o délce 80 metrti, ve
¢trnacté hrana JI o délce 95 m, v patnacté hrana BC s délkou 145 m a v posledni Sestnacté

iteraci je vybrana hrana CD o délce 85 m.

Jsou tedy propojeny vSechny vrcholy (viz obrazek 35). K propojeni vSech budov bude

potieba celkem

65+75+85+60+60+65+85+55+90+100+110+125+80+95+145+85 = 1380 metri kabelu.

Obrdzek 35. Optickd sit rfeseni (Zdroj: vlastni s pomoci [21])

2 Rozvoz mléénych vyrobki — metoda zdvojeni minimalni kostry

(vyuziti Kruskalova algoritmu)

Spolecnost Mléko z farmy, kterou zalozili dva stfedocCesti farmari, dodava mlécné vyrobky

lidem téméf po celé republice. Tato sluzba je zalozena na principu piimého prodeje
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Z chladicich dodavek. Kazda dodavka ma danou trasu se zastavkami, na kterych v danych
Casech probiha prodej. Neni potieba tedy nic objednévat, ale staci si vybrat zastavku a tam
v dany ¢as nakoupit. [22] Jedna z jejich tras vede pies obce Chrudim a Pardubice. A pravé
tuto trasu jsme vybrali a pomoci metody zdvojeni minimalni kostry grafu spoc¢itame, zda jsou

zastavky na této trase objizdény minimalni moznou vzdalenosti.

Tato trasa ma celkem 29 zastavek, tedy jejich zobrazeni do grafu by bylo pomérné

nepiehledné. Tabulka 1 obsahuje seznam zastavek s jejich piesnou GPS polohou:

Tabulka 1. Seznam zastdvek — Mléko z farmy (Zdroj: [22])

Chrudim

Cislo Nazev GPS

1 Tovarni 290 N: 49.956807298136, E: 15.802722098148
2 Masarykovo ndmeésti N: 49.952827330861, E: 15.788792414122
3 Fontinova — V Tejnecku N: 49.948087798803, E: 15.80093868728
4 Budovatell (u domu €.p. 91) N: 49.945825608264, E: 15.806044298811
5 Véclavska (u domu ¢.p. 1091) N: 49.936725034897, E: 15.813915413414
6 Na Vétrniku (u domu ¢.p. 1295) N: 49.955580024161, E: 15.814089773541
7 Malecka (u domu ¢.p. 221) N: 49.955797, E: 15.810451

8 Na Sancich (udomu ¢.p. 1182) N:49.951512501512, E: 15.816227046033
9 Druzstevni — Topolska N: 49.951123, E: 15.809087

10 Bohuslava Martindi — Skroupova N: 49.946553, E: 15.791682

Pardubice

Cislo Nazev GPS

11 Bezdickova — Na Drazce N: 50.038916, E: 15.799175

12 Ludka Matury (u domu ¢.p. 852) N: 50.042192276837, E: 15.806412819902
13 Judr. Krpaty (u domu ¢.p. 1146) N: 50.04057768461, E: 15.787217972353
14 Svobody — Marty Exnarové N: 50.02332, E: 15.775634

15 K Visniovce — Rokycanova N: 50.02623002595, E: 15.775099957672
16 Smilova (konec ulice) N: 50.03551616988, E: 15.777201561408
17 Jirdskova — U Husova sboru N: 50.034519, E: 15.781248

18 Pod Vinici (u domu €. p. 2840) N: 50.027883568986, E: 15.780886216008
19 Ceskoslovenské Armady — Starikova N: 50.023128, E: 15.763333

20 Artura Krause — Sokolovska N: 50.021616, E: 15.755908

21 Sokolovska — Josefa Ressla N: 50.024063, E: 15.7552

22 Gorkého (u domu ¢€.p. 2148) N: 50.025062914377, E: 15.760242571164
23 Javorova (u domu €.p. 202) N: 50.053034823331, E: 15.77442370954
24 K OlSiné (u domu ¢.p. 312) N: 50.053204629557, E: 15.759308214778
25 Slunec¢ni (u domu ¢.p. 301) N: 50.0481508, E: 15.7542477

26 Druzby (na velkém parkovisti) N: 50.046157039129, E: 15.756156512164
27 Dubova (stfed ulice) N: 50.022355068493, E: 15.731671235443
28 Skolni — Kostnicka N: 50.028046, E: 15.735278

29 Ke Stajim — Dostihova N:50.023813816939, E: 15.726979164557
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Vzhledem Kk tomu, Ze se obé farmy, ze kterych se vyrobky vozi, nachazi kousek od Prahy,
pfidame jesté misto €. 0 s GPS soufadnicemi N: 50.0607375, E: 15.7487772, odkud dodavka

piijede a po objeti vSech zastavek tudy bude pokracovat zpét na dalnici smér Praha.

Vzdalenosti mezi v§emi zastavkami v km obsahuje tabulka 2. Aktualni délka trasy, kterou

MIléko z farmy kazdy ¢tvrtek objizdi, je 81,6 km (nepocitame-li cestu z farmy do vrcholu 0 a

Zpét).

Tabulka 2. Rozvoz mlécnych vyrobkt — matice vzddlenosti zastdvek (Zdroj: vlastni — zpracovdno na zdkladé [22]
s pomoci [21])

1

3
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6

8

13

14

15

16

17

18

21

22

23

26

27

28

29

0 0

13,7

13,3

14,3

14,7

15,8

15,4

14,4

15,1

14,6

14,3

7,5

8,4

4.8

5,2

6,1
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1,6
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5.8
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0

1,2

1,7

2,1

3,3

3.4

3.2
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2,1

3,0
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14,1
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14,8
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15,7

15,5

15,3

17,6
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17,4

17,7

16,2

16,2

17,2

13,3

1,2

0

14

2,5

3,7

33

1,9

2,8

1,9

0,9

15,8

16,8

11,9

8,8

9,1

10,2

10,7

9,9

9,2

12,3

12,0

11,9

12,6

12,4

13,9

14,3

12,8

12,8

13,8

14,3

1,7

14

0

0,6

1,7

21

1,9

1,6

0,8

2,9

18,5

19,4

16,2

13,1

13,4

14,5

17,4

14,1

13,4

15,0

14,7

14,5

16,8

16,7

16,6

17,0

15,4

15,4

16,5

14,7

2,1

2,5

0,6

0

1,8

2,3

2,0

1,7

0,9

3,0

18,1

19,0

15,7

12,6

13,0

14,0

17,0

13,7

13,0

14,5

14,3

14,1

16,4

16,3

16,2

16,5

15,0

15,0

16,0

15,8

3,3

3,7

1,7

1,8

0

3.4

3.2

2,9

2,1

3,0

19,3

20,2

16,9

13,8

14,1

15,2

18,2

14,8

14,2

15,7

15,5

15,3

17,6

17,4

17,4

17,7

16,2

16,2

17,2

15,4

3,4

3,3

2,1

2,3

3,4

0

1,0

1,0

1,4

4,6

19,7

20,6

17,3

14,2

14,6

15,6

18,6

15,3

14,6

16,1

15,9

15,7

18,0

17,9

17,8

18,1

16,6

16,6

17,6
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3.2

1,9

1,9

2,0

3.2

1,0

0

0,7

1,1

2,7

16,0

16,9

13,6

10,5

10,8

11,9

14,9

11,6

10,9

12,4

12,2

12,0

14,3
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14,1

14,4

12,9

12,9

13,9

15,1

2,9

2,8

1,6

1,7

2,9

1,0

0,7

0

0,8
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19,2

20,1

16,8

13,7

14,0

15,1

18,1

14,8

14,1

15,6

15,4

15,2

17,5

17,3

17,3

17,6

16,1

16,1
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16,0

12,9

13,2

14,3
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14,5
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16,4
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15,3
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16,3
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14,3

3,0

0,9

2,9

3,0

3,0

4,6

2,7

41

3,3

0

16,6

17,5

12,7

9,6

9,9

11,0

11,4

10,6

10,0

13,1

12,8

12,6

13,4

13,2

14,7

15,1

13,5

13,6

14,6
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7,5

19,3

15,8

18,5

18,1

19,3

19,7

16,0

19,2

18,3

16,6

0

1,0

1,2

3,2

3,0

3,1

2,5

2,6

4,2

4,8

4,6
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4,9

4.8

5,6

44

6,3

6,3

7.3

12| 84

20,2

16,8

19,4

19,0

20,2

20,6

16,9

20,1

19,3

17,5

1,0

0

1,9

41

3,9

4,0

2,9

3,5

5,1

5,7

5,6

5,1

57

55

5,6

5,1

7.2

72

8,2
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16,9

11,9

16,2

15,7

16,9

17,3

13,6

16,8

16,0

12,7

1,2

1,9

0

2,6

24

21

1,3

2,0

3,6

42

41

3,6

41

3,9

4,0

35

57

57

6,7

14] 52

13,8

8,8

13,1

12,6

13,8

14,2

10,5

13,7

12,9

9,6

3,2

41

2,6

0

0,6

2,0

1,9

0,9

0,9

1,8

1,6

1,4
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44

3,9

3,9

3,9

4,9
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13,4

13,0

14,1

14,6

10,8

14,0

13,2

9,9

3,0

3,9

2,4

0,6

0

1,7

1,9

11

1,2

2,0

1,9

14

4.1

3,9

4,0

3,5

3,5

3,5

4,5
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10,2

14,5

14,0

15,2

15,6

11,9

15,1

14,3

11,0

3,1

4,0

2,1

2,0

1,7

0

1,3

1,7

3,3

3,9

3,8

3,3

4,5
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4,0

4,0

54
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6,4
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18,2

10,7

17,4

17,0

18,2

18,6

14,9

18,1

17,2

11,4

2,5

2,9

1,3

1,9

1,9

1,3

0

1,2

2,8
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3.2

2,7

3,6

3,5

3,6

3,1

4,9

4,9

5,9
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14,8

9,9

14,1

13,7

14,8

15,3

11,6

14,8

13,9

10,6

2,6

3,5

2,0

0,9

11

1,7

1,2

0

1,7

2,6

2,5

2,0

44

42

4,3

3,8

41

41

5,1
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14,2

9,2

13,4

13,0

14,2

14,6

10,9

14,1

13,2

10,0

4,2

5,1

3,6

0,9

1,2

3,3

2,8

1,7

0

0,7

0,7

0,4

4,6

4,5

44

41

3,0

3,0

4,0

2] 54

15,7

12,3

15,0

14,5

15,7

16,1

12,4

15,6

14,8

13,1

4.8

57

4,2

1,8

2,0

3,9

3.4

2,6

0,7

0

0,3

0,7

53

5,1

4,5

4.8

3,0

3,0

4,0
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12,0

14,7

14,3

15,5

15,9

12,2

15,4

14,5

12,8

4,6

5,6

4.1

1,6

1,9

38

3.2

2,5

0,7

0,3

0

0,4

5,1

5,0

43

4,6

2,8

2,8

3,8

22] 49

15,3

11,9

14,5

14,1

15,3

15,7

12,0

15,2

14,4

12,6

44

5,1

3,6

1,4

1,4

33

2,7

2,0

0,4

0,7

0,4

0

4,6

4,5

4,0

41

2,5

2,5

3,6

23| 27

17,6

12,6

16,8

16,4

17,6

18,0

14,3

17,5

16,7

13,4

4,9

5,7

41

44

41

4,5

3,6

44

4,6

5,3

5,1

4,6

0

1,7

2,6

2,1

6,8

6,8

7,8
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12,4

16,7

16,3

17,4

17,9

14,1

17,3

16,5

13,2

4,8

5,5

3,9

43

3,9

44
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4,2

4,5

5,1

5,0
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1,7

0

1,4

1,3

6,6

6,6

5,7
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13,9

16,6

16,2

17,4

17,8

14,1

17,3

16,4

14,7

5,6

5,6

4,0

44

4,0

4,0

3,6

43

44

4,5

4,3

4,0

2,6

14

0

0,7

5,9

4,5

4,8
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17,7

14,3

17,0

16,5

17,7

18,1

14,4

17,6

16,8

15,1

44

5,1

3,5

3,9

3,5

4,0

3,1

3,8

4.1

4,8

4,6

4,1

2,1

1,3

0,7

0

6,2

47

5,1
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16,2

12,8

15,4

15,0

16,2

16,6

12,9

16,1

15,3

13,5

6,3

72

57

3,9

3,5

54

4,9

41

3,0

3,0

2,8

2,5

6,8

6,6

59

6,2

0

0,8

1,5
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16,2

12,8

15,4

15,0

16,2

16,6

12,9

16,1

15,3

13,5

6,3

72

5,7

3,9

3,5

5,4

4,9

41

3,0

3,0

2,8

2,5

6,8

6,6

4,5

47

0,8

0

1,4
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17,2

13,8

16,5

16,0

17,2

17,6

13,9

17,1

16,3

14,6

7,3

8,2

6,7

4,9

4,5

6,4

5,9

5,1

4,0

4,0

3,8

3,6

7,8

5,7

4,8

5,1

1,5

14

0

Nejprve je nutné nalézt minimalni kostru grafu pomoci Kruskalova

algoritmu. Tedy

usporadame vSechny vzdalenosti nad hlavni diagonalou podle velikosti. Nejkratsi vzdalenost

mezi zastavkami je 300 m, nasledné dvakrat 400 m. Obarvenim téchto téi hran nevznikne

kruznice, tedy je obarvime zelené. Pro piehlednost hrany, které jiz nelze obarvit, nebot’ by

kruznice vznikla, obarvime ¢ervené (viz tabulka 3).
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Tabulka 3. Rozvoz mlécnych vyrobkt — hleddni minimdlni kostry — 3.iterace (Zdroj: vlastni s pomoci [21])
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17,5
1,0
0
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5.2
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4,0
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2,0
1,7
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2,9
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1,9
1,9
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14,8
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14,1
13,7
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14,8
13,9
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0,9
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19
53
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4,2
5,1
36
0,9
1,2
33
2,8
1,7

20

54
15,7
12,3
15,0
14,5
15,7
16,1
12,4
15,6
14,8
13,1

48

57

42

18

2,0

39

34

2,6

0

21

5,1
15,5
12,0
14,7
14,3
15,5
15,9
122
15,4
14,5
12,8

46

56

41

16

19

38

32

25

0,3
0

22

49
15,3
11,9
14,5
14,1
15,3
15,7
12,0
15,2
14,4
12,6
44
5,1
36
14
1,4
33
27
2,0
04

0,4
0

23

2,7
17,6
126
16,8
16,4
17,6
18,0
14,3
175
16,7
13,4

49

57

41

44

41

45

36

44

46

53

5,1

46

0

24

1,6

25

21

26

2,9

17,4 17,4 17,7

12,4
16,7
16,3
17,4
17,9
14,1
17,3
16,5
13,2
4.8
55
3,9
43
3,9
4.4
35
4,2
4,5
5.1
5,0
4,5
1,7
0

13,9
16,6
16,2
17,4
17,8
14,1
173
16,4
147
56
56
40
44
40
40
36
43
44
45
43
40
26
14
0

14,3
17,0
16,5
17,7
18,1
14,4
17,6
16,8
15,1
44
5.1
35
39
35
40
31
38
41
48
46
4.1
21
13
07
0

27

58
16,2
12,8
15,4
15,0
16,2
16,6
12,9
16,1
15,3
13,5

6,3

72

57

3,9

3,5

54

4,9

4,1

3,0

3,0

2,8

2,5

6,8

6,6

5,9

6,2

28

5.8
16,2
12,8
15,4
15,0
16,2
16,6
12,9
16,1
15,3
13,6

6,3

72

57

3,9

3,5

54

4,9

41

3,0

3,0

2,8

2,5

6,8

6,6

4,5

47

0,8

29

6,90
17,21
13,8 2
16,5 3
16,0 4
17,2 5
17,6 6
13,97
17,18
16,3 9
14,6 10
731
82 12
6,7 13
4,9 14
4,5 15
6,4 16
59 17
5118
4,0 19
4,0 20
38 21
3,6 22
7823
57 24
4,8 25
51 26
1,5 21
1,4 28
029

Dale jsou na fad¢ dve hrany s ohodnocenim 600 m. Nevznika tim kruznice, tedy je obarvime.

Nasleduje pét hran s ohodnocenim 700 m, tfi z nich jiZ nelze obarvit, nebot’ by vznikla

kruzZnice, zbylé dvé obarvime. Dale jsou zde tfi hrany s ohodnocenim 800 m, které je mozné

obarvit. V této fazi jsou propojené zastavky 4-3-9-8-7, 14-15, 19-22-21-20, 27-28 a 25-26.

Aby nevznikla kruznice, radg&ji opét hrany, jejichz obarvenim by jiz kruznice vznikla,

obarvime Cervené (viz tabulka 4).
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Tabulka 4. Rozvoz mlécnych vyrobk( — hleddni minimdlni kostry — 10.iterace (Zdroj: vlastni s pomoci [21])

01

2

4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

0 13,7 13,3 143 14,7 158 154 144 151 146 143 75 84 48 52 61 43 64 64 53 54 51

0

1,2
0

17 21 33 34 32 29 21 30 193 20,2 169 13,8 14,1 152 182 148 142 157 155
14 25 37 33 19 28 19 09 158 168 11,9 88 91 102 107 99 92 123 120

0 06 17 21 08 29 185 19,4 16,2 13,1 13,4 145 17,4 141 13,4 150 147
0 18 23 3,0 18,1 19,0 15,7 12,6 13,0 14,0 17,0 13,7 13,0 14,5 143
0 34 32 29 21 30 193 20,2 16,9 13,8 14,1 152 18,2 14,8 14,2 157 155

0 10 10 14 46 197 206 17,3 142 146 156 18,6 153 14,6 16,1 159

0 0,7- 2,7 16,0 16,9 13,6 10,5 10,8 11,9 149 11,6 10,9 124 12,2

0/ 08 41 192 20,1 16,8 13,7 14,0 151 18,1 148 14,1 156 154

0 33 183 19,3 16,0 129 132 14,3 17,2 13,9 13,2 14,8 14,5

0 16,6 17,5 127 96 99 11,0 114 106 10,0 13,1 128

0 10 12 32 30 31 25 26 42 48 46

0 19 41 39 40 29 35 51 57 56

0 26 24 21 13 20 36 42 41

0 06 20 19 09 09 18 16

0 17 19 11 12 20 19

0 13 17 33 39 38

0 12 28 34 32

0 17 26 25

0/ 03
0

Tabulka 5. Rozvoz mlécnych vyrobk( — hleddni minimdlni kostry —
predposledni iterace (Zdroj: vlastni s pomoci [21])

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29

0137 133 143 147 158 154 14,4 151 145 143 1.6_“
ol 1.2 193 202 169 138 14,1 152 182 14,8 142 157 155 153 17,6 17,4 174 17,7 162 162 17.21

of 14 09 158 168 119 88 91 102 107 99 92 123 120 119 126 124 139 143 128 128 138 2

0,06 17 185 194 162 13,1 134 145 174 14,1 134 150 147 145 168 167 166 17,0 154 154 1653

18,1 19,0 157 12,6 13,0 14,0 17,0 13,7 130 145 143 141 164 16,3 162 165 150 150 16,0 4
19,3 202 169 138 14,1 152 182 14,8 142 157 155 153 17,6 17.4 174 17,7 162 162 17,2 5
197 206 17,3 14,2 14,6 156 186 153 146 16,1 159 157 18,0 17,9 17,8 181 166 166 176 6
00,7 16,0 169 136 10,5 108 119 149 11,6 10,9 124 122 120 143 141 141 144 129 129 1397

0/ 08 192 20,1 16,8 13,7 14,0 151 181 14,8 14,1 156 154 152 17,5 17,3 17,3 17,6 16,1 16,1 17,1 8
18,3 19,3 16,0 129 132 14,3 17,2 139 132 148 145 144 167 165 164 168 153 153 163 9
0166 175 127 96 99 11,0 11,4 106 100 131 128 126 134 132 14,7 151 135 135 146 10

2
49
15,3
11,9
14,5
14,1
15,3
15,7
12,0
15,2
14,4
12,6
44
5,1
36
1,4
1,4
33
27
2,0
04

0,4
0

23
2,7
17,6
126
16,8
16,4
17,6
18,0
14,3
175
16,7
13,4
49
57
41
44
41
45
36
44
46
53
5,1
46

24
1,6
174
12,4
16,7
16,3
174
17,9
14,1
17,3
16,5
13,2
48
55
39
43
39
44
35
42
45
5,1
5,0
45
17

25
2,1
17,4
13,9
16,6
16,2
17,4
17,8
14,1
173
16,4
147
56
56
40
44
40
40
36
43
44
45
43
40
26
14

26
2,9
17,7
14,3
17,0
16,5
17,7
18,1
14,4
17,6
16,8
15,1
44
5.1
35
39
35
40
31
38
41
48
46
4.1
21
1,3
07

27
58
16,2
12,8
15,4
15,0
16,2
16,6
12,9
16,1
15,3
13,5
6,3
72
57
3,9
3,5
54
4,9
4,1
3,0
3,0
2,8
2,5
6,8
6,6
5,9
6,2

28
5.8
16,2
12,8
15,4
15,0
16,2
16,6
12,9
16,1
15,3
13,6
6,3
72
57
3,9
3,5
54
4,9
41
3,0
3,0
2,8
2,5
6,8
6,6
4,5
47
0,8

29
6,90
17,21
13,8 2
16,5 3
16,0 4
17,2 5
17,6 6
13,97
17,18
16,3 9
14,6 10
731
8,2 12
6,7 13
4,9 14
4,5 15
6,4 16
59 17
51 18
4,0 19
4,0 20
38 21
3,6 22
7823
57 24
4,8 25
5126

1,5 27

1,4 28
029
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Takto pokracujeme dale, dokud nejsou propojeny vSechny vrcholy. Pokud nahlédneme na
matici pied posledni iteraci (tabulka 5), vidime, Ze nejprve se spojily vzdy zastavky v ramci

kazdého mésta. Az posledni iterace urci, jak budou propojeny zastavky mezi mésty.

Vyslednou kostru znazornuje tabulka 6. Je nalezena minimalni kostra grafu se sou¢tem

hranovych ohodnoceni (zelenych poli) 40,5 km.

Tabulka 6. Rozvoz mlécnych vyrobki — hleddni minimdlni kostry — vyslednd matice (Zdroj: vlastni s pomoci [21])

o1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 M 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29

© W N o g A W N =2 o

Nyni se dostavame ke kroku dvé, kdy zdvojime vSechny hrany této minimalni Kostry.
Dostavame graf, jehoz vrcholy jsou sudého stupné, a tedy mizeme nalézt eulertiv tah. Zacatek
zvolime ve vrcholu 0 a postup je nasledujici. Z vrcholu 0 je mozné jit pouze do vrcholu 24, a
tak jednu z hran spojujicich vrcholy 0 a 24 obarvime. Z vrcholu 24 vedou dvé hrany k 23, dvé
k 26 ajedna zpét k 0. Jesté nejsou propojeny vSechny vrcholy, tedy zpét k 0 nejdeme. Zvolime
naptiklad hranu k vrcholu 23. Z vrcholu 23 vede jiz jen jedna neobarvena hrana, a to zpét
k vrcholu 24. Stale nejsou propojené vSechny vrcholy, tedy hranu vedouci zpét do vrcholu 0
opét nevolime. Pokracujeme do vrcholu 26. Takto by postup pokracoval i nadale. Vysledny

eulertv tah ma podobu: 0-24-23-24-26-25-26-17-13-11-12-11-13-17-16-17-18-14-15-14-19-
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22-21-20-21-22-27-28-29-28-27-22-19-14-2-10-2-3-5-3-4-3-9-8-7-6-7-8-9-3-2-1-2-14-18-
17-26-24-0.

V tretim kroku algoritmu je nutné nalézt hamiltoniiv cyklus. Ten nalezneme vynechanim
téch vrchold, které se jiz v posloupnosti vrcholt vyskytly. Vysledny hamiltontiv cyklus ma
podobu: 0-24-23-26-25-17-13-11-12-16-18-14-15-19-22-21-20-27-28-29-2-10-3-5-4-9-8-7-
6-1-0 a délka této trasy je 69,5 km. Tedy pokud by spolecnost chtéla usetfit na pohonnych
hmotach a objizdét zastavky co nejkratsi vzdalenosti, doporucili bychom ji postupovat podle
posloupnosti vrcholi hamiltonova cyklu, ujela by pak o 12,1 km méné¢. Pokud by preferovala
zacinat v Chrudimi, tak, jak tomu je doposud, miZze postupovat hamiltonovym cyklem
obraceng, tedy 0-1-6-7-8-atd. Vysledné cesty jsou pro Gplnost znazornény v tabulce 7 modrou

barvou.

Tabulka 7. Rozvoz mlécnych vyrobk( reseni (Zdroj: viastni s pomoci [21])

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
00137 13,3 14,3 147 158 154 14,4 151 146 143 75 84 48 52 61 43 64 64 53 54 51 49 27 16 21 29 58 58 690
0/ 1,2 17 21 33 34 32 29 21 30 193 20,2 169 13,8 14,1 152 182 14,8 14,2 157 155 153 17,6 17,4 17,4 17,7 16,2 16,2 17,2 1
0/ 14 25 37 33 19 28 19 09 158 168 11,9 88 91 102 107 99 92 123 120 119 126 124 13,9 14,3 128 12,8 138 2
0006 1,7 21 19 16/ 08 29 185 194 16,2 13,1 134 145 17,4 14,1 134 150 147 145 16,8 16,7 16,6 17,0 154 154 16,5 3
0/ 1,8 23 20 17 09 30 181 190 157 126 13,0 140 17,0 13,7 13,0 14,5 143 14,1 16,4 16,3 162 16,5 150 150 16,0 4
0 34 32 29 21 30 193 20,2 169 13,8 14,1 152 182 14,8 142 157 155 153 17,6 17,4 17,4 17,7 16,2 162 17,2 5
0/ 1,0 1,0 14 46 197 206 17,3 142 14,6 156 18,6 153 14,6 16,1 159 157 18,0 17,9 17,8 18,1 16,6 16,6 17,6 6
0/ 07 1,1 27 160 16,9 13,6 10,5 10,8 11,9 149 11,6 10,9 12,4 12,2 12,0 143 14,1 14,1 14,4 12,9 12,9 13,9 7
0/ 08 41 192 20,1 16,8 13,7 14,0 151 18,1 14,8 14,1 156 154 152 17,5 17,3 17,3 17,6 16,1 16,1 17,1 8
0 3,3 183 19,3 16,0 12,9 13,2 14,3 17,2 13,9 13,2 14,8 14,5 14,4 16,7 16,5 164 16,8 153 153 16,3 9
0 16,6 17,5 127 96 9,9 11,0 11,4 10,6 100 131 128 126 13,4 132 147 151 135 13,5 14,6 10
00 1,0 1,2 32 30 31 25 26 42 48 46 44 49 48 56 44 63 63 7,31
0 19 41 39 40 29 35 51 57 56 51 57 55 56 51 72 72 8212
0 26 24 21/ 13 20 36 42 41 36 41 39 40 35 57 57 6713
0006 20 19 09 09 18 16 14 44 43 44 39 39 39 4914
0 17 19 11/ 12 20 19 14 41 39 40 35 35 35 4515
0/ 13 17 33 39 38 33 45 44 40 40 54 54 6416
0/ 1,2 28 34 32 27 36 35/ 36 31 49 49 5917
0 17 26 25 20 44 42 43 38 41 41 5118
0 07 07/ 04 46 45 44 41 30 30 4019
0003 07 53 51 45 48/ 30 30 4020
0/ 04 51 50 43 46 28 28 3821
0 46 45 40 41/ 25 25 3622
0 1,7 26 21 68 68 7823
0 14/ 13 66 66 5724
0/ 07 59 45 4825
0 62 47 5126
008 1527

029
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3 Rozvoz obédii — metoda zdvojeni minimalni kostry a

Christofidova metoda (vyuziti Borivkova algoritmu)

Borivktv algoritmus v ramci metody zdvojeni minimalni kostry pouzijeme pro urceni
nejkrat§i mozné rozvozové trasy spolecnosti SATO Hradec Kralové, v.o.s. se sidlem
v Jarom¢éti. Tato spolecnost se zabyva vyrobou a rozvozem obédi do domacnosti, firem a na

rizné akce. V soucasné dobé ma celkem pét rozvozovych tras. [23] Zde je spocitana nejkratsi

znazornény v tabulce 8 v potadi, ve kterém jsou objizdény. Soucasna délka této trasy je 69,1

km (v€. névratu zpét do Jaroméie).

Tabulka 8. Rozvoz obéd( — seznam obci (Zdroj: [23])

Jaromér

VIckovice

Choustnikovo Hradisté

Kohoutov

Hajnice

StfiteZ

Vyginka

Kocbere

Dvar Kralové

Zbozi

Kuks

Brod

Horenice

ZIZ|IrR|«|—|ZTOM|M|O|O |®|>

Hefmanice

Vzdalenosti mezi jednotlivymi obcemi v Km jsou zaznamenany v tabulce 9.

Tabulka 9. Rozvoz obédi — matice vzddlenosti obci (Zdroj: vlastni — zpracovdno na zdkladé [23] s pomoci [21])

crv

mozna cesta pro jednu jejich rozvozovou trasu. Obce, které se v této trase obj

wer

A B C D E F G H I J K L M N
A| 0/12,0(109]|154(22,1|22,3|17,8|14,4|15,6(|12,8| 9,0| 58| 40| 4,7
B |12,0| o©Of 32| 7,8/14,4(14,6|10,1| 6,7| 7,9| 52| 44| 62| 86| 7,2
c |10,9| 3,2| 0| 45|11,9(12,1| 7,6| 42| 54| 2,6| 3,3| 52| 7,5| 6,1
D|154| 7,8 45| 0| 93| 95| 50| 52| 99| 72| 79| 9,7|12,1|10,7
E|22,1]14,4(119| 93| o0 7,9| 43| 7,7|12,4|10,6|14,5|16,4|18,7|17,4
Fl223]14,6(12,1| 95| 7,9| 0| 45| 7,9|12,6(10,8|14,7|16,6|18,9|17,6
G |17,8|101| 7,6| 50| 43| 45| 0| 3,4| 81| 6,3|10,2|12,1|14,4|13,1
H|14,4| 67| 42| 52| 7,7| 79| 34| 0| 47| 29| 68| 87|11,0| 9,7
| |156] 7,9| 54| 9,9|12,4(12,6| 81| 47| 0| 26| 79| 9,7|12,1|10,7
J (12,8 52| 26| 7,2|10,6/10,8| 63| 29| 2,6/ 0| 53| 7,1| 95| 81
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90| 44| 3,3| 79|145|14,7|10,2| 68| 79| 5,3 0| 3,2| 56| 4,2
58| 6,2| 52| 9,7|/16,4|16,6|12,1| 8,7| 9,7| 7,1| 3,2 0] 24| 11
40| 86| 7,5|/12,1|18,7|189|14,4|11,0|12,1| 9,5| 56| 2,4 0| 1,4
4,7| 7,2| 6,110,7|17,4|17,6|13,1| 9,7/10,7| 8,1| 42| 1,1| 1,4 0

zzr- =

Nejprve Bortuvkovym algoritmem ur¢ime minimalni kostru tohoto grafu. V prvnim kroku je
potieba pro kazdou obec obarvit hranu s nejmensim ohodnocenim, tj. s nejkratsi vzdalenosti
do jiné obce. Z obce s oznacenim A je nejmensi vzdalenost do obce s ozna¢enim M. Z M je
to nejblize do N. Z obce s oznacenim N je to nejblize do L a stejné tak z L je to nejblize do N.

Takto by se ur¢ily nejkratsi vzdalenosti pro v§echny obce (viz tabulka 10).
Tabulka 10. Rozvoz obédi — hleddni minimdini kostry — 1. krok (Zdroj: viastni s pomoci [21])

A B C D E F G H | J K L M N

0/12,0|109|15,4|22,1|22,3|17,8|14,4|15,6|12,8| 9,0| 58| 4,0| 4,7
12,0 o| 32| 78|14,4|14,6(10,1| 6,7| 79| 52| 4,4| 6,2| 8,6| 7,2
10,9| 3,2 0| 45|11,9|12,1| 7,6| 4,2| 54| 26| 3,3| 52| 7,5| 6,1
154| 7,8 4,5 0| 93| 95| 50| 52| 99| 7,2| 79| 9,7|12,1|10,7
22,111441119| 9,3 0| 79| 43| 7,7|112,4|10,6|14,5|16,4|18,7|17,4
22,3|114,6|12,1| 95| 7,9 0| 45| 79|12,6|10,8|14,7|16,6|18,9|17,6
17,8/10,1| 7,6| 50| 4,3| 4,5 0| 34| 81| 63|10,2(12,1|14,4|13,1
14,4\ 6,7| 4,2| 52| 7,7| 79| 3,4 0| 47| 29| 68| 8,7/11,0| 9,7
156| 7,9| 54| 99|12,4(12,6| 8,1| 4,7 0| 26| 79| 9,7/12,1|10,7
12,8| 5,2 2,6| 7,2(10,6/10,8| 6,3| 29| 2,6 0| 53| 71| 95| 8,1
90| 44| 3,3| 79|14,5|14,7/10,2| 6,8| 7,9| 5,3 0| 3,2| 56| 4,2
58| 6,2| 52| 9,7|16,4|16,6|12,1| 8,7| 9,7| 7,1| 3,2 0| 24| 11
40| 86| 75|12,1|18,7|189|14,4|11,0|12,1| 9,5| 56| 2,4 0| 1,4
4,7| 7,2| 6,110,7|17,4|17,6|13,1| 9,7(10,7| 8,1| 4,2| 1,1| 1,4 0

2 I r AT IToommoOm>

Vznikly dvé komponenty - {A;K;L; M;N} a {B;C;D;E;F;G; H;I;]J}. Tedy jesté neni
nalezena minimalni kostra grafu. V druhé iteraci hledame takovou hranu s minimalnim
ohodnocenim, kterd vede zjedné obarvené komponenty do druhé. Z kazdého vrcholu

komponenty {A; K; L; M; N} je to nejblize do vrcholu C, a to takto:
- hrana AC ma délku 10,9 km
- hrana KC ma délku 3,3 km
- hrana LC ma délku 5,2 km
- hrana MC ma délku 7,5 km

- hrana NC ma délku 6,1 km




Z téchto hran vybereme tu s nejmensim ohodnocenim, tedy obarvime hranu KC. Tim

ziskavame minimalni kostru tohoto grafu (viz tabulka 11).

Tabulka 11. Rozvoz obéd( — hleddni minimdlni kostry — vysledna minimdlni kostra (Zdroj: vlastni s pomoci [21])

A B C D E F G H | J K L M N

0/12,0|10,9|15,4|22,1|22,3|17,8|14,4|15,6/12,8| 9,0| 58| 4,0 4,7
12,0 0| 32| 78|14,4|14,6|10,1| 6,7| 7,9| 52| 4,4| 6,2| 8,6| 7,2
10,9| 3,2 0| 45|119|12,1| 7,6| 4,2| 54| 26| 3,3| 52| 7,5| 6,1
154| 7,8| 4,5 0| 93| 95| 50| 52| 99| 72| 79| 9,7|12,1|10,7
22,11144|119| 9,3 0| 79| 43| 7,7|112,4|10,6|14,5|16,4|18,7|17,4
22,3|114,6|12,1| 95| 7,9 0| 45| 79|12,6|10,8|14,7|16,6|18,9|17,6
17,8(10,1| 7,6| 50| 43| 45 0| 34| 81| 63|10,2|12,1|14,4|13,1
144\ 6,7| 4,2| 52| 7,7| 79| 3,4 0| 47| 29| 68| 8,7/11,0| 9,7
15,6 7,9| 54| 99|124|126| 81| 4,7 0| 26| 79| 9,7|12,1|10,7
12,8| 5,2 2,6| 7,2(10,6/10,8| 63| 29| 2,6 0| 53| 71| 95| 8,1
90| 44| 3,3| 79|14,5|14,7/10,2| 6,8| 7,9| 5,3 0| 3,2| 56| 4,2
58| 6,2| 52| 9,7|/16,4|16,6|12,1| 8,7| 9,7| 7,1| 3,2 0| 24| 11
40| 86| 75|12,1|18,7/189|14,4/11,0|12,1| 9,5| 56| 2,4 0] 1,4
4,7\ 7,2| 6,1|10,7|174|176|13,1| 9,7|10,7| 81| 42| 11| 1,4 0

2 I r A= T ITommooO o>

Nyni pfistoupime k druhému kroku, kdy zdvojime vSechny hrany minimalni kostry.
Dostavame graf, jehoz vrcholy jsou sudého stupné, a tedy miizeme nalézt eulertiv tah. Zacatek
je ve vrcholu A, kde se nachazi sidlo spole¢nosti. Odtud je mozné jit pouze do vrcholu M,
tedy jednu hranu, ktera spojuje vrcholy A a M, obarvime. Z vrcholu M jdou dvé hrany do N
a jedna zpét do A. Jesté jsme neprosli vSechny vrcholy, tedy se do A nelze vratit, pokracujeme
tedy do N. Takto by postup pokracoval dal. Vysledny euleriv tah ma podobu: A-M-N-L-K-
C-B-C-D-C-J-H-G-E-G-F-G-H-J-1-J-C-K-L-N-M-A.

V poslednim kroku algoritmu vynechame ty vrcholy, které se jiz v posloupnosti vrchola
objevily. Tim ziskame vysledny hamiltontiv cyklus: A-M-N-L-K-C-B-D-J-H-G-E-F-I-A (viz
tabulka 12 — vzdalenosti obarvené modie). Celkova délka vypocitané rozvozové trasy je 70,7

km, coz je vice, neZ ma soucasna trasa.

Tabulka 12. Rozvoz obédi — metoda zdvojeni minimdlini kostry — resSeni (Zdroj: vlastni s pomoci [21])

A B C D E F G H I J K L M N
0(12,0(10,9|15,4|22,1|22,3|17,8|14,4|15,6|12,8| 9,0| 58| 4,0| 4,7
120| o] 3,2| 78|14,4|146(10,1| 6,7| 7,9| 52| 44| 62| 86| 7,2
10,9| 3,2| 0| 4,5|11,9|12,1| 7,6| 42| 54| 2,6| 33| 52| 7,5| 6,1
154| 7,8| 45| 0| 93| 9,5| 50| 52| 99| 72| 79| 9,7|12,1|10,7
22,1|14,4|11,9| 9,3| 0| 79| 43| 7,7|12,4|10,6|14,5|16,4|18,7|17,4
223|14,6|12,1| 95| 79| o] 45| 7,9/12,6|10,8(14,7|16,6|18,9|17,6

Mmoo o0 w >
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17,8(10,1| 7,6| 50| 43| 45 0| 34| 81| 63|10,2|112,1|14,4|13,1
14,4\ 6,7| 4,2| 52| 7,7| 79| 3,4 0| 47| 29| 68| 8,7/11,0| 9,7
15,6 79| 54| 99/124]126| 81| 4,7 0| 26| 79| 9,7|12,1|10,7
12,8| 5,2 2,6| 7,2(10,6/10,8| 63| 29| 2,6 0| 53| 71| 95| 81
90| 44| 3,3| 79(14,5|14,7|10,2| 68| 79| 5,3 0| 3,2| 56| 4,2
58| 6,2| 52| 9,7|/16,4|16,6|12,1| 8,7| 9,7| 7,1| 3,2 0] 24| 11
40| 86| 75|12,1|18,7|189|14,4|11,0|12,1| 9,5| 56| 2,4 0| 1,4
47| 7,2| 6,1|10,7/174|176|13,1| 9,7|10,7| 81| 42| 11| 1,4 0

Zz- x-S —IT0o

Vyzkousime pouzit Christofidovu metodu, zda nam neposkytne lepsi vysledky. Prvni krok
— nalezeni minimalni kostry - maji metody stejny, tedy rovnou v rdmci druhého kroku ur¢ime
vrcholy lichého stupné, jsou to vrcholy A,B.D.E,F,G,I a J. Spojime je pomoci metody

nejlevnéjsiho perfektniho parovéani, kde m = 8.

7 8
minz=z Z CijXij

i=1 j=i+1
za podminek
j-1
inj + z xjk = 1.
i=1 k=j+1

Minimalizujeme tedy rovnici, kde pro lep$i orientaci nahradime ¢iselné oznaceni nazvy

vrcholi:
MINZ = CapXap + CapXap + CapXag + CarXar + CagXac + CarXar + CajXay + CepXpp
+ CppXpe t CprXpr t CpgXpc + Cp1Xpr + CpjXpy t+ CpgXpg + CprXpF
+ CpGXpg t CpiXpr + CpjXpy + CepXpr + CpgXEG + CE1XEr + CpyXEy
+ CrgXpG + CriXFpr + CpyXpy + CarXgr + CgyXgy + CrpXyy
a doplnime ohodnoceni hran
minz = 12,0x4p + 15,4x4p + 22,1x,5 + 22,3x4F + 17,8x46 + 15,6x4; + 12,8xy,

+ 7,8xpp + 14,4xpp + 14,6xpr + 10,1x5; + 7,9x5; + 5,2x5; + 9,3xpg
+ 9,5xDF + 5,0xDG + 9,9xD, + 7,2xD] + 7,9xEF + 4‘,3xEG + 12,4xE1
+ 10,6xg; + 4,5xp; + 12,6x5; + 10,8xp; + 8,1x4; + 6,3x5; + 2,6

za podminek

XAB +xAD + XAE + XAF + XaG +xAI + xA] = 1,




Xga + Xgp + Xpg + Xpp + Xpg + Xp; + x5, =1,
Xpa + Xpg + Xpg + Xpr + Xpg + Xp; + xp; = 1,
Xga + Xgp + Xgp + Xgp + Xgg + xg + xg; =1,
Xpa + Xpp + Xpp + Xpp + Xpg + Xpp + Xp; = 1,
Xga + X + Xgp + Xgg + Xgr + X1 + X5 = 1,
Xia+ X+ Xip x5 x5+ X6 x5 =1,
Xja+ X+ Xp + X5 + X5 + X6 + x5 = 1
Postup vypoctu:
1. Zvolime-li x4 =1
14+ x4p + Xap + Xap + Xag + Xar + X9y =1
= Xap = Xag = Xap = Xag = Xa; = X5 =0,
0+ xgp + xpg + xgp + xpg + xp; + x5; = 1,
0+ xpp + xpg + Xpp + Xpg + xp; + Xxp; =1,
0+ xgp +xgp + Xgp + Xpg +xg +x5; =1,
0+ xpp + Xpp + Xpg + Xpg + Xpp + xp; = 1,
0+ x¢p +Xxgp + Xgg + Xgr + Xg1 + X5 = 1,
O+xp+xp+xg+Xp+x6+x;,=1,
O+xp+xp +x5+ X7 +x56+%; =1

Stale mame piili§ mnoho nezndmych, tedy bychom opét zvolili naptiklad xzp = 1 = x5 =
Xgr = Xpg = xp; = xg; = 0. Opét bychom zjistili, Ze mame pfili§ mnoho neznamych, ucinili
bychom dalsi volbu atd. Tedy sepsat zde vSechny mozné kombinace by bylo zdlouhavé a
opravdu velmi ¢asové naro¢né. Vezmeme si tedy na pomoc statisticky software R, ve kterém

s vyuzitim knihovny ,,IpSolve* tento minimaliza¢ni problém vyfesime (viz obrazek 36).
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Tibrary(1psolve)

###0celovd funkce
obj.fun=c(12,15.4,22.1,22.3,17.8,15.6,12.8,7.8,14.4,14.6,10.1,7.9,5.2,9.3,9.5,5
,9.9,7.2,7.9,4.2,12.4,10.6,4.5,12.6,10.8,8.1,6.3,2.6)

###podminky

#leva strana

constr=matrix(c¢(1,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
1!0!0!0!0!D!D!l!l!l!l!l!l!D!D!D!DSD!D!O!USOFD!D!D!D!D!D!
0!1!0!0!0lo!o!l!o!O!O!O!O!l!l!l!15150505050!0!0!0!0!0!0!
0!0!1!0!0!D!D!D!l!0!DFD!D!1!0!0!05051515151!0!0!0!0!0!05
0,0,0,1,0,0,0,0,0,l,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,
D!D!D!D!l!D!D!D!U!0!l!o!D!D!D!l!05050515050!1!0!0!1!1!05
0!0!0!0!0!l!o!o!o!O!O!l!O!0!0!0!150!0505150!0!1!0!1!0515
0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,1,0,1,1),ncol=28, byrow=TRUE)

constr.dir=c("=","=","=","=","=","=","=","=")

#prava strana

rhs=c{1,1,1,1,1,1,1,1)

###minimalizace

prod.sol=Tp("min",obj. fun,constr,constr.dir, rhs,compute.sens = TRUE)

prod.solisolution

Obrdzek 36. Nejlevnéjsi perfektni pdrovdni — postup Feseni v programu R (Zdroj: viastni)
Resenim jsou pary AB, DG, EF a I, tedy zavedeme hrany AB, DG a EF a zdvojime hranu
IJ. Eulertiv tah pak vypada takto: A-M-N-L-K-C-J-1-J-H-G-E-F-G-D-C-B-A a hamiltontiv
cyklus takto: A-M-N-L-K-C-J-I-H-G-E-F-D-B-A (viz tabulka 13 — vzdalenosti obarvené

modfe).

Tabulka 13. Rozvoz obéd( — Christofidova metoda — reseni (Zdroj: vlastni s pomoci [21])

A B C D E F G H I J K L M N
A 0/12,0|109|15,4|22,1|22,3|17,8|14,4|15,6/12,8| 9,0| 58| 4,0| 4,7
B 12,0 0| 32| 78|14/4|14,6(10,1| 6,7| 79| 52| 4,4| 6,2| 8,6| 7,2
C |10,9| 3,2 0| 45|11,9|12,1| 7,6| 4,2| 54| 26| 3,3| 52| 7,5| 6,1
D|154| 7,8| 4,5 0| 93| 95| 50| 52| 99| 72| 79| 97|12,1|10,7
E |22,1(14,4]111,9| 9,3 oy 79| 43| 7,7|112,4|10,6|14,5|16,4|18,7|17,4
F 1223]146|12,1| 95| 7,9 0| 45| 79|12,6|10,8|14,7|16,6|18,9|17,6
G|17,8|10,1| 7,6| 50| 43| 4,5 0| 34| 81| 63|10,2(12,1|14,4|13,1
H 14,4 6,7| 42| 52| 7,7| 79| 34 0| 47| 29| 68| 8,7/11,0| 9,7
| {156 79| 54| 99|12,4|12,6| 81| 4,7 0| 26| 79| 9,7/12,1|10,7
J 12,8 52| 2,6 7,2/10,6(10,8| 6,3| 2,9| 2,6 0| 53| 71| 95| 8,1
K| 90| 44| 33| 79|14,5|14,7|10,2| 68| 79| 5,3 0| 3,2| 56| 4,2
L | 58| 62| 52| 9,7/16,4|16,6|12,1| 8,7| 9,7| 7,1| 3,2 0| 24| 1,1
M| 40| 86| 75|12,1|18,7|18,9|14,4|11,0|12,1| 9,5| 56| 2,4 0| 1,4
N| 47| 7,2| 6,1|10,7|17,4|17,6(13,1| 9,7|10,7| 8,1| 4,2 1,1| 1,4 0

Tentokrat jsme ziskali délku celkové trasy 67,8 km, tedy jsme touto metodou ziskali kratsi
trasu, nez spole¢nost aktualné jezdi, a mtizeme ji spolec¢nosti navrhnout. Zaroven jsme v této
aplikaci dokazali, Ze metoda zdvojeni minimalni kostry je opravdu méné€ ¢asové naro¢na nez

Christofidova metoda, avSak poskytuje horsi vysledky.




Zavér

Tato prace ptredstavila mozna vyuziti minimalni kostry grafu v praxi. Nejprve jsme uvedli
zakladni pojmy teorie graft, byly definovany neorientované a orientované grafy, souvislost
grafu, stromy, ohodnocené grafy, a pfedevsim kostry grafu. Postupné jsme se skrze teorii dostali
az k problematice minimalni kostry grafu, které je vénovana kapitola druha. Seznamili jsme se
se znamymi piistupy k jejimu feseni, Borivkovym, Jarnikovym a Kruskalovym a jejich postupy
si ukazali na jednoduchych ptikladech. Také jsme se v této kapitole vénovali algoritmtiim, které
fesi problém obchodniho cestujiciho a vyuzivaji ve svych postupech minimalni kostru grafu.
Zminili jsme dvé metody — metodu zdvojeni minimalni kostry grafu a Christofidovu metodu.

Posledni ¢ast teoretické sekce se zabyva moznymi analogiemi k zakladni uloze.

V praktické ¢asti jsme pak vSechny tfi zminéné pfistupy, které fesi hledani minimalni kostry
grafu, pouzili na redlnych ptikladech. Prvni aplikace se tykala propojeni rehabilitaéniho
zatizeni optickou siti. Data nam poskytla spole¢nost Ariston Pardubice, spol. s.r.0. a s vyuzitim
Jarnikova algoritmu jsme ji vypocitali, jak nejlépe propojit v§ech 17 budov tohoto zafizeni tak,

aby spottebovali co nejméné kabelu.

Kruskaliv algoritmus byl aplikovan skrze metodu zdvojeni minimalni kostry grafu pfi
vypoctu nejkratsi rozvozové trasy spolec¢nosti Mléko z farmy, kterd rozvazi mlé¢né vyrobky
mimo jiné po Pardubicich a Chrudimi. Trasa ma 29 zastavek a diky tomuto algoritmu jsme
zjistili, ze by spolecnost mohla ujet o 12,1 km méné, pokud by zménila pofadi zastavek dle

tohoto vypoctu.

Posledni aplikaci, ve které jsme pouzili Bortivkiv algoritmus, je rozvoz obédli spolecnosti
SATO Hradec Kralové, v.o.s. Z divodu ¢asové naro¢nosti Christofidovy metody jsme pro
vypocty chtéli opét pouzit metodu zdvojeni minimalni kostry grafu. Avsak tato metoda selhala,
nebot’ poskytla celkovou trasu delsi, nez je jeji dosavadni délka. Rozhodli jsme se tedy pouzit
Christofidovu metodu a s pomoci softwaru R jsme pro spolecnost ziskali trasu kratsi, nez je

trasa soucasna, a to o 1,3 km.

Tato prace pro mé byla velkym pfinosem, nebot’ jsem si prohloubila znalosti teorie grafii a
rozSifila je o problematiku minimalni kostry grafu a algoritmy problému obchodniho
cestujiciho, které minimalni kostru vyuzivaji. Nasledné jsem tyto postupy pouzila pii readlné

aplikaci, a tedy se naucila, jak je vyuzit v praxi.
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