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ANOTACE

Tato prace se zabyva principy feSeni optimaliza¢ni tlohy znamé jako Problém obchodniho
cestujiciho. Prvni ¢ast je teoretickym tivodem do problematiky vazané na teorii slozitosti a op-
timalizace. Dale je uveden popis principu uziti a implementace metody vétvi a mezi, vybranych

heuristickych postupt a optimaliza¢niho nastroje Gurobi optimizer.

KLICOVA SLOVA

teorie grafii, Problém obchodniho cestujiciho, celo¢iselné programovani, optimalizace, branch

and bound, heuristika, Gurobi optimizer

TITLE

Travelling salesman problem

ANNOTATION

This thesis deals with various solving principles of optimization problem known as the trav-
elling salesman problem. The first part is a theoretical introduction to the problem related to the
theory of complexity and optimization. It also describes the principles of using and implement-
ing the branch and bound method, selected heuristics and the optimization tool Gurobi opti-

mizer.

KEYWORDS

graph theory, Travelling salesman problem, integer programing, optimalization, branch and

bound, heuristics, Gurobi optimizer
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UvVOD

Hlavnim tématem diplomové prace je matematicka optimaliza¢ni iloha Problém obchod-
niho cestujiciho, kterd matematicky zobecniuje tlohu hledani nejkratsi cesty mezi vSemi zada-

nymi vrcholy na mapé s cilem cesty v prvnim navstiveném.

V prvni Casti prace bude Ctenai seznamen se zédkladnim matematickym aparatem, nutnym
k pochopeni formalni definice ulohy dle teorie grafii a uveden do problematiky matematické

optimalizace, vCetné kategorizace loh s ndvaznosti na slozitost feseni.

Déle bude provedena analyza tlohy S uvedenim zakladnich historickych milnikii v hledani
dostate¢né vykonného algoritmu pro feSeni rozsahlych instanci ulohy s naslednou formulaci v

podob¢ matematického modelu.

Posledni ¢ast bude vénovana popisu metod vhodnych pro feseni tlohy obchodniho cestuji-
ciho, pfedstaveni existujiciho optimaliza¢niho nastroje Gurobi optimizer a v neposledni fadé

bude popsana implementace aplikace ur¢ené k demonstraci metod feseni.
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1 TEORIE GRAFU

Teorie grafii je jednou z disciplin diskrétni matematiky, ktera se vyznacuje geometrickym
ptistupem zkoumani objektu. Zakladem je matematicka struktura grafa jeho zobecnéni. Grafem
rozumime objekt slozen z mnozin vrcholil a hran, ktery ma za ukol modelovat redlné situace

abstrahované od nepodstatnych detaila [1].

1.1 Vyznamné tlohy

Prvni tlohou teorie grafi byva oznacovana matematicka hadanka zvana Sedm mosti mésta
Kralovce, kde pii hledani feSeni v roce 1736 matematik Leonhard Euler vyuzil pravé grafu pro
zobecnéni ulohy, aby definoval podminky pro mozné feseni. Dalsi vyznamnou tlohou Vv historii
je hra irského Slechtice sira Williama Hamiltona z roku 1856 a asi nejslavnéjsi potom Problém

Ctytf barev, ktery stale na diikaz svého feSeni ¢eka.

1.1.1 Sedm mostia mésta Kralovce

Cilem ulohy sedmi mostl je projit vSechny mosty ve mést¢ pravé jednou a vratit se na vy-
chozi misto tak, aby zadny z mosti nebyl navstiven dvakrat. Tuto ulohu lze jednoduse pievést

do podoby grafu. Resenim je v grafu nalézt tzv. eulerovsky tah.

B

=1 ==

A r].[\qn A D
C

Obrdazek 1:Prevod vlohy sedmi mostii na graf

13



1.1.2 Hamiltonova hra

Hamiltonova hra, v anglickém jazyku znama jako The lcosian® Game spoéiva v nalezeni
posloupnosti hran a vrchold, kde kazdy vrchol dvanactisténu bude obsazen pravé jednou, tedy

vytvofit v grafu hamiltonovskou kruznici.

Obrazek 2: Icosian game

1.1.3 Problém ¢tyf barev

Pravdépodobné nejznaméjsi uloha teorie grafl, nazyvana Problémem ¢tyt barev, byva ne-
formaln¢ definovana takto:
,»Staci pro zabarveni jakékoli politické mapy Ctyfi barvy tak, aby zadny ze statt nesousedil se
statem stejné barvy?*
Mapu lIze vyjadrit grafem tak, ze kazdou zemi pievedeme na vrchol a mezi dvéma vrcholy

zakreslime hranu pravé tehdy, kdyz odpovidajici zemé& (vrcholy) spolu sousedi (inciduji). Pro

feSeni poté musi platit, ze Zadné incidujici vrcholy nesmi byt obarveny stejnou barvou.

mmmm
i

e S —
H H

Obrdazek 3: Problém ctyr barev v grafu

Ylcosian z feckého icosa, tedy dvacet. Dvanactistén ma dvacet vrcholi.
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Ulohu &tyf barev se podatilo vyfesit experimentalnim zptisobem aZ v roce 1976 dvojici Ken-
neth Appel a Wolfgang Haken. Ptes nové zpisoby feSeni a zdokonalovani algoritmt, nikdy

nebyl formulovan Zadny matematicky dtikaz pro feSeni této ulohy [4].

1.2 Zakladni pojmy
Definice 1.1 Necht' VV je mnozinou vSech vrcholti a E mnozinou vSech hran. Grafem G potom
oznacujeme uspotradanou dvojici:

G=(V,E),kdeE >V xV.

Pozn.: Pokud existuje e € E, kterému je pfifazen vice nez jeden obraz v € V X V, pak se jedna

0 zobrazeni mnohoznacné a graf G nazyvame multigrafem.

Definice 1.2 Graf G nazyvame orientovanym resp. neorientovanym, pokud hrany grafu jsou

uréeny usporadanou resp. neuspotradanou dvojici vrchol.
Pozn.: Neuspofadana dvojice {x, y} je dvouprvkovou mnozinou obsahujici prvky x a y, kde
plati:

{x,y} = {y,x}.

Pozn.: Usporadana dvojice (x, y) je ur¢ena dvouprvkovou mnozinou, kde je definovano potadi

jednotlivych prvkda.

(x,y) = {{x}, {x, y}}.

Definice 1.3 Graf G je ohodnoceny, pokud existuje funkce d: E(G) — (0, ), ktera kazdé hrané

ptifazuje hodnotu tzv. hranového ohodnoceni.
Pozn.: Ozna¢me V (G) resp. E(G) mnozinou vSech vrcholl resp. hran grafu G.

Definice 1.4 Uplnym grafem G se oznacuje takovy, kde jsou vechny mozné dvojice riiznych

vrcholi spojeny hranou.

IE(G)| = (IV(ZG)I) _ |V(G)I(IVZ(G) 1]

Pozn.: Pocet vSech prvki mnoziny M se znaci |M]|.
Definice 1.5 Kazdy souvisly graf, ktery neobsahuje kruznici, se nazyva stromem.

Definice 1.6 Kostrou grafu G(V, E) se oznacuje libovolny strom T'(V,E"), kde E' C E.
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Definice 1.7 Kofenovym stromem se oznacuje orientovany graf, kde se kofenem oznacuje
prave jeden vrchol grafu, do kterého nevedou zadné hrany. Do vSech ostatnich vrcholl grafu
vede pravé jedna hrana. Plati tedy, Ze vSechny vrcholy grafu jsou z kofene orientované do-

stupné.

Definice 1.8 Sledem S z vrcholu v,do vrcholu v, se oznacuje posloupnost incidujicich vrcholt

a hran:

S ={vy,e1,V3,€5, ., €0, U ).
Pozn.: Pokud v; = v, pak se nazyva sled cyklem.
Definice 1.9 Tahem se oznacuje sled, kde se kazda hrana vyskytuje pravé jednou.
Definice 1.10 Eulerovskym tahem se oznacuje takovy tah, ktery obsahuje vSechny hrany grafu.

G=(,E);Ve €E:e={x,y}x,y €V;
S ={vy,e, V5,85, ...,V };
|E| =n; Vi,j=0,..,n;i+]j:e * e

Pozn.: Eulerovsky tah je uzavienym resp. otevienym, pokud plati v; = v, resp. v; # v,.

Definice 1.11 Cestou se oznacuje takovy tah, ve kterém se kazdy vrchol vyskytuje praveé jed-
nou. Pokud pocatecni vrchol je roven koncovému vrcholu, pak se takova cesta oznacuje jako

kruznice.

Definice 1.12 Hamiltonovska cesta je takova, ktera obsahuje vSechny vrcholy grafu pravé jed-

nou.
G=,E);Ve €E:e={x,y};x,y €V;
S = (v, 81,065, 0 V) ;
V| =m; Vi,j=0,..,m; [# Jiv; # vj;

Pozn.: Pokud v hamiltonovské cesté plati v; = v,,,, pak se oznacuje jako hamiltonovska kruz-

nice.
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1.3 Reprezentace grafi

Bez tjmy na obecnosti nebude nasledujici teorie zahrnovat grafy s ndsobnymi hranami, tedy
multigrafy. Znazornéni jednotlivych variant reprezentace bude demonstrovano na nasledujicich

grafech:

ey

=71

Obrazek 4:Priklad neorientovaného a orientovaného grafu

1.3.1 Matice sousednosti

Definice 1.13 Kazdému orientovanému resp. neorientovanému grafu G s uréenym neménnym

pofadim vrcholl vy, ..., v, 1ze pfifadit matici sousednosti M typu n X n dle predpisu:

{ 1, pokud existuje hrana (vi, vj) resp. {vi, vj},
my; =

0,  pokud neexistuje hrana (v, v;) resp. {v;, v;}.

Pozn.: Matice sousednosti pro neorientované grafy je vZdy symetricka.

0 1
0 1

[ J SR WY
[
—_OomR O
_ o0 O
O O =
orRo O
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1.3.2 Matice incidence

Definice 1.14 Kazdému orientovanému grafu G, ktery neobsahuje smycky?, s uréenym nemén-

nym pofadim vrchold vy, ..., v, ahran e, ..., e, 1ze pfifadit matici incidence B;typu n X m dle

ptedpisu:

1,
bij = —1,
0,

pokud v; poCatkem hrany e;,
pokud v; koncem hrany e;,
v ostatnich ptipadech.

Varianta pro neorientované grafy bez smycek potom plati obdobny piedpis:

1,
Priklad:
1 1 0 0 O
B, = 0 1 1 0 1
G 1 01 1 0
0O 0 0 1 1

pokud v;inciduje s hranou e;,
v ostatnich pripadech.

2 Hrana se zatatkem i koncem ve stejném bodg.
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2 TEORIE SLOZITOSTI

Teorie slozitosti je disciplina oboru matematiky a informatiky, ktera se snazi definovat vy-
pocetni problémy, kategorizovat je do ptislusnych skupin a uvést vztahy mezi témito skupi-

nami.

2.1 Zakladni pojmy

Type 1lohy oznacuje zpusob, kterym jsou data reprezentovana a Vv jakém uspofadani budou
tvorit zadani Glohy, véetné popisu korektniho vysledku a jeho vztahu k zadani.

Instance ulohy je oznaceni pro konkrétni data, ktera splituji piedpis ulohy konkrétniho typu.

Algoritmus piedstavuje teoreticky princip feseni libovolného typu tlohy. Konkrétni realizace

Vv libovolném programovacim jazyku se nazyva implementaci.

2.2 Kategorizace algoritmi

Pro feseni konkrétniho typu tlohy Ize obecné pouzit vice algoritmd. S ménicim se principem
vyuzivanych algoritmt se méni i jejich efektivita pro feSeni dané ulohy. Pro vzajemné porov-

nani dvou algoritmi se vyuziva ukazatel asymptotické slozitosti.
Nejcastéjsimi kritérii pro ohodnoceni efektivity algoritmu jsou
e cCasové naroky,

e pamét'ové naroky.

2.2.1 Asymptoticka sloZitost

Pro porovnani efektivnosti dvou algoritmt je tfeba definovat ukazatel, ktery bude abstraho-
vat od veskerych konstant zahrnutych ve skute¢né naroc¢nosti algoritmu a zaroven bude zohled-

novat vSechny instance feSené ulohy.
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Definice 2.4 Necht k - f(n) je skute¢nou slozitosti algoritmu, kde n je velikost vstupni mno-
ziny dat a k redlnou konstantou®. Ozna¢me G(g (n)) asymptotickou slozitost algoritmu, kde

g(n) je asymptoticky odhad funkce f(n), pro kterou plati [7]:
f(m) €8(g(n)) »3C,C",ne:C,C" > 0,¥(n>np): [C- gm)| < |f()] < IC"- g(n)].

Definice 2.5 Slozitost v nejlep$im mozném ptipadé nazyvame dolni asymptotickou slozitosti

algoritmu Q(g (n)), pro kterou plati:
f(n) € Q(g(n)) - 3C,ne: € > 0,¥(n > ny): |C - gn)| < |f(n)].

Definice 2.6 Slozitost v nejhor§im mozném piipad¢€ nazyvame horni asymptotickou slozitosti

algoritmu O(g (n)), pro kterou plati:
f(n) € O(g(n)) - 3AC,ny:C>0,V(n>ny):|f(n)| <|C-gn)l.
Pozn.: Pro asymptoticka slozitost algoritmu plati vlastnost:
f(n) €8(g(m)) » f(n) € 0(g(m)) A f(n) € Q(g(n)).

Dle asymptotické slozitosti lze algoritmy kategorizovat do tiid sloZitosti. V zdvislosti na ve-

likosti vstupnich dat oznacené proménnou n bude doba trvani algoritmu dle nasledné tabulky:

Tabulka 1: Viiv slozitosti na trvani vypoctu [cas jedné operace]

Mnozstvi Horni asymptoticka sloZitost
vstupnich dat o(1) 0(n) | O(nlogn) 0(n?) 02" o(n!)
1 1 1 1 1 2 1
10 1 10 10 100 1024 | 3628800
100 1 100 200 10000 1030 9 x 10157
1000 1 1000 3000 1000000 | 10300 ®
100000 1 100000 500000 1012 0 )

% Vyjadtuje piedev§im kvalitu implementace, pouzity jazyk, kompilator a jiné.
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2.3 Kategorizace uloh

Jednotlivé tlohy lze kategorizovat dle jejich obtiznosti. Zjednodusené lze fici, Ze obtiznost
dané ulohy je urc¢ena slozitosti nejefektivnéjsiho algoritmu, ktery dosahuje korektniho vysledku

dané ulohy.

Definice 2.7 Ttidou P (Polynomial) obtiznych uloh rozumime mnozinu tloh, pro které existuje

algoritmus, jehoz Casova slozitost je shora asymptoticky omezend libovolnym polynomem.

Definice 2.8 Tiidou NP (Non-Deterministic Polynomial) obtiznych tloh rozumime mnozinu
uloh, pro které nebyl popsan algoritmus K jejich feSeni v polynomialnim case, 1ze vSak sprav-

nost vysledku v polynomidlnim Case ovéfit.

Definice 2.9 Pokud lze polynomialné redukovat* libovolnou ulohu z NP na jednu konkrétni,

pak tuto alohu oznacujeme jako NP-uplnou.

Pozn.: Vyfeseni pravé jedné NP-uplné ulohy by znamenalo odpoveéd’ na milenialni otazku, zda

NP = Presp. NP #P .

NP

Obrazek 5:Kategorizace uloh a vztahii mezi nimi

4 Existuje polynomidlni algoritmus, ktery pfevede vstupni data jedné Glohy na vstup druhé tlohy tak, Ze vy-
sledky obou instanci budou totozné.
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3 OPTIMALIZACE

Optimalizace je matematickou disciplinou, ktera se zabyva hledanim minimalni resp. maxi-

malni hodnoty ucelové funkce v optimaliza¢nich tlohach.

Definice 3.1 Necht' U je univerzum vsech potencialnich feseni, P € U mnozinou VSech piipust-
nych feseni a funkce f: U — R tdelovou funkci. ReSenim obecné optimalizaéni ulohy je po-

tom X € P, pro které plati:
fG) <f(x), vxeP

Pozn.: Obecnou minimaliza¢ni ulohu lze pfevést na maximalizacni vynasobenim ucelové

funkce ¢islem -1.

3.1 Kategorizace uloh

Vzhledem Kk tomu, ze obecna optimaliza¢ni iloha svym popisem pokryva Siroké spektrum
problémd, je vhodné dale klasifikovat jednotlivé tlohy do konkrétnéjsich skupin, dle charakteru
ucelové funkce a omezujicich podminek (linearni, kvadratické, nelinedrni, nehladka, globalni).
Tento pfistup je vyhodny z diivodu moznosti vyuziti charakteristickych metod feseni tloh, které

spadaji do konkrétni skupiny.

Definice 3.2 Necht’ x je n-Clenny vektor proménnych, d n-¢lenny vektor cen téchto promén-
nych, dx linearni funkci a Ax < b soustavou linearnich nerovnic omezujicich podminek, kde
A je matici koeficientli omezeni a b vektorem pravych stran. Poté 1ze ulohu linearniho progra-

movani zapsat ve tvaru [9]:
min{dx: Ax < b,x € R}

Pozn.: V uloze LP lze bez Gjmy na obecnosti veSkeré omezujici podminky definovat pomoci
rovnic, nebot’ je mozné kazdou nerovnost pievést na rovnici pomoci ptidani tzv. ptidatné pro-
meénné.

Definice 3.3 Pokud v tloze linearniho programovani existuje vektorovy podprostor y €

x Ny € Z,, pak se jedna o ulohu smiSeného linearniho celociselného programovani (MIP).

Definice 3.4 Pokud v uloze linearniho programovani plati x € Z,, pak se jedna o ulohu linear-

niho celociselného programovani (IP).

Definice 3.5 Jestlize v§echny celo¢iselné proménné mohou nabyvat pouze hodnot z mnoziny

B = {0,1}, pak je uloha bivalentni.

22



3.2 Exaktni algoritmy

Exaktni algoritmy jsou takové, které pfi feseni optimalizacni ulohy vzdy vrati optimalni fe-
Seni. Mezi takové algoritmy pro feSeni TSP lze fadit algoritmy hrubé sily, jejichZ princip spo-
¢iva v postupném projiti vS§ech moznych variant, nebo algoritmus Branch and Bound celo¢isel-

ného programovani.

3.3 Heuristiky

VétSina optimalizacnich uloh, kde proménné nabyvaji pouze diskrétnich hodnot, nalezi do
NP-ttidy obtiznosti tiloh. Pro tyto ulohy tedy neexistuje deterministicky algoritmus fesici libo-

volnou instance lohy v mozném ¢asovém horizontu.

Heuristické metody feSeni umoznuji dosahnout vysledku obtiznych iloh v relativné kratkém
Case za pouziti navrzené strategie vypoctu. Obecné tyto metody nezarucuji dosahnuti optimal-
niho feseni, avSak ve vétSingé piipadi poskytuji dobré feSeni v zavisloSti na pouziti spravné

navrzené heuristické strategie.

Konkrétni heuristiky jsou navrhovany pro konkrétni typy optimalizac¢nich uloh, které umi fesit.
Obecné se tedy nejedna o univerzalni metody feSeni. Mezi neznamé;jsi pro feSeni TSP patii

hladovy algoritmus, metody vkladani nebo k-opt.

Definice 3.6 Necht’ heuristickd metoda dosahuje feSeni g(x) optimaliza¢ni Glohy U, které je
nejvyse k-nasobkem optimalniho feSeni f(x). Konstanta k se potom oznacuje jako aproxi-

macni faktor této heuristické metody [10].

Pozn.: Heuristické metody lze vyuZit pro zrychleni ¢asti deterministickych algoritmus.

3.4 Metaheuristiky

Metaheuristiky jsou obecné heuristické postupy, kterymi lze feSit libovolny typ optimali-
zacni Ulohy. Jednd se v podstaté o univerzalni heuristiky, mezi které patii napiiklad genetické

algoritmy nebo metody lokalniho hledani.

Genetické algoritmy jsou zalozeny na myslence vyuziti evoluéni biologie pro hledani opti-
malniho feSeni tlohy za pouziti dédi¢nosti, selekce, kiizeni a mutace. Zakladem je tzv. popu-
lace, tedy mnozina pfipustnych feSeni. Kazdému jedinci populace je spoctena tzv. fitness

funkce, ktera vyjadiuje kvalitu feSeni dané ulohy. Selekci jedincti S nejvyssi hodnotou fitness
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funkce vznikne vybér vhodny ke kiizeni. Kiizenim a pfipadnou mutaci vznikne nova generace
jedincti nesouci rysy svych predkti. Tento proces se opakuje, dokud neni nalezen jedinec s pfi-

jatelnou hodnotou ucelové funkce.

Metody lokalniho hledani jsou zalozeny na prohledavani stavového prostoru v okoli vycho-
ziho zvoleného uzlu. Problém téchto metod je v mozném uvaznuti na hodnoté lokalniho ex-

trému.
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4 PROBLEM OBCHODNIHO CESTUJICIHO

Problém obchodniho cestujiciho, zkracené TSP z anglického Travelling salesman problem,
je matematicka optimaliza¢ni tloha. Pfes zdanlivou jednoduchost zadani, které by neformalné
mohlo znit: ,,Navstivte nejkratsi cestou vSechna mésta tak, aby bylo kazdé mésto navstivené
prave jednou a cesta koncila ve stejném mésté, kde zacala., je feSeni této ulohy zcela netrivi-
alni. Jiz pfi nékolika desitkach mést nartista obtich rozméria. Obecné byva tloha TSP oznaco-

vana otazkou milénia.

4.1 Slozitost

Problém obchodniho cestujiciho, na prvni pohled trividlni uloha, kde staci projit vSechna
piipustné feSeni a vybrat jedno optimalni. V ¢em je tedy ten problém? Reknéme, Ze instance,
pro kterou budeme hledat optimalni cestu, obsahuje 10 mést k navstiveni. Ozna¢me mnozinu
mest jako vektor m, kde kazda polozka oznacuje pravé jedno mésto. Kazdé teSeni ulohy lze

reprezentovat jako cyklickou posloupnost mést:
my, my, My, My, Mg, Mg, M7, Mg, Mg, M.

KaZzdou takovou posloupnost 1ze oznacit jako permutaci vS§ech hodnot vektoru m. Pro pfe-
hlednost feknéme, Ze cesta bude vzdy zacinat pravé v my. Pro vybér druhého mésta v poradi
existuje 9 moznosti, dalSiho 8 a tak déale. Celkovy pocet moZnych cest jetedy 9 X 8 X 7 X ... X

3 x2x1,cozje9 faktorial.

Pro zjednoduSeni lze uvazovat, Zze vzdalenost mezi mésty je v obou smérech cesty stejna.

Potom tedy plati rovnost cest:
ml, mz, ey mg, m10 = mlo, mg, ey mz, ml.
Z této symetrie Ize odvodit, Ze k nalezeni optimdlniho feSeni je nutno projit pravé polovinu

< ., , 9 L. . .
vS§ech moznych permutaci, tedy > COZ je pfesné 181 440 moznych cest.

V 21. stoleti se vétsina populace spolehne na strojovy vypocet. Pti feSeni instance velikosti
10 Ize dosahnout feSeni pomérné snadno. Co se ale stane, pokud se velikost instance zméni na

50, 100 nebo 1000 mést?

Pokud budeme uvazovat o feSeni instance o velikosti pouhych 50 mést hrubou silou, pocet
vSech moznych permutaci bude ptiblizné 3 x 10%*. Pokud budeme mit k dispozici superpo¢itac

Titan z Oak Ridge National Laboratory, disponujici 560 640 jadry a 710 144 GB operacni
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paméti, ktery je schopen provést 17,5 x 1015 aritmetickych vypocti za sekundu [14], pak bude
vypocet trvat piiblizn¢ 27 179 821 700 369 645 575 125 triliont let, a to pouze za piedpo-

kladu jedné aritmetické operace na kontrolu jedné cesty.

4.2 Historie

Ackoliv ptesna historie ulohy TSP neni zcela znama, 1ze se domnivat, Ze se jiz nékolik de-
sitek az stovek let dfive s touto ulohou v praxi setkavali naptiklad kazatelé¢ na svych cestach
nebo obchodni cestujici. Z této analogie pravdépodobné pochdzi ndzev ulohy ,,Problém ob-

chodniho cestujiciho®.

Prvni zminku o TSP, jako matematické optimalizacni tloze, uvedl Merrill Flood ve svém
¢lanku z roku 1956, kde napsal: ,,Problém formuloval v roce 1934 Hassler Whitney na seminafi

na Princetonské univerzité.” [3].

Reseni instanci TSP se v priibéhu let diky dokonalejsim algoritmiim a zvy$ovani vypodet-
niho vykonu neustale zlepSuje. Pesto nejvétsim objevem v historii ziistava princip linearni pro-
gramovani (LP) G. Dantziga a pozdg&ji algoritmus vétvi a mezi zaloZzeny na LP vyzkumného
tymu ve slozeni Dantzig, Fulkerson, Johnson, ktery definoval smér feSeni rozsahlych instanci
TSP. Vypocetni silu navrzeného algoritmu ru¢né¢ demonstrovali na instanci velikosti 42 mést
stata USA [2].

Postupnym zlepSovanim metody vétvi a mezi, naptiklad kombinovdnim s metodou feznych
nadrovin, pro vypocet tésné¢jsich odhadii nebo zavedenim heuristickych postupt do ¢asti exakt-
nich algoritmii, se dosahlo feSeni instanci o velikosti 120 mést (Groetschel, 1977), 532 mést
(Padberg, Rinaldi, 1987) nebo 15 112 mést (Applegate, Bixby, Chvatal, Cook, 2001) [3].

Dosavadni rekordni vyfesena instance TSP patii vyzkumnému tymu ve slozeni D. Apple-
gate, R. Bixby, V. Chvatal, W. Cook, D. Espinoza, M. Goycoolea, K. Helsgaun s neuvétitelnou
velikosti 89 900 mést.
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4.3 Matematicky model

TSP je matematickou optimaliza¢ni ulohou, kterou Ize kategorizovat jako bivalentni Glohu

linearniho celo¢iselného programovani (0-1 IP).

Definice 4.1 Necht’ je x n-¢lenny vektor proménnych, mnozina B = {0, 1}, d n-¢lenny vektor
cen proménnych, dx linearni ucelovou funkci a Ax < b soustavou line4rnich nerovnic omezu-
jicich podminek, kde A je matici koeficienth omezeni a b vektorem pravych stran. Poté lze

bivalentni ulohu linedrniho celo¢iselného programovani zapsat ve tvaru:
min{dx: Ax < b,x € B"}

Definice 4.2 Problémem obchodniho cestujiciho je uloha hledani minimalni hamiltonovské

kruznice v Gplném ohodnoceném grafu.

Pro moznost feseni konkrétnich tloh optimalizace je nejprve nutné ustni formulaci ulohy
pievést do matematického modelu, ktery odpovida tvaru optimalizaéni Glohy®. Matematicky

model tlohy TSP miZe byt popsan ucelovou funkci ve tvaru:

n n
f = mlnzz dijxij ,
i=1j=1
kde:
{ 1, pokud hrana mezi vrcholy i a j je soucasti reSeni
Xij = . . . ws iy v
Y 0, pokud hrana mezi vrcholy i a j neni soucasti reSeni
d;; je hodnota ohodnoceni hrany mezi vrcholy i a j
za podminek:

% Pro jednu tlohu z pravidla existuje vice moznych korektnich matematickych modelt.
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5 BRANCH AND BOUND

Branch and Bound, zkracen¢ B&B, je nazyvan algoritmus feSeni tloh celo¢iselného progra-
movani, kde feSeni spociva ve vétveni ulohy na jednodussi podulohy, pomoci kterych se ziska
feSeni ulohy hlavni. Béhem vétveni dochazi k profezavani poduloh, aby se ptedeslo zbytec-

nému prochazeni vétvi vypoctu, které prokazatelné neobsahuji optimalni feSeni.

5.1 Vétveni ulohy

Definice 5.1 Necht' P je mnozina vSech piipustnych feseni optimaliza¢ni Glohy U, kterou
oznaéme P(U). Optimaliza¢ni ulohu U, kde f je ucelovou funkci, 1ze rozdé€lit na n tloh
Uy, ..., U, , kde Gcelovou funkci je téz f. Takové tilohy ozna¢me jako podulohy tlohy U, pro

které plati:
P(U) =P(Uy) VU ..UPU,).
Pozn.: Pokud n = 2, pak se mluvi o dichotomickém jinak polytomickém vétveni [12].

Véta 5.2 [8] Reseni optimalizaéni Glohy U je rovno nejlepsimu feseni libovolné podulohy z

Uy, ..., U,. Pokud pro libovolnou podulohu U; plati ze:
1. Zname optimalni feSeni ulohy U;,
2. nebo dokazeme, Ze loha U; nema piiptstné feseni,

3. nebo dokazeme, ze zadné ptipustné feseni neni vyhodnéjsi nez dosud nalezené ptipustné

feSeni ulohy U,
pak je znamé optimalni feSeni tllohy U.

Pozn.: Je dilezité, aby podulohy byly snazsi nez hlavni uloha, pficemz je vyhodné, aby
pP(U,), ..., P(Uy,) byly vzajemné disjunktni.

Pozn.: Ve vétsing pripadu jsou jednotlivé podulohy U; stale prili$ obtizné k feseni, a proto se
dale obdobnym zptisobem vétvi na podalohy ve tvaru Uy, ..., Ujy,, ¢imzZ vznika tzv. strom fe-

Seni.
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5.2 Strom reSeni

Definice 5.3 Pokud Ize Glohu vétvit dle (5.1), pak v§echny jednotlivé podulohy mozno oznacit
jako vrcholy stromového grafu, kde kofenem je hlavni tloha U. Takovy graf se oznacuje jako

strom reseni.

Obrdzek 6: Princip budovant stromu reseni

Definice 5.4 Jednotlivé listy stromu feSeni lze oznacdit jako mrtvé resp. zivé pokud spliuji jednu

ze ti podminek (5.2) resp. pokud je nutné hledat optimalni feSeni pomoci dal§iho vétveni.
Pozn.: Pokud jsou vSechny listy stromu feSeni mrtvé, pak je feSeni ulohy u konce.

Strom feSeni je vlastné strukturou k-cestného vyhledavaciho stromu, ve kterém hledame pr-
vek s minimalni hodnotou odhadu optima, ktery je zaroven listem. Tento list je zaroven opti-

malni feSeni hlavni Glohy.

5.3 Omezujici funkce

Véta 5.5 [12] Necht’ U je optimaliza¢ni Gloha definovana na univerzu S, kde P je mnoznou
ptipustnych feseni a f ucelovou funkci. Pro omezujici funkcei g(x) plati:

min f(x),x €S

< mi .
ming(x),x € P} < minf(x),x € P

ming(x),x €S S{

Omezujici funkci oznacujeme jako silnou resp. slabou, pokud je svoji hodnotou blizka resp.

vzdalena hodnoté optima.
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Pokud 0zna¢ime min g(x),x € P jako optimalni feseni relaxované® tlohy U’, které splituje

vSechny omezujici podminky ptivodni ulohy, jedna se zaroven o optimalni feSeni hlavni tlohy.

Optimalni feSeni relaxované tlohy se vyuziva jako odhad optimalniho feSeni v kontextu me-

tody B&B.

f(x)

g(x)

o |

Obrazek T: Omezujici funkce

5.4 Vybér ulohy

Strategie pro vybér ulohy ve stromu feSeni k umrtveni nebo vétveni je dalSim dalezitym
kritériem pro rychlé nalezeni optimalniho feSeni. Mezi nejznaméjsi patii nasledujici metody
vybéru [12]:

e Best first search (BeFS), ktery vybere zivy list s nejmensi hodnotou odhadu optimal-

niho feSeni. Pomocnou strukturou je ADT prioritni fronta. Tento postup se tedy snazi
projit pouze vétev stromu, ve které se, dle odhadu, s nejvétsi pravdépodobnosti nachdzi

optimalni feseni.

® Relaxovana (iloha v sobé nezahrnuje v§echny omezujici podminky pvodni Glohy. Obvykle se vynechavaji
podminky, které radikalné zvétsuji casoveé naroky fesSeni.
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e Breadth first search (BFS) je princip vybéru zalozeny na prichodu stromu feseni do
Sitky. Pomocnou strukturou je ADT fronta. Tento postup se velice podoba vypoctu

hrubé sily. Postupné prochazi vSechny vétve stromu feSeni.

e Depth first search (DFS) je princip zalozeny na pruchodu stromu feSeni do
hloubky.Pomocnou strukturou je ADT zasobnik. Tento postup nejprve najde prvni pii-

pustné feSeni, které pozdéji zlepsuje.

(1) (2)

gix)=6 gxj=6

Obrdazek 8: Poradi dle (1) BeFS, (2) BFS, (3) DFS

55 Aplikace B&B na TSP

Priklady této kapitoly budou demonstrovany na nasledujicim grafu:

Obrazek 9: Ohodnoceny graf
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5.5.1 Pamét’ova reprezentace

Definice 5.6 Kazdému ohodnocenému grafu G surenym neménnym poradim vrcholl

V4, ..., Uy lze pfiradit matici cen D typu n X n dle predpisu:

Q- d(v;,v;), pokud existuje hrana mezi v; a v;
Y c, pokud neexistuje hrana mezi v; a v;

Pozn.: Pokud i = j, pak d;; = oo.

Priklad:

NSNS S
U'IUJSN
W 8wk
8wU‘l-P

5.5.2 Strom reSeni

Definice 5.7 Necht' T je k-cestnym stromem feseni, ktery vznikne polytomickym délenim tlohy
TSP, kde vrcholy oznacuji konkrétni podalohu a nesou informace o dosud projitych hranach a

ptislusnych minimalnich odhadech optima.

LB: 10
LB=11 LB=10 LB=12
(1,3) (1,2) (1.4)
LB =12 LB=11
(1.2), (2,3) (1,2), (2.4)

LB=11

(1.2), (2,4)
(4,3), (3,1)

Obrazek 10: K-cestny Strom resent

Pozn.: Zatazené hrany jsou hamiltonovskou cestou projité ¢asti grafu.
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Pozn.: Pro feseni TSP lze vyuzit i bindrniho stromu feSeni, kde jsou V pravé resp. levé vétvi

vSechna potencidlni feSeni, které obsahuji resp. neobsahuji pfislusnou hranu.

LB: 10
LB =11 LB =10
non(1,2) (1,2)
LB =12 LB =11
1,2),
LB=15 LB =11
(1.2), (2,4), (1,2), (2.4),
non(4,3) 4.3)
LB =11
(1,2), (2,4),
(4.3), (3.1)

Obrdazek 11: Binarni strom reSeni

5.5.3 Vypocet omezujici funkce

Definice 5.8 Necht' U je instance ulohy TSP reprezentované matici cen D a vektorem feSeni s.
Poduloha U’ vznikla zafazenim hrany e = (i, j) do s’ bude reprezentovana submatici D' matice

cen D, vzniklé pfidanim omezujici podminky cesty zpét:
d]{i = 00
a nasledného odebrani i-tého fadku, j-t€ho sloupce.

Pi¥iklad: Zafazend hrana e = (1,3).

©w 2 1 4 © 2 1 4
2 o 3 5 2 o 3 5 2 @ 5
D=13003_)003003_)D=(:§3
4 5 3 oo 4 5 3 o by
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Definice 5.9 Necht D je matici cen ulohy U. K matici D lze pfifadit redukovanou matici R

stejného typu dle predpisu:

rij = dl} -1 — Cj,

kde:
1= minjdij; j=1,..,n
¢ = mini(dij - rl-); i=1
Priklad: Redukce matice D
o 2 1 4 o T 0 3 o B0 0 1
r=(3g 3]0 2 a)re(b L
4 5 3 oo 1 2 0 o 1 1 0 o

r=(1,2,13),c = (0,4,0,2)

Necht' s’ je k-¢lenny vektor vSech zafazenych hran v feSeni dané tlohy U’. Minimalni odhad

feSeni LB tlohy U’ je:

k n n
LB Zsl+2rl+2ci

i=1 i=1 i=1

5.5.4 Postup algoritmu

Po navrzeni strategie pro feSeni dil¢ich problémit popsanych vyse je postup pro feseni TSP

pomoci B&B nasledujici:

1. Alokuj prioritni frontu PrioQ (strom YesSeni)

2. Vypoc¢ti LB hlavni ulohy U a vloZ do PrioQ (kotren)

3. Vyjmi tlohu U’ s nejmen3i hodnotou LB z fronty PrioQ

4. Pokud lze ziskat optim&lni fesSeni U', ukondi algoritmus
5. Rozdé&l Glohu U' na podulohy Ujf,..,U, dle d&lici strategie
6. Vypoc¢itej LB pro Uj,..,U),

7. Zatrad Uj,..,U; do PrioQ

8. Zpét na 3. krok

34



5.5.5 Dalsi metody odhadu

Zvyseni vykonu implementovaného algoritmu 1ze dosdhnout ptfedevsim pomoci spravné na-

vrzené omezujici funkce, ktera bude poskytovat silné odhady.

Definice 5.11 Mé&jme ulohu euklidovského’ TSP nad grafem G. Pro vypocet odhadu optimal-
niho feSeni ulohy lze pouzit metodu kontrolnich zon, ktera spociva v nalezeni optima tlohy

linearniho programovani [10]:

n
max Z 2r;,
i=1

kde:
T'l'+7'}' SdUVl,], 18] = 0 Vi.

Pozn.: Pro velké instance TSP se stava tato metoda vypocetné prili§ narocna.
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i x N j . o
-__\.‘- Py f

Obrazek 12: Princip metody kontrolnich zon

Definice 5.12 Mé&jme ulohu metrického® TSP nad grafem G. Pro vypocet odhadu optimélniho
feseni Glohy lze vyuzit tzv. minimalni 1-strom, ktery se sklada z minimalni kostry grafu G bez
libovolného vrcholu v, a dvou nejkrat$ich hran, které inciduji s vy. Oznacovano jako Held-

Karp metoda [16].

Pozn.: Hodnota odhadu dle Held-Karp metody byva ~ 90 % optima [10].

7 Existuje obousmérna symetrie vzdalenosti mezi viemi vrcholy. Formélné tedy plati d; ;= dj;.

8 Plati zde trojthelnikova nerovnost. Formalné tedy plati d; i < dy + djye.
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Piiklad: Vstupem Held-Karp metody je graf G a vystupem hodnota minimalniho odhadu LB.

1. Ziskame kostru grafu G bez vrcholu v, viz Obrazek 13 napt. pomoci Kruskalova algo-

ritmu.

Obrazek 13: Minimalni kostra

2. Ze vzniklé kostry ziskdme minimalni 1-strom pfidanim dvou nejkratSich hran, které in-

ciduji s vrcholem v, viz Obrazek 14.

Obrazek 14: Minimalni I-strom
3. Hodnotu odhadu je sumou hranového ohodnoceni vSech hran minimalniho I-stromu.

LB=2+2+2+2+3+3+3=17
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6 METODA LIN-KERNIGHAN

Metoda Lin-Kernighan (LK), ob¢as ozna¢ovana jako k-opt algoritmus, je heuristicka strate-

gie navrzena pro feSeni TSP. Jejim zakladnim principem je postupné zlepSovani dosazené ha-

miltonovské kruznice, pomoci vymény obecné k hran v kazdé iteraci algoritmu a nasledné kon-

troly zlepSeni feseni [13].

S rostoucim k se zvysuje piesnost vysledného feseni na tikor vypocetni slozitosti. Problé-

mem je pocet moznych pieusporadani k hran.

Tabulka 2: Pocet moznych preusporadani k-opt, zdroj: [10]

k 2 3 4

7 8

Pocet preusporadani 1 4 20

148

1358

15104 | 198 144

6.1 Algoritmus 2-opt

Algoritmus 2-opt je konkrétni variantou metody Lin-Kernighan, ktera pracuje v kazdém

kroku pravé s dvéma hranami, které méni s cilem najit lepsi feSeni. Slozitost algoritmu je

0(n?).

Obrazek 15: Princip algoritmu 2-opt

OK

Pozn.: Pokud pfii nalezeni zlepSeni feSeni aplikujeme algoritmus opét od zacatku nad timto

zlepSenym feSenim, dosahne algoritmus lepsich vysledkd, ale slozitost bude O (nzlo 92 (n)).
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Necht’ je dana vychozi hamiltonovska kruznice H v tplném neorientovaném grafu G jako po-
sloupnost hran ve tvaru Ey = {(v4,v,), (V2,V3), ..., Wn_1, V), (v, v1)}. Postup algoritmu je

potom nasledujici:

1. Vyber dvé hrany e; = (v, V1), 63 = (v]-,v]-+1), kde i+1<j

2. Ziskej hamiltonovskou kruznici H' upravou vybranych hran dle e; =
(vi:vj):eé = (Vi+1»vj+1)

3. Ur¢i zménu ohodnoceni Ap=d;;+diyqj+1 — dijit1 — djjt1-

4. Pokud Ay< 0, pak H= H'

5. Pokud pro vSechny mozZné kombinace hran nenastalo Ay< 0 pak ukonc¢i

algoritmus

6. Zpét na 1. krok

Pozn.: Pocatecni feseni je vhodné hledat pomoci jiné heuristické metody napiiklad metodou

vkladani nejblizsiho souseda.

Priklad: Necht vstupem algoritmu je graf G a ptipustné feSeni posloupnost vrchola P.

o 1 2 3 1\
1 o 1 2 2
G=|2 1 o 1 2 |,P={v,v,VV3 s}
3 2 1 o 1
1 2 2 1 o
-

Obrazek 16: Vstup/vystup algoritmu 2-opt

Vystupem algoritmu je potom posloupnost vrcholt P’ = {vy, v,, V3, 4, v5}. V tomto kon-

krétnim ptipadé se jedna o feSeni optimalni.
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7 HLADOVY ALGORITMUS

Hladovy algoritmus, v anglickém jazyce oznaCovan jako Greedy algorithm, je heuristicka
metoda sestavujici feSeni ulohy po Castech, které se postupné spojuji v celek. V ptipadé in-
stance ulohy TSP velikosti n se ,,hladoveé™ vybira vzdy nejkratsi hrana grafu, kterou lze ptidat
do feseni, aniz by byla porusena podminka stupné¢ dva vsech vrcholl a zaroven vytvoteni kruz-

nice niz§iho stupné nez n. Slozitost algoritmu je 0(n?log;, n).

Obrazek 17: Princip hladového algoritmu

Piiklad: Vstupem algoritmu je mnozina hran reprezentovana matici cen grafu G (obr. 15) a

vystupem je posloupnost hran P.

DG=

0 4
2 5
1 3 |~ P={{13},{12},(34},(24}}.
4 oo

U'IUJ8N

1
3
o0
3

Postup algoritmu pro instanci TSP velikosti n:

1. Set¥id mnoZinu v8ech hran edges dle ohodnoceni
2. Vyjmi nejkrat3i hranu e z edges

3. Pokud se zafazenim hrany e stupen libovolného vrchol bude vétsi

nez 2 nebo vznikne kruzZnice stupné mens3iho n, zpeé€t na 2. krok

4. Pokud zatrazenim hrany e vznikne kruZnice stupné n, ukoné¢i algo-

ritmus

5. Zpét na 2. krok
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8 GUROBI

Gurobi optimizer je komeréni® optimalizaéni fesitel, ktery je vyvijen s diirazem na vysoky
vykon vypoctu s vyuzitim nejmoderné€jSich technologii. Rychlosti dosazeni feSeni fady typt
uloh patii k pfednim svétovym nastrojim. Lze jej pouzit k feSeni uloh linedrniho a kvadratic-
kého programovani a dalSich. Jedna se o robustni optimaliza¢ni nastroj, ktery podporuje apli-
kaéni rozhrani k fadé programovacim jazyktm jako napiiklad Java, C++, Python nebo MAT-
LAB a lze jej také prilinkovat k modelovacim jazykim AIMMS, AMPL a dalSim.

Model Data

Java API
.NET API
Python API

Gurobi Algorithms
MATLAB API

Gurobi

Command ¥
Line Solution Data

Obrdazek 18: Architektura Gurobi optimizer [15]

Pti pouziti Gurobi optimizer je uZivateli poskytovano tzv. flexibilni licencovani, které umoz-
nuje finanéni ptizptsobeni fadé projektim, a to véetné podpory klient-server sluzeb a cloudu

pro multiplatformni provoz na vypocetné vykonngjsich strojich.

Pozn.: Pti vyuziti licence pro akademické ucely je nutné pfi autentizaci uzivatele byt pfipojen

na univerzitni VPN.

% Existuji bezplatné licence pro akademické pouziti.
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8.1 Priklad
M¢jme matematicky model bivalentni celoCiselné optimaliza¢ni ilohy ExampleMIP popsané
ucelovou funkei:
f = max(x + 2y + 3z),

kde:

x,y,z € {0,1},
za podminek:

x+2y+z <4,

x+2y=>1.

Vzhledem k robustnosti Gurobi optimizeru a detailni programatorské dokumentaci vztahu-
jici se ke konkrétnimu aplikaénimu rozhrani, neni nutné popisovat jednotlivé kroky implemen-

tace. Zdrojovy kod pro feseni demonstracni tlohy viz Ptiloha A.

Postup feSeni:

1. Definice vypocetniho prosttredi
2. Definice ucelové funkce

3. Definice omezujicich podminek
4. Vlastni vypocet

5. Zobrazeni vysledku
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9 APLIKACE

V ramci diplomové prace byla implementovéna intuitivni aplikace urcena k vizualizaci do-
sazenych vysledkli pomoci uzivatelem zvolené metody feSeni na vytvorené instanci ulohy TSP

s nazvem TSP Solver.

9.1 Uzivatelska dokumentace

Aplikace disponuje grafickym rozhranim pro jednoduchou interakce s uzivatelem, které na-
bizi uzivatelskou a automatickou variantu vytvareni instance tlohy TSP. V ramci aplikace je

moznost dynamické volby vypocetniho algoritmu.

Vystupem aplikace je grafické zobrazeni feSeni zadané instance ulohy vcetné zobrazeni
délky cesty a ¢asu vypoctu. Informace se soucasné¢ zapisuji do logovaci textového souboru pro

moznost dal§iho zpracovani.

| £ TSP Solver — a >
Instance size: 15 Generate | | Algorithm: | LIN KERNIGHAN A Solve
Costoftour: 3726 82766407672 -
Time: 110ms I
|
< i T

Obrazek 19: Grafické rozhrani

Generate slouzi k automatickému generovani instance o uzivatelem definované velikosti.

Jedna se o automatickou alternativu postupného klikani na vykreslovaci plochu.

Algorithm nabizi moznost dynamického vybéru pouzivaného algoritmu pro feseni aktualni in-

stance ulohy. Poskytuje nésledujici volby:
1. GUROBI, teSeni ulohy pomoci externi knihovny Gurobi optimizer,

2. BRANCH AND BOUND, implementovanou variantu metody vétvi a mezi,
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3. LIN-KERNIGHAN, implementovanou variantu 2-opt algoritmu,

4. GREEDY, implementovanou variantu hladového algoritmu.
Solve spousti vypocet aktualné zadané instance ulohy fesené pomoci vybraného algoritmu.
Cost of tour zobrazuje informace o délce cesty aktualni vyfesené instance tlohy.

Time informuje uZzivatele o ¢ase vypoctu feSeni aktualni vyfesené instance tlohy. Hodnota je

uvedena v milisekundach.

9.2 Architektura

Pro minimalizaci duplicit kodu a oddéleni logiky aplikace od grafického rozhrani, coz vede
k jednodusi modifikace nebo pfipadné vyméné logickych ¢asti programu, jsou pouzity principy

objektového programovani a vybrané navrhové vzory.

Néavrhovy vzor oznacuje v objektoveé orientovaném programovani tzv. Best practise postup,
pro feseni urcitého druhu problému, ktery zajist'uje lepsi ¢itelnost zdrojového kodu a ve vétsing

ptipadti pomaha predchézet chybam v logickém navrhu aplikace.

Architektura aplikace popsana v jazyce UML viz Ptiloha B.

9.2.1 Fasada

Fasada je nadvrhovy vzor, ktery umoZznuje vytvofit rozhrani k subsystému, ktery je slozeny
z logicky souvisejicich téid. Razantné zvySuje piehlednost vysledného zdrojového kodu apli-

kace, ktery umoznuje délit do aplikacnich vrstev a subsystémi.

Fasida
Subsystém
cinterfaces Abstraktni tfida
Rozhrani <]_
T T
Trida Tiida Trida Trida

Obrazek 20: Navrhovy vzor fasada
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V aplikaci TSP Solver je fasada pouzita pro oddé€leni vypocetni logiky od grafického zobra-

zeni formou aplikacniho rozhrani (API).

9.2.2 Singleton

Singleton je ndvrhovy vzor, ktery zabezpecuje, aby v aplikaci existovala instance dané tiidy

maximaln¢ jednou. Idedlnim ptikladem pouziti je databazové ptipojeni.

Singleton wusess [ THda |
-instance : Singleton y

-Singleton))
+vratlnstanci() : Singleton

T

I

I

]
if{ instance == null)

instance = new Singleton();
return instance;

Obrazek 21: Navrhovy vzor singleton

V aplikaci TSP Solver je singleton pouzit pro dostupnost jedine¢ného aplika¢niho rozhrani,

které zptistupnuje vypocetni logiku grafickému rozhrani.

9.2.3 Strategie

~r o7

Strategie je navrhovy vzor slouzici k dynamické vyméné mezi rozdilnymi implementacemi

za beéhu programu. Dle zptisobu implementace mlze piepinani probihat implicitn€ resp. expli-

citné.
Kontext ainlerfaces
H Strategielnterface
H+avolStrategiil) ; void +operace() ; void
oo
StrategioA StrategioB
Hoperace() : void +operace() © void

Obrazek 22: Navrhovy vzor strategie

V aplikaci TSP Solver je vyuZivan tento navrhovy vzor pro realizaci dynamické zmény po-

uzitého algoritmu pro feSeni ulohy.
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9.3 Porovnani implementovanych algoritmu

V ramci aplikace jsou demonstrovany ¢tyfi riizné algoritmy. Porovnani slozitosti z hlediska
Casu a paméti zndzornuje nasledujici tabulka:

Tabulka 3: Porovnani slozitosti algoritmii

SloZitost
Cas Pamét’
Gurobi optimizer - -
B&B o(n!) 0(n})
2-opt 0(n?log,n) 0(n)
Hladovy algoritmus 0(n?log;on) 0(n?)

Nejlepsi dosazené Casy feSeni jednotlivych algoritmt, dle velikosti feSené instance znazor-
fluje nasledujici tabulka:

Tabulka 4: Porovnani algoritmii dle ¢asu reseni [ms]

Velikost instance
5 8 11 15 30 50 100 200
Gurobi optimizer <1 2 2 3 52 80 1983 | 85439
B&B (BeFS) <1 <1 <1 31 32125 | NaN NaN NaN
2-opt <1 <1 <1 <1 <1 31 775 15 365
Hladovy alg. <1 <1 <1 <1 <1 <1 2 7
B&B (BFS) 4 43 168630 | NaN NaN NaN NaN NaN

Pozn.: Hodnota ,,NaN* znamena, Ze ¢as béhu algoritmu je vice nez 200 000 ms.

Me¢teni probihalo na jednotném testovacim prostiedi, kterym byl notebook ASUS K55V
s dvoujadrovym procesorem Processor|Intel(R) Core(TM) i5-3210M CPU @ 2.50GHz, kapa-
citou operacni paméti 4 GB (rychlosti 1600 ns), zakladni deskou ASUSTeK verze 1 a operac-
nim systémem Operating system|Microsoft Windows 10 Education (version 10.0.14393; build
14393).
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ZAVER
V této diplomové praci na téma Problém obchodniho cestujiciho byl ¢tenaf nejprve sezna-

men se zaklady teorie graf véetné typickych tloh a nastinéni postupu feseni pro lepsi predstavu

hlavni problematiky.

Nasledn¢ byla ptedstavena teorie slozitosti, pfislusné zakladni pojmy a kategorizace uloh
dle slozitosti s cilem uvést problém NP-tplnych uloh. S tim souvisi navazujici téma matema-
tické optimalizace, definice obecné optimalizac¢ni tlohy, mozné kategorizace dle vlastnosti

konkrétni ulohy a piehled aplikovatelnych zptsobi feseni.

Dalsi ¢ast je vénovana neformalni analyze ulohy obchodniho cestujiciho, historickému vy-
voji feSeni véetné aktualné dosazitelnych vysledkill. V navaznosti na tento uvod je formulovan
matematicky model ulohy a pfedstaveny metody feseni s dirazem na vysvétleni principu algo-
ritmu branch and bound linearniho celoc¢iselného programovani. Prace dale zahrnuje popsani
principu heuristickych metod Lin-Kernighan a hladového algoritmu. Dodatkem je poté uvedeni
existujiciho fesitele optimaliza¢nich tloh Gurobi optimizer jako externi knihovny véetné feSeni

ulohy.

Posledni ¢ast prace popisuje navrh architektury demonstraéni aplikace predstavenych algo-
ritmd, vetné pouzitych navrhovych vzori a jejich principu uziti. Tato ¢ast zaroveil obsahuje

uzivatelskou dokumentaci a porovnani vysledkii implementovanych algoritmii.

Tato prace seznamuje s hlavnimi principy feSeni llohy obchodniho cestujiciho a tim vybizi
k fadé moznych rozsiteni. Z programatorského hlediska je nemalym ukolem implementace al-
goritmu vétvi a mezi pro paralelni zpracovani ve vice vlaknech nebo efektivni implementace
obecného k-opt algoritmu. Druhou cestou je studium heuristickych metod s cilem navrhnout
metodu nebo vylepsit stavajici, kterou by bylo mozné dosahnout feseni s pfijatelné malym apro-
ximacni faktorem, ktery bude zajistovat dostate¢nou piesnost pro vétSinu aplikaci. V nepo-
sledni fad¢€ je mozné studovat dalsi principy optimalizace metody vétvi a mezi s cilem dosazeni

vykonngjsi strategie algoritmu.
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coNOuUVT A wWNPRE

PRILOHA A — ZDROJOVY KOD DEMOSTRACNI ULOHY

// import Gurobi knihovny
import gurobi.*;
public class ExampleMIP {
public static wvoid main(String[] args) {

try |
GRBEnv env = new GRBEnv("ExampleMTP.log");
GRBModel model = new GRBModel(env);

// Zavedeni proménnych

GRBVar x = model.addvar(0.0, 1.0, 0.0, GRB.BINARY, "x");
GRBVar y = model.addVar(0.0, 1.0, 0.0, GRB.BINARY, "y");
GRBVar z = model.addvar(0.9, 1.0, 0.0, GRB.BINARY, "z");

P

. // Definice ucelové funkce

GRBLinExpr expr = new GRBLinExpr();
expr.addTerm(1.0, Xx);
expr.addTerm(2.0, Vy);
expr.addTerm(3.0, z);
model.setObjective(expr, GRB.MAXIMIZE);

. // Pridani prvni podminky x + 2y + 3 z <= 4

expr = new GRBLinExpr();

expr.addTerm(1.0, x);

expr.addTerm(2.0, vy);

expr.addTerm(1.0, z);

model.addConstr(expr, GRB.LESS _EQUAL, 4.0, "con_0");

. // Pridani druhé podminky x + y >= 1

expr = new GRBLinExpr();

expr.addTerm(1.0, x);

expr.addTerm(2.0, vy);

model.addConstr(expr, GRB.GREATER_EQUAL, 1.0, " con_1");

. // ReSeni ulohy

model.optimize();

. // Vypsani hodnoty optimalniho reSeni

System.out.println("Optimal: " + model.get(GRB.DoubleAttr.0Objval));

model.dispose();
env.dispose();

catch (GRBException e) {
System.out.println("Error");

}
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PRILOHA B - ARCHITEKTURA APLIKACE V UML

class Class Model

Solution

time: leng {readCnly}

ok

tour: HamiltonCycle {readOnly}

costMatrix: double {[J[I} freadCnly}
algorithm: String {readCnly}

o+

- drawCost{Graphics): void
- drawTime{Graphics): void

Soluticn{HamiltenCycle, long, doublel][], AlgorithmType)
dran

-soluticn

GraphicPanel

javax.ewing.JPanel

points: ArayList<Point= [readCnly}

sclution: Sclution

GraphicPanel()
paint{Graphics)

clution): void
AmayList<Point>
{Graphics): woid
randint{int, int): int

formMouseClicked{java.awt. event MouseEvent): void

initComponents(): void

-graphicPanel

Javax. swing.Frame
MainForm

jSoollPaneViewsr: javax.swing.)SorollPans
jPanelView: javax.swing. Panel

graphicPanel: GraphicPanel freadCnly}
jPanelControl: javax.swing.JPanel
jButtonSolve: javax.swing.JButton
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