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ANOTACE

Diplomova prace se zabyva Lee-Carterovym modelem umrtnosti. Prvni cast se zabyva
rozdelenim a strucnou charakteristikou modelit pouzivanych k modelovani umrtnosti. Dale
podrobnym popisem Lee-Carterova modelu véetnée charakteristiky metody vyuzivané v ramci
modelu Lee-Carter k predikci budoucich hodnot. Posledni cast je venovana analyze vyvoje
umrtnosti na datech pro Ceskou republiku, zvldst pro muze a Zeny, pomoci tohoto modelu
a jejich vzdajemné porovnani, véetné predikce budoucich hodnot.
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TITLE
Lee Carter model mortality

ANNOTATION

The thesis focuses on the Lee-Carter mortality model. The first part deals with the
classification and brief characteristics of the models used to model the mortality. A further
detailed description of the Lee-Carter model, including the characteristics of the methods
used in the model of Lee-Carter to predict future values. The last section is applied to analyze
the development of mortality data for the Czech Republic, separately for men and women,
using this model and their mutual comparison, including predictions of future values.
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Uvob

Problematika modelovani Gmrtnosti patii mezi jedno z aktudlnich témat dneSni doby.
Jednim z diivodd je starnuti populace, ke kterému v poslednich letech dochdzi. Timto
vyvojem by se dané spole¢nosti méli zabyvat, a to praveé proto, ze ovliviiuji nejen ekonomiku,
ale také dalsi odvétvi, napi. Skolstvi nebo zdravotnictvi. Pravé problém starnuti populace
s sebou piinasi fadu zévazkd souvisejicich se zdravotni a socidlni péci s dichodovym
zabezpeCenim. Proto, aby spole¢nost mohla tuto problematiku feSit, je vhodné
prostiednictvim dostupnych modelt sledovat vyvoj Umrtnosti a také ho predikovat
do budoucna.  Tato diplomova prace se zabyvad pravé jednim z nejpouzivanéjSich

stochastickych modeld timrtnosti, kterym je Lee-Carter model imrtnosti.

Prvni kapitola teoretické ¢asti se zabyva jednotlivymi piistupy k modelovani umrtnosti.
Obsahuje rozdeleni modell, struénou charakteristiku a vétSi zaméfeni na modely
deterministické a stochastické. Nasledujici kapitola je zaméfena na Lee-Carterliv model
umrtnosti, kdy je ze zacatku model charakterizovan obecné a nasledné popsany metody,
pomoci kterych lze odhadnout parametry modelu. Zavér kapitoly je vénovan charakteristice
Boxovy-Jenkinsonovy metodologie, pomoci které je predikovan jediny casové zavisly

parametr.

Praktickd Gast je zaméfena na vyvoj umrtnosti Ceské republiky zvIast pro muZe a Zeny
vekové kategorie 40 — 90 let v obdobi 1965 — 2005. Rok 2005 jsme vybrali proto, abychom
v zavéru posledni kapitoly mohli provést predikce pro dané miry Umrtnosti pomoci
Lee-Carterova modelu na 10 let dopfedu a nasledné vypocitat stiedni délku Zivota, kterou
jsme mohli porovnat s hodnotami realnymi. VeSkera data pochazeji z Human Mortality
Database a Ceského statistického tiradu, vypoéty jednotlivych parametri jsou provedeny
v Microsoft Excel a v softwaru Eviews jsme provedli analyzu indexu umrtnosti a jeho
naslednou predikci, diky které jsme poté mohli predpovédét vyvoj timrtnosti pro Ceskou
republiku zvlast pro muze a Zeny do roku 2015. V zavéru kapitoly prostiednictvim
predikovanych mér umrtnosti jsme vypocitali a predpoveédéli stfedni délku zivota pro vybrané

veky.

Cilem této prace je popsat stochasticky model umrtnosti, pomoci kterého analyzujeme
a predikujeme vyvoj umrtnosti v CR ve véku 40-ti az 90-ti let v obdobi 1965 — 2005

a vzajemn¢ porovnani pro muze a zZeny, vcetn¢ predikei.



1 MODELY POUZIiVANE K PREDPOVIDANI MORTALITY

V posledni dobé se vénuje velka pozornost budouci trovni umrtnosti. Existuje mnoho
ruznych ndzort tykajici se délky zivota v budoucnosti. Nékteti se domnivaji, ze délka Zivota
bude rlst stejné rychle jako v poslednich péti ¢i Sesti letech. Jini zastupuji nazor, ze dojde
ke zpomaleni ristu délky Zzivota a pro urCité skupiny mize dokonce klesnout. Existuji
progndzy ohledné¢ poklesu budouci umrtnosti, kterd je zavisld na poklesu umrtnosti
z minulosti. Pfikladem je USA, kde nadéje na doziti v pribéhu minulého stoleti vzrostla
v disledku poklesu umrtnosti lidi v mladSim véku. Akademik Jay Olshansky tvrdi,
ze jakékoliv zvyseni dlouhoveékosti musi nastat poklesem umrtnosti u jinych vékovych skupin

nebo na zakladé¢ jinych pficin. [12]
Dalsimi spornymi body v predvidani imrtnosti jsou:
e piipadnd existence biologického limitu k Zivotu,
e piistup lidi k tomuto limitu.

James Vaupel navrhuje, ze pfedpovidani pieziti je mozné rozsifit o riizné genetické zmény
a non-genetické interakce. Existuji také diskuze o prognézovani umrtnosti, zda brat v ivahu

pokroky v mediciné. VétSina prognostiki se shoduje, ze medicina ma vliv na snizovani

wrwe

vyvoj technologii, které mohou znacné ovlivnit starnuti a zvySit délku zivota. Otazkou

zustava, jak medicinsky pokrok zahrnout, aby doslo k pfiméfenému odhadu. [12]

1.1 Druhy modelu

S prihlédnutim k vyznamnym diskuzim o budouci uUmrtnosti, existuje fada Sirokych
pristupti k pfedpovidani umrtnosti. Tyto pfistupy mohou byt kategorizovany rlznymi

zpiisoby. Jednou z moZnosti je nasledujici klasifikace:
e extrapolacni modely,
e kauzalni modely zahrnujici ekonometrické vztahy,
e modely zalozené na zakladnich biomedicinskych procesech.

V nasledujici ¢asti jsme shrnuli nékteré z nejCastéji pouzivanych metod. Poradi je podle

rostouci subjektivity znalce pfi prognoézovani. [12]
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1.1.1  Extrapola¢ni modely

Tyto modely pifedpokladaji, ze trend pozorovany v minulych datech bude pietrvavat
1 do budoucna. Jejich cilem je popsat umrtnost matematickou funkci, jejimz grafem je hladka
kiivka. Pti takovém progndzovani je tieba si dat pozor, protoze nemusi brat v uvahu rizné
biologické faktory, pokroky v medicin€ nebo zmény Zzivotniho stylu. Tyto zmény nebyvaji
vyznamné v krat§im Casovém horizontu, proto extrapolatni modely jsou vhodné&jsi
na kratkodobé predpoveédi. Piesto se pouzivaji i na dlouhodobé piedpoveédi (napft.:

Lee-Carter). V kapitole 1.2 se blize vénujeme rozd¢leni téchto modeli. [13]

1.1.2  Specifické extrapolace

Specifické modely rozc€lenuji celkovou umrtnost podle pfi¢in smrti a predpovidaji
pravdépodobnost imrti pro kazdou pfic¢inu zvlast. Progndzy pro kazdou pticinu se zapojuji
souhrnné imrtnosti vzhledem k dostupnosti udajii podle pticin, které jsou méné spolehlivé
nez data celkovd. Vyhodou tohoto postupu je, Ze mize poskytnout lepsi pochopeni faktora
celkovych zmén v umrtnosti. Piesto piesnost vyslednych prognéz Umrtnosti neni vzdy
nejlepsi. NevyfeSenym problémem zlstava korelace mezi pfi¢inami smrti, které jsou obecné

nevycislitelné. [12]

1.1.3  Projekce pomoci rela¢nich modelu

Jednim ze zplisobl projekce pomoci relacnich model muze byt odkaz na ,,pokrocilou*
populaci. V tomto piistupu se predpoklada, ze budouci mira Umrtnosti je nasledovana
dynamikou pozorované umrtnosti pro samostatné ,unikdtni populace. Jinymi slovy,
umrtnostni profil prognézované populace je povazovan za umrtnostni profil, kterého bude
dosazeno v n¢jakém Casovém horizontu. Tento pfistup je vhodnéjsi pro rozvojové zemé nez

pro rozvinuté zem¢. [12]

1.1.4 Extrapolace s odbornym stanoviskem

Tento pfistup je zaloZeny na extrapolatnim modelu, ktery piimo zahrnuje silné
pfedpoklady prognostika pro vyvoj budouci tmrtnosti. Modelovat pomoci matematického
modelu, aniz by doslo k posouzeni a pochopeni kontextu, je nebezpecné. Znalecky posudek
muze byt stejné jednoduchy jako predpoklad o nejvyssi tirovni imrtnosti nebo, Ze zlepseni
v umrtnosti nasleduje specifickou cestu v Case. Pristup miizeme pouzit pro souhrnnou

umrtnost i pro konkrétni pficinu. [12]
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1.1.5 Model pricina zpozdéni

Predpoklad tohoto pfistupu vychdzi ze zlepSeni umrtnosti pro konkrétni pficinu, na kterou
ma vliv zpozdéni umrti pro danou piic¢inu ve vyssim véku. K poklesu umrtnosti z divodu
nekteré nemoci dochazi v dasledku I1¢katrského pokroku nebo zmény Zivotniho stylu, které
mohou smrt oddalit. Tyto ucinky opozdéné Umrtnosti podle pfi¢in se mohou odhadnout
za podminky, ze se pfiina pfesunula na mladsi vékové kategorie. To bude vysvétleno
na ptikladu onemocnéni srdce. Pokud dojde ke zpozdéni umrtnosti o pét let, presune
se pozorovana umrtnost do vékové kategorie o pét let mladsi. Tedy pro vek
65 by se konkrétni umrtnost pouzila jako odhad pro 60-ti leté. Filozofie tohoto pftistupu
je podobné projekcim s odkazem na vice ,,pokrocilé” populace. Rozdilem je, ze se zde

umrtnost aplikuje na stejny pocet obyvatel, nikoliv na imrtnost odlisné populace. [12]

1.1.6 Epidemiologicky model

Model analyzuje vztah mezi specifickymi rizikovymi faktory a jejich vlivem na imrtnost.
Do rizikovych faktori se zahrnuje koufeni, obezita, socialné-ekonomické postaveni,
specifické nemoci. Metoda je podobna pfistupu pfi¢ina zpozdéni, ale zde je kladen dlraz
na miru umrtnosti kazdého rizikového faktoru, ktery se potom mulze promitnout
do budoucnosti s rizikovymi faktory. Podminkou je, Ze se rozdéleni mlize meénit v Case.
Piestoze byl vposledni dobé zaznamenan vyvoj v modelovani demografickych
a epidemiologickych procesti umrtnosti, pro piesné€j$i odhad vztahu mezi rizikovymi faktory

a umrtnosti je zapotiebi zvolit spravny model. [12]

1.2 Deterministické a stochastické modely umrtnosti

V nasledujici podkapitole se budeme vénovat v praxi nejrozsifenéjSim modeliim, a to jsou
extrapola¢ni modely, které byly popsany vySe. Podle pfistupu k pozorovanym hodnotdm

muzeme modely rozdélit na deterministické a stochastické. [13]

1.2.1 Deterministické modely

Tyto modely ptedpokladaji, ze hodnoty pozorované v minulosti (v mnozin¢ rokt T7)
mohou byt proloZené néjakym trendem, nejcastéji pomoci exponencialni funkce, a tento trend
bude pokraovat i v budoucnosti. Abychom dostali pozadované trendy, potom staci

extrapolovat tento trend do budoucnosti.
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Dilezita je pfedevsim volba mnoziny 7. V pfipadech, kdy mame k dispozici pozorovani
daleko do minulosti, nemusi byt vhodné zahrnuti vSech dat, ale omezit se na krat§i casovy
usek. Efekt pozorovani ddvno v minulosti by mél mit na pfedpovéd jen maly vliv, avSak

pii jejich zahrnuti do mnoziny 7' se miize stat, ze budouci hodnoty ovlivni vyrazné. [13]
e Exponencidlni formule

Velmi casto se pouziva jednoduchy pfistup, ktery predpoklada budouci vyvoj logaritmu
pravdépodobnosti tmrti g, ve véku x jako linedrni. To znamend, ze pro h=1,2,...,n—1

existuje hodnota &, pro kterou plati:

In qx(th+1) —In Qx(th) ~ _6x(th+1 - th)' (1)
nebo
qx(th+1)
———— =~ exp{—0,(ths1 — tr)}, 2
qx(th) p{ x( h+1 h)} ( )

kde pro kazdy vék x je parametr §, mozné odhadnout napiiklad pomoci metody

nejmensich ¢tverct.

Tento pfistup zastupuje tzv. horizontalni pristup, ktery spociva v analyze umrtnostniho

profilu v Case, vztahujici se k véku x. [13]
e Zdkony umrtnosti

Problematika zakonl umrtnosti je motivovana snahou modelovat lidskou imrtnost pomoci
matematickych vzorci. Jednotlivé zdkony jsou potom charakterizovany typickym tvarem
funkce popisyjici intenzity Umrtnosti nebo pravdépodobnosti umrti. Mezi nejznamé;jsi

umrtnostni zdkony patii Moivriv zakon, Gompertztiv zakon nebo Makehamutiv zakon. [3]
Tento zplsob predstavuje tzv. vertikalni pristup k ptedpoveédi timrtnosti, nebot’ parametry
jsou odhadované pro kazdy rok zvlast. [13]
1.2.2  Stochastické modely umrtnosti

Projekce popsané vyse, nebraly v uvahu stochastickou povahu umrtnosti, byly zaloZzeny
na deterministickych scénéfich a smési analyz smrti podle pfi¢in a znaleckého posudku.
Deterministické metody v poslednich desetiletich systematicky podhodnocovaly tmrtnost.

Z tohoto ditvodu se motivuje potieba pouzit stochastické modely umrtnosti. [12]

Pii stochastickém modelovani umrtnosti povazujeme pozorované miry umrtnosti

za realizace ndhodnych veli¢in reprezentujici minulou umrtnost. Stochasticky pfistup nam
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umoziuje urcit krom¢ bodovych odhadi timrtnosti 1 odhady intervalové, na druhou stranu
vSak vyzaduje splnéni urcitych statistickych predpokladii (rozdéleni poctu umrti). Nekteré
modely modeluji logaritmus vékové specifické miry umrtnosti m, ., jiné logitovou
transformaci pravdépodobnosti umrti osoby ve véku x, ozna¢ovanou logit(qx(t)). Nekteré
modely ptedstavuji lepsi spolehlivost pro urcity typ dat. Ale volba modelu by neméla byt
podiizena pouze samotnou vhodnosti dat, ale pozornost by se meéla zaméfit i na ucely
progndzy a dynamiky umrtnosti. Mezi dalsi faktory k uvazovani patii robustnost, kvalitativni
kritéria (napf.: transparentnost, Setrnost). [12], [13]

Tyto modely je mozné rozdélit jest¢ do tii skupin, a to age-period modely, které
nevyuzivaji slozku kohortniho efektu. V opacném piipadé, pii zahrnuti kohortniho efektu
se jedna o takzvané age-period-cohort modely. Posledni skupinou jsou p-spliny, které jsou
funkce definované po ¢astech polynomy. V nasledujici ¢asti bude stru¢né predstaveno nékolik

nejcastéji pouzivanych modeld, ve kterych se pouziva nasledujici zapis:
,Ei) funkce vyjadiujici efekty starnuti obyvatelstva, kde x oznacuje vek,
K'Ei) funkce vyjadiujici obdobi souvisejici s efekty, kde # oznacuje obdobi nebo cas,

Ve @ funkce kohorty v souvislosti s efekty, kde ¢ = t — x oznacuje kohortu narozeni. [12]

e Lee-Carter model

Vroce 1992 Ronald Lee a Lawrence Carter navrhli model pro ptfedpovidani budouci

umrtnosti, kde parametry modelu byly kalibrovany na iimrtnost z historické zkuSenosti.

Jde o nejjednodussi stochasticky prognosticky model z fady modelt, které zahrnuji rizné

stupné slozitosti vnimani véku, obdobi a kohorty v datech. Model mzeme zapsat nasledovné:
Inm,, = (1) + ﬁ(z) (2)_ (3)

Nevyhodou slozitych modelt je vyZadovani peclivé kalibrace a vétSi poCet parametri
zté¢Zuje intuitivni pocit z toho, jak model reaguje na zmény v parametrech. JelikoZ se tato

prace zabyva timto modelem, budeme se mu v nasledujici kapitole vénovat podrobnéji.
e Renwhaw-Haberman model

Tento model je zobecnénim verze Lee-Carterova modelu, ktery zahrnuje kohortni efekt.

Vyjadfit jej miZeme ve forme:

Inmy, = B + Pk® + gy S @
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K rovnici Lee-Carterova modelu se piidava dynamicky uc¢inek kohorty v zavislosti na roku
narozeni. Vlivem této kohorty se efekt miize ménit az podle véku B,Eg).
e Currie Age-Period-Cohort model

Currie navrhuje zjednodusenou verzi Renshaw-Haberman modelu. VEk, obdobi a kohortni

efekt ovliviiuji imrtnost samostatné, nezévisle. Model se formuluje:

Inm,, = ,El) + ng) + )/t(z- (%)

o  Cairns, Blake and Dowd model

Modeluje se pifimo na pluvodni umrtnosti, nikoliv na centrdlni mife umrtnosti.

Nejjednodussi dvoufaktorovy model ma tvar:
logit g, (t) = rcgl) + KEZ) (x — %), (6)
kde x je sttednim vékem pro véky pouzité v analyze.

Model existuje v cel¢ fadé rozSifenych verzi sriznymi dostatecnymi podminkami
k pokryti skupinového efektu s linearni, kvadratickou nebo Casovou zavislosti variability.
Tento model se li§i od pfedchozich stochastickych modelt pfedpokladem funkéniho vztahu

umrtnosti a véku. [12]
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2 LEE-CARTER MODEL UMRTNOSTI

Jak bylo zminéno vySe, model navrhli a popsali v roce 1992 Ronald Lee a Lawrance
Carter v ¢lanku ,,Modelling and forecasting US mortality”. Jednd se o metodu, kterd
je extrapolaéni a nemd zadnou snahu zaclenit poznatky zdravotnich, behavioralnich
nebo socidlnich vlivli na zmény umrtnosti. VétSinou se pouziva na dlouhodobé predpovédi
agregovanych veli¢in umrtnosti, napt.: ocekavané délky zivota. Dnes patii Lee-Carter model
k nejcastéji pouzivanym modeltim.

Jeho ptednosti je, Ze kombinuje bohaty, presto Setrny demograficky model s metodami
statistickych ¢asovych fad, coz je pevné zaloZeno na trvalych dlouhodobych historickych
trendech. Poskytuje pravdépodobnostni oblasti spolehlivosti pro své predpovédi. Mnoho
metod piedpokldda horni hranici ¢asového intervalu lidského Zivota, nebo odivodnéni
zpomaleni ve vysledcich délky zivota né¢jakym jinym zptisobem. Tento model v§ak umoziuje,
aby umrtnost podle v&ku klesala exponencidlné bez néjakych omezeni. Naopak model neni
uréeny na spolehlivou projekci tumrtnostnich mér pro konkrétni véky. Pro konkrétni veéky,
nebo pokud nas zajimaji zmény v krat§im ¢asovém useku, je potom vhodné pouzit jiny model.

[11]

2.1 Model

Navrzeny model charakterizuje specifické miry umrtnosti podle véku v zavislosti
na ¢asovém indexu. Ptredpoklada se, Ze pfirozeny logaritmus specifické miry umrtnosti
je mozné rozlozit na 3 sloZky. Na prvni slozku, kterd je na Case nezavisld, druhou, kterd
popisuje celkovou miru imrtnosti a je zavisla na Case, a tieti slozku, ktera charakterizuje vliv
urcitého véku na specifickou miru imrtnosti v zavislosti na zméné celkové miry umrtnosti

a je zase zavisla na case. Matematické vyjadieni tohoto modelu ma tvar:
ln(mx,t) = ay + Pyke + Extr (7)
kde:
m, ¢ je specifickd mira imrtnosti ve véku x a Case ¢,
@, jsou aritmetické priméry jednotlivych fadkd zlogaritmované matice m, ¢,
B, predstavuje vliv jednotlivych véki na zménu specifické miry imrtnosti,

k. reprezentuje ¢asovy trend,
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&t Je ndhodna chyba (tzv. bily Sum) s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim rozptylem

o2.[7]

Dilezitou vlastnosti &, . je tedy homoskedasticita, stejny rozptyl &,, pro vSechny véky,

to je Casto také zminovano jako nejvétsi slabina modelu.

Parametry modelu neni mozné urcit jednoznacéng, a proto je vhodné zavést urcitd omezeni.

Nejcastéji se setkdme s normalizaci, kterou piivodné navrhli Lee a Carter: [11]

tn Xn
Zktzo a Zﬁle. ®)

t=t, xX=x1

2.1.1 Specificka mira umrtnosti

Je ztejmé, ze umrtnost se vyrazné lisi podle veéku, ale také podle profese, rodinného stavu,
pohlavi a dal§ich charakteristik. A proto se misto obecné miry Umrtnosti nejcastéji
pro vypocet imrtnosti déli populace do kategorii podle v€ku a pohlavi, protoze zejména podle

veku jsou v umrtnosti nejvetsi rozdily a 1 podle pohlavi se umrtnost vyrazné 1isi.

Pro takovéto kategorie se pak pocitané miry umrtnosti nazyvaji specifické miry umrtnosti,
presnéji vékoveé a pohlavné specifické miry imrtnosti. Pro specifické miry umrtnosti podle

jinych charakteristik se pouziva termin diferencni miry umrtnosti, které se pocitaji ziidka. [8]

Zpusob urceni vékoveé a pohlavné specifickych mér imrtnosti je zfejmy — pocet zemielych
dané kategorie je vztaZzeny k dob¢, pro kterou jsou Clenové populace vystaveni riziku tmrti
(doba expozice). Teoreticky 1ze dobu expozice urcit jakou soucet dob, po n€z jsou jednotlivi
¢lenové vystaveni riziku Umrti. Prakticky je velmi obtizné tyto udaje pro jednotlivé ¢leny
populace ziskat, i kdyz individudlni tidaje o narozeni, umrti, pfist€hovani nebo vyst¢hovani
k dispozici jsou. Proto se misto skutecné doby expozice pouziva jeji odhad. Odhadne se bud’
jako primér poctu Clenii na zacatku a na konci obdobi — primér pocdatecniho a koncového
stavu, nebo jako pocet ¢lent populace ke stfedu obdobi — stFedni stav, coz mizeme zapsat

jako: [9]
mx’t = —_,; (9)

kde:
m, ¢ je specifickd mira imrtnosti ve véku x a Case ¢,

D, ¢ je pocet zemielych v dokon¢eném véku x v roce ¢,
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Syt je stiedni stav x-letych osob v roce . [7]

2.1.2 Odhady parametri modelu

K odhadu parametra existuje n¢kolik postupti, které se liSi zejména v postupu pouzivaném
pro odhad parametru f,. Lee a Carter upiednostiiuji metodu nejmensich ctverct, SVD
(Singular value decomposition). Dalsi moznosti je napi. metoda maximalni vérohodnosti.
Postup SVD je pocetné narocny, a tak v roce 2005 ptisli Haberman a Russolillo v ¢lanku
., Lee-Carter mortality forecasting: application to the Italian population* s metodou, ktera
vyuzivéa pro odhad parametru S, linearni regresi. Nyni si blize popiSeme metodu nejmensich

¢tverct a metodu maximalni vérohodnosti. [7]
o Metoda nejmensich étverci

Metoda nejmensich ¢tvercl slouzi k odhadu parametrl v rovnici (7) tak, jak byly popsany
v kapitole 2.1 v pfedchozim textu. Ozna¢me 7, ; pozorovanou intenzitu umrtnosti ve véku

x béhem roku 7, kde x € {x1, x5, ..., x;n} at € {ty, ty, ..., t,}.

Lee a Carter v pivodnim ¢lanku pouzivali k feSeni metodu nejmensich ¢tverci singuldrni
rozklad (SVD), ktery aplikuji na matici [ln Myt — ax]. Ulohou této metody je najit

odhady parametri @y, B, k, které minimalizuji funkci ve tvaru:

Xm  tn
Ous(@BH) = D" > (e = @ = fieky)” (10)

x=x1 t=tq

. 0 [ 1z
PoloZenim F 0,5 = 0 ziskdme vztah:
X

tn tn
Z lnmx,t = (tn_tl‘l' 1)ax +.sz kt (11)
t=t1 t=t1
a vyuZzijeme omezeni (8) pro k¢, ziskdme odhad parametru a,:
tn
~ 1 N
a, = —tn —— Z Inm,, (12)
t=t1

ktery vyjadiuje primér logaritml pozorovanych hodnot v ¢ase. [11], [13]
Pro urc¢eni odhadl S, a k; pouzijeme postup metody singuldrni rozkladu SVD:

Véta 1: Necht A je libovolnd Cctvercova matice. Pak existuji ortogonalni matice

U a V a diagondlni matice
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)0 5 (13)

na jejiz diagondle jsou viastni ¢isla matice VAT A tak, Ze
A=UYVT, (14)

Rozklad (13) se nazyva singularni rozklad a vlastni Cisla matice NVATA se nazyvaji

singularni ¢isla matice A. [10]

Pro odhad zbylych parametrii B,, k; vyuzijme rozklad SVD. PoloZme a,, = Inm, ; — a@,,

které jsou prvky matice A z véty 1. Hledame pak odhady minimalizujici:

Xm

tn
Ous (B, = ) > (axe —Bieke)”. (15)

x=x1 t=t1

Redeni je dané singularnim rozkladem matice A. Ozna¢me A, jako nejvétsi vlastni &islo
matice ATA, u, je vlastni vektor odpovidajici nejvétsimu vlastnimu &islu 1; ¢tvercové matice
AT A dimenze (t,, — t; + 1) a necht v; je odpovidajici vlastni vektor étvercové matice AAT
dimenze (x,, — x; + 1). Nejlepsi aproximace prvniho fadu A ve smyslu metody nejmensich

¢tvercl je potom dana vztahem:

A~ A = [Tvd, (16)

odkud l1ze odvodit odhady parametri:

R v R X, —x+1
__" _
Be=ra ak=v4 2V
=
20
Jj=1

(17)

X, —x+1
za podminky ZV] ;#0.

J=1

Alternativou k odhadu pomoci SVD rozkladu je numericky vypocet jednotlivych

parametrd na zédkladé Newton-Raphsonova algoritmu. (viz. [13]).

Index umrtnosti k, je odhadnuty tak, aby minimalizoval chyby logaritmii imrtnostnich
mér, namisto pfimo chyb umrtnostnich mér. Proto Lee a Carter navrhli, Ze je vhodné

po ziskani odhadil a,, 8, metodou nejmensich &tverc jestd jednou piepocitat odhady k,,
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ale tentokrat na zaklad¢ hodnot jiz ziskanych metodou SVD nebo Newton-Raphsonovym
algoritmem. Lee a Carter zvolili upravu k, podle realng pozorovanych poét tmrtni v roce ¢,
tak aby realn¢ pozorované pocty umrti odpovidaly vypoctenym hodnotdm. Znova odhadnuté

hodnoty k; jsou pro kazdé ¢ feSenim nasledujici rovnice:

Xm Xm
Z Dx,t = Z Ex,teax-'-ﬁxktr (18)
X=X1 X=X1

kde E, ;. je centralni expozice umrtnosti, tedy velikost populace celici riziku smrti ve véku

x v casetaD,, jepocet mrtvych ve véku x v Case .

Rovnice (18) nema explicitni feSeni, a proto je potieba postupovat numericky, napt.: opét
pomoci metody Newton-Raphsontiv algoritmus. Tyto znovu odhadnuté hodnoty &, se mohou
relativné vyznamné liSit od ptivodnich odhadl tohoto parametru. Divodem je stejnd vaha,
kterou pfisuzuje SVD nizkym umrtnostnim mirdm mladych lidi stejné¢ jako vysokym
hodnotam starSich. Mladi se vSak logicky podileji o hodné¢ méné na celkové umrtnosti, nez

je tomu u starSich generaci.

Na zavér se vysledné odhady upravuji, tak aby spliiovaly podminky zminéné v (8):

@y = Ay + Pik,
s _ b
Bx =3 (19)
" B
Et = (kt - k)ﬁo:
kde k je pramér pavodnich k, a B4 je soucet ptivodnich B, tedy: [11], [13]
tn Xm
J— Z k e = ) B (20)
_tn_t1+1 t B._ ﬁx'
t=tq X=X1

o  Metoda maximalni vérohodnosti

Dalsi moznosti, jak odhadnout parametry, je pomoci metody maximalni vérohodnosti.
Tato metoda na rozdil od metody nejmensich ¢tvercli nepracuje s v€kove specifickymi mirami
umrtnosti, ale s poCty umrti osob ve v€ku x vroce ¢, D, a s pfisluSnymi expozicemi E ..

Déle pfedpokladame, Ze D, . ma Poissonovo rozdéleni s parametrem E, ,m, ;, zapsané jako:

Dye~Po (Excexp(ay + fcke) ). @1)
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Vérohodnostni funkce ma potom tvar

Dx,t
Eyexp(ay + Bxk t))
L(a, B, ) = 1_[ 1_[ , exp (—Exeexp(ay + ko)), (22)
X=X1 t= tl xt.
a nasledné¢ sestavime logaritmickou vérohodnostni funkci, kterou pouzijeme pro vypocty
(23)

Xm tn

U@ B = ) D (Daela + Beke) = Ercexp(a + ko)

x=x1 t=t1

kde c je konstanta, kterd nezavisi na odhadovanych parametrech

Odhady parametrti &,,f,, k; poté ziskdme maximalizaci této funkce, kdy poloZzime

parcialni derivace dle parametri a,, B, k; rovné nule a pot¢ miizeme k nalezeni fesSeni pouzit
Vztahy pro jednotlivé parametry

opét jednorozmérny Newton-Raphsontv algoritmus
jsou potom nésledujici:

i(Dm -E,, exp(&ff) + ,B;k)k,(k) ))

2

A A t=t
) _ 40 lt

T T I e explat + i)

t=t,

xm ~ ~ ~
(D, ~ £, explat + pOE© )30
p(e+l) _ (k) x=x
kz - kt - x’ln , (24)
5 (k+1) R () ) po
Z(_E t eXp(“x +ﬂx kt )Xﬂx )
X=X
tn ~ A A
A (k+1) (k)7 (k+1) (k+1)
(D - Ex,t exp(ax + ﬂx kz ))I(t

2

tz1

A (k+1) P (k) A(k+1) (k+1)
Z (_ Ex,t GXp(le + ﬂx kt ) kt )z

B = ,B(k)
t=t,
V tomto piipad¢ na rozdil od pfedeslé metody nejmensich ctvercii neni potieba upravovat

parametr k;, protoZze pouzivame piimo pocty umrti. Odhady je ale nutné zase upravit tak

aby vyhovovali podminkdm zminénych v (8). [1] [13]

2.2 Algoritmus vypoctu
Prvnim krokem algoritmu je odhad parametru a,, ktery vypocitame pro vSechna x jako

aritmeticky primér z hodnot ln(mx,t) pro vSechna ¢, tedy
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tn

1
oty =7 Z ln(mx,t) T=t,—t; +1, (25)

t= tl
kde:

T je rovno poctu prvkl posloupnosti t4, ..., t,. Jedna se tedy o aritmetické priméry fadkt

matice [ln(mx't)].
n predstavuje rozsah analyzovaného souboru.

Druhym krokem je odhadnuti hodnot k;. Ty odhadneme jako soucty hodnot v jednotlivych

sloupcich matice [ln(mx’t) - ax], tedy:

k = Z (In(my,) — ). (26)

Poslednim krokem je vypocet parametru f,. Ktomu vyuzijeme linedrni regresi
bez absolutniho ¢lenu. Zvolime hodnoty (ln(mx,t) - ax) za zavisle proménnou a za nezavisle

proménnou volime hodnoty k;. [14]

2.3 Predikce budoucich hodnot

Po odhadnuti vSech parametrii modelu, mizeme pfistoupit k predikci hodnot m,

prot > t,. K tomu potiebujeme predikovat hodnoty k; pro t > t,, kdy parametry a, a f,
jsou neménné v Case. Cilem je tedy nalézt vhodny model vystihujici chovani imrtnostniho
indexu k;, ktery je jedinou Casové zavislou promeénnou v rovnici (7). Lee a Carter ve svém
Clanku navrhuji pouzit standardni Boxovy-Jenkinsonovu metodologii vedouci k nalezeni
nejvhodnéjsiho ARIMA modelu, ktery si popiSeme pozd€ji. Nyni si charakterizujeme

Boxovu-Jenkinsonovu metodologii. [7], [11]

2.3.1 Boxova-Jenkinsonova metodologie

Tato metodologie je nazvana podle autord zndmé monografie Box a Jenkins (1970), ktera
shrnula ve své dob& vSechny tehdejSi poznatky o této problematice a hlavné jim dala

algoritmickou podobu.

Pristupuje k analyze casovych tfad na zakladé specidlnich stochastickych modell
a je tak schopna uspokojivé modelovat Casové fady velmi obecnych pribéhi, které jsou
vramci dekompozi¢niho pfistupu nezvladatelné. Charakterizuje se nejen stochastickym

modelovanim trendu a sezonnosti, ale hlavné velkym dirazem na (auto)korela¢ni analyzu,
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ktera zastupuje jadro jejich postupli. Pfedmétem analyzy potom mohou byt 1 Casové fady
se siln€ zavislymi pozorovanimi.
Mezi nékteré modely patii linearni proces, proces klouzavych soucti MA, autoregresni

proces AR, smiSeny proces ARMA, model ARIMA nebo SARIMA. Nyni si uvedeme nékteré
vyhody a nevyhody dané metodologie.

e Vyhody:

o stochastické modely ARMA jsou velice pfizptisobivé, takze jsou pouzitelné

1 pro ¢asové fady velmi obecnych pribéeht;

o je mozno dolozit velké mnozstvi uspesnych aplikaci;

o softwarova podoba metodologie je dnes obvykle dostupnd ve vétSiné
ekonometrickych a statistickych programovych systémii;

o zatim pro analyzu Casové zavislych pozorovani neexistuje ,,lepsi rutinni
nastroj.

e Nevyhody:

o metodologie vyzaduje delS§i casové fady (jako minimalni délka

se doporucuje 40 az 50 pozorovani);

o je vpodstaté nerealizovatelnd bez pocitace vybaveného pfisluSnym

softwarem a bez urcité instruktaze;

o praktické vysvétleni zkonstruovanych modelt byva obtizna; argumentem
zde cCasto byvaji numerické vystupy (napi. pfedpovédi) ziskané pomoci

téchto modelt. [2]

Dulezitou ulohou pii modelovani casovych fad hraje autokorelaéni a parcialni
autokorelacni funkce, protoze Casové fady se vyznauji silnou korelovanosti v Case

a stacionarita. Tyto charakteristiky si bliZze charakterizujeme.
e Stacionarita

Stacionarita ¢asové fady znamena, Ze chovani této fady je v ur€itém smyslu stochasticky
ustalené. Stochasticky proces striktné stacionarni znamend, Ze pravdépodobnostni chovani
pfislusného stochastického procesu je invariantni v0i¢i posuniim v ¢ase. Vzhledem
k problematickému ovéfovani striktni stacionarity v praxi, byl v analyze zaveden méné

omezujici pojem slaba stacionarita, kdy staci, aby stochasticky proces byl invariantni viici
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posuniim v ¢ase pouze v ramci momentl do druhého fadu. Pii analyze ¢asovych fad pomoci
Boxovy-Jenkinsonovy metodologie pracujeme se slabou stacionaritou oznacovanou
jako stacionarita. Uroven a rozptyl asové fady jsou konstantni v ase (trend, sezonnost
¢i promeénny rozptyl nelze se stacionaritou sloucit, a proto musi byt pfednostné¢ z tady

odstranény).
e Autokorelacni funkce (ACF)

ACF podava informaci o sile linearni zavislosti mezi veliCinami y; a y;_j. Jelikoz v praxi
obvykle neznadme hodnotu ACF dané stacionarni fady, je potieba tuto funkci odhadnout. Jeji

odhad ACF lze zapsat jako:

Ck

e =
Co

prok=0,1,..,n—1, (27)

kde ¢y je odhad autokovariancni funkce, vyjadiené:

n n
1 1
== ) G=PDOex—F F=-> v pok=0L.,n-1 (8
t=k+1 t=1
kde y je odhad stredni hodnoty.
e Parcidalni autokorelacni funkce (PACF)

Jelikoz korelace mezi ndhodnymi veli¢inami y; a y,_; miiZe byt zpiisobena jejich korelaci
s veli¢inami lezicimi mezi nimi a proto se zavadi funkce PACF, kterd podava informaci
o korelaci veli¢in y; a y,_; ociSténou o vliv veli¢in lezicich mezi nimi. Ani tady v praxi

hodnoty PACF nejsou k dispozici, tak se pouziva opét odhad, definovany ve tvaru:

h—1
Ve — E l,’”k—l,j V—;
=1

k—1
L—2> 7, 7y
=

prok > 1, (29)

Prre —

kde

Tkj = Ti—1,j = Tkk " Th-1k—j proj=1,..,k—1. (30)

Chovani ACF a PACF vramci Boxovy-Jenkinsonovy metodologie je dulezitym

ukazatelem toho, jaky typ modelu pro danou ¢asovou fadu pouzit. [2]

Na obrazku 1 jsou zobrazeny ptiklady korelogrami ACF a PACF. V levém korelogramu,

kde je vidét, Ze ACF ma pozvolné klesajici trend, a naopak PACF je useknuta hned v prvnim
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bod¢ funkce. Tento pribéh ACF a PACF je jasnym znakem, ze fada je nestacionarni.
Nestacionarita dané casové fady byla odstranéna diferencovanim, coz muzeme vidét
na korelogramu ACF a PACF vpravo. U ACF vidime mirné¢ exponencidlni pokles
a tak v ramci casti identifikace modelu, kterd je soucasti nasledujici podkapitoly konstrukce

modeld, byl zvolen model ARIMA (0, 1, 1) s konstantou.

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC Autocorrelation Partial Correlation AC PAC
| ] | /3| 1 0.808 0.908 I3 | 1 0.389 0.389
| [ I I 2 0819 -0.032 [ 1 = 2 -0074 -0.265
[ — I I 3 0731 -0.044 g [ 5 3 -0.241 -0.128
L — I 1 4 0.650 -0.005 —_ [ 4 -0.315 -0.218
[ | I l 5 0582 0022 [ 5 [ 5 -0132 0036
[ o | I | 6 0519 -0.013 g [ 6 -0.108 -0.221
[ g o 7 0.450 -0.078 g [ = T -0112 -0.120
[ | g o 8 0.370 -0.101 g o g o 8 -0.088 -0.163
= I I 9 0292 -0044 g [ 9 (0066 0.079
[ i g 10 0.215 -0.053 [ i | [ i 10 0278 0121
O I l 11 0.143 -0.038 o En I I 11 0.247 0.021
LR I 1 12 0.080 -0.019 g [ 12 0.069 -0.044
| I I ! 13 0.025 -0.014 [ B 13 -0.160 -0.111
I I I | 14 -0.015 0.040 g o (I i 14 -0.075 0.204
o I I 15 -0.055 -0.041 | I I | 15 0.025 0.018
g o I I 16 -0.082 -0.018 I I I I 16 0.006 0.011

Obrazek 1: Priklady ACF a PACF nestacionarni a stacionarni rady.

Zdroj: Eviews - viastni zpracovani

2.3.2 Konstrukce modelii Boxovy-Jenkinsonovy metodologie

Konstrukei modelu pro danou c¢asovou fadu pomoci této metodologie se doporucuje
provadét ve tiech krocich, a to identifikace modelu, odhad modelu a diagnostika modelu. Tyto

kroky si nyni popiSeme.
e Identifikace modelu

Rozhodnuti, jaky typ modelu zvolit, je jednou z nejtézSich uloh pii vystavbé téchto
modell. Nejprve je vhodné prozkoumat graf casové rady, 1 kdyz se jedna hlavné o subjektivni
zhodnoceni situace, ale vétSinou je mozné rozpoznat pfitomnost trendu a 1ze danou ¢asovou

fadu pfipadné stacionarizovat.

Dalsim krokem je identifikace pomoci ACF a PACF, diky kterym muzeme potvrdit,
Ze fadu je tfeba stacionarizovat. Po pfipadné stacionarizaci na zakladé prohlidky grafickych
zaznamil korelogramiit ACF a PACF casové fady, kdy se této fadé snazime pfifadit
nejvhodnéjsi typ modelu, tedy nalezeni hodnot fadu p autoregresniho procesu AR a fadu
g procesu klouzavych soucti MA. V ptipad¢ pochybnosti testujeme potencialni bod useknuti
ko, za kterou ACF nebo PACF zacind byt nulova, bud’ pomoci Bartlettovy aproximace

s ptibliznym kritickym oborem (na hladin€ vyznamnosti pét procent), pro ur¢itou ACF:
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1
7| = 2 ~ 1+ zzrjz pro nékteré k > k, GD

nebo prostiednictvim Quenouilleovy aproximace s kritickym oborem (na hladiné vyznamnosti

pet procent), pro urcitou PACF:

1
|| = 2\/; pro nékteré k > k. (32)

Posledni moZznosti je identifikace pomoci informacnich kritérii. Jde o modernéjsi pristup,
ktery (teoreticky) umoznuje identifikaci daného modelu plné zautomatizovat s vylou¢enim
subjektivniho ~ zdsahu analytika. K problému identifikace modelu ARMA(p,q)

se zde pfistupuje jako k problému odhadu parametrl p a g prostfednictvim optimalizace
(#,9) = arg min A(k, 1), (33)

kde A(k, 1) je vhodné kritérium, k jehoz sestaveni musime pro danou fadu odhadnout model
ARMA( ,l), a minimalizaci realizujeme pifes zvolenou sit hodnot k =0,1,..,K
al= 0,1, .., LNejcastéji se vyuzivaji kritéria, kterd s vyuzitim teorie informace penalizuji

zbytecné velké tady £, /. Jsou to naptiklad kritérium AIC (Akaike information criterion):

2(k+1+1
AICGD = Ingg, + 2D (34)
nebo kritérium BIC (Bayes information criterion):
k+1+1)Inn
BIC(k,1) =In6Z, + ( ) , (35)

n

kde 6,3,1 je odhadnuty rozptyl bilého Sumu procesu ARMA(k, /) a n je délka dané fady.

o Odhad modelu

Dal8im krokem konstrukce je odhad modelu, kdy je pfedev§im moZné vyuzit vztahy mezi
parametry daného modelu a jeho autokorelacemi. Tyto momentové odhady se obvykle berou
jen za predbézné a slouzi jako pocate¢ni hodnoty pro vlastni odhadové postupy provadéné
vétsinou iteraéné. Procedury pro konstrukci findlnich odhadl v uvazovanych modelech jsou
zejména softwarovou zalezitosti. V piipadé autoregresniho procesu AR(p) je mozné pouZit
klasicky OLS odhad, ktery je za piedpokladu stacionarity konzistentni. Nebo napiiklad
u stacionarniho a invertibilntho modelu ARMA(p, q) se pouzivaji nejcastéji NLS odhady

pomoci algoritmt typu Gauss-Newton.
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e Diagnostika modelu

Poslednim krokem konstrukce modelii v ramci Boxovy-Jenkinsonovy metodologie
je diagnostika modelu, ktera je velmi propracovand. Jednd se o to, Ze pomoci riznych

diagnostickych nastrojii kontrolujeme, zda je skutecn¢ kompatibilni s analyzovanymi daty.

Prvni na co se zamétujeme, je kontrola stacionarity, u které se predevsim kontroluje, zda
kofeny odhadnutého autoregresniho polynomu lezi vné jednotkového kruhu v komplexni
roving (nebo pokud ekvivalentné jejich pfevracené hodnoty, které jsou kofeny autoregresniho
polynomu, zapsaného s opaénym pofadim mocnin z? — ¢,zP~! — --- — ¢,,, lezi uvniti tohoto
kruhu). Mozné je také rozdélit fadu do nékolika usekd a testovat shodnost odhadnutych
urovni, rozptyli a autokorelaci (¢i vySSich momentl) mezi jednotlivymi useky. Nebo
jemozné testovat tzv. odezvu na impuls, kterd spoCiva v analyze, jakou odezvu
ma v odhadnutém modelu impuls, ktery nastal v jediném ¢asovém okamziku nebo opakované

od daného ¢asového okamziku a stanovuje nasledné hodnoty procesu.

Dale se provadi kontrola struktury ARMA, kterou se rozumi shoda korelaéni struktury
odhadnuté z dat (tj. funkci 1, a 71y) s korelaéni strukturou vypocitanou z odhadnutého

modelu, ktery ovétujeme.

Ptredposledni kontrolou je graficka prohlidka vypocteného bilého Sumu, kdy jeho
graficky zaznam, odhadnuty korelogram, histogram apod. mohou naznacovat eventualni vady
modelu. Ve standardni situaci pfedpokladame nulovou stfedni hodnotu, konstantni rozptyl,

nekorelovanost a normalitu.

Poslednim krokem diagnostiky modelu je testovani nekorelovanosti pro vypocteny bily
Sum, ktery mizeme =za predpokladu normality testovat pomoci testu zaloZeného
na Bartlettové aproximaci, kde ale nyni pocitime s odhadnutymi autokorelacemi vypocteného
bilého Sumu 7 (é;). Nulova hypotéza nekorelovanosti ma potom kriticky obor (na hladiné

vyznamnosti pét procent)

. 1 (36)
I (8] = 2 . pro k=12, ...

Také se velmi Casto pouzivaji tzv. Q-festy, které testuji souhrnné vyznamnost prvnich
K autokorelaci odhadnutého bilého Sumu (konstantu Kje dulezit¢ zvolit predem
s doporudovanou vysi K ~+/n, n je délka dané fady). Soucasné také dochazi k ovéieni
pouzité struktury ARMA(p, q), nebot’ testovad Q-statistika za platnosti nulové hypotézy, ze
ptvodni fada se fidi modelem ARMA(p, g), ma pak asymptoticky rozdéleni y?(K — p — q).
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Mezi nejCastéji pouzivané Q-statistiky se pouziva Boxova-Pierceova statistika s kritickym

oborem (na hladin€ vyznamnosti @)

K
0 =n) (&) 2 x*K —p-a), (37
k=1
a silngjsi testove Ljungova-Boxova statistika s kritickym oborem (na hladin€ vyznamnosti @)
K L 2
Q=n(n+2) ) —— (&) =1l K —-p=a).[2] (38)
k=1

2.3.3 ARIMA Model

Jednd se o modely urcené pro casové fady se stochastickym trendem, které jsou
nestacionarni, ale miizeme je stacionarizovat diferencovanim. Jedna se o integrovany smiseny
proces fadu p, d, g, znafeny jako ARIMA(p, d, q), ktery m4 tvar:

9(B) A%y, = a + 0(B)e, (39)
kde

a je konstanta;

A%y, je d-ta diference modelované ¢asové fady y;;

@(B)=1—¢@B—--—@,BP je autoregresni operitor, ktery vznika ,useknutim®

invertovaného tvaru linearniho procesu v bodé, ktery odpovida zpozdéni p;

6(B) =1+ 6,B+ -+ 6,B7 je operator klouzavych soucti, ktery vznika ,useknutim*

linedrni procesu v bod¢, ktery odpovida zpozdeni g. [2]

Jedna se tedy o to, Ze vtakovém modelu ARIMA nejprve provedeme stacionarizaci
pomoci vhodné diference modelované fady a vzniklou stacionarni fadu nasledné modelujeme
pomoci smiSeného modelu ARMA. V praxi ad diferencovani d nepiekroci 2, rutinni casové
fady ekonomického a finan¢niho charakteru vétSinou mivaji d =1 a specidlné¢ fady
spotiebitelskych indexti ¢i nominalnich mezd né¢kdy mohou mit d = 2. Jak odhadnout tad

diferencovani d pro pozorovanou fadu, je mozné n€kolika moznostmi:

e testy na jednotkovy kotfen (Dickeytv-Fullertiv test, rozsifeny Dickeylv-Fullertv

test, KPSS-test, ...),

e subjektivni prohlidka pribéhu fad y,A y,A% Y., .. a jejich odhadnutych
korelogramit ACF a PACF,
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e porovnani vyb&rovych smérodatnych odchylek fad y;,A y.,A? y, ...,
e aplikace informacnich kritérii, modifikovanych pro modely ARIMA.

V praxi se nejCastéji pouziva metoda, kterd spociva v prohlidce pribéhu casovych tad
Ye,A Vi, A% Ve, ... a jejich odhadnutych korelogramii ACF a PACF. Speciélni linearni pokles

odhadnutych autokorelaci je znamenim pro dalsi diferencovani fady. [2]
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3 APLIKACE LEE-CARTER MODELU NA REALNA DATA

V nasledujici kapitole budeme aplikovat vySe popsany Lee-Cartertv model mortality
nadata pro Ceskou republiku. V zavéru budou vypoéteny piedpovédi mér Gmrtnosti

a ocekadvané stfedni délky zivota, které budou porovnéany s aktualnimi daty.

K vypoctu parametrti pouzivame Microsoft Excel 2010 a pro modelovani parametru
k¢, pomoci ARIMA modelu, vyuzivame software Eviews. Pro vSechny testy a odhady byla

zvolena hladina vyznamnosti 5 % (a = 0,05).

3.1 Data

Model bude aplikovan na data pro CR v letech 1965 - 2005 pro vékovou kategorii 40 — 90
let, zv1a3t pro muze a zeny. Udaje jsme ziskali z vefejné dostupné databaze Human mortality
database, ve které¢ lze nalézt pivodni, ale i upravena data. My budeme vyuzivat ocekévanou
délku zivota (life expectancy), pocty umrti (death rates) a expozici k riziku (exposure to risk).

Miru umrtnosti m,,, 1ze potom vyjadfit jako podil poctu umrti a expozice k riziku.

Nejdiive se podivame na vyvoj stfedni délky Zivota (nad¢je doziti), kterd je jednim
z métitek vyspélosti dané spolecnosti a s jejim prodluZzovanim jsou spojené urcité naroky
na spolecnost, napt. rist naro¢nosti na diichodové zabezpec€eni, socialni a zdravotni péci. [7]

Podrobny vyvoj pro CR zvlast pro muze a zeny daného obdobi je znazornény na obrazku 2.

Stredni délka Zivota pri narozeni
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Obriazek 2: Vyvoj stiedni délky zivota pfi narozeni pro muze a zeny v letech 1965-2005

Zdroj: viastni zpracovani podle [6]
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Kdyz se podivame na graf, zjistime, Ze i pro Ceskou populaci dochazi k prodluzovani
zivota (tzv. riziko dlouhovékosti). A proto modelovéani a néslednd predikce Lee-Carterovym
modelem dava smysl, protoze riziko dlouhovékosti je nejvétsi motivaci pro stochastické
modelovani umrtnosti. Béhem sledovaného obdobi se stfedni délka zivota pfi narozeni zvysila
o necelych 7 let u zen a 8 let u muzt. Z grafu je vidét, Zze nadéje doziti pti narozeni pro Zeny
je vy$si neZ pro muze a to v praméru o 7 let. Jak uZ bylo zminéno i v ramci CR dochézi
ke starnuti populace, coz je v grafu znazornéno rostoucim trendem, ktery v nékterych letech
naru$ili mirné odchylky, kdy v jednotlivych letech, napt.: v roce 1980 nebo 1990, doslo

k malému snizeni ocekavané délky zivota pfi narozeni, jak pro muze tak i Zeny.

3.2 Odhady parametri modelu

V této podkapitole se budeme vénovat odhadu parametrl, které byly popsany vyse
ve 2. kapitole. Nejdiive musime sestavit matici mér umrtnosti pro muze a Zeny, které
vypocitame podle vzorce (9), tedy podilem poctu zemielych a doby expozice. Jak je vidét
ze vzorce (7), nasledné je potieba, pred vstupem do modelu miry umrtnosti logaritmicky
transformovat. Vznikne ndm matice ln(mx,t), kterd ma pocet fadkl roven poctu vékovych

kategorii a pocet sloupct roven poctu let sledovaného obdobi.

K odhadnuti modelu pro danou matici mér umrtnosti potom hledame feseni rovnice (7)
pii splnéni podminek (8). Ve 2. kapitole byly popsany dvé metody odhadl, zejména
pro parametr 8, a k.. Jak jiz bylo zminéno, v ptivodnim ¢lanku Lee a Carter pouzili metodu
SVD, ta je ovSem pocetné narocna a proto jsme pro vypocet naSeho modelu pouZzili metodu,

kterou popsali v [5] Haberman a Russolilo.

3.2.1 Parametr a,

Odhad parametru a, vypocitime podle rovnice (25) jako aritmeticky primér z hodnot
ln(mx,t). Parametr znazoriiuje obecny veékovy profil umrtnosti nezavisly na Case ¢ a jeho
hlavnim rysem je rostouci trend. Tento rostouci vyvoj je mozné vidét 1 na obrazku 3, lze
si 1 vSimnout, Ze hodnoty parametru pro muzskou populaci jsou vyssi, coz znamena jistou
nadimrtnost. S vy$§im vékem parametr pro Zenskou populaci zacal vykazovat strméjsi trend
vyvoje a tak se od 70-ti let @, pro muze zacala piiblizovat k hodnotdm parametru pro zeny.

Konkrétni hodnoty odhadnutého parametru «, jsou zobrazeny v tabulce 1.
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Odhady hodnot parametru a,
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Obrazek 3: Vyvoj parametru a, pro v€k 40 - 90 pro Zeny a muze

Zdroj: viastni zpracovani

Tabulka 1: Hodnoty odhadnutého parametru e, pro muze a zeny pro vek 40 — 90

o o o

Vék = - — Vék = - — Vék = - —
Zeny Muzi Zeny Muzi Zeny Muzi

40 -6,6157 | -5,7715 57 -49001 | -4,0753 74 -3,0545 | -2,5396

41 -6,4836 | -5,6767 58 -48131 | -3,9738 75 -2,9315 | -2,4539

42 -6,3712 | -5,5754 59 -4,7066 | -3,8797 76 -2,8231 | -2,3611
43 -6,2715 | -5,4561 60 -4,6107 | -3,7769 77 -2,7006 | -2,2707
44 -6,1830 | -5,3675 61 -4,5001 | -3,6884 78 -2,5808 | -2,1870
45 -6,0656 | -5,2680 62 -4.4185 | -3,5966 79 -2,4723 | -2,0970
46 -5,9479 | -5,1493 63 -4,2969 | -3,5034 80 -2,3507 | -2,0056
47 -5,8668 | -5,0439 64 -4,2035 | -3,4199 81 -2,2430 | -1,9240
48 -5,7503 | -4,9593 65 -4,0829 | -3,3233 82 -2,1257 | -1,8276
49 -5,6734 | -4,8421 66 -3,9720 | -3,2388 83 -2,0209 | -1,7494

50 -5,5759 | -4,7360 67 -3,8675 | -3,1529 84 -1,9148 | -1,6577
51 -54727 | -4,6435 68 -3,7548 | -3,0571 85 -1,8065 | -1,5764
52 -5,4027 | -4,5578 69 -3,6370 | -2,9671 86 -1,7099 | -1,4854
53 -5,2878 | -4,4464 70 -3,5174 | -2,8825 87 -1,6030 | -1,3961
54 -5,2019 | -4,3554 71 -3,4066 | -2,8007 88 -1,5086 | -1,3257
55 -5,1001 | -4,2552 72 -3,2898 | -2,7129 89 -1,4163 | -1,2562
56 -5,0124 | -4,1726 73 -3,1699 | -2,6200 90 -1,3270 | -1,1656

Zdroj: vlastni zpracovani

32



3.2.2 Parametr k,

Zakladni &asovy trend umrtnosti pro CR zvlast pro muze a Zeny v letech 1965 — 2005

zachycuje parametr k.. Hodnoty vypocitané na zdkladé rovnice (26) jsou zobrazeny v tabulce

2. Z grafu na obrazku 4 je mozné vidét, ze vyvoj hodnot v letech 1965 — 2005 je pro obé

pohlavi skoro stejny, i kdyz ze zacatku sledovaného obdobi parametr pro Zeny dosahoval

vyssich hodnot. Z grafu vidime a hodnoty v tabulce to jen potvrzuji, ze od roku 1986 hodnoty

vykazuji postupné se snizujici trend a tentokrat parametr k; pro muzskou populaci nabyva

vysSich hodnot nez pro zeny, ale v poslednim roce sledovaného obdobi se hodnoty parametrii

téméer shoduji.

L k™

Odhady hodnot parametruk,
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Obrazek 4: Vyvoj parametru k, pro muze a zeny v letech 1965 - 2005

Zdroj: viastni zpracovani
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Tabulka 2: Hodnoty parametru k, pro muze a Zeny v letech 1965 — 2005

k, k, k,
2 Rok = Rok =
Zeny Muzi Zeny Muzi Zeny Muzi

1965 641161 -0,05832 1979 4,8041 4,1740
1966 4,93997 -0,35282 1980 7,1583 6,8910
1967 5,16179 1,18492 1981 4,7339 5,1493 1994 | -4,3019 | -2,7064
1968 7,05465 297911 1982 4,8026 4,7729 1995 | -4,1225 | -3,1468
1969 8,24309 5,35195 1983 5,6284 6,3762 1996 | -7,3806 | -5,1563
1970 9,00947 5,95282 1984 4,5240 54756 1997 | -7,7245 | -5,7994
1971 7,65391 5,55496 1985 3,6793 5,4950 1998 | -10,3758 | -8,0214
1972 6,56103 3,23608 1986 47678 5,5507 1999 | -10,9505| -9,3495
1973 6,88352 4,78451 1987 1,9941 3,7833 2000 | -11,5025 | -10,0100
1974 748763 5,29273 1988 1,4850 3,0371 2001 | -12,2424 | -12,0471
1975 5,05070 4,05774 1989 1,9822 3,3966 2002 | -14,1011 | -12,3492
1976 4,75494 4,07772 1990 1,1842 5,4398 2003 | -133117 | -12,4358
1977 4,61788 4,23224 1991 0,0450 2,5389 2004 | -16,1570 | -14,7006
1978 4,38268 4,06218 1992 -2,6942 1,2781 2005 | -16,6047 | -16,1937

Rok

1993 | -3,5323 | -1,7981

Zdroj: viastni zpracovani

3.2.3 Parametr 3,

Naopak parametr 8 vysvétluje rozdily vlivu ¢asu na imrtnost mezi vékovymi skupinami.
Pro vypocet parametru jsme vychazeli na zaklad¢ ¢lanku ,, Lee-Carter mortality forecasting:
application to the Italian population “ v [5]. Jak bylo zminéno vySe, autofi pro vypocet pouzili
linedrni regresi bez absolutniho ¢lenu, kde za zavisle proménnou byly zvolené hodnoty

(ln(mx,t) - a'x) a za nezavisle proménnou hodnoty parametru k.

B, popisyje tendenci umrtnosti, ve v€ku x, se meénit v zavislosti na parametru k.
To znamena, Ze kdyZ je parametr v n€kterych vékovych kategoriich vyssi nez v jinych, poté
imiry umrtnosti kolisaji mnohem vice. Vyvoj parametru B je mozné vidét na obrazku
5 a konkrétni vypoctené hodnoty v tabulce 3. Z grafu je vidét, Ze odhadnuty parametr 8 proti
a, vice kolisa a tudiz nevykazuje v pfipadé Zen 1 mizu staly trend. Zejména do v€ku 60-ti let
je mozné vidét, Ze parametr kolisa hlavné pro Zeny, ale 1 pro muze, 1 kdyZ rozdily nejsou tak
velké. Po veéku 60-ti let hodnoty mély tendenci riist a kolisani se ustélilo. Mezi roky 65 az 75
hodnoty parametru pro obé pohlavi byly skoro stejné, coz potvrzuji i hodnoty v tabulce.

Naopak s vy$§im v€kem hodnoty parametru 8 zacaly pro obé pohlavi opét klesat.
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Obrazek 5: Vyvoj parametru B pro muzZe a Zeny pro vk 40 - 90

Zdroj: vilastni zpracovani

Tabulka 3: Hodnoty odhadnut¢ho parametru B pro muze a Zeny pro vek 1965 - 2005

— g vek |

Zeny Muzi Zeny Muzi Zeny Muzi
40 0,0188 0,0216 57 0,0169 0,0184 74 0,0240 | 0,0230
41 0,0216 | 0,0220 58 0,0187 0,0183 75 0,0237 0,0237
42 0,0188 0,0202 59 0,0190 | 0,0174 76 0,0223 0,0227
43 0,0197 | 0,0210 60 0,0195 | 0,0185 77 0,0230 | 0,0228
44 0,0191 0,0196 61 0,0213 0,0199 78 0,0212 0,0223
45 0,0191 0,0207 62 0,0215 0,0199 79 0,0222 0,0234
46 0,0178 0,0170 63 0,0220 | 0,0210 80 0,0210 | 0,0214
47 0,0167 | 0,0173 64 0,0227 | 0,0227 81 0,0205 | 0,0206
48 0,0163 0,0159 65 0,0227 0,0229 82 0,0196 [ 0,0195
49 0,0167 0,0165 66 0,0229 0,0228 83 0,0182 0,0196
50 0,0181 0,0169 67 0,0231 0,0225 84 0,0187 0,0197
51 0,0171 0,0179 68 0,0229 0,0227 85 0,0169 0,0183
52 0,0190 | 0,0158 69 0,0237 0,0235 86 0,0158 0,0176
53 0,0174 | 0,0156 70 0,0246 | 0,0233 87 0,0153 0,0173
54 0,0181 0,0159 71 0,0239 0,0237 88 0,0137 0,0131
55 0,0166 [ 0,0155 72 0,0236 | 0,0239 89 0,0121 0,0114
56 0,0186 [ 0,0175 73 0,0232 0,0240 90 0,0101 0,0114

Vék

Zdroj: vlastni zpracovani
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3.3 Prognézovani indexu amrtnosti k;

Abychom mohli provést predikci mér umrtnosti, je potieba vytvofit odhad pouze
budouciho parametru k;, protoze jak bylo zminéno vyse, zbylé dva parametry a, a f3,
zustavaji v Case konstantni. Pfedpovédi budeme pocitat do roku 2015, abychom mohli
pfedpovédi porovnat s hodnotami aktudlnimi. Progn6ézovani indexu Umrtnosti k, se provadi
modelovanim fady s pouzitim Boxovy-Jenkinsonovy metodologie pomoci integrovaného
smiSen¢ho procesu ARIMA (p, d, q), ktery je s metodologii charakterizovany v kapitole 2.3.
Nyni se budeme zabyvat podrobn¢jsi analyzou parametru k; pro muze a zeny zvlast

ana zaver provedeme predpovédi az do roku 2015.

3.3.1 Zeny

Prvnim krokem konstrukce modeld prostfednictvim Boxovy-Jenkinsonovy metodologie
je identifikace modelu, ktera se provede napfi.: prohlédnutim grafu nebo korelogrami ACF
a PACF. V této casti, se zjiStuje, zda je dana tada stacionarni, tudiz je invariantni v Case
(tzn., ze nepodléha zméndm v priméru nebo variabilit€). V pfipadé, Ze je dand ftada

nestaciondrni je potieba ji vhodnou transformaci stacionarizovat.

Nyni se podivdme na pribéh Casové tfady, ktery je mozné vidét na obrdzku 6. Z grafu
je patrné, ze tfada charakterizujici vyvoj urovné umrtnosti pro zeny v letech 1965 — 2005
vykazuje trend, ktery je ovSem riznorody. Pficemz nejvyraznéjsi a nejvyznamnéjsi ¢ast této

ktivky tvoti prudce klesajici tendence od pocatku 90. let.

Parametr k,; pro Zeny

Obriazek 6: Vyvoj parametru k, pro Zeny v letech 1965 — 2005

Zdroj: Eviews — vlastni zpracovani
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Uz pti pohledu na zfetelny trend v pribéhu analyzované Casové fady pro Zeny, mizeme
tvrdit, Ze se jedna o nestacionarni fadu, kterou je potieba piipadnym zplisobem transformovat.
Pti nejistoté, zda je dana Casova fada stacionarni, je mozné vyuzit statisticky software, ktery
nam vykresli autokorela¢ni funkci a parcidlni autokorelac¢ni funkci nebo testy stacionarity.
V naSem piipadé pro modelovani Casovych fad pomoci Boxovy-Jenkinsonovy metodologie
byl vyuzit software Eviews. Pribéh ACF a PACF casové tfady parametru k;, pro Zeny

je zobrazen na obrazku 7.

Correlogram of K

Autocarrelation Partial Caorrelation AC PAC Q-5Stat  Prob

0917 0917 37.027 0.000
I 0838 -0.011 68.8071 0.000
I 0774 0042 96581 0.000
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I 0.609 -0.041 137¥.45 0.000
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I 0434 -0110 16119 0.000
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I 10 0202 -0.085 17437 0.000
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15 -0.072 0.060 17654 0.000
16 -0.117 -0.081 177.51 0.000
17 -0.148 0042 17912 0.000
18 -0.190 -0.148 181.89 0.000
19 -0.229 0.010 +186.09 0.000
20 -0.244 0030 19111 0.000
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Obrazek 7: ACF a PACF casové fady parametru k, pro Zeny

Zdroj: Eviews — vlastni zpracovani

Jak je mozné vidét na obrazku vySe, 1 pribéh téchto funkci ndm jednoznacné potvrzuje,
Zze se jednd o nestacionarni Casovou fadu. ProtoZe hodnoty autokorela¢ni funkce klesaji
pomalym linearnim tempem a naopak parcialni autokorelani funkce ma prvni hodnoty
vysoké, blizici se k jednicce a zbylé hodnoty jsou malé, coz je znakem nestacionarity. A proto

pro dalsi pokracovani v analyze je nutné data stacionarizovat.

Samotna transformace nestacionarni CR se provadi vhodnym diferencovinim, coz
znamena odstranéni trendu. Po diferencovani by meéla byt nestacionarita fady odstranéna.
Nyni se znovu podivame na graf vyvoje diferencované ¢asové fady (viz. obrazek 8), abychom
zjistili, zda se nam podafilo odstranit trend. Z grafu je patrné, Ze trendu jsme se zbavili.

Pro Uplnost uvedeme jesté pribéh ACF a PACF diferencované fady, zobrazené na obrazku 9,
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které ndm opét potvrzuji, Ze se nam danou Casovou fadu podatilo stacionarizovat. A tudiz

muzeme pfistoupit k dal$imu kroku konstrukce a to je odhad modelu.

Parametr k; pro Zeny po diferencovani

1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005

Obrazek 8: Vyvoj diferencovaného parametru k, pro zeny v letech 1965 — 2005

Zdroj: Eviews — vlastni zpracovani

Correlogram of D{K)

Autocarrelation Partial Caorrelation AC P&C  Q-5Stat  Prob

O O 0118 -0.118 05974 0.440
D028 0015 06328 0729
0.088 0.094 09318 0806
0104 0127 1.4848 03829
-0.086 -0.065 1.8392 0.871
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-0.223 -0191 13.884 0.053
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Obrazek 9: ACF a PACF diferencované casové fady k, pro zeny

Zdroj: Eviews — vlastni zpracovani
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Po diferencovani dané CR je ziejmé, Ze hledany ARIMA (p, d, q) model bude prozatim
vypadat takto: (p, I, q), protoze d oznacuje tad diference. DalSim krokem je nalezeni
vhodnych parametrii p a g. Jak bylo fe¢eno vyse v ARIMA modelech dochazi ke kombinaci
autoregresivnich procestt AR(p) a procesu klouzavych soucth MA(g). Lee a Carter v pivodnim
¢lanku pouzili model, kdy oba tyto parametry jsou nulové, tedy: ARIMA(0, 1, 0), ktery

nazyvame nahodnou prochdazkou.

Pro odhadovani vhodnych hodnot parametrii existuje nékolik metod, v prvni fadé
prozkouménim pribéhu dané ACF a PACF a nebo v piipad¢ nejasnosti pouzit informacni
kritérium Akaike information criterion (AIC) a nebo Bayes information criterion (BIC), ¢asto

také oznacované jako Schwarz information criterion, které byly popsany vyse. Jako voditko

A4

hodnotou daného kritéria. Provedli jsme odhady deviti modeld, kdy jsme kombinovali
hodnoty fadi p a g od 0 do 2. V nasledujici tabulce 4 jsou zobrazené hodnoty informacnich

kritérii AIC a BIC pro jednotlivé modely.

Tabulka 4: Hodnoty informacnich kritérii ARIMA modelii pro CR parametru k, pro Zeny

Model SIC AIC

0,1,0) | 3,4874 | 3,4452
0,1,1) 3,6590 3,5323
(1,1,0) | 3,6581 3,5314
1,1, | 3,7502 | 3,5813
(2,1,0) | 3,7500 3,5812
0,1,2) | 3,748 | 3,5797
@2,1,1) | 38103 | 35914
1,1,2) | 3,7928 | 3,5817
2,1,2) | 38746 | 36212

Zdroj: Eviews — vlastni zpracovani

Z hodnot v tabulce je jasné, Ze 1 pro nasi analyzovanou ¢asovou fadu bude nejlepSi model
ARIMA (0, 1, 0), tedy nahodnd prochazka (random walk). Tento model miZze 1 nemusi
obsahovat konstantu, nazyvanou drift. Vé&tSina studii tuto konstantu v modelu pouziva,
protoze jinak by byl model tvofen pouze kumulativnim souctem bilého Sumu a v nasem
piipad€ by progndza dané Casové fady byla tvotfena konstantni pfimkou. Do budoucna tento
prabéh ale nepiedpokladame, a proto se snazime konstantu do modelu zapocitat. Vysledek
dané ndhodné prochazky ze softwaru Eviews je znazornén na obrdzku 10, ktery odhadl
konstantu na — 0,5754. Bliz8i popis vysledkii bude obsazen v zavéru této kapitoly pro obé

pohlavi spolecné.
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Dependent Variable: DK

Method: Least Squares

Date: 04/19/17 Time: 19:29

Sample (adjusted): 1966 2005

Included observations: 40 after adjustments

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

C -0.575407 0.211588  -2.719469 0.0097
R-squared 0.000000 Mean dependentvar -0.575407
Adjusted R-squared 0.000000 S.D.dependentvar 1.338199
S.E. of regression 1.338199 Akaike info criterion 3.445209
Sum squared resid 69.84034 Schwarzcriterion 3.487431
Log likelihood -67.90419 Hannan-Quinn criter. 3.460475
Durbin-Watson stat 2.223788

Obrazek 10: Vysledek ARIMA(0, 1, 0) modelu pro ¢asovou fadu parametru k, pro Zeny

Zdroj: Eviews — vlastni zpracovani

Po odhadnuti modelu muzeme pfejit k poslednimu kroku konstrukce modeli a tim
je diagnostika modelu. Jinak feceno, pomoci riznych nastroji kontrolujeme, zda model
dostateéné vysvétluje analyzovanou ¢asovou fadou indexu Umrtnosti. My budeme testovat
nekorelovanost a normalitu pro vypocteny bily Sum. Testovani nekorelovanosti vypoéteného
Sumu zkontrolujeme pomoci korelogramti ACF a PACF zobrazenych na obrazku 11. Jak
je mozné vidét, hodnoty ACF 1 PACF jsou uvnitf intervalu spolehlivosti, coZ znamena,
ze rezidua jiz nejsou korelovana. To potvrzuji i hodnoty ve sloupci Prob, které jsou vétsi, nez

zvolena hladina vyznamnosti 0,05.

Correlogram of Residuals

Autacorrelation Partial Correlation AC PAC 0Q-5tat  Prob
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Obrazek 11: ACF a PACF rezidui modelu nahodné prochazky CR parametru k, pro zeny

Zdroj: Eviews — vlastni zpracovani
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Déle budeme testovat normalitu rezidui (vypocten¢ho bilého Sumu), pomoci histogramu,
ktery je zobrazeny na obrazku 12. Testujeme nulovou hypotézu: H, = rezidua maji normalni
rozdéleni, oproti alternativni hypotéze: H; = rezidua nemaji normalni rozdéleni. Hodnota
Probability je 0,804038, coz je vétsi nez hladina vyznamnosti 0,05, tudiz nulovou hypotézu

nezamitame a mizeme tvrdit, Ze rezidua odhadnutého modelu maji normalni rozdéleni.

Series: Residuals
Sample 2 41
7] Observations 40

5] Mean 2.30e17
Median 004458332

Maximum  2.823580

Minimum  -2.882885

Std. Dev. 1.338199
14 Skewness -0 144887
a I I I ! ! Kurtosis 25782383

Jargue-Bera 0.438217
Frobability 0.804028

Obrizek 12: Histogram rezidui - test normality modelu nahodné prochazky CR parametru k, pro Zeny

Zdroj: Eviews — vlastni zpracovani

Z vysledkti diagnostiky nami zvoleného modelu ndhodné prochazky s driftem muizeme
tvrdit, ze popisuje danou Casovou fadu indexu Umrtnosti Zen, vzhledem k jejimu pribéhu
celkem dobfe. TudiZz muizeme pfistoupit k vytvoreni ptredpovédi daného parametru k;
pro zeny od roku 2006 do roku 2015. Vysledné hodnoty jsou uvedeny v tabulce

7 a znazornény na obrazku 20 spole¢né s hodnotami k, pro muze na konci této kapitoly.

3.3.2 Muzi

Nyni provedeme analyzu casové fady parametru k; pomoci téchto tii krokti konstrukce
modelu také pro muzskou populaci. V ramci identifikace modelu si prohlidneme graf casové
fady parametru k;, zndzornény na obrazku 13. Z grafu je opét patrné, ze se bude jednat
o nestacionarni fadu. Vyvoj imrtnostniho indexu k; muzské populace v letech 1965 — 2005
je ptiblizné stejny jako u zen. Tedy vykazuje klesajici, nesourody trend, ktery zejména
od 90. let nabral strm¢jsi pribéh. Pfitomnost tohoto trendu znamend, ze dand Casova fada

je nestacionarni.
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Parametr k, pro muZe
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Obrazek 13: Vyvoj parametru k; pro muze v letech 1965 — 2005

Zdroj: Eviews — vlastni zpracovani

To, Ze je potieba danou fadu stacionarizovat, potvrzuji i korelogramy ACF a PACF
znazornéné na obrazku 14. Opét mizeme vidét u ACF pozvolné klesani linedrnim tempem
au PACF jednu vyznamnou hodnotu blizici se k jedné a zbylé hodnoty blizké nule. Lze tedy

fici, ze se jednd o nestacionarni fadu, kterou diferencujeme.

Correlogram of K

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC Q-5Stat  Prob

— 0.904 0904 326.006 0.000
I 0.811 -0.034 65709 0.000
I 0731 0.023 90494 0.000
I 0.640 -0.106 110.00 0.000
I 0.544 -0.081 12448 0.000
I 0.454 -0.035 13486 0.000
! 0.355 -0.113 14140 0.000
! 0.257 -0.065 14492 0.000
I 0181 0.043 14672 0.000
I 10 0104 -0.070 14734 0.000
I 11 0.032 -0.020 147.40 0.000
I
I
I
I
I
I
I
I
I

T
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12 -0.038 -0.078 147.49 0.000
13 -0.110 -0.079 14824 0.000
14 -0.155 0.066 149832 0.000
15 -0.189 -0.008 15225 0.000
16 -0.196 0119 15495 0.000
17 -0.223 -0.155 153.61 0.000
18 -0.288 -0103 16372 0.000
19 -0.279 -0.004 169.96 0.000
20 -0.282 0.029 176.62 0.000

|

Obrazek 14: ACF a PACF casové fady parametru k; pro muze

Zdroj: Eviews — viastni zpracovani
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Poté, co diferencujeme tfadu, prohlédneme jeji pribéh v grafu (viz. obrazek 15) spolu
s korelogramy ACF a PACF, které mizeme vid¢t na obrazku 16. Z obrazku 15 1 16, je tedy
patrné, Ze se nam fadu podafilo stacionarizovat, tzn., e se jedna o CR s v ¢ase konstantnim

pramérem, rozptylem a autokorelaci. A miizeme pfistoupit k odhadu modelu.

Parametr k, pro muZe po diferencovani

1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005

Obrazek 15: Vyvoj diferencovaného parametru k; pro muze v letech 1965 — 2005

Zdroj: Eviews — vlastni zpracovani

Correlogram of DK

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC Q-3tat  Prob

a1 0160 0160 11008 0294
0079 0055 1.3778 0502
0191 0176 3.0423 0.385
0.084 0028 33717 0498
0172 0146 47950 0.441
0253 0189 7.9646 0.241
0187 0122 87531 0203
-0.143 -0.267 10827 0.212
0104 0072 11.418 0.248
10 0221 0161 14164 0166
11 -0.001 -0.070 14164 0224
12 0147 0.043 15462 0.217
13 0.005 -0.083 15463 0279
14 -0.057 -0.008 15674 0334
15 -0.060 -0.114 15913 0.388
16 0.014 -0100 15928 0.458
17 0.058 0073 16171 0512
18 -0.226 -0.204 20075 0.329
19 -0.085 -0.096 20657 0.356
20 -0.025 0090 20709 0414
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Obrazek 16: ACF a PACF diferencované Casové fady k; pro muze

Zdroj: Eviews — vlastni zpracovani
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Diky témto vysledkiim, budeme zase sestavovat model ARIMA (p, 1, g), kde hodnoty
parametril autoregresniho procesu AR(p) a procesu klouzavych priméri MA(q) zvolime
na zaklad¢ porovnani kritérii 4/C a BIC, kdy nejvhodnéjsi model bude ten s nejniz$im
kritériem. Opét jsme sestavili devét modelti, kdy jsme volili hodnoty fadt p a ¢ od 0 do 2.

Vysledné hodnoty kritérii jednotlivych modell znazornuje tabulka 5.

Tabulka 5: Hodnoty informacnich kritérii ARIMA modelii pro CR parametru k, pro muze

Model SIC AIC

0,1,0) | 3,6300 | 3,5878
(0,1,1) 3,7909 3,6042
(1,1,0) | 3,7888 | 3,6622
1,1,1) 3,8182 3,6493
2,1,0) | 38774 | 3,7085
0,1,2) 3,8823 3,7134
2,1,1) | 39076 | 3,6965
(1,1,2) 3,9060 3,6949
(2,1,2) | 39832 | 3,7298

Zdroj: Eviews — vlastni zpracovani

Na zaklad¢ porovnani kritérii jsme vybrali, jako v pfipadé zenské populace, ndhodnou

prochazku s driftem, tedy model ARIMA (0, 1, 0), ktery dosahoval ze vSech vytvoienych

v

—0,4034, coz je mozné vidét na vysledku ze softwaru Eviews na obrazku 17.

Dependent Variable: DK

Method: Least Squares

Date: 04/20/17 Time: 10:31

Sample (adjusted): 1966 2005

Included observations: 40 after adjustments

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

C -0.403384 0.227226  -1.775254 0.0837
R-squared 0.000000 Mean dependentvar -0.403384
Adjusted R-squared 0.000000 S.D.dependentvar 1.437103
S.E. of regression 1437103 Akaike info criterion 3.587818
Sum squared resid 80.54537 Schwarzcriterion 3.630040
Log likelihood -70.75637 Hannan-Quinn criter. 3.603084
Durbin-Watson stat 1.665390

Obrazek 17: Vysledek ARIMA(O, 1, 0) modelu pro ¢asovou fadu parametru k; pro muze

Zdroj: Eviews — vlastni zpracovani

Po odhadnuti modelu mazeme piejit k posledni ¢asti, a to k diagnostice daného modelu,
jako v pfipad¢ Zenské populace. Na obrazku 18 je znazornény korelogram ACF a PACF

vypocteného bilého Sumu, kterym testujeme jeho nekorelovanost.
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Correlogram of Residuals

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC Q-5tat  Prob
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Obrazek 18: ACF a PACF rezidui modelu ndhodné prochazky CR parametru k, pro muZe

Zdroj: Eviews — vlastni zpracovani

Jak je patrné z obrazku, vypocteny bily Sum uz neni zatizen autokorelaci, protoze hodnoty
ACF a PACEF jsou uvnitf intervalu spolehlivosti a v§echny hodnoty ve sloupci Prob jsou vétsi
nez nase hladina vyznamnosti 0,05. Nésledn¢ budeme testovat normalitu vypoctené¢ho bilého
Sumu, kdy opét testujeme nulovou hypotézu H, = rezidua maji normdlni rozdéleni, oproti
alternativni: H; = rezidua nemaji normalni rozdéleni. Dany histogram s hodnotou Probability
je znézornény na obrazku 19, kdy hodnota Probability je 0,6474, coz je také vétsi jak hladina
vyznamnosti 0,05. TudiZ nulovou hypotézu zamitdime stejné jako v ptipad¢ Zenské populace

a miZeme tvrdit, Ze vypocteny bily Sum ma normalni rozdéleni.

Series: Residuals

] Sample 1968 2005

1 Ohservations 40

£ Iean 2.22e17
Median 0.018258

4 Maximum 3.120348
Minimum -2.872855

. Std. Dev. 1.437103

. Skewness  0.275323
Kurtosis 2532427

. T — 1 1 1 T

Jargue-Bers 0. 888724
Frobability 0.547354

Obrizek 19: Histogram rezidui - test normality modelu nahodné prochazky CR parametru k, pro muze

Zdroj: Eviews — viastni zpracovani
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Na zéklad¢ vysledkii diagnostiky tohoto modelu, mizeme tvrdit, Ze nahodnéa prochazka
s driftem celkem dobfe popisuje prub¢h indexu umrtnosti k; pro muze stejné jako v piipadé
zenské populace. Muzeme tedy zacit s pfedpovidanim parametru k; pro muze i zeny. Témto

ptedpovédim se budeme vénovat v nasledujici podkapitole.

3.3.3 Vysledky a predpovédi parametru k,

Pro pfipad vyvoje indexu umrtnosti k; pro ob& pohlavi ve sledovaném obdobi 1965 - 2005
jsme zvolili jako nejvhodnéjsi model ARIMA (0, 1, 0). Tabulka 6 pfiblizuje hodnoty
odhadnuté konstanty pro ob¢ pohlavi zvlast’ a dalsi charakteristiky. Otestujeme statistickou
vyznamnost konstant pro obé pohlavi porovnanim p hodnoty s hodnotou zvolené hladiny
vyznamnosti 0,05. Jak muzeme vidét, statisticky vyznamna je pouze konstanta v ptipadé
zenské populace, naopak u muzil tuto konstantu za statisticky vyznamnou povazovat
nemiizeme. I pfes tento vysledek konstantu do modelu zahrneme, protoze do budoucna
predpokladame, ze parametr k; pro muze bude pokracovat v klesajicim trendu. V ptipadé
nezahrnuti konstanty by index umrtnosti pro muze nabyval stejnych hodnot a vyvoj by tedy

m¢l konstantni prabéh.

Tabulka 6: Porovnani hodnot konstanty modelu nahodné prochazky pro imrtnostni index k; podle pohlavi

Pohlavi| Odhad |Stadardni chyba] hodnota t|hodnota p
Muzi -0,4034 0,2272 -1,7753 0,0837
Zeny | -05754 02116 -2,7195 0,0097

Zdroj: Eviews — viastni zpracovani

Na zakladé vysledkti nami zvolenych ARIMA modelt,, mizeme model zapsat nasledujici

rovnici, pro muZze:
k, =k,_,—0,4034 + ¢, (40)
a pro zeny:

k, = k.., —0,5754 + ¢, (41)

kde &; oznacuje chybovou (zbytkovou) slozku (bily Sum).

Z téchto rovnic potom mizeme vypocitat predpovédi parametru k; pro obé& pohlavi

od roku 2006 do roku 2015.
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Vyvoj parametruk, s predpovédmi
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Obrazek 20: Progndza indexu umrtnosti k; pro obé pohlavi, 1965 — 2015

Zdroj: viastni zpracovani

Vyse uvedeny obrazek 20 vyjadiuje odhadovany vyvoj budoucich hodnot umrtnostniho

indexu k; zvlast pro muze a zeny pomoci modelu ndhodné prochazky s driftem. U obou

casovych fad tedy mlzeme predpokladat, Ze budou i1 nadéale klesat a v pfipadé¢ Zenské

populace s vétsi intenzitou nez u muzské. Hodnoty ptredpovézeného parametru k, jak pro

zenskou 1 muzskou populaci ptiblizuje tabulka 7. Nyni uz mame vSechny potifebné vypocty

a miZeme pristoupit k predikci mér imrtnosti, kterou rozebirame déle.

Tabulka 7: Hodnoty pfedpovézeného parametru k; pro obé pohlavi pro roky 2006 - 2015

k,
Rok -
Zeny Muzi

2006 -17,1801 | -16,5971
2007 -17,7555 | -17,0004
2008 -18,3309 | -17.4038
2009 -18,9063 | -17,8072
2010 -19,4817 | -182106
2011 -20,0571 | -18,6140
2012 -20,6325 | -19,0174
2013 -21,2079 | -19,4207
2014 -21,7833 | -19,8241
2015 -22,3587 | -20,2275
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3.4 Projekce vyvoje umrtnosti

Poté co jsme na zdklad¢ odpovidajiciho ARIMA modelu ziskali prognozu Casové fady
indexu umrtnosti k, zvlast pro muze a Zeny, mizeme jednoduSe odhadnout budouci vyvoj
umrtnosti pro Zzeny a muze v obdobi 2006 — 2015. Nasledn¢ prostiednictvim odhadnutych mér
umrtnosti m, , vypocitame oCekavanou délku Zivota pro vybrané vékové kategorie, které
na konci této kapitoly budou porovnany s hodnotami z imrtnostnich tabulek ziskanych

z Human mortality database a Ceského statistického tiFadu.

3.4.1 Predikce mér amrtnosti

Odhad budoucich hodnot mér umrtnosti pro muze a zeny zvlast dostaneme upravenim

vzorce (7), ktery potom vypada nésledovné:

mx,t+s = e(ax+ﬁxkt+s)' (42)

kde m, ; oznacuje miry imrtnosti ve véku x a s periodu prognézovani.

Vypoctené hodnoty imrtnostnich mér m, ; od 40-ti do 90-ti let pro obdobi 2006 — 2015
zvlast pro muze a Zeny jsou zobrazeny v tabulkdch 10 a 11 v pfiloze 1. Pomoci téchto
odhadnutych hodnot je mozné nasledné vypocitat jednu z dilezitych charakteristik, kterou

sledujeme vyvoj umrtnosti pro danou vékovou kategorii.

3.4.2 Predikce stiedni délky Zivota

Jak jiz bylo feceno stfedni délka zivota, neboli nadéje doziti je jednim z méfitek, kterym
se sleduje vyspé€lost dané spolecnosti. Pomoci ndmi ziskanych mér umrtnosti m,, lze
vypocitat pravdépodobnost umrti ve véku x, oznacené q,, pro jednotlivé véky zvlast pro muze
a Zeny a z toho vyplivajici dalsi dillezité charakteristiky uvefejnéné v umrtnostnich tabulkach.
Zakladem pfi vypoctech téchto jednotlivych charakteristik je po odhadnuti danych g, ziskani
hodnot pravdépodobnosti doziti se véku x, znacené p,, vypocitané ze vztahu q, + p, = 1.

[14]

Poté na zaklad¢ téchto dvou hodnot 1ze vypocitat dalsi charakteristiky, které jsou uvedeny
v umrtnostnich tabulkach (napt. [, — pocet osob dozivajicich se véku x, nebo d, — pocet
zemielych ve véku x) a pomoci kterych odhadneme budouci hodnoty stiedni délky Zivota
pro obdobi 2006 — 2015. Hodnota g, se potom vypocita na zakladé ndmi odhadnutych mér
umrtnosti m, . zvlast pro muze a zeny pro jednotlivé roky predikované¢ho obdobi podle

vztahu:
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G =1 —eCmx), (43)
kde:
dy je pravdépodobnost umrti ve véku x,
m, ¢ nami odhadnutd mira umrtnosti véku x a Casu .

Dalsimi né€kolika vypocty jednotlivych charakteristik se dostaneme k odhadu hodnot

sttedni délky zivota ve véku x, kterou znacime e, ziskané nasledujicim vztahem:
(44)

kde:

T, vyjadiuje pocet let Zivota, které¢ ma tabulkova generace (nikoliv jednotlivec) v daném
veku jeste pred sebou,

ey

L, je hypoteticky primérny pocet Zijicich v dokonceném véku x let. [3]

Pro naSe sledované obdobi jsme vybrali stiedni délku Zivota zvlast pro muze a Zeny
veékove kategorie 40-ti, 50-ti, 60-ti, 70-ti a 80-ti let. Re4dlné¢ hodnoty jsme ziskali z Human
mortality database a z Ceského statistického uiradu, protoze pro rok 2015 nejsou hodnoty
na strankach HMD k dispozici. Tyto pfevzaté hodnoty pro obdobi 1965 — 2015 jsou
v tabulkéch 12 a 13 v ptiloze 2. Hodnoty pro roky 2006 — 2015 jsme odhadli pomoci nami
vypocitanych mér umrtnosti m,,, které jsme dosadili do vzorce (43) a dal$imi vypocty

dostali potfebné charakteristiky pro vypocet dané stiedni délky Zivota pomoci (44).

Na nasledujicich obrazcich 21 a 22 vidime stfedni délky Zivota pro jiz zminéné vybrané
véky Zenské populace. Na obou obrazcich, stfedni délka Zivota pro vSechny vybrané vékové
kategorie vykazuje pozvolné rostouci trend. Také je mozné si v§imnout, ze doSlo k mirnému
podhodnoceni nami odhadnutych hodnot stfedni délky zivota pro vSechny véky. Na obrazku
22 je vidét, ze stiedni délka Zivota 80-ti letych vykazuje v nékterych letech nejvétsi odchylky,
zejména v roce 1987, 1998, 1999. Podobné odchylky, i kdyz menSiho rozsahu, vykazuje
1 nadéje doziti pro 70-ti leté Zeny v letech 1983 a 1991. Z obrazku 21 je patrné, Ze témét
7zadné odchylky v trendu nemd stfedni délka zivota 40-ti letych Zen, k vétSim odchylkdm
doslo v ptfipadé nadéje doziti 50-ti letych Zen, a to vletech 1975, 1981 a 1984. U vsSech
stiednich délek Zivota vybranych vékovych kategorii zaznamename pozvolnéjsi riist do roku
1990, od kterého Ize poté videt rist trochu strmé&jsi. Toto potvrzuji i hodnoty, které najdeme

v tabulce 12 v ptiloze 2.
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Vyvoj stfedni délky Zivota s pfedpovéd'mi pro Zzeny
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Obrazek 21: Vyvoj stfedni délky zivota Zenské populace v letech 1965 - 2015

Zdroj: vilastni zpracovani

r - o rs rd e o e L) - e
Vyvoj stiredni délky zZivota s predpovéd'mi pro Zeny
16
u
14 - CLL L
ﬂﬂnign.'..
-
12 | L
u LI
WEE L g guiEEE e HEE
e, 10 |
87 da AA
A L adaaatt ALAATT Lsaannante
b 344 ,4,4d,44444d _ 44,444 4a
4 T T T T T T T T T 1
1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015
Rok
Me70 4Ae80 ®e70pfedpovézené 4 e80 predpovézené

Obrazek 22: Vyvoj stfedni délky zivota Zenské populace v letech 1965 - 2015

Zdroj: viastni zpracovani

Na obrazcich 23 a 24 jsou zndzornény grafy pro vyvoj stfedni délky zivota vybranych

vekovych kategorii v letech 1965 — 2015 muzské populace.
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Obrazek 23: Vyvoj stfedni délky zivota v letech 1965 - 2015 muzské populace

Zdroj: viastni zpracovani
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Obrazek 24: Vyvoj stiedni délky zivota v letech 1965 - 2015 muzské populace

Zdroj: vilastni zpracovani

Z obou grafi je patrné, ze vyvoj nadéje doziti muzské populace je jiny nez v pripadé Zen.

Zatimco u Zen stfedni délka zivota vykazovala pro vSechny vékové kategorie pozvolny rist,

v pfipadé muzi to tak jednoznacné neni. Zejména pro véky 40-ti a 50-ti let ze zacatku

sledovaného obdobi hodnoty klesaly, v roce 1970 se hodnoty ustélily a s mirnymi odchylkami

Ize fici, Ze tvofi pfimku a rostouci tendenci zaznamenaly hodnoty az od roku 1991. Oproti
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zenské populaci v téchto letech nabrala podstatné strméji rostouci tendenci. Podobny prabéh
vykazuje i nadéje doziti v pfipadé 60-ti letych muzl, coz vidime na obrazku 24. Z tohoto
grafu vidime, Ze nejmensi nartist zaznamenala stfedni délka Zivota pro 80-ti leté muze a lze
fici, Ze 1 vykazovala nejméné odchylek. Ale u vSech kategorii si miizeme vSimnout, ze
ze zacatku sledovaného obdobi nékolik let hodnoty klesaly. Také oproti zenské populaci,
nami odhadnuté hodnoty od roku 2006 nepodhodnocuji vyvoj stfedni délky Zzivota pro
vSechny vékové kategorie muzské populace. Dané hodnoty je mozné opét vidét v ptiloze

2 v tabulce 13.

Jelikoz jsme hodnoty odhadovali do roku 2015, miZzeme je porovnat s hodnotami, které
jsme piezvali ze stranek Human mortality database a z Ceského statistického tiradu.
Na nésledujicich dvou tabulkdch 8 a 9 mlizeme vidét nami odhadnuté stfedni délky Zzivota
pro vybrané v€kové kategorie za obdobi 2006 — 2015 spolu s horni a dolni hranici 95%
intervalu spolehlivosti a také hodnoty skute¢né, zvlast’ pro muze a Zeny. Horni a dolni hranici
95% intervalu spolehlivosti jsme vypocitali, stejné jako autofi v ptvodnim ¢lanku,

a to pro horni mez:

horni mez =e(2#xsek.), (45)
a pro dolni mez:

dolni mez =e(_2'ﬁx'sekt), (46)
kde:
B, je parametr odhadnuty Lee-Carterovym modelem,
sey, jsou standardni chyby pfi odhadu parametru k; modelu ARIMA(O, 1, 0).

Hodnoty sey, jsou zobrazeny v tabulkach 14 a 15 v pfiloze 3. Standardnich chyby rostou

s druhou odmocninou vzdélenosti k pfedpovédnimu horizontu. [11]

V obou tabulkdch 8 a 9 je mozné si vSimnout, Ze naSe odhadnuté hodnoty ve vétsSing
ptipadi nedosahuji velikych rozdili od hodnot redlnych. Nyni se podivame blize
na jednotlivé tabulky. V tabulce 8 vidime hodnoty pro muzskou a Zenskou populaci v letech
2006 — 2010. Bliz8im porovnanim hodnot skuteénych a predikovanych jsme zjistili,
ze u muzské populace se skutecné hodnoty vesSly do nami vytvoifeného 95% intervalu
spolehlivosti. U Zen to ve vétSin€ pripadi bylo stejné jako u muzi, ale realné hodnoty byly
velmi blizké k horni hranici CI 95%. Skute¢na hodnota stfedni délky zivota 80-ti let v roce

2008 se do odhadnutého 95% intervalu spolehlivosti nevesla, ale pouze o 0,06. I v letech 2009
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a 2010 nadéje doziti 80-ti let pro zeny piesahovala horni hranici intervalu spolehlivosti opét

pouze s malym rozdilem o 0,02.

Tabulka 8: Odhadnuté a skute¢né hodnoty nadéje doziti pro uréité véky v letech 2006 - 2010

Stie dni 2006
délka Zeny Muzi
Zivota | Realita [Predikce 95 % CI Realita | Predikce 95 % CI
40 40,64 3991 40,92 38,92 35 34,80 35,81 33,81
50 31,22 30,50 31,50 29,50 26,04 25,89 26,90 24,90
60 22,34 21,62 22,63 20,63 18,19 18,10 19,11 17,11
70 14,29 13,55 14,56 12,56 11,66 11,57 12,58 10,58
80 7,68 6,68 7,69 5,69 6,41 6,17 7,18 5,18
2007
ey Zeny Muzi
Realita (Predikce 95 % CI Realita | Predikce 95 % CI
40 40,83 40,07 41,08 39,08 353 35,04 36,05 34,05
50 314 30,64 31,65 29,65 26,25 26,05 27,07 25,07
60 22,51 21,76 22,77 20,77 18,41 18,25 19,27 17,27
70 1441 13,64 14,65 12,65 11,84 11,70 12,71 10,71
80 7,76 6,73 7,74 5,74 6,62 6,30 732 532
2008
e, Zeny Muzi
Realita [Predikce 95 % CI Realita | Predikce 95 % CI
40 41,07 40,27 41,29 39,29 3544 3521 36,22 3422
50 31,62 30,83 31,84 29,84 26,44 26,24 27,26 25,26
60 22,76 21,96 22,98 20,98 18,57 1841 19,43 1743
70 14,64 13,81 14,82 12,82 12,01 11,86 12,88 10,88
80 787 6,80 7381 581 6,68 6,33 735 535
2009
e, Zeny Muzi
Realita (Predikce 95 % CI Realita | Predikce 95 % CI
40 41,1 40,33 4135 39,35 35,56 35,34 36,36 34,36
50 31,64 30,88 31,90 29,90 26,52 26,34 27,36 25,36
60 22,71 21,95 22,96 20,96 18,58 18,45 19,47 17,47
70 14,58 13,79 14,80 12,80 12,02 11,90 12,92 10,92
80 7,81 6,78 7,79 5,79 6,62 6,36 7,38 5,38
2010
(. Zeny MuZi
Realita (Predikce 95 % CI Realita | Predikce 95 % CI
40 41,39 40,59 41,61 39,61 358 35,51 36,53 34,53
50 31,92 31,13 32,14 30,14 26,74 26,49 2751 25,51
60 22,96 22,17 23,19 21,19 18,77 18,57 19,59 17,59
70 14,82 14,01 15,02 13,02 12,18 11,99 13,01 11,01
80 798 6,94 7,96 5,96 6,73 6,35 737 5,37

Zdroj: viastni zpracovani podle [4], [6]

V tabulce 9 jsou zobrazeny hodnoty pro muze a Zeny v letech 2011 — 2015. Z této tabulky
muzeme vycist, ze skutetné hodnoty nadé&je doziti pro vSechny vékové kategorie muza

se opét vesly do odhadnutého 95% intervalu spolehlivosti. U zen uz ptesahovalo horni hranici
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intervalu spolehlivosti vice skute¢nych hodnot. Jednalo se zejména zase o stfedni délku Zivota
80-ti letych ve vSech letech, tedy od roku 2011 do 2015. Vroce 2012 a 2014
se do odhadnutého intervalu spolehlivosti nevesla redlnd hodnota pro stfedni délku zivota
70-ti let. OvSem rozdily skuteénych hodnot od hodnot horni hranice 95% intervalu

spolehlivosti uz byly vétsi nez v pripadé nadéje doziti 80-ti let v roce 2008, 2009 a 2010.

Tabulka 9: Odhadnuté a skute¢né hodnoty nadéje doziti pro urcité veéky v letech 2011 - 2015

Stedni 2011
délka Zeny Muzi
Zivota Realita | Predikce 95 % CI Realita | Predikce 95 % CI
40 41,6 40,73 41,75 39,75 36,07 35,79 36,81 34,81
50 32,11 3125 3227 30,27 26,96 26,72 27,75 25,75
60 23,14 22,28 23,30 21,30 18,96 18,77 19,79 17,79
70 15 14,09 15,11 13,11 12,34 12,13 13,15 11,15
80 8,1 6,97 7,99 5,99 6,87 647 7,50 5,50
2012
[ Zeny Muzi
Realita | Predikce 95 % CI Realita | Predikce 95 % CI
40 41,7 40,82 41,84 39,84 36,29 36,01 37,04 35,04
50 32,21 31,33 32,36 30,36 27,16 26,94 2797 25,97
60 23,22 22,35 23,38 21,37 19,05 18,88 19,90 17,90
70 15,5 14,15 15,17 13,17 12,40 12,21 13,24 11,24
80 8,14 6,99 8,01 6,01 6,90 6,53 7,56 5,56
2013
ey Zeny Muzi
Realita | Predikce 95 % CI Realita | Predikce 95 % CI
40 41,82 40,94 41,96 39,96 36,47 36,19 37,22 35,22
50 32,29 3143 3245 30,45 2734 27,10 28,13 26,13
60 233 2243 2345 21,45 19,11 18,94 19,96 17,96
70 15,17 14,25 1528 1328 12,41 12,23 13,25 1125
80 8,21 7,08 8,10 6,10 6,97 6,63 7,66 5,66
2014
(% Zeny Muzi
Realita | Predikce 95 % CI Realita | Predikce 95 % CI
40 42,39 41,37 42,39 40,39 36,95 36,63 37,66 35,66
50 32,86 31,85 32,88 30,88 27,80 27,52 28,55 26,55
60 23,8 22,80 23,83 21,83 19,52 19,29 20,32 18,32
70 15,56 14,52 15,54 13,54 12,74 12,49 13,52 11,52
80 8,52 721 8,24 6,24 7,17 6,73 7,76 5,75
2015
e, Zeny Muzi
Realita | Predikce 95 % CI Realita | Predikce 95 % CI
40 42,12 41,22 4225 40,25 37,08 36,63 37,66 35,66
50 32,57 31,69 32,71 30,71 27,90 27,49 28,52 26,52
60 23,51 22,62 23,65 21,65 19,58 19,21 20,24 18,24
70 15,26 14,34 15,37 13,37 12,81 12,38 13,41 11,41
80 824 7,10 8,13 6,12 749 6,74 7,77 577
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Shrnutim lze fici, Ze nami vypocitané hodnoty pomoci Lee-Carter modelu umrtnosti
apredikci parametru k; ARIMA modelem byly odhadnuté v ramci moZznosti ve vétSing
ptfipadi dobfe. Diky témto hodnotdm jsme vypocitali predikci hodnot pro nadéji doziti
vybranych veékovych kategorii v letech 2006 — 2015 a nasledné porovnali se skute¢nymi
hodnotami, které se vétSinou vesli mezi horni a dolni hranici 95% intervalu spolehlivosti.
Pouze v ptipad¢é Zenské populace u vékové kategorie 80 let ndm vétSina hodnot presahovala

horni hranici intervalu a ve dvou letech i pro stfedni délku Zivota 70-ti let.
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ZAVER
Cilem diplomové prace bylo analyzovat vyvoj umrtnosti pro Ceskou republiku zvlast

pro muze a zeny ve vékové kategorii 40 — 90 let v obdobi 1965 — 2005 pomoci Lee-Carterova

modelu umrtnosti.

V prvni kapitole byly charakterizovany modely, diky kterym je mozné sledovat vyvoj
umrtnosti. V nasledujici kapitole byl podrobné popsan Lee-Carter model imrtnosti, metody
odhadi parametri a Boxova-Jenkinsonova metodologie vyuzitd pro modelovani indexu

amrtnosti.

Kapitola 3 se zaméfila na modelovani Umrtnosti prostfednictvim Lee-Carter modelu
umrtnosti v CR pro vybrané vékové kategorie a obdobi. Ze zalatku kapitoly doslo
k charakteristice vybranych dat pomoci stiedni délky zivota pfi narozeni, odhadnuti
jednotlivych parametri metodou nejmensich ctverci. Z veskerych hodnot byly zobrazeny
grafy 1 tabulky, které byly vzdjemné porovndny pro Zeny a muze zvlast ve vékové kategorii
40-ti az 90-ti let ve sledovaném obdobi 1965 — 2005. Nasledné byla provedena analyza casové
zavislého  parametru, indexu umrtnosti, Boxovou-Jenkinsonovou  metodologii,
kdy nejvhodné&jsim modelem byla zvolena nahodné prochézka s driftem jak pro muze a Zeny.

Tento parametr byl prognézovan do roku 2015.

Na konci kapitoly byly pomoci predikovaného parametru vypocitdny nové miry umrtnosti
do roku 2015, diky kterym se vypocitala stfedni délka zivota pro véky 40-ti, 50-ti, 60-ti, 70-ti
a 80-ti let, zvlaSt pro muze a zeny. Pro tyto hodnoty byly opét sestaveny grafy a tabulky,
které jsme porovnali pro muzskou a Zenskou populaci. V zavéru jsou tyto predikované
hodnoty porovnany s realnymi hodnotami ziskanymi z Human mortality database a Ceského
statistického uradu. Béhem porovnani téchto hodnot bylo zjiSténo, Ze odhadnuté hodnoty
se tolik neliSily od hodnot skutecnych a v nejvice ptipadech se skute¢né hodnoty vesly mezi
horni a dolni hranici odhadnutého 95% intervalu spolehlivosti. Pouze s vyjimkou stfedni
délky Zivota 80-ti let pro Zeny, kdy vétSina hodnot pfesahovala horni hranici intervalu
spolehlivosti, a to v letech 2008 — 2010, 2011 — 2015. V roce 2012 a 2014 hodnota stfedni

délky zivota 70-ti let pro Zeny také presahla horni hranici 95% intervalu spolehlivosti.

Lze tedy fici, ze starnuti populace, nebo-li riziko dlouhovékosti je problémem i Ceské
republiky, ktery by méla vlada feSit a to nejen proto, Ze to je méfitkem vyspélosti dané
spolecnosti, ale také Zze dochazi k ovlivnéni nékterych odvétvi, napt. ekonomika, Skolstvi,

zdravotnictvi.
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PRILOHA 1: Odhadnuté miry amrtnosti m,, pro obdobi 2006 -2015

Tabulka 10: Odhadnuté hodnoty miry umrtnosti m,, pro Zeny v obdobi 2006 - 2015

m, ¢

2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015

40 0,0010 | 0,0010 | 0,0009 | 0,0009 | 0,0009 | 0,0009 [ 0,0009 | 0,0009 | 0,0009 | 0,0009
41 0,0011 0,0010 | 0,0010 | 0,0010 | 0,0010 | 0,0010 | 0,0010 | 0,0010 | 0,0010 | 0,0009
42 0,0012 | 0,0012 | 0,0012 | 0,0012 | 0,0012 | 0,0012 | 0,0012 | 0,0011 0,0011 0,0011
43 0,0013 | 0,0013 | 0,0013 | 0,0013 | 0,0013 | 0,0013 | 0,0013 | 0,0012 | 0,0012 | 0,0012
44 0,0015 | 0,0015 | 0,0015 | 0,0014 | 0,0014 | 0,0014 | 0,0014 | 0,0014 | 0,0014 | 0,0013
45 0,0017 | 0,0017 | 0,0016 | 0,0016 | 0,0016 | 0,0016 | 0,0016 | 0,0015 | 0,0015 | 0,0015
46 0,0019 | 0,0019 | 0,0019 | 0,0019 | 0,0018 | 0,0018 | 0,0018 | 0,0018 | 0,0018 | 0,0018
47 0,0021 0,0021 0,0021 0,0021 0,0020 | 0,0020 | 0,0020 | 0,0020 | 0,0020 | 0,0019
48 0,0024 | 0,0024 | 0,0024 | 0,0023 | 0,0023 | 0,0023 | 0,0023 | 0,0023 | 0,0022 | 0,0022
49 0,0026 | 0,0026 | 0,0025 | 0,0025 | 0,0025 | 0,0025 | 0,0024 | 0,0024 | 0,0024 | 0,0024
50 0,0028 | 0,0027 | 0,0027 | 0,0027 | 0,0027 | 0,0026 | 0,0026 | 0,0026 | 0,0026 | 0,0025
51 0,0031 0,0031 0,0031 0,0030 | 0,0030 | 0,0030 | 0,0030 | 0,0029 | 0,0029 | 0,0029
52 0,0032 | 00032 | 00032 | 0,0031 0,0031 0,0031 0,0030 | 0,0030 | 0,0030 | 0,0029
53 0,0038 | 00037 | 00037 | 00036 | 00036 | 00036 | 00035 | 0,0035 | 0,0035 | 0,0034
54 0,0040 | 0,0040 | 0,0040 | 0,0039 | 0,0039 | 0,0038 | 0,0038 | 0,0038 | 0,0037 | 0,0037
55 0,0045 | 0,0045 | 0,0045 | 0,0044 | 0,0044 | 0,0043 | 0,0043 | 0,0042 | 0,0042 | 0,0042
56 0,0048 | 00048 | 00047 | 00047 | 00046 | 0,0046 | 0,0045 | 0,0045 | 0,0044 | 0,0044
57 0,0056 | 0,0055 | 000055 | 00054 | 00054 | 00053 | 00053 | 00052 | 00052 | 0,0051
58 0,0059 | 0,0058 | 00058 | 0,0057 | 00056 | 0,0056 | 0,0055 | 0,0055 | 0,0054 | 0,0053
59 0,0065 | 00064 | 00064 | 00063 | 00062 | 00062 | 0,0061 | 0,0060 | 0,0060 | 0,0059
60 0,0071 0,0070 | 0,0070 | 0,0069 | 0,0068 | 0,0067 | 0,0066 | 0,0066 | 0,0065 | 0,0064
61 0,0077 | 00076 | 0,075 | 00074 | 0,0073 | 0,0072 | 0,0072 | 0,0071 0,0070 | 0,0069
62 0,0083 | 0,0082 | 0,0081 0,0080 | 0,0079 | 0,0078 | 0,0077 | 0,0076 | 0,0075 | 0,0075
63 0,0093 | 0,0092 | 0,0091 0,0090 | 0,0089 | 0,0088 | 0,0086 | 0,0085 | 0,0084 | 0,0083
64 0,0101 0,0100 | 0,0099 | 0,0097 | 0,0096 | 0,0095 | 0,0094 | 0,0092 | 0,0091 0,0090
65 00114 | 00113 | 00111 0,0110 | 0,0108 | 0,0107 | 0,0106 | 0,0104 | 0,0103 | 0,0101
66 0,0127 | 00126 | 00124 | 00122 | 0,0121 0,0119 | 00118 | 00116 | 00114 | 0,0113
67 0,0141 0,0139 | 00137 | 00135 | 00133 | 0,0132 | 0,0130 | 0,0128 | 0,0126 | 0,0125
68 00158 | 00156 | 00154 | 00152 | 0,150 | 0,0148 | 00146 | 00144 | 00142 | 0,0140
69 00175 | 00173 | 00170 | 00168 | 00166 | 00164 | 00161 | 00159 | 00157 | 0,0155
70 0,0194 | 00192 | 00189 | 00186 | 00184 | 00181 0,0179 | 00176 | 00174 | 00171
71 0,0220 | 00217 | 00214 | 0,0211 0,0208 | 0,0205 | 0,0202 | 0,0200 | 0,0197 | 0,0194
72 0,0248 | 00245 | 00242 | 0,239 | 00235 | 0,0232 | 0,0229 | 0,0226 | 0,0223 | 0,0220
73 0,0282 | 00278 | 00274 | 0,0271 0,0267 | 0,0264 | 0,0260 | 0,0257 | 00253 | 0,0250
74 0,0312 | 00308 | 00304 | 00300 | 00296 | 0,291 0,0287 | 0,0284 | 0,0280 | 0,0276
75 0,0355 | 0,0350 | 0,0346 | 0,0341 0,0336 | 0,332 | 0,0327 | 0,0323 | 0,0319 | 0,0314
76 0,0405 | 0,0400 | 00395 | 00390 | 0,385 | 00380 | 00375 | 0,0370 | 0,0365 | 0,0361
77 0,0452 | 0,0446 | 0,0441 0,0435 | 0,0429 | 0,0423 | 0,0418 | 00412 | 0,0407 | 0,0402
78 0,0526 | 00519 | 00513 | 0,507 | 0,0501 0,0495 | 0,0489 | 0,0483 | 0,0477 | 0,0471
79 0,0577 | 00569 | 00562 | 00555 | 00548 | 0,0541 0,0534 | 00527 | 00521 | 0,0514
80 0,0665 | 00657 | 00649 | 0,0641 0,0633 | 00626 | 00618 | 00611 0,0603 | 0,0596
81 0,0747 | 00738 | 00729 | 0,721 0,0712 | 0,0704 | 0,0696 | 0,0688 | 0,0680 | 0,0672
82 0,0852 | 00843 | 0,0833 | 00824 | 00815 | 0,0805 | 0,079 | 0,0787 | 0,0779 | 0,0770
83 0,0970 | 0,0960 | 00950 | 0,0940 | 0,0930 | 0,0920 | 0,0911 | 0,0901 0,0892 | 0,0882
84 0,1069 | 0,1058 | 0,1047 | 0,1036 | 0,1024 | 0,1014 | 0,1003 | 0,0992 | 0,0981 | 0,0971
85 0,1229 | 01217 | 0,1205 | 0,1194 | 01182 | 0,1171 0,1159 | 0,1148 | 0,1137 | 0,1126
86 0,1378 | 0,1366 | 0,1354 | 0,1341 0,1329 | 0,1317 | 0,1305 | 0,1293 | 0,1282 | 0,1270
87 0,1548 | 01535 | 0,1522 | 0,1508 | 0,1495 | 0,1482 | 0,1469 | 0,1456 | 0,1443 | 0,1431
88 0,1747 | 0,733 | 0,1720 | 0,1706 | 0,1693 | 0,1680 | 0,1666 | 0,1653 | 0,1640 | 0,1627
89 0,1970 | 0,1956 | 0,1943 | 0,1929 | 0,1916 | 0,1902 | 0,1889 | 0,1876 | 0,1863 | 0,1850
90 02231 02218 | 02205 | 02192 | 02180 | 02167 | 02155 | 02142 | 02130 | 02117

vék/Rok

Zdroj: viastni zpracovani



Tabulka 11: Odhadnuté hodnoty miry umrtnosti m,, pro muze v obdobi 2006 - 2015

m, ¢

2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015

40 0,0022 | 0,0022 | 0,0021 0,0021 0,0021 0,0021 0,0021 0,0020 | 0,0020 | 0,0020
41 0,0024 | 00024 | 0,023 | 00023 | 0,0023 | 0,0023 | 0,0023 | 0,0022 | 0,0022 | 0,0022
42 0,0027 | 00027 | 00027 | 00026 | 0,0026 | 0,0026 | 0,0026 | 0,0026 | 0,0025 | 0,0025
43 0,0030 | 0,0030 | 0,030 | 0,0029 | 0,0029 | 0,0029 | 0,0029 | 0,0028 | 0,0028 | 0,0028
44 0,0034 | 00033 | 00033 | 00033 | 00033 | 00032 | 00032 | 00032 | 0,0032 | 0,0031
45 0,0037 | 0,0036 | 0,0036 | 00036 | 0,0035 | 0,0035 | 0,0035 | 0,0035 | 0,0034 | 0,0034
46 0,0044 | 00043 | 00043 | 00043 | 0,0043 | 0,0042 | 0,0042 | 0,0042 | 0,0041 0,0041
47 0,0048 | 00048 | 00048 | 0,0047 | 0,0047 | 0,0047 | 0,0046 | 0,0046 | 0,0046 | 0,0045
48 0,0054 | 00054 | 0,053 | 0,0053 | 0,0053 | 0,0052 | 0,0052 | 0,0052 | 0,0051 0,0051
49 0,0060 | 0,0060 | 0,0059 | 0,0059 | 0,0058 | 0,0058 | 0,0058 | 0,0057 | 0,0057 | 0,0057
50 0,0066 | 00066 | 0,0065 | 0,0065 | 0,0065 | 0,0064 | 0,0064 | 0,0063 | 0,0063 | 0,0062
51 0,0072 | 0,0071 0,0070 | 0,0070 | 0,0069 | 0,0069 | 0,0068 | 0,0068 | 0,0067 | 0,0067
52 0,0081 0,0080 | 0,0080 | 0,0079 | 0,0079 | 0,0078 | 0,0078 | 0,0077 | 0,0077 | 0,0076
53 0,0090 | 0,0090 | 0,0089 | 0,0089 | 0,0088 | 0,0088 | 0,0087 | 0,0087 | 0,0086 | 0,0085
54 0,0099 | 00098 | 00097 | 00097 | 0,009 | 0,095 | 00095 | 0,0094 | 0,0094 | 0,0093
55 0,110 | 00109 | 00108 | 0,108 | 0,107 | 0,0106 | 00106 | 0,0105 | 0,0104 | 0,0104
56 00115 | 00114 | 00114 | 00113 | 00112 | 00111 0,0110 | 0,0110 | 0,0109 | 0,0108
57 0,0125 | 00124 | 00123 | 00122 | 0,0121 0,120 | 00120 | 00119 | 00118 | 00117
58 0,139 | 00138 | 00137 | 00136 | 00135 | 00134 | 00133 | 00132 | 0,0131 0,0130
59 00155 | 00154 | 00153 | 00152 | 00151 | 0,0150 | 0,0149 | 0,0147 | 00146 | 0,0145
60 0,0168 | 00167 | 00166 | 00165 | 00163 | 00162 | 0,0161 0,0160 | 00159 | 00157
61 0,0180 | 00178 | 00177 | 00175 | 00174 | 0,0173 | 0,0171 0,0170 | 00169 | 00167
62 0,0197 | 00195 | 00194 | 00192 | 0,0191 0,0189 | 00188 | 0,018 | 00185 | 0,0183
63 0,212 | 00211 | 00209 | 0,207 | 0,205 | 00204 | 00202 | 0,0200 | 0,0199 | 0,0197
64 0,0224 | 00222 | 00220 | 0,218 | 00216 | 00214 | 00212 | 0,210 | 0,0208 | 0,0207
65 0,0247 | 00244 | 00242 | 00240 | 0,238 | 0,0235 | 0,0233 | 0,0231 0,0229 | 0,0227
66 0,0269 | 00266 | 00264 | 0,0261 0,0259 | 0,0256 | 0,0254 | 0,0252 | 0,0249 | 0,0247
67 0,0294 | 0,0291 0,0289 | 0,0286 | 0,0284 | 0,0281 0,0279 | 0,0276 | 00273 | 0,0271
68 0,0323 | 00320 | 00317 | 00314 | 0,311 | 0,0308 | 0,0305 | 0,0303 | 0,0300 | 0,0297
69 0,0349 | 00345 | 00342 | 0,339 | 00336 | 0,332 | 00329 | 0,326 | 00323 | 0,0320
70 0,0380 | 00377 | 00373 | 0,0370 | 0,0366 | 0,0363 | 0,0360 | 0,0356 | 0,0353 | 0,0350
71 0,0410 | 00406 | 00402 | 00398 | 00394 | 0,0391 0,0387 | 0,0383 | 0,0380 | 0,0376
72 0,0446 | 0,0442 | 0,0438 | 0,0434 | 0,0429 | 0,0425 | 0,0421 0,0417 | 0,0413 | 0,0409
73 0,0489 | 0,0484 | 0,0480 | 0,0475 | 0,0470 | 0,0466 | 0,0461 0,0457 | 0,0453 | 0,0448
74 0,0539 | 00534 | 00529 | 00524 | 00519 | 00514 | 0,509 | 0,0505 | 0,0500 | 0,0495
75 0,0580 | 00574 | 00569 | 0,0563 | 00558 | 0,0553 | 00547 | 00542 | 0,0537 | 0,0532
76 0,0647 | 0,0641 0,0635 | 00629 | 0,0624 | 0,0618 | 0,0612 | 0,0607 | 0,0601 0,0596
77 0,0707 | 0,0700 | 0,0694 | 0,0688 | 0,0681 0,0675 | 00669 | 0,0663 | 0,0657 | 0,0651
78 0,0775 | 00768 | 0,0761 0,0754 | 0,0748 | 0,0741 0,0734 | 0,0728 | 0,0721 0,0715
79 0,0833 | 0,825 | 0,818 | 0,0810 | 0,0802 | 0,795 | 00787 | 0,0780 | 0,0773 | 0,0766
80 0,0944 | 0,0936 | 00928 | 0,0920 | 0,0912 | 0,0904 | 0,089 | 0,08388 | 0,0881 0,0873
81 0,1037 | 0,1029 | 0,1020 | 0,1012 | 0,1003 | 0,0995 | 0,0987 | 0,0979 | 0,0971 0,0963
82 0,1164 | 01155 | o,1146 | 01137 | 0,1128 | 0,1119 | 0,1110 | 0,1102 | 0,1093 | 0,1085
83 0,1256 | 0,1247 | 0,1237 | 0,1227 | 0,1217 | 0,1208 | 0,1198 | 0,1189 | 0,1180 | 0,1170
84 0,1374 | 0,1363 | 0,1353 | 0,1342 | 0,1331 | 0,1321 0,1310 | 0,1300 | 0,1290 | 0,1279
85 0,1525 | 011514 | 0,1503 | 0,1492 | 0,1481 | 0,1470 | 0,1459 | 0,1448 | 0,1437 | 0,1427
86 0,1689 | 01677 | 0,1665 | 0,1654 | 0,1642 | 0,1630 | 0,1619 | 0,1607 | 0,1596 | 0,1584
87 0,1858 | 0,1845 | 0,1832 | 0,1819 | 0,1806 | 0,1794 | 0,1781 0,1769 | 0,1757 | 0,1744
88 02138 | 02127 | 02116 | 02104 | 02093 | 02082 | 0,2071 0,2060 | 02050 | 0,2039
89 02358 | 02347 | 02337 | 02326 | 02315 | 02305 | 02294 | 02284 | 02273 | 02263
90 02580 | 02569 | 02557 | 02545 | 02533 | 02522 | 02510 | 02499 | 02487 | 02476

vék/Rok

Zdroj: viastni zpracovani



PRILOHA 2: Skutetné hodnoty stiedni délky Zivota pro vybrané véky a

obdobi 1965 — 2015

Tabulka 12: Redlné hodnoty nadéje doziti zen v obdobi 1965 — 2015

Rok ey
40 50 60 70 30

1965 36,13 2695 18,42 11,1 5,89
1966 36,34 27,12 18,58 1121 598
1967 36,31 27,11 18,54 112 591
1968 3599 26,82 1827 10,92 5,69
1969 35,78 26,63 18,13 1091 5,83
1970 35,61 2643 1797 10,74 5,67
1971 3587 26,71 18,22 10,97 5,84
1972 36,12 26,96 1847 11,16 5,94
1973 36,03 26,83 18,32 10,98 5,75
1974 3595 26,78 1827 1093 5,71
1975 36,31 277 18,54 11,13 5,86
1976 36,39 27,15 18,61 1122 5,85
1977 364 27,16 18,63 11,19 583
1978 36,36 27,1 18,6 1123 591
1979 36,37 27,14 18,64 1127 593
1980 3592 26,68 18,18 10,88 5,65
1981 36,32 27,7 18,56 11,21 5,88
1982 36,34 27,12 18,53 1122 59
1983 36,17 2692 18,38 11,7 5,77
1984 36,35 277 18,53 1126 5,86
1985 36,49 272 18,64 11,27 591
1986 36,38 27,15 18,58 1128 59
1987 36,83 27,55 18,99 11,62 69
1988 36,99 27,73 19,15 11,79 6,24
1989 36,89 27,65 19,6 11,68 6,13
1990 37,02 27,76 19,16 11,77 6,26
1991 37,34 28,11 19,51 124 6,37
1992 37,75 2847 19,85 12,34 6,6
1993 37,87 28,58 19,88 12,32 6,59
1994 38,03 28,73 20 124 6,56
1995 38,02 28,71 20,5 12,43 6,59
1996 38,54 292 20,44 12,72 6,88
1997 38,67 2935 20,6 12,85 691
1998 39,06 29,69 2093 13,11 78

1999 39,12 29,74 20,95 13,11 7,7

2000 3933 29,98 2121 133 7,12
2001 3948 30,12 2135 134 723
2002 39,71 3031 2149 13,51 7.4
2003 39,59 302 2142 13,46 7,11
2004 40,1 30,7 21,83 13,82 738
2005 40,16 30,75 2191 13,87 74
2006 40,64 31,22 22,34 1429 7,68
2007 40,83 314 22,51 1441 7,76
2008 41,07 31,62 22,76 14,64 7,87
2009 41,1 31,64 22,71 14,58 781
2010 41,39 31,92 22,96 14,82 7,98
2011 416 32,11 23,14 15 8,1

2012 41,7 3221 2322 15,5 8,14
2013 41,82 32,29 233 15,17 821
2014 42,39 32,86 238 15,56 8,52
2015 42,12 32,57 2351 1526 8,24

Zdroj: vilastni zpracovani podle [4], [6]



Tabulka 13: Realné hodnoty nadéje doziti muzii v obdobi 1965 - 2015

Rok €x

40 50 60 70 80
1965 31,24 2248 14,83 9,16 5,08
1966 31,27 22,51 14,8 9,12 5,16
1967 31,02 2232 14,68 9,04 5,05
1968 30,7 22,04 14,43 8,81 4,85
1969 30,13 21,58 14,03 8,55 4,96
1970 30,07 21,5 14,05 848 4,87

1971 30,18 21,65 14,14 8,54 49
1972 30,64 22,01 14,54 8,85 5

1973 30,37 21,73 14,29 8,54 483
1974 30,3 21,7 14,26 8,51 4281

1975 30,57 21,94 14,48 8,68 4,79
1976 30,56 21,92 14,52 8,62 4,79
1977 30,51 21,92 14,56 8,72 4,88
1978 30,49 21,89 14,61 8,75 492
1979 30,49 21,87 14,57 8,76 4,86
1980 30,01 21,46 14,25 8,47 4,59
1981 30,32 21,71 1447 8,71 4.8

1982 30,37 21,74 14,43 8,71 4,77
1983 30,07 21,54 14,29 8,67 4,75
1984 30,21 21,67 14,43 8,78 4,82
1985 30,24 21,72 14,44 8,79 4285
1986 30,23 21,67 1441 8,85 4,82
1987 30,53 21,98 14,69 9,11 5,05
1988 30,66 22,12 14,79 9,22 5,14
1989 30,62 22,06 14,73 9,22 5,02
1990 30,19 21,76 14,58 9,1 5,05
1991 30,81 223 14,99 9,33 5,16
1992 31,07 22,57 15,25 9,59 5,37
1993 31,67 23,04 15,64 9,72 544
1994 31,85 2323 15,81 9,85 5,56
1995 31,97 2331 15,81 9.82 548
1996 3232 23,62 16,15 10,18 5,78
1997 3247 23,81 16,31 10,3 5,85
1998 32,93 242 16,63 1043 5,94
1999 33,18 244 16,79 10,56 6,01
2000 33,34 24,58 16,93 10,68 5,96
2001 33,76 24,95 17,27 10,88 6,09
2002 33,84 25,01 17,3 10,95 6,05
2003 33,8 2493 17,25 10,86 5,98
2004 34,27 2537 17,64 11,21 6,19
2005 34,55 25,62 17,83 11,32 6,26
2006 35 26,04 18,19 11,66 6,41
2007 353 26,25 18,41 11,84 6,62
2008 3544 26,44 18,57 12,01 6,68
2009 35,56 26,52 18,58 12,02 6,62
2010 358 26,74 18,77 12,18 6,73
2011 36,07 26,96 18,96 12,34 6,87
2012 36,29 27,16 19,05 124 6,9

2013 36,47 27,34 19,11 1241 6,97
2014 36,95 278 19,52 12,74 717
2015 37,08 27,90 19,58 12,81 749

Zdroj: viastni zpracovani podle [4], [6]



PRILOHA 3: Hodnoty standardnich chyb p¥i odhadu parametru k,

ARIMA modelem
Tabulka 14: Hodnoty standardnich chyb sey,, pro Zeny
Standardni

o chyba

2006 0,21159
2007 0,29923
2008 0,36648
2009 042318
2010 047313
2011 0,51828
2012 0,55981
2013 0,59846
2014 0,63476
2015 0,66910

Tabulka 15: Hodnoty standardnich chyb se,, pro muze

Standardni

Rok chyba

2006 022723
2007 0,32135
2008 0,39357
2009 0,45445
2010 0,50809
2011 0,55659
2012 0,60118
2013 0,64269
2014 0,68168
2015 0,71855

Zdroj: viastni zpracovani

Zdroj: vilastni zpracovani



